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Programmation

Linux Cet article a pour but d'expliquer toutes les techniques de décomposition en éléments simples d'une

Images Fractales fraction rationnelle afin de pouvoir en trouver une primitive.

Rechercher ... Comme tous les articles mathématiques du site Gecif.net, la vulgarisation mathématique permet ici
Courriel d'expliquer avec de; mots et des notions simples (de niveau BAC+1) un résultat qui en principe demande
un niveau bien supérieur.
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Les techniques d'intégration classiques (primitive de fonctions usuelles, intégration par parties, et
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changement de variables) sont considérées parfaitement connues.
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NOUVEAU : Calculez vos primitives en ligne grace a Gecif.net !
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Rappels sur les fractions rationnelles

La décomposition en éléments simples n'est pas une technique propre au calcul intégral. Elle permet de
décomposer une fraction rationnelle de la forme P(x)/Q(x), ou P(x) et Q(x) sont deux polynémes en x
avec Q(x) non nul, en somme de fractions élémentaires que I'on sait intégrer.
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20/4/2015 Intégration par décomposition en éléments simples

La décomposition en éléments simples sera donc bien utile pour trouver les primitives de la forme
suivante :

Appelons R(x) la fraction rationnelle présente dans l'intégrale :
P(x
B =
Quelques précisions sur la fraction rationnelle R(x) :

e P(x) est le polyndbme présent au numérateur de R(x)

e Q(x) est le polyndme présent au dénominateur de R(x)

« Les valeurs de x qui annulentP(x) (c'est-a-dire les racines deP(x) ) sont appelées les
racines de R(x)

e Les valeurs de x qui annulentQ(x) (c'est-a-dire les racines deQ(x) ) sont appelées les
pélesde R(x)

Quelques remarques élémentaires sur l'intégration de la fraction rationnelle R(x) :

« lorsque P(x) est la dérivée deQ(x) il est inutile de décomposer R(x) en éléments simples
« lorsque R(x) admet O pour seul pdle il est inutile de décomposerR(x) en éléments simples
« lorsque R(x) admet un seul pdle h on se raméne au cas précédent en posant u=x-h

Rappel sur la division euclidienne de deux polynémes :

Si P et Q sont deux polyndmes, alors il existe deux autres polynébmes A etB uniques
vérifiant P=A.Q+B et deg(B)<deg(Q)

Le polyndme A est appelé « le quotient de la division euclidienne de P par Q ».
Le polyndme B est appelé « le reste de la division euclidienne de P par Q ».
Nous ne rappelerons pas ici les techniques permettant de trouver le résultat (quotient et reste) d'une

division euclidienne entre deux polynémes, mais la division euclidienne sera utilisée dans certaines
décompositions en éléments simples ci-dessous.
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| Technique de décomposition en éléments simples

Toute fraction rationnelle R(x) peut se décomposer en éléments simples sous la forme suivante :
R(x) = E(x) + ZPe + ZSe
Avec :
« E(x) la partie entiére
« Pe un élément simple de premiére espéce
« Se un élément simple de seconde espéce

« 2Pe la somme des éléments simples de premiére espéce
« 3Se la somme des éléments simples de seconde espéce

Rappel : R(x)=P(x)/Q(x) avecP(x) et Q(x) deux polynémes
Notons P° le degré du polynomeP(x) présent au numérateur de la fraction R(x).

Notons Q° le degré du polynomeQ(x) présent au dénominateur de la fraction R(x).

Détermination de la partie entiére E(x) :
E(x) est un polyndme en x (et non une fraction comme Pe ou Se).
E(x) est donc intégrable directement.
E(x) peut étre égal au polynéme nul : E(x)=0

La partie entiere E(x) de la décomposition en éléments simpes de R(x) se détermine en fonction du
degré de P(x) et de Q(x) :

« Si P°<Q° alors la partie entiére E(x) est nulle

« Si P°=Q° alors la partie entiére E(x) est une constante égale au rapport des coefficients
des mondmes de plus haut degré

« Si P°>Q° alors la partie entiére E(x) est un polynome de degré P°-Q°

Remarque : |la différence P°-Q°s'appelle le degré de la fraction rationnelle R(x), noté R°. Concernant la
partie entiére E(x) on peut donc résumer :
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Intégration par décomposition en éléments simples

« E(x)=0 si R°<0
o E(x) est une constante si R°=0
e E(x) est un polynome de degré R° si R°>0

Dans le cas ol R°>0 alors le polyndme E(x) est égal au quotient de la division euclidienne
de P(x)par Q(x) :

P(x)=E(x).Q(x)+reste
Détermination des éléments simples de premiére et de seconde espéce :

En fonction de la nature des poéles (réels ou complexes) de R(x) la décomposition ne sera pas de la
méme forme :

« si R(x) ne posséde que des péles réels, alors Q(x) est factorisable et la décomposition
de R(x) donnera seulement des éléments simples de premiére espéce

« si R(x) posséde des pbles complexes alors il y aura des élements simples de seconde espéce dans la
décomposition de R(x)

La décomposition en éléments simples possédera :

« un élément simple de premiére espéce pour chaque pdle réel
« un élément simple de seconde espéce pour chaque paire de pdles complexes conjugués

La forme générale d'un élément simple de premiére espéce est la suivante (avec k et a des constantes
réelles) :

_ .
(;L’ — a.) L

La forme générale d'un élément simple de seconde espéce est la suivante (avec p, q, a, b et ¢ des
constantes réelles) :

px+4q
(az? + bx + c)®

Dans les deux types d'éléments simples ci-dessus, les dénominateurs sont donnés par la fraction
rationnelle R(x) a décomposer. Le travail de décomposition consiste a trouver les coefficients des
numérateurs (k, p et q dans les écritures ci-dessus).

Pour trouver les coefficients des numérateurs des différents éléments simples il n'y a pas une seule
méthode miracle, mais un ensemble de techniques a connaitre. Chaque fraction rationnelle étant
particuliere, a chaque décomposition une technique sera plus efficace qu'une autre. Parmi les différentes
techniques de décomposition en éléments simples on peut citer :

« la méthode directe (factorisation, identité remarquable, évaluation directe des coefficients en
donnant une valeur a x, etc.)

« l'identification des coefficients par résolution d'un systéme d'équations

« la division euclidienne

e I'emploi des nombres complexes

Selon la forme de la fraction rationnelle a décomposer et la nature de ses péles (réels, complexes,
simples ou multiples), certaines techniques ne donneront que quelques coefficients, et une seconde
technique sera alors utilisée pour trouver les autres coefficients. On utilise souvent également un
"mélange" des différentes techniques. Plus que jamais |'expérience compte pour maitriser la
décomposition en éléments simples, ce qui est traditionnellement de nature a faire peur aux débutants ...

Cependant la méthode universelle qui marchera dans tous les cas (mais qui peut devenir vite trés
complexe pour un calcul "manuel") reste l'identification des coefficients par résolution d'un systéme
d'équations aprées avoir mis la forme décomposée de R(x) au méme dénominateur que la forme originale.
Le systéme d'équations a résoudre pour trouver les coefficients peut étre résolu de maniére classique (par
addition ou substitution) ou en utilisant les matrices (et I'algébre linéaire). Cette technique d'identification
des coefficients par résolution d'un systéme d'équations est celle utilisée par les logiciels effectuant une
décomposition en éléments simples : le logiciel effectue alors un "simple calcul matriciel" pour lui. Les 3
autres techniques ne sont que des "raccourcis" a utiliser dans certains cas particuliers, et bien plus rapide
pour un calcul "manuel" qu'une résolution d'un systéme d'équations.

Le paragraphe « Exemples d'intégration de fractions rationnelles » ci-dessous montre ces
différentes techniques dans des cas concrets.
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Table des primitives utiles

Voici un rappel des primitives a avoir en téte avant de vouloir intégrer une fraction rationnelle par
décomposition en éléménts simples. Cette table des primitives n'est pas exhaustive (je considére que les
primitives des fonctions usuelles sont connues) et donne seulement les relations utiles pour trouver une
primitive d'un fraction rationnelle :
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Fonction f(x) Primitive de f(x)
Dérivée de g(x) Fonction g(x)
u.f
= In |u|
u
L In ‘;1? — a.‘
T—a
u' —1
— Vn#1 (n—1) a1
1 1 1
Wil .
(x—a) it l—n (z—a)"1
1 1 ! 1+xz
5 B Tl
1 .
32 arctan(z)
u’
T2 arctanu
u
1 1 z+b
Va0 LA Rl il
(;17 A b)z + G,Q a ?é i arctan =
1
: = arcsin(zx)
—
1
T argcosh(x)
2 —
1 .
argsinh(x)

vl 41
Consultez également les dérivées des 24 fonctions trigonométriques :
elles constituent 24 nouvelles primitives "prétes a I'emploi" !
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Intégration d'un élément simple de premiére espéce

La forme générale d'un élément simple de premiére espéce est la suivante (avec k et a des constantes
réelles) :

k
(x —a)™
Il faut donc savoir intégrer les fractions de la forme suivante :

1

(@ —a)

Dans la cas ol n=1 la primitive s'obtient par la relation suivante :

lx
/i = In|z — a
r—a

Remarque : dans ce cas la fonction a intégrer est simplement sous la forme u'/u, d'ou une intégration
directe.

Dans la cas ol n>1 la primitive s'obtient par la relation suivante :
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/ dz 1 1
(t—a)® 1—-n (r—a)*!

Remarque : dans ce cas la fonction a intégrer est de la forme u'/u”, d'oll une intégration directe.

On retiendra que dans tous les cas l'intégration d'un élément simple de premiére espece est immédiate.

Retour en haut de la page

Intégration d'un élément simple de seconde espéce

La forme générale d'un élément simple de seconde espéce est la suivante (avec p, q, a, b et ¢ des
constantes réelles) :

px—+4q
(az? + bx + )™

On peut toujours la décompser en deux fractions :
pr—+q T 1

(ax? + bx + c¢)n =8 (az? + bx + ¢)™ Ta (az? + bx + c)n

Il existe alors deux types d'éléments simples de seconde espéce qu'il faut savoir intégrer :

Cas 1:il n'y a pas de x au numérateur :

1
(ax? + bz + c)n

Dans ce cas 1 on écrit le dénominateur sous sa forme canonique, puis on procéde a un changement de
variable afin de reconnaitre la dérivée d'une fonction trigonométrique (arctan si n=1, arcsin, argsinh ou
argcosh si n=1/2) :

1 - On écrit le dénominateur sous sa forme canonique :

b 2+ dac — b2
2a 4a2

ar’ +br+c=a (3: +

2 - On effectue un premier changement de variable :
b

2a

u=2x-+

3 - On effectue un second changement de variable :

b g | dac — b2
o 4a?

L'intégrale de I'élément simple de seconde espéce devient :

/ dr B / dt
(az? 4+ bz 4 c) (t2+1)"

Si n=1 on reconnait la dérivée d'arctan(t) et on s'arréte ici.

Si n=1/2 on reconnait la dérivée d'argsinh(t) et on s'arréte ici.
Sinon on continue :
4 - On effectue un troisiéme changement de variable :

t = tan(y)

Et l'intégrale devient :

/ dt _/ f _ dy _/ n—2. ). d
(t24+1)n N (tan?(y) 4+ 1)" cos?(y) e () - dy

Il suffit maintenant de trouver une primitive de la fonction cosinus élevée a une puissance. Cliquez ici
pour obtenir toutes les techniques permettant de trouver de telles primitives.

Cas 2: il y a un x au numérateur :
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I
(az? + bz + )™
Dans ce cas 2 on écrit le numérateur sous la forme suivante (dans laquelle2ax+b est la dérivée du

polyndme du dénominateur) puis on décompose la fraction en deux ce qui nous rameéne a des primitives
connues :

1 b
T (2az +b) — 20

On obtient alors une fraction de la forme u'/u” et une autre de la forme du cas 1 ci-dessus :

&L — 21a (2&-;1? + b) T Zba
(az? + bz + )™ (az? + bz + )™
1 2ax + b b 1

% (az? + bz + c)" 2 (az? + bx + c)™

1 u' b 1
2a um 2a  (az? + bz +c)"

Voyons maintenant différents exemples concrets d'intégration de fractions rationnelles.
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EXEMPLE 1 |

Comment obtenir une primitive de la fraction rationnelle R(x) suivante apres l'avoir décomposée en
éléments simples ?

SOLUTION :
R°<0 donc il n'y a pas de partie entiére : E(x)=0.
Les deux pdles de R(x) sont les réels-1 et 2. Le dénominateur de R(x) se factorise alors ainsi :
1
T (x4+1)-(z—2)

Comme R(x) posséde 2 poles réels (et aucun pdle complexe) sa décomposition en éléments simples
posseéde 2 éléments simples de premiére espeéce :

1 a b

el PR T A T

a et b sont deux constantes réelles qu'il nous faut maintenant déterminer.

R(z)

On pourrait trés bien mettre la décomposition au méme dénominateur que la forme originelle
de R(x) puis déduire a et b par identification en résolvant un systéme a deux équations et deux
inconnues.

Mais il y a plus rapide :

Pour calculer a directement on commence par multiplier par x+1 les deux membres de I'égalité :

;1?12 = &S+ 1 ;1:!—]2
Puis on donne a x une valeur qui annule x+1, ce qui nous donne instantanément la valeur de a :
1 1
e ) P

De méme pour b, on multipli par x-2

1 a
v | =(-.1.—2)-2.+1—|—b

Puis on donne a x la valeur 2 afin d'annuler x-2 :
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1 1
b=5173
On en déduit la décomposition en éléménts simples de R(x) :
1 1 1

R(‘r) =

2 —x—2 :_3-(;2:+1) +3'(41'_2)

L'intégration des éléments simples de premiére espéce étant immeédiate on en déduit une primitive
de R(x) :

dx
/R(a‘)-dx = /7_&:2_1‘_2
B 1 dzx 1 dx
=g ) e+1178") 22

1 1
=—§'hl|.’1‘—|-1|—|—§'hl|£—2|

1 T —
=—-In
3 z+1
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EXEMPLE 2 |

Comment obtenir une primitive de la fraction rationnelle R(x) suivante aprés l'avoir décomposée en
éléments simples ?

SOLUTION :

R(x) est une fraction rationnelle de degré 1, donc la partie entiére E(x)est un polynéme de degré 1. De
plus le seul pole simple de R(x) étant le réel -1 on en déduit la forme de la décomposition en éléments
simples de R(x) :

i3

2
Elx
('r)+r+1

Pour déterminer la partie entiéreE(x) et la constante a nous n'allons pas procéder par identification, mais

nous allons utiliser une simple identité remarquable. Commencons par remplacer x2 par x2-1+1 au
numérateur de R(x) :

1‘2—1+1_.1?9—1+ 1
x4+1 41 x+1

;II ey
wdT

Appliquons & x2-1 l'identité remarquable a2-b2=(a+b).(a-b) :

21 1 z+1)-lz—1 1
-1, 1 _(@41) @-1)

z+1 mefed z+1 z+1
Et apres simplification par x+1 on en déduit la forme décomposée deR(x), avec E(x)=x-1 et a=1 :
_Fi’(;r):.-r—l—i—L
r+1

L'intégration de la partie entiere E(x)et de I'élément simple de premiére espéce étant immédiate on en
déduit une primitive de R(x) :

o3 22
/;1‘—1—1 d‘r:?—;r—kln‘;r—i—l‘

Exemple d'application numérique :

g2 s 1
/0 = dr =In(2) — 5
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EXEMPLE 3 |

Comment obtenir une primitive de la fraction rationnelle R(x) suivante ?
2z
R(z)=5———
: r+x+1
SOLUTION :
R°<0 donc il n'y a pas de partie entiére : E(x)=0.

Les pOles de cette fraction R(x)étant complexes, R(x) est un élément simple de seconde espeéce et il
n'est pas possible de la décomposer en deux éléments simples de premiére espéce dans le corps des
réels.

Nous sommes donc amené a intéger un élément simple de seconde espéce possédant un x au
numérateur. La méthode consiste a ré-écrire le numérateur afin d'y faire apparaitre la dérivée du
dénominateur :

« le dénominateur est x2+x+1
« la dérivée du dénominateur est2x+1

Nous remplacons donc au numérateur 2x par 2x+1-1 :
2x 20 +1-—1 2r+1 1
24+zx+1 224z2+4+1 224241 2242+1

La premiére fraction est de la forme u'/u, écrivons le dénominateur de la seconde sous forme canonique
afin de faire apparaitre la dérivée d'arctangente :

2z +1 1
Riar) = &

G}

22 +x+1 1\° 3
(.I?+§) +1

On en déduit alors une primitive deR(X) :

: 2
/R(J.,) dr =1In (.r? +x+ 1) — % - arctan ﬁ : (.1‘ - %)

Remarque : le polyndme x2+x+1n'ayant pas de racines réelles, il est toujours du signe du coefficient du
mondme de plus haut degré, c'est-a-dire positif. Cela explique I'absence du symbole valeur absolue dans

le logarithme népérien de x2+x+1.

R(x) —

Exemple d'application numérique :
1 c ;
2z T3
————— =In(3) - ——
i 2% Fz+1 0
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| EXEMPLE 4

Comment obtenir une primitive de la fraction rationnelle R(x) suivante aprés |'avoir décomposée en
éléments simples ?
4 i
21 L 22 192

Riz) =+
() 3 + 522 +8x+4

SOLUTION :
R(x) est une fraction rationnelle de degré 1.

Comme le degré de cette fraction rationnelle est strictement positif il y a une partie entiére E(x) a
déterminer.

Comme le numérateur P(x) est de degré 4 et le dénominateur Q(x) est de degré 3, la partie
entiére E(x) est un polyn6me de degré 1.
De plus le dénominateur Q(x) de la fraction rationnelle R(x) se factorise comme ceci :

234522 +8x4+4=(z+1) (z+2)?

R(x) posséde donc 2 poéles réels : -1 est un pdle simple (d'ordre 1), et -2 est un p6le multiple (d'ordre 2).
Comme R(x) ne posséde pas de pdles complexes, sa décomposition en éléments simples ne posséde que
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des éléments simples de premiére espéce.
On en déduit la forme de la décomposition en éléments simples de R(x) :
a b c

-+ =
+-.1?—!—1+;r—|—2 (z + 2)?

a, b et ¢ sont 3 constantes réelles a déterminer, et la partie entiére E(x)est un polyndme de premier
degré.

E(x) s'obtient par division euclidienne de P(x) par Q(x) :
gt 4+ +2=(z—5) (2 +52° + 8z + 4) + 182° + 36z + 22

La partie entiére E(x) est égale au quotient de la division euclidienne de P(x) par Q(x) :
E(z)=2z—5

Calcul de a : on multiplie par x+1 puis on donne a x la valeur qui annule x+1

b + e
r+2  (z+2)2

(z+1)-Rz)=a+ (z+1) | E(z)+

En posant x=-1 on trouve a=4

Calcul de ¢ : on multiplie par (x+2)2 puis on donne a x la valeur qui annule x+2

z+2)-b
e + (x4 2)

En posant x=-2 on trouve c=-22

Pour calculer b on ne peut pas simplement multiplier par x+2 puis donner a x la valeur -2. Mais
connaissant les valeurs de a et de ¢, il suffit de donner a x une valeur particuliére (qui ne soit pas un péle

de R(x)) pour déterminer b en fonction de a et de c avec la relation suivante :

a b £

2

+ + -
z+1 z42 (z+42)?
Par exemple en prenant x=0 on obtient :

1 b ¢
g~ %tgty ™’
Sachant que a=4 et c=-22 on trouve b=14
La décomposition en éléments simples de R(x) s'écrit donc :
1 14 22
x+1 +;1?—|—2 B (x4 2)2

On peut maintenant intégrer directement E(x) et les 3 éléments simples de premiére espéce :

Rz)=xz—-5+

1 1 1
r)Vdr= | z—5dr4+4 | —— de+14 [ — de—22 | —— dz
/R(;)dr /1 ddl+4/‘t+1dl+14./x+2di /(_J‘+2_)2 dz

Et on en déduit une primitive deR(x) :

/ 2t + 22+ 2 2 22

23 1522 182 1 4 dx= 5 —:3;1'—}—4]11‘;}3—1—1[—}—14111‘;1’-—1—‘2}—I—._r_’_g

Remarque : dans cet exemple le gros du travail a été la division euclidienne pour trouver E(x) et la
factorisation du dénominateur deR(x).
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EXEMPLE 5

Comment obtenir une primitive de la fraction rationnelle R(x) suivante aprés I'avoir décomposée en
éléments simples ?

2z5 + 3z% —x? +1

SOLUTION :

data:text/html;charset=utf-8,%3Cimg%20src%3D %22http%3A%2F % 2F fractale.gecif.net%2F statistiques %2F stat.pl % 3F page% 3D hitp%3A%2F % 2F www. .

913



20/4/2015

Intégration par décomposition en éléments simples

Comme le degré du numérateur (c'est-a-dire 5) de R(x) est inférieur au degré du dénominateur (c'est-a-
dire 6) il n'y a pas de partie entiere a déterminer : E(x)=0

Le polyndme x24+x+1 ne possédant pas de racines réelles, la décomposition de R(x) ne posséde que des
éléments simples de seconde espéce.

Comme le polyndme x2+x+1 est élevé au cube au dénominateur deR(x), la décomposition posséde 3
éléments simples de seconde espéce, avec une puissance allant de 1 a 3.

On en déduit la forme de la décomposition en éléments simples de R(x) :
ar+b cx+d ex+ f

R(z) = :
(z) 2 4+ z41 * (x2 +2z+1)2  (22+x+1)3

On a ici 6 constantes a déterminer : de a a f. La méthode classique par identification qui consiste a
mettre la forme décomposée au méme dénominateur que la fraction rationnelle R(x) puis a résoudre un
systéme a 6 équations et 6 inconues en identifiant les coefficients du numérateur serait ici trés longue et
complexe "a faire a la main". Nous allons donc procéder autrement pour trouver les 6 constantes, en
utilisant la division euclidienne :

Ecrivons le numérateur de R(x) en fonction de x2+x+1 et de(x2+x+1)2 :
22° + 32 — 22+ 1= (22 — 1)z +z+ 1_')2 + (5z 4+ 2) (_;1.2 +z+1)+(—z+3)

En divisant cette relation par(x2+x+1)3 on en déduit instantanément les 3 éléments simples de seconde
espece de la décomposition de R(x), et donc la valeur des 6 constantes de a a f :

225 + 323 ;1'2+1_ 2@ —4 n bz 4+ 2 i —z+3
(z242z+1)3 | (z242z+1)2 (224+241)3

Remarque : la relation ci-dessus donnant le numérateur de R(x) en fonction de x2+x+1 et
de(x2+x+1)2 est obtenue par 3 divisions euclidiennes successives de2x3+3x3-x2+1 par x2+x+1 :

= en bleu les quotients

= en rouge les restes

=> chaque quotient est & son tour divisé parx2+x+1 jusqu'a obtenir un quotient nul :
= 2x5+3x3-x2+1=(2x3-2x2+3%x2-2) (x2+x+1)-x+3

= 2x3-2x2+3x2-2=(2x-4) (x2+x+1)+5x+2

= 2x-4=(0)(x2+x+1)+2x-4

=> les 3 restes en rouge ci-dessus sont les numérateurs des 3 éléments simples de seconde
espece de la décomposition de R(x) : ils nous donnent donc la valeur des 6 constantes dea a f

Pour obtenir une primitive de R(x) il nous faut maintenant déterminer les 3 primitives suivantes :

2¢ —4 bx + 2 —z+3
/R(.t.)d.r—/ﬁd +/(£2—l—1 {31,4—/(324_1_’_1)

Pour obtenir la primitive de telles fractions (a pdles complexes) la méthode consiste a écrire le
dénominateur sous forme canonique puis a effectuer un changement de variable afin de reconnaitre la
dérivée de la fonction arctangente, et a ré-écrire le numérateur pour y faire apparaitre la
dérivée 2x+1 du polynéme du dénominateur afin d'essayer d'obtenir des termes de la forme u'/u ou

u'/un.

Au final les 3 primitives sont :

/ 2x — 4 dr—1 (‘2+‘+1) E o 241
2+ z+1 E=IRAR & V3 arclan /3

Remarque : le polyndme x24+x+1n'ayant pas de racines réelles, il est toujours du signe du coefficient du
mondéme de plus haut degré, c'est-a-dire positif. Cela explique I'absence du symbole valeur absolue dans
le logarithme népérien de x2+x+1.

/&d.__ I it W
@+z+12° 38 T\ V3 ) 322+32+3
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Intégration par décomposition en éléments simples

/ —z+3 P 14 arelna 2x+1 N 142342122 4+282 412
(x24+2+1)3  3/3 /3 624 + 1223 + 1822 4 122 46

La primitive de R(x) est égale a la somme de ces 3 primitives.

Et
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EXEMPLE 6 |

Comment obtenir une primitive de la fraction rationnelle R(x) suivante aprés |'avoir décomposée en
éléments simples ?
1
Rz)= ——
( 411

SOLUTION :

Comme le degré du numérateur (c'est-a-dire 0) de R(x) est inférieur au degré du dénominateur (c'est-a-
dire 4) il n'y a pas de partie entiere a déterminer : E(x)=0

Nous sommes ici en présence d'une fraction rationnelle possédant 4 péles simples complexes. Il est alors
plus facile de décomposer R(x) dans le corps des complexes que dans celui des réels.
Appelons z4, z5, z3 et z4les 4 pdles complexes de R(x). Le dénominateur de R(x) se factorise alors ainsi

dans le corps des complexes :
4 A - 4
T +l=(x—2z1) (zr—22)-(x—23) (x—24)
Comme R(x) posséde 4 polles simples complexes (2 paires de poles conjugués entre eux), sa
décomposition en éléments simples posséde 2 éléments simples de seconde espece dans le corps des

réels, ou bien 4 éléments simples de premiére espéce dans le corps des complexes.

Les 4 pdles de R(x) sont les nombres complexes zy, z5, z3 et zgsuivants (écrit ici sous 3 formes
différentes mais égales) :

n =

2 2
2 9 G
z3=— —t:—7+i-§:e?3—1
: 2 . V2
mESTRRETg s

Ces nombres complexes sont les quatres racines 4¢™M€ de -1 :
4 4

A _ A _
s s 3 — _].

L'expression suivante (a prendre ente guillements ou avec des pincettes, au choix ...) permet d'exprimer
en une seule relation les quatres racines 4¢™M€ de -1, c'est-a-dire les 4 poles z4, z5, z3 et z4 deR(X) :

4 o
vV—1==2vV+i
Ces nombres complexes z3, z3, z3 etzg4 sont conjugués deux a deux :

5 =

N| ul
I

Z3 =

La forme de la décomposition deR(x) dans le corps des complexes est donc la suivante, avec 4 «éléments
simples de premiére espece complexes» :

1 a b & d
——a + + n
zt 41 r—z1 XT—2Z2 T —23 IT—24

En utilisant par exemple la forme exponentielle des pdles z4, z5, z3 etz4 on obtient la relation suivante :

1 a b c d

= e Ufl — + - ,
I —g T ~ 3w i
zt+1 z—e71 z—e T  gp_ % r—e V4

Les 2 éléments simples de seconde espéce dans le corps des réels se trouvent en regroupant les
expressions conjuguées.
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Comme les poles sont conjugués deux a deux on a :
Jg =1
zitza=z21+2Z1=2-Re(z1) = V2
23-24=23-£=Ci’T e Ve =1
23424 =23 +73 =2 Re(z3) = —V2
En regroupant les expressions conjuguées on obtient :
(x —z1) - (z — 22) —a®—x- (z1 +22) + 21 - 22 [ (SR, |
et
(x —23) - (z — 24) -2’ —z- (z3+24)+ 2324 R ST |

On en déduit que :
T = (;I'Z—\/E'-T?—f—l) - (:r2+\/§-;r+1)

La décompositon en éléments simples de R(x) s'écrit alors ainsi dans le corps des réels :
1 a1 - x+as N ag T 4+ oy
41 22 2z 41 2242241

Les constantes Ol; a O4 sont 4 réels a déterminer.

En multipliant I'égalité par chacun des dénominateurs on obtient :

1 a3 - T+ oy ;
L L U e o = .1'2—\/5:1‘-—1—1
2 4+2x 4+ 1 2+ 2z +1

(donner a x les valeurs zypuis z5 pour déterminer Ol;et O.5)

Et aussi :

1 ai - T+ ao (2 )
= — — A22+V2z+1)4+as-z+a
22 —2z+4+1 22—2z4+1 :

(donner a x les valeurs zzpuis z4 pour déterminer Olzet Ol4)

On en déduit les 2 éléments simples de seconde espéce de la décomposition de R(x) dans le corps des
réels :

A2, 1 V2 1
1 _ 7T+ 3 o o
2t +1 22— \2 41 22422+1
Remarque : les 4 éléments simples de premiere espece dans le corps des complexes deviennent 2
éléments simples de seconde espéce dans le corps des réels.

Factorisons les éléments simples de seconde espéce pour y faire apparaitre des termes de la forme u'/u et
des termes correspondant a la dérivée d'arctangente :

1 2 2z — /2 V2 V2 2z 4+ /2 V2

= =Y ~ i +
zt+1 8 \ 22 —v22+1 22—V22+1 8 \ 22 4+v22+1 22+ +22-

On en déduit alors une primitive deR(x) :

£ 2 2 ;
/ & = ——\/_ In (;1:2—\/5;1:4—1) —2 arctan (\/53;—1) -|—£ In (‘1?2—1—\/5:(?4—1)
J xt+1 8 8

Remarque : les trindbmes présents dans les logarithmes népériens n'ayant pas de racines réelles, ils sont
toujours du signe du coefficient du mondme de plus haut degré, c'est-a-dire positifs. Cela explique
I'absence du symbole valeur absolue dans les logarithmes népériens.

Exemple d'application numérique :

1 W
dx \/j
v A s - 2
/0 A 3 111(3+\/_)+fr
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Exercice d'application :

Pouvez-vous donner une primitive de chacune des fractions rationnelles suivantes ?
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Liens pour aller plus loin :
Voir d'autres exemples de calculs de primitives par décomposition en éléments simples
Décomposez vos fractions rationnelles en ligne
Calculez vos primitives en ligne

Document PDF sur le calcul de primitives
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