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Série N° 1
Rappels et Compléments Mathématiques

Exercice 1
Dans un repére orthonormé direct SR(O, i, ], IZ), on considére les vecteurs :
Vi=3(+3j,V, =i +3j+k, V3 =i-j+2k et v, =2/ -k
1. Représenter les vecteurs v, et v,.
2

I

2. Calculer |

V,| et les produits v,.v, et vy AV,.

3. Calculer I'angle formé par les vecteurs v, et v,.

4. Montrer que le vecteur v est perpendiculaire au plan (P) formé par les vecteurs v, et v,.
5. Montrer que le vecteur v, appartient au plan (P)

6. Déterminer le vecteur unitaire i porté par le vecteur (V; +V,)

7. Calculer le produit mixte (\71,\72,\73) et montrer qu’il est invariant par permutation
circulaire.

Exercice 2
On considére dans le plan xOy deux vecteurs unitaires perpendiculairesu et v, tournant

autour de I'axe (0z). Soit R(O,x,y,z) un repére muni de la base O.N.D (i, j, k). En posant

- - - -
(Ox,0)=6 (0=wt, west une constante). Soit r =coshti + sin bt j +t’k une fonction
vectorielle et A(t) = e™® une fonction scalaire (a et b sont des constantes)

1. Exprimer les vecteurs U etv dans la base (7, ],E).
2. Déterminer le vecteur w, tel que le systeme (u,v,w) constitue une base O.N.D

3. Calculer aul etﬂ dans la base (7, j, k) puis dans la base (i,v,w).
do do)|,

etﬂ
R

d(ar)

R

du

4. Calculer pm dans la base (7, j, k) puis dans la base (i, V,w).

R
ot d(unr)

o dans les bases (i, j, k) et (4,v,w).

R

5. Calculer

R

Exercice 3

1. Considérons deux points A et B, définis en coordonnées cartésiennes par :A(\/E, \/5,2) et
B(0,1,0).

Donner les coordonnées cylindriques (p, ¢, z) et sphériques (r,0,9) de ces deux points,
respectivement dans les bases (ép,éw,éz) et (ér,ég,éw).

2. Dans un repére orthonormé direct SR(O, i,J, IZ), un point M est repéré, a tout instant ¢, par
ses coordonnées sphérigues (r, 0, (p) telles que :
t

r(t) = a[er + 1], o(t) = %t et o(t) :%

(a et r sont des constantes positives)
Tracer qualitativement la courbe (C) décrite par les positions successives du point M
quand t varie de 0 a 2r.



Exercice 4
Considérons un repére orthonormé direct m(o,f,],k). En tout point M(x,y,z) de

I'espace, on définit une quantité physique f telle que: f(x,y,z)=r? avec r= ‘O—M“ et

OM = xi + i+ zk
1. Calculer le gradient du champ scalaire f, gradf , et la différentielle totale de f, df.

2. Montrer qu’en tout point M, df = ﬁfdoTﬁ (dOW est le vecteur déplacement élémentaire)
3. Considérons le champ scalaire f, donné en tout point de |'espace par :
f(M) = 3r3 sin?(0) cos(6) sin(2¢)
Exprimer gradf dans les bases sphérique(€,,€,,é,) et cartésienne (7, 7, E).
4. Soit une fonction vectorielle f(x, y,z) définie dans la base (f, ], IZ) par :
f(x,y,z)=x%zi + xy’zj + zk

— -
Calculerdivf et rotf .

Exercice 5 2
Un enfant achéte un cornet de glace. La glace fait une demi
boule (sphérique) et remplit le cornet (de forme conique) de hauteur h /\
= 11cm et d’angle 2a = 30° (figure ci-contre). )
1. Calculer le volume V,, de la demi boule en fonction de h et tan(«). M\
2. Calculer le volume V. du cornet en fonction de h et tan(«).
3. En déduire le volume total de la glace (exprimé en litre) que mangera h g
I'enfant.
4
o]

devoir a la maison
Exercice 1

Dans un repére orthonormé direct SR(O,i, i, k), on considére deux vecteurs U et v

définis & tout instant t par : i = sin(t)i + cos(2t)j + t?k , v = e ti — 2 cos(3t)j + sin(3t )k
1. Déterminer du et dv a linstant t = 0.
dat /R dat /R

2. Déterminer linstant t1 ol le vecteur w = e/ + cos(3t)j — 2 sin(3t)k est perpendiculaire & v .

Exercice 2
Dans le plan horizontal (xoy) d’un repére orthonormé direct SR(O, i, ], k), un point M est
repéré a tout instant t par ses coordonnées polaires (p, ) telles que p(t)=acos(ot) et

o(t) = ot (a et w étant des constantes positives, OM = pE, et ¢ = (55 , WWJ)
doM
dat /<R

2. Dans la base polaire (ép,é(p), déterminer puis représenter les vecteurs OM et v a l'instant

t = /(4o)s

1. Dans la base polaire (ép,é(p), calculer le vecteur v =




Solution de série N° 1

Exercice 1 z
1 A

»

2.
- [ =37 437+ 0% = V1B =32, |7, = V1% +3% +12 =T
ViV, =3x1+3x3+0x1=12
- Vi AV, =(3x1-0x3) —(3x1-0x1)j+(Bx3-3x1)k =3/ —3j + 6k

3.

(\71 :VZJ = arccos % = arccos(LJ = arccos(iJ
12| 3v2V11 V22
Ou bien (‘71 :‘72] = ar CSIH{|||‘|;1|ﬁ|“7/22||"j = arcsin[%} = arcsin(%]
:(\71 f\72]:31.48°
4.
ViV3 =3x1-3x1+0x2=0 - - - - -
Vy Vs =1x1—3x1+1x2=0}3‘/1 Lvsetvy Lv3=vs L(P)
5.

4 =2 —k=3+3j-7-3j-K =V, =V, -V, = vV, (P)

Vi+V, 4 +6]+k oG 45,6 1 g

vl T 53 NN RN

[j:

Exercice 2 -

<4
<




[

i = cos(0)i +sin(6)j, v = -sin(@)i + cos(p)j
2.
Pour que le systéme (d,V,w) constitue une base O.N.D, if faut |d] = |V| = W] =1 et GAv =w
UAv = (cos(0)7 + sin(e)])A (— sin(6)i + cos(6)j ) k= w=k
3.
dal dlcos(o)f + sin(0)j)] i SR
dal. - 5 | - sin(0)i + cos(0)j =
av| d(- sin(o) + cos(0)j] ~ s s
J9). - 70 | - cos(9)i - sin(0)j = -u
4. ( X
dd| _ dlcos(0)i +sin(0)j) o
gt = it | - 6 sin(0)i + 6 cos(6)j = v = wv
av| d( sin(6)i + cos(&)]x o s
gt = P | - 6 cos(0)i - 6 sin(0)j = —6u =
5.
d(Ar)| _ h F| 5 dA
at |, “atl|,” "at
it = b sin(bt)i + bcos(bt) j + 2tk , s
= d((;ltr) e [(— b sin(bt)- a cos(bt))7 + (bcos(bt)- asin(bt))j + (2t - at? )IZ]
R
d(ane) _di| . . dF
dt |, dt|, dt|,
% AF = (— wsin(0)i + o cos(@)])/\ (cos(bt)f + sin(bt) j + tle)
R
= —wsin(9)sin(bt )k + w sin(0)t?j — w cos(6)cos(bt )k +  cos(O)t?i
= wcos(O)?i + wsin(O)t? j — (o sin(6)sin(bt) +  cos(6) cos(bt )k
TN % = (cos(&)/ + sin(6)j ) ( bsin(bt)i + bcos(bt) j + 2tk)
R
— cos(#)bcos(bt )k — 2t cos()j + sin(6)b sin(bt )k + 2t sin(6)i
= 2t sin(0)i - 2t cos(p)j + (cos(6)bcos(bt) + sin(6)b sin(bt)k
d(u d? r) = wcos(O)t?i + wsin(O)?] - (o sin(0)sin(bt) + o cos(6)cos(bt )k
= R
+ 2t sin(0)i — 2t cos(6)j(cos(0)bcos(bt) + sin(6)b sin(bt )k
dunr) _ (0 cos(o)X? + 2t sin(O)f + (o sin(o)t? - 2t cos(0))j
= dt R
+ (b - w)cos(p - btk
Pour exprimer les dérivées % et % dans la base (u,v,w), il faut exprimer
R R

(i, j, k) en fonction de la base (d4,V,w).

Exercice 3
1.

x = pcos(p) et y = psin(p)



x = rsin(@)cos(p), y = rsin(6)sin(p) et z = r cos()

= p=yxX’ +y?, p= arctan(%j = arcsin(xj = arccos(ﬁj, r
0

P
P z

0 = arctang| = | = arccos| —
z r

p’+z?,

Coordonnées cartésiennes Coordonnées cylindriques
(x, v,z (p, 0, 2)

Coordonnées sphériques
(r,0,0)

V2,42.2) (2,1 Zj

2 2,£,£
4’4

0,1,0) (1/5/0]

1, 2,2
22

La coordonnée ¢ est fixe, donc la courbe (C) est
dans le plan méridien.

Quand le temps t augmente de 0 a 27, la
distance r diminue et I'angle 6 augmente

Exercice 4

1. f(x,y,z)=r? 2; Sf
o* af__zy,a
ox oy

f

2.
gradf _6—f/ +i] af
ox
3.
gr?jf:ié +lié — a—fé
or " roe ’ rsin6)op *
of
or
6—2 =3r3 sin(2¢)<2 sin(0)cos?(6) - sin3(9))

A 63 sin?(0) cos(6) cos(2¢)
4

= 9r? sin®(0)cos(6) sin(2¢)

gradf = (9r? sin(0)cos(0) sin(2¢)E,

— k dOM dxi +dyj + dzk = gradf doM

=x?+y®+2° :gradf_g—)f(7+—]+—k df_S—fdx+2—fdy+afdz

=27 = gradf =2xi +2yj + 2zk , df = 2xdx + 2ydy + 2zdz

:iW-iw-@w_w

= +3r2 sin(2¢)2 sin(6) cos? (0) - sin®(0)E,

+6r? sin(0)cos() cos(2p)e,

6




En coordonnées cartésiennes, la fonction f est exprimée par :

f(r, 0, p) = 3r* sin?(0)cos(0) sin(2¢)

x = rsin(0)cos(p), y = rsin(0)sin(p) et z = rcos(0) = f(x,y, z) = 6xyz
= gradf = 6yzi +6xzj + 6xyk

4,
f(x,y,z)=x%zi + xy’zj+zk = f, = x*yz ,f, =xy?z,f, =z
- - 6f
divf = Vf = oFx — + o, =4xyz +1
8X oy
L of, L (of B ) . _
rotf =V AFf = o, i _(of, _ o j+ Ay _of k = rotf = —xy?i +x2yj+(yzz—xzz)k
ay oz ox oz ox oy
Exercice 5 ﬁ
h dia
1. (0]

Volume de la demi-boule, v, :
dv = r? sin(0)drdédy : élément de volume en coordonnées sphériques.

0<r<R,0<p<2r7,0<0<Z

2
R /2 27 3 3
=V, =jdv:_[r2drjsin(e)de_[d(pz%.l.Zﬂ: 2”; e
0 0 0
3
tan(a) = R, v, = 27 tan®(a) /\
h 3 -----
2.
Volume du cornet, v : al \da
dv = rdrdedz : élément de volume en coordonnées cylindriques.
0<r<r',0<¢p<27r,0<z<h
' )
r R R
t =— == 5r=—
an(a) = o =7
Ly
r h 27 h 2 3
vC:Idv:IrdrIdzfd¢:j Jr 2dz— Zdz_ﬂR h
0 0 0 0 h 3
R?*h
=V,
3
R ah?
tanla) = — v, = —tan?
@)= = v =2 tan(e)

3.

Quantité de glace exprimée en litre :
3

3 3
Vi =v, +Vv, = 2”: tan3(a)+ﬂh?tan2(a) = ”hT(Z tan®(a) + tan? («))

h=11cm,a =15° = V,; =153.7cm’ V,; =153.7cm® = V; = 0.1537litres



Série N° 2
Cinématique du Point Matériel et changement de référentiel

Exercice 1
Les coordonnées d’un point matériel M dans un repére orthonormé direct R(O,i, j, k)
sont données en fonction du temps par : x(t) = t-1, y(t) =-t+1 et z(t) = 0.
1. Déterminer I'équation de la trajectoire de M.
2. Déterminer les vecteurs vitesse et accélération de M.
3. Calculer les accélérations tangentielle et normale de M.
4. Déduire le rayon de courbure R, de la trajectoire en fonction du temps.

Exercice 2

On considére un point M en mouvement dont les coordonnées cylindriques sont, a
chaque instant: p(t)=ao +po, o(t)=ot-¢ et z(t)=-vt, avec pp=1m, a,=1m.s-%, o=3rad.s™?,
m=2rad et v=2m.s%,
1. Exprimer dans la base cylindrique (ép,éw,éz), les vecteurs vitesse et accélération de M.
2. Calculer la norme du vecteur vitesse de M a l'instant t = 1 s.
3. Calculer la norme du vecteur accélération de M a l'instant initial (t = 0 s).

Exercice 3
L'abscisse curviligne d’un point matériel M décrivant un cercle de rayon R est

s(t) = %at‘2 +bt, aetb étant des constantes.

1. Exprimer, dans la base de Frenet (?,ﬁ,B), les accélérations tangentielle et normale de M.
2. Déduire le module de I'accélération de M.

Exercice 4
On considére un point M en mouvement dans le plan xOy. M est repéré par ses

coordonnées polaires suivantes :p=p70(1+COS @), p=wt oUu p, et o sont des constantes

positives.

1. Quelle est I'allure de la trajectoire de M.

2. Exprimer, en fonction de I'angle ¢, I'abscisse curviligne s de M, comptée a partir du point A
qui correspond a ¢ = 0. Pour quel angle polaire a-t-on s = py? On désignera par B la position
correspondante de M.

3. En déduire le périmeétre de la trajectoire.

4. Exprimer dans la base polaire (ép,é(p) , les vecteurs vitesse et accélération de M

5. En déduire, les modules de la vitesse et de I'accélération de M en fonction de p.
6. Déterminer le rayon de courbure R. de la trajectoire.

7. Déterminer les vecteurs de la base de Frenet (%,H,B).

8. Calculer les accélérations tangentielle et normale de M.
9. Application numérique : py = 50cm, » = 3.2rad/s. Calculer la vitesse, |'accélération et le
rayon de courbure en A et B.

Exercice 5
On laisse tomber d’'un immeuble de hauteur A une bille M sans vitesse initiale. Dans un

référentiel R(O,i, j,k)lié a cet immeuble, la chute de celle-ci s’effectue verticalement selon
un mouvement uniformément accéléré d’accélération y = —gk (voir la figure ci-dessous).
1. Déterminer le vecteur position O'M de la bille dans un référentiel R'(O’,i’, j',k')lié & une

voiture se déplacant suivant un mouvement rectiligne uniforme de vitesse G = ui et passant a
la verticale de chute au moment du lacher. Déduire I’équation de la trajectoire de la bille dans

R,(OII I?(/ j,/ /4('() .



2. Déterminer le vecteur position O'M de la bille dans le méme référentiel R'(O,i’, j', k') si
on admet que la voiture entame au moment du lacher et a partir de la verticale de chute un
mouvement rectiligne uniformément accéléré d’accélération y = ai . Déduire I'équation de la

trajectoire de la bille dans R'(O',i',j', k').

V4 z'
A y N
_i_-'M
! —
. 4
1
1
1
hi
1
' —
: ﬂuk AL
:
1
1
S P S > ). > X
i o g X

devoir a la maison
Exercice 1

Une particule M se déplace sur I'axe Ox, de vecteur unitaire i , avec une accélération
négative, proportionnelle a la vitesse a chaque instant: 7 =-kvi (k est une constante

positive). A Iinstant t = 0, elle passe en O avec une vitesse v, = 20 m s™.

1. Déterminer la loi v(x) (la vitesse au point x).

2. A quelle vitesse et a quel instant la particule passera-t-elle a 150 m de l‘origine O, si le
module de I'accélération & I'instant 0 vaut 2 m s ?

Exercice n2

Un nageur plonge d’un point A situé sur une rive d'un fleuve de largeur ¢ et veut
atteindre l'autre rive en un point B situé juste en face de A. Pour cela, il nage suivant une
direction faisant un angle « avec (AB). Sa vitesse par rapport a l'eau est v et la vitesse du
courant est u.
1. Sur un schéma, représenter vectoriellement les vitesses et déterminer I'angle « en fonction
de vetu.
2. Exprimer, en fonction de ¢, u et v,le temps nécessaire t (temps de traversée) pour que le
nageur traversera la fleuve.
3. Que devient ce temps si le point B n‘est pas situé en face de A.




Solution de série N° 2
Cinématique du Point Matériel et changement de référentiel
Exercice 1
1.
x(t) +1 = t =, y =-x>-2x (équation de la trajectoire) = la trajectoire est une parabole.
2.

V(M/fﬁ)z dOM dX* dy]+dzk:7_2tj
dt /% dt at dt

B, _av(M/®)  d*OM  d®x; d¥y - d’z:
MR == 5 " a R R A TR
3.
Accélérations tangentielle : 7, = Mf
. vM/w) 1 R ; d||\7(M/m]|:d(v1+4t2): at
V79 Vivar Jiear Tt dt V1+at?
s . At - 8t 7
Tl arr 1442
Accélération normale : 7, = 7(M / R) -
N I S T
T 1+4t? 1+4t?
4.
* 3 3
Rayon de courbure : R, = ||v M/S%]| = (1 il 4t2)2
M)Az w) 2
3
~ R - !1+;t2!2
Ou bien
v(M /% I () -
| I - 17l = || - | 1. IA] - 1
C
3
R [v(M / )| 1+ 42 a2
R R =
+
1+ 4t2 1+ 4t2
Exercice 2
1. P )
dom  dlpé, + zk dp - dé, dz -
M) = T T d e P ae
= V(M /%) = 2apte,, +(a0t +p0)we - vk
V(M /%) = Raot) + ((agt? + po Jof +v2
#(M /%) = d‘fj(t"”—//mf“) = 2808, + 2ag0té, + 2ag0té, — (agt? + po Jo?é,
= 7M/R)= [2a0 - (aotz + pPo )wz]é +4ayote,
= |7 (M / %) \/[Zao aot +,00)a1 ] + (4aymt )
2.

Norme du vecteur vitesse de M a l'instant t = 1 s.

10



[7(M / %) = J2a ? + (@ + po)of +v2 =6.63m /s

3.
Norme du vecteur accélération de M a l'instant initial (t = 0 s).
[7(M /%) = \/(Zao - poa)z)z = 7ms~?
Exercice 3
1.
o o dmsw) L
Accelerations tangentielle : 3, = ‘- ST
S = d_zs =a = y, =ar
dt?
2
M/R
Accélération normale : 7, = Mﬁ
(o}
Le point M décrit un cercle de rayon R = Le rayon de courbure est R, = R
.12
. = sl . (at+b) -
V(M/‘R):ST =7, = "! n= (a -; )
B} t+b) -
= 7p = (a ; ) n
2.
Module de I'accélération de M :
7(M/R) =7, +7, (R est le référentiel dans lequel M décrit le cercle)
= [0 /8 = |7l + 7l
4
= [t /) =02 < CEED
R
1
. t+b)*)2
= [F(M /%) - [az v (‘3;%}
Exercice 4
1.
Ay
.
C§
Po
2
i
3
O po ............... ’X
P0.
2
C':

La trajectoire de M est une cardioide. Elle admet I'axe (Ox) comme un axe de symétrie.
Elle coupe cet axe en O(p=0,0=7) et en Alp = py, ¢ =0). Elle rencontre I'axe (Oy) en

Po % ' Po 4
Clp=L%,p-Z|etenClp=20,p-_Z|
(p 2 7% zJeen (p 2 7% 2]

11



En coordonnées polaires : dOM = dpe, + pdee,
En coordonnées curvilignes : dOM = dsz

= (ds)* = (dp)* + (pdp)* = ds =(dp)’ + (pde)’

p=§3@+ax@»:>dp——§%anwbw:>ds:Jﬂ1—sm@b¢ +(2<1+aw<)¢f

= ds = %dwzil + cosi(pii = ds = p, COS(%jd(” _[,Uo COS[ jd(ﬂ

= §=2p, sin(%) + 5,

L'abscisse curviligne s de M est comptée a partir du point A, c-a-d s = 0 en A.
=5s=0sip=0= s(p=0)=2p,sin0)+s, =0 = s, =0

= s =2p, sin[ﬂj
2
. . . 1 V4
Sis=py = py =2p, sm[%j = sm[%j:z = (ng

P 3 3
= p(%j = 70(1 + COS[%D = 2P0 = B(Z po,%]

Le demi périmétre (demi longueur de la trajectoire) est la longueur de I'arc AO.

o o=r T
lP = _[ds = J Po cos[fjdgo = 2p, {sin(fﬂ = 2p,
2 a o 2 2)],

= le périmetre de la trajectoire est P = 4p,

v s _dO_M>_d(_.p)_dp* dép _ =
V(M / R) = Tl ——a)sm((p)e + 20 (1+COS(¢7))(0€¢
=
7(M/%):%&M—//91?%) '020 »? cos(p)e, ——a) 2 sin(p)e, ——S/n( Jo’€, —’0—20(1+cos(¢)))w2ép

Po

~{ o costo)+ 22 o, - pot sinlo,

2
V(M / %) = \/[%wsm j (’07 (1 + cos( j = po® cos(gj

||;7(M/‘R]| :\/( cos(p %) ] pow sin(p 2 %wz f1+8cosz(§]

On exprime |V(M /%) et |7(M /%) en fonction de p :
9
2

)m@ "
01 /0] = Jod 80

701 / )"
V(M /%) A 7(M / R)

N\

= 7" (1 + cos(p)) = p = p, cos?

= V(M /%) = wylop

Rayon de courbure R. de la trajectoire : R, =

12



2 3

2
VW/%%%@MW0=Af WV@EZ+%wC+aB@Wm@2w4@+p§)F
_E 2 3 2( P \5
= zpoa) cos (2)62
= ”\7(/\4/93),\ 77(M /92]| = %pﬁaﬁ cOsz(%)

3
(poa) Cos((pj)
2 2
R. = = R

4

c = c =3P COS(_)

§p2w3 cos? % 377 2
27° 2

z

Les vecteurs de la base de Frenet (?,FI,B) :
-7 = M = - sin(ﬂjé + cos(fjé
[v(m /7 ) 2)7 2

- le mouvement de M se fait dans le plan (xoy) = 7 et n e (xoy).
> klfetkln=b=k

@

-A=bArf=krT = ﬁz—cos[fjé —sin[ﬂjé
2)7 2)°

Ay € e

OLY
(w d}
|

A chaque instant t, le point M appartient & un cercle de rayon R, = R.(¢) et de centre C
tel que MC = R.n
8.

o o d)ilm /)
Accelerations tangentielle : 7, = T

2 2 2
s =2p, sin| 2 N g = 7, = -2 sin 2
2 dt? 2 2 2 2

— 2 .
Accélération normale : 7, = Mﬁ s
R R.

Cc

Dl l.

T=S5

n
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2
[poa) cos((gn
$ = pyw cos[ﬂj:;?n = n=y
2 2 ) 2
3P0 cos(j
On vérifie que 7(M / R) =7, + 7, ?

2
- Po®° . ~ 3 ~
Vet 7, = °2 sm(%jr +s Po®@” cos(gjn

N

=

2
L P . (@ (@)= 0 \= 3 [ )= (@)=
Vet 7V, = _OT s/n(ij[— sm[ije .+ cos(ijewJ t5 Po®” cos(ij(— cos(Eje b, Sm[Eje"’]
~{ o costo)+ 22 o, - po? sinlo,

=M/ R)=7, +7,

9.
Application numérique (p=50cm, w=3.2rad/s ) :
-EnA:
WM /%) = pyr = 1.6m /s
[7(m /%) = %poa)z =7.5m /s’
2
R, = 3P0 = 0.33m
-En B :
701 /9] =2 o0~ 1.38m / s
||;7(M /93]| = gpowz =6.6m /s?
R, = gpo =0.29m
Exercice 5 z z'
A A
-i-'"M
R %
é TIZ Mk/
o o >

Le vecteur position de la bille dans le référentiel SR(O, i,J, k) est :
OM = zk (x=y=0)
La bille est en chute libre sans vitesse initiale dans SJ%(O, 7, ], E) avec une accélération
7 =gk

_d?z
dt?
1 .2 =YY 1 .2 C
At=0,vy=0,2z,=h = z:—igt +h = OM = —Egt + hk

= 7, :—g:z:—%gt2+vot+zo

14



Le vecteur position de la bille dans le référentiel SR’(O’,?’,]”,IZ') est :
OM=xi"+yj +zk'
i=i, k =k' et y' =0 (le mouvement de M se fait dans le plan (x0z)) = O'M = x'i + z'k

OM = 00" + O'M = O'M = OM - 00

1.
1°" cas: R’(O',f',]’,E’) est en mouvement rectiligne uniforme de vitesse U = ui et
passant a la verticale de chute au moment du lacher :
. . D _ 00 - dxo -
Le point O’ est fixe dans R'(0',i’, j', k') = v(O'/ R) = doo’ _ i _ %o ;
dat /R dt

= XO' :Ut+C
At=0->0=0 - X5 =0>C=0 = xg =ut = 00" = uti
= W:x’/?%z’lz’:W—@:(—%QtZ+hjlz’—ut/?'

12

X

+h

1 .5 1
X' =-utetz=-=gt-+h=2z'=-=
= 2g = 2guz

= la trajectoire de la bille dans R'(0’,i’, j', k') est une parabole.

2.
2%™e cas: R/(O,i',j, k') est en mouvement rectiligne uniformément accéléré
d’accélération 7 = ai et passant a la verticale de chute au moment du lacher :
L. 2An - d%x -
Le point O' est fixe dans R'(O’',i’, j', k') = 77(0’/SR): dzﬂ =ai = 20 i
dtc /R dt

= Xo :lat2 +Cit+C,

At=0->5>0=0 > x5 =0, Xo =0> Clzczzo:xo_%atzjwzéaﬂf

27

= O_'/\;I:X'IT'-i—Z'E':O_.M—%)’:(—%th +hjl2’—%at i
Sx=-tattetz--Ltg2ino z’:%x’+h

2
= la trajectoire de la bille dans R'(0',i’, j', k') est une droite d’équation z’ = %x’ +h.
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Série N° 3
Dynamique du Point Matériel

Exercice 1 :

On considére le repére R(Oxyz) (repere absolu), (xOy) étant le plan horizontal. Soit (P)
un plan vertical qui tourne autour de I'axe (Oz) avec une vitesse angulaire constante » . Dans
ce plan (P), un anneau M assimilé a un point matériel de masse m se meut sans frottement,
dans le champ de pesanteur, sur un cerceau (C) de centre O; et de rayon r. La position de O,
est définie par les paramétres a et b (a et b sont des constantes), celle de M est définie par

I'angle 6(t) (voir figure 1). On désigne par Ry(O1,1i1, j;, k1) un repére lié au plan (P) (repére
relatif) tel que le plan (x;0:z;) reste constamment dans le plan (P) et /21 = k.On suppose que
0=60=0 at=0.

1. Exprimer dans la base (i, j;, kq) :

a. le vecteur rotation de Ry par rapport a ®R: 2R, / R);

b. les vitesses relative, d’entrainement et absolue du point M;

c. les accélérations relative, d’entrainement, de Coriolis et absolue du point M;

d. le poids de M et les forces d’inertie.
2. En appliquant le théoreme de la quantité du mouvement dans le repere R;, déterminer
I’équation différentielle du mouvement de M vérifiée par 6 et les composantes de la réaction

R dans la base (€,,€,,€,). En déduire une relation entre ¢ et 0.
3. que deviennent ces résultats si le plan (P) est fixe.

Exercice 2 :
1. On considére un camion immobile a benne baissée. On pose sur la benne une brique de
masse m = 3 kg. Le camion souléve sa benne progressivement. Les coefficients de frottement
statique et dynamique entre la benne et la brique sont respectivement ks = 0.6 et K, = 0.3.
a. Calculer l'angle oy d’inclinaison de la benne par rapport a I'horizontale pour
provoquer le glissement de la brique.
b. Si « = 45°, déterminer |'accélération de la brique. On donne g = 10 m.s™.
2. Le camion roule maintenant en ligne droite avec une vitesse constante v.. Une boite,

considérée comme ponctuelle, glisse sur sa benne avec une vitesse v, = 0.5 m.s™ ! (voir figure

2). Sachant que la benne est inclinée par rapport a I’horizontale d’un angle « = 60°,
a. Déterminer la vitesse du camion pour qu’un observateur au sol puisse voir la boite
tomber verticalement. En déduire la vitesse de la boite par rapport au sol.
b. Que devient la vitesse de la boite par rapport au sol si la vitesse du camion est

1. Faire le schéma de composition des vitesses.

v. =0.5m.s”

Figure 2

Figure 1
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Solution de série N° 3
Dynamique du Point Matériel

Exercice 1 :

iy = cos(wt)i +sin(et)j , j; = - sin(et)i +cos(wt)j, ki = k

di, - dj, - dk

_ ol
J G w

= ’ = :6
at/n Y dt/w

€, = sin(0)i, + cos(@)k; , €, = —cos(O); +sin(@)k, , €, = —J;

— ’ ’ :6
dt / R, O dt /Ry £ dt /R,

OM = 00, + O;M, 00, = ai; + b/?1 , O1M =re, (r, a, b sont des constantes)

On exprime dans la base (/;, j;,ky) :
a. le vecteur rotation de R, par rapport a R: 2(R; /R) :
dfl oz I dj]_ _ - - = dlzl
at / =y =wky Ay, dat / = -oiy = wky A Ji at /%
b. les vitesses relative, d’entrainement et absolue du point M :
} 3 do,Mm  dré,) dé, g
-v,M)=viM/Ry)= = =r = -réé
(M) = V(M / %y) dt /R, dt/%R,  dt /R, 0
= V,(M)=récos(0)i, - résin(6)k, : vitesse relative
- Ve(M)=V(0, / )+ 3%, /R)A OM
d00, _ dlai, + bk,) _ ot L, ko
dat /R dat /R dt /R dat /R

é(&ﬁl / SR)/\ O,M = wky A ré L, = aky A r(sin(&')/1 + cos(0)k )= re sin(6)j,

:6:‘0,;1 /\/21

v(0, / R) =

= Vo(M) = (aw + rosin(9))j; : vitesse d’entrainement
-V, (M) =V, (M)+V,(M)=récos(0), - ré sin(o)k; +(@aw + rosin(6))j,

= V,(M) = récos(6)i; +(@aw + rosin(9))j, — ré sin(0)k, : vitesse absolue
c. les accélérations relative, d’entrainement, de Coriolis et absolue du point M :

o o e dVM/Ry) dlrég,) . de,
7r(M)=7(M /R,) = T Y rée, mdt/iﬁl = -réé, - -ré’e,
7r(M)= (ré cos(9) - ré? sin(e)y1 - (ré sin(6) + re? cos(&))zl : accélération relative
B, B, doO®, /R) —— - B, S
- Felt) = 70, /)« P2 o5 o, /) s /) 2 O
70, /%) - dv(0, /%) _ d(aa)j1) _ _ao?,

dt /R dt /R
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dO(Ry / R)
dat /R
S, /%) A (3R, /%) A OM)= wky A rosin(60); = —ro? sin(o);
= 7.(M)= ( aon® - ro® sin(o ) : accélération d’entrainement
- 7c(M) = 28R, / R) AV, (M) = 20k; A (6 cos(O), - ré sin(0)K, ) = 2reé cos(o)],
= 7.(M) = 2rwé cos(9)j, : accélération de Coriolis
- 7a(M) = 7: (M) + 7e (M) + 7 (M)
= 7,(M)= (ré cos(6) - ré? sin(p) - aw® — ro? sin(¢9))71
+ 2rwé cos()j, : accélération absolue
(ré sin(6) + ré? cos(@))lz
d. le poids de M et les forces d'inertie :
-P=mg = —mgk1 poids de M

AOM=0A0;M=0

- Fo = -my.(M)= (maa)z + mro?® sin(tS'))/?1 : force d'inertie d’entrainement
- F. = -mj.(M) = —2mrwé cos(6)j, : force d'inertie de Coriolis
Application du théoréme de la quantité du mouvement (P.F.D) dans le repére R; :
R, est en mouvement de rotation par rapport a R fixe (galiléen) = R, est non galiléen
= P.F.D dans %, s'écrit :my, (M) =) Foq +Fe + F. avec D Fo =P +R
Soit R =R,€, + Ry€y + R, €,
M se meut sans frottement sur le cerceau (C) = la composante tangentielle est
nullec-a-d R, =0 = R=R, €, + R,€,
P.F.D dans %R, s’écrit ainsi :
m(ré cos(9) - ré? sin(p) - aw® - ro? sin(éi)y1 + 2mrwd cos(0)j;

- (mré sin(6) + mré? cos() - mg)lzl ~R,E,-R,E, =0 ®

€, x(E) =

- m(ré cos(9) - ré? sin(0) - aw® - ro? sin(a))cos(a) - (mré sin(6) + mré? cos(6) - mg)sin(a) =0
= 0= %sin(@) + % w? cos(0) + o sin(p)cos(9)
Equation différentielle du mouvement de M vérifiée par 6

ép x(E) =

m(réi cos(0) - r6? sin(0) - aw® - re® sin(o))sin(6) - (mrd sin(6) + mré* cos(6) - mg)cos(6)- R, =0
= R, = mg cos(0) - mré*> - maw? sin(0) - mro® sin®(0)
e, x(E) =
—2mrwd cos(@)- R, =0
= R, = -2mrod cos(9)
= R= (mg cos(0) - mré? — maw? sin(0) - mro? sinz(e))é , —2mraf cos(9)e,
Relation entre 6 et 9

06 = %sm(@)& + w?* cos(0)d + w? sin(0)cos(0)g

1d6> _ g dcos(9) ,a,..d sin(9) »* d cos(20)

2 dt r dt r dt 4 dt
1 g a o _. ’

= =62 = -Z cos(0) + = w? sin(9) - = cos(20) + cte
2 r r 4

At=0:0-0-0=cte=d 2
r 4
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2 _ 9 2 2 sin(g) - @ g
6% = rcos(6)+rw sin(0) 2 cos(26) + o+

—1_2sin? lp__9 4 »? sin(o) - - '
cos(20) = 1 - 2 sin*(9)= K . cos(0) + o sin(0) 5 .
=6? = 279 (1 - cos(#)) + w? sin(&{zTa + sin(6)

Cas particulier : le plan (P) est fixe :
AR, /R)=0 =V, (M)=0 =v,(M)=v,(M) = ré cos(o), - ré sin(o)k,
=7.(M)=0, 7C( )— fj =7,(M) = 7,(M) = (ré cos(6) - ré? sin(o), - (réi sin(6) + ré> cos(o)K,

O

:ﬁ _6
Le plan (P) est fixe = R, est fixe par rapport a ® = R, est galiléen
= P.F.D dans R, s’écrit :my7(M / ®,) = Zﬁext =P +R=-mgk, + R,e, +R.,e,
= (mré cos(0) - mré? sin(o), - (mré sin(6)+ mré? cos(o)k, = -mgk, + R &, + R,&, (E)

&,%(E) = (- mré cos(0) + mré? sin(6))cos(6) - (mré sin(6) + mré? cos(6))sin(6) = —mg sin(0)

= 0= g sin(9) : Equation différentielle du mouvement de M vérifiée par

é,x(E)= R, =mg cos( ) - mré?
e,x(E)= R, =0

= R = (mg cos(6) - mré?,

Relation entre @ et 9

Exercice 2 :

66 = 9 sin(o) = 1d0* _ g dcos() = Lo 9 cos(6) + cte
r 2 dt r dt 2 r
At=0:0-0-0=cte-9 = 1y -9 cos(o)+ 2 :ézzz—g(l—cos(e))
r 2 r r r
g2

Camion immobile :
a. angle limite ay pour provoquer le glissement de la brique :
La brigue est considérée comme un point matériel M
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A I'équilibre : P+ R =0 = — mg sin(a, )i — mg cos(a,)j + R +R,j =0

R, = ‘ﬁt : composante tangente a la benne

R =|R

n

: composante normale a la benne

n

= R, = mgsin(a,) et R, = mg cos(a,) = tan(a,) = %

n

A I'équilibre statique : ‘ﬁf < k|IR,| ou k. est le coefficient de frottement statique.
‘ - o R
Juste a la rupture de I'equilibre ( a = a;) : |R,| = Kk |R,| = = = ks
R,

= tan(a,) = k.= a, = arctan(k,) = a, = 31°

b. Accélération de la brique si o = 45° :
a = 45° > a, = la brique ne reste pas en équilibre statique sur la benne.

= P+R=myM/R)= —mgsin(a,)i — mg cos(ay)j + R +R,j = my,i
= my, = R, - mgsin(a,) et R, = mg cos(a,)

La brique est en mouvement avec frottement = ﬁt R,|I=R, = ksR,, k, est le

:kd‘

coefficient de frottement dynamique.
= R, = ky,mg cos(a,)= my, = kymg cos(a,)- mg sin(a,)
= 7, = glk, cos(a,) - sin(a,))
= ||77(M /ERM = |7x| = |9(kd cos(a, ) - sinla, )]
= AN : |7(M /%) = 4.95ms™

Le camion en mouvement rectiligne uniforme par rapport au sol avec une vitesse v, :
La boite est considérée comme un point matériel M glissant sur la benne avec une
vitesse constante v, = 0.5ms™".

iy = cos(at)i + sin(wt)j Aj

ji = —sin(wt) + cos(wt)j
ki =k
di,  dj, _ dk,
dt/R dt/®  dt/wW )
A, /9)=0 kO
(0]
SJ%(O, i,J, E) référentiel lié au sol (absolu)

=0

*Rl(ol,fl,]l,lzl) référentiel lié au camion (relatif)
R, est en mouvement de translation uniforme par rapport a ® de vitesse v, = cte
O, est fixe dans R, = v(0, / R®) =V,
= -V,(M)= v, (vitesse d’entrainement de M est égale a la vitesse du camion dans %)
- v,(M)=v, (vitesse relative de M est égale a la vitesse de la boite dans %,)
Loi de composition des vitesses : V,(M)= v, (M)+ v, (M)=Vv, +V,
a. Un observateur au sol voit la boite tomber verticalement c'est-a-dire le vecteur

v,(M) est vertical au sol.
Ainsi, d'aprées la loi de composition des vitesses, on obtient le schéma suivant :
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D’aprés ce schéma on obtient :

-V, =V, cos(60°) = 0.25ms™ ! : vitesse du camion par rapport au sol

-V, =V, sin(60°):0.43ms‘1 : vitesse de la boite par rapport au sol (vitesse
absolue de la boite)

b. On calcule la vitesse de la boite par rapport au sol (vitesse absolue de la boite v, ), si

la vitesse du camion est v, = 0.5m.s™':

Vo(M) =7y + 7. = |7, 0] =7, + 7|

Vel +V,Ve cos(Vb , ch

(vb v ] ~180° - 60° = 120°=> v, = 0.5ms"*

Ou bien : v, =v_ =0.5ms™ et a = 60°= le triangle formé par les trois vecteurs v,, v,

et v, est équilatéral = v, =v, =v_ =0.5ms™!

Autre méthode :
Pour la question 2. , on peut faire un calcul direct sans utiliser la loi de composition des
vitesses.

dOM dOO, dOM . . )
dt/SR dt/ﬁR-'—dt/gR Q(G‘Rl/i{{)/\od\/l3Va—V(Ol/m)+v(M/§R1)

0

=v(M /%)=

j= v, =(v. —v, cos@))i -v, sin(a)j
a. si la boite est tombée verticalement = v, Li = v, = v,j

= ~V,Jj = (vc ~v, cos(a) - v, sin(a)i
= v, = v, sin(a) et v, = v, cos(a)

=V, =V -V,i, =v_i —v, cos(a)i —v, sin(a)j =
i

= v, =0.43ms" et v, =0.25ms™

b. si la vitesse du camion est v, = 0.5m.s™! :

—v,j =, v, cos@)V - v, sinl@)j = v, =(v, -v, cos(a)}* +Vv2 sin*(a)

=V, = \/vg +VE - 2v.v, cosa) = v, =0.5ms™
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Série N° 4
Théorémes généraux de la dynamique du point matériel

Exercice 1

On considére le repére fixe R(O,i, j, k) (repére absolu), (xOy) étant le plan horizontal.
Soit une tige homogéne (0;A) de longueur ¢, en mouvement autour de |'axe (OE) avec une
vitesse angulaire constante . On désigne par R;(0s,/;, j;,Kk,) un repére lié & la tige (repére

relatif) tel que le plan (x;0:1y1) reste constamment paralléle au plan (xOy) et 121 =K. L'origine
0O, de R, se déplace le long de l'axe (OE) tel que OO0, = %atzl? . Soit un point M, de masse m,

se déplagant sans frottement sur la tige (0,A) et repéré dans R; par O;M = x, (t)fl.
(a et w étant des constantes positives).
1. Exprimer dans la base (71,]1,k1) :

a. la vitesse du point M par rapport au repére .
b. la vitesse du point M par rapport au repére R;.
c. le moment cinétique 501(/‘4/‘31)-

d. le poids de M et les forces d'inertie d’entrainement et de Coriolis.

2. Le repére R, est-il Galiléen ou non Galiléen ? Justifier votre réponse.

3. En appliquant le théoréme de la quantité du mouvement dans le repere R, déterminer une
équation différentielle du second ordre en t vérifiée par x; et les composantes de la

réaction R, exercée sur M par la tige, dans la base (i;, j;, k; ).
4. En appliquant le théoréme du moment cinétique dans le repére R, retrouver les
composantes de la réaction R, exercée sur M par la tige, dans la base (i;, ji,ky).

5. Calculer I’énergie potentielle de M par rapport au repére R. -

6. Calculer I’énergie potentielle de M par rapport au repere R;. K4 K, -

7. Calculer I’énergie cinétique de M par rapport au repere R;. J1

8. En appliquant le théoréeme de l’énergie cinétique dans le
repere Ry, retrouver l'équation différentielle du second
ordre en t vérifiée par x; .

9. En appliquant le théoreme de I’énergie mécanique dans le
repére Ry, retrouver l|'équation différentielle du second
ordre en t vérifiée par x; .

wt I1

~.

Exercice 2
On considére le repére fixe R(0,i, j, k) (repére absolu), (yOz) étant le plan vertical.
Soit un cerceau (C) de centre O; et de rayon R, en mouvement de translation dans le plan

(yOz) tel que OO, = bj +%at212 ((yOz) étant le plan du cerceau, a et b étant des constantes

positives non nulles). On désigne par 911(01,71,]'1,/21) un repére lié au cerceau (repére relatif)
tel que i, =i, j, =J et k; = k. Soit un point M, de masse m, se déplacant sans frottement
sur le cerceau (C) et repéré dans R, par I'angle 6 (voir la figure ci-dessous). On suppose qu‘a t
=0,0=0¢et E,(M/R)=E,(M/R,)=0.

1. Exprimer dans la base (€,,€,,€,) :

a. les vecteurs de la base (i, j,, k).
b. le vecteur vitesse du point M par rapport au repere R, V(M /R).
c. le vecteur vitesse du point M par rapport au repéere Ry, V(M /R,).
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déo (M/%;)

d. le moment cinétique &Ol(M/Sﬁl)et sa dérivée temporelle dt/
1

e. le poids de M et les forces d'inertie.

2. Le repére R, est-il Galiléen ou non Galiléen ? Justifier votre réponse.

3. Calculer I’énergie potentielle de M par rapport au repere .

4. Calculer I'énergie potentielle de M par rapport au repére R;.

5. Calculer I'énergie cinétique de M par rapport au repere Ry : E_.(M /R, ).

6. En appliquant le théoréme de la quantité de mouvement dans le repéere R;, déterminer une
équation différentielle du mouvement de second ordre en t vérifié¢e par 6 et les

composantes de la réaction R, exercée sur M par le cerceau, dans la base (ép,ég,éz ).
7. En appliquant le théoreme de I'énergie cinétique dans le repere R;, retrouver |’équation
différentielle du mouvement de second ordre en t vérifiée par 0.
8. En appliquant le théoréme de I’énergie mécanique dans le repere Ry, retrouver I’équation
différentielle du mouvement de second ordre en t vérifiée par 9.

9. En appliquant le théoréme du moment cinétique dans le repere R;, retrouver |I’équation
différentielle du mouvement de second ordre en t vérifiée par 6

AK K, A& _
€y
ép
1_.>
_at =C » 7
2 i . > J1
; j
b
Exercice 3 :

On consideére le repére fixe 92(0,i,j, k) (repére absolu), (i,j) étant le plan horizontal.

Soit une tige horizontale (OA), en mouvement autour de I'axe (Ok) avec une vitesse angulaire
constante ». On désigne par %:(0,€,,€,,€,) le repere lié a la tige (repére relatif). Soit un
anneau assimilé a un point matériel M, de masse m, se déplacant sans frottement sur la tige

(OA) et repéré dans # par ses coordonnées polaires p et ¢ (voir la figure ci-contre). On
suppose que p(t=0)=p, et p(t=0)=0.

1. En appliquant le théoréme de I'énergie mécanique dans le repere pu
9%, déterminer |'équation différentielle du mouvement de M. 7
Donner la solution de cette équation en fonction de p,etw.

2. Maintenant l'anneau est soumis a une force de rappel par
I'intermédiaire d’un ressort de raideur k, de masse négligeable et
de longueur a vide p,. Le ressort est enfilé sur la tige, une
extrémité est fixée en O et l'autre est attachée au point M. En
appliquant le principe fondamental de la dynamique dans %,
établir la nouvelle équation différentielle du mouvement de
I'anneau lors de la rotation de la tige en fonction de 5,0, po, K,

met w.
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Solution de série N° 4
Théorémes généraux de la dynamique du point matériel

Exercice 1 z

iy = cos(wt)i + sin(wt)j
j1 = —sin(et)i + cos(wt)j
/21 = /2

d71 _ djl _ i dlzl
dt/w T de/w

.(T?(‘ﬁl /ER) = ok = a)lzl

OM = 00, + O;M = %atzlz +x, (b)) = Eatzlzl + x;(t)i; (a est une constante)

1. On exprime dans la base (171,]1,/21) :
a. la vitesse du point M par rapport au repére R :

] o d@ at’k, + xl(t)flj o i
V(M / R) = i Y = atk, + X0, + X, aj,

=V(M /R) = x,i, + X 0, + atk,
b. la vitesse du point M par rapport au repére R; :
doOM d(xl(t)/ ): 7

v /)= dt/®, dt/%,

= V(M/SR]_): )‘(171
c. le moment cinétique G, (M/%;) :
501(M/R1) = O1_M A mv(M/R )

Ol_M AmV(M/R,) = x10y A X4 =0y = Go, (M/%,)=0

d. le poids de M et les forces d'inertie d’entrainement et de Coriolis :
- P =mg = -mgk, : poids de M
- F, = -my,(M) : force d'inertie d’entrainement

- F. =-my.(M) : force d'inertie de Coriolis

_ - doR, /R) —=—— - _ .
5 (M) = 70, /m)+% A O + O, /%)~ (201, /9) » O
200" dz(; atzlzj
70, /)= 1 _ — ak = ak
701 /%) a2 /m dt? /= !
d2R, / R) = -
WAO]_M—O/\O]_M—O

‘é(g{l /“,R)/\ (f)(‘ﬁl /“,R)/\ m): a)lzl AN (wlzl AN X]_I?l): a)lzl AN Q)lel = —a)lefl
= 77e(M) = alzl - 0)2X171
7e(M)= 28R, / R) AV, (M) = 20k, A X107 = 20%, J;

= Fe = lea)lel - malzl 7 FC = —2mwX1j1
2. Le repere R, est en mouvement de rotation par rapport au repere fixe R (galiléen)
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= R; est non Galiléen.

3. Théoreme de la quantité du mouvement dans le repére R, :
R, est non Galiléen = MM/ Ry) =Y Foue + Fe + l-:C_
Zﬁext =P +R ol R=Ryi; +RyJ; +Rsk,
N.B : On exprime la réaction R dans la base (71,]'1,/21) pour faire apparaitre sa

composante tangentielle (tangente a la trajectoire).

Mouvement sans frottement = la composante tangentielle de la réaction est nulle c'est-
P.F.D dans R, s'écrit :

(mx1 mxy o y +(mg - Ry + ma)k, — (Ry —-2max,)j, =0

mx, — mx;w® =0 X1 - Xy0° =0
= RZ —Zma)Xl =0 = RZ = szUX]_
mg-R;+ma=0 R; =mg + ma

= Equation différentielle du second ordre en t vérifiée par x; : X; — w?x; =0

Réaction R exercée sur M par la tige : R = 2max, j; + (mg + ma)k,

4. Théoreme du moment cinétique dans le repére R; :

N.B : Pour appliquer le théoréme du moment cinétique dans le référentiel R, il est préférable
de choisir un point fixe dans R, .Pour un point mobile A dans R, , ce théoreme, s’écrit :
dO’ M/R -
d?/iR 1 (ZFM +mA )+mA(F)+mv(M/SR JAV(A/Ry)
R, est non galiléen et O; est fixe dansR; =

deot /,\;ZIRI o1 (Z Fext + mo )+ mo1 (F )

)
Mo, (—) =OM AP = X401 A (— mgkl) magx4 j;
Mo, (a)z ()1—M AR = X1iy ARy Ji + Xily A R3Ky = X1RoKy = X1 R3],
rﬁol(— ): OM A F, = x40y A (mxla) i - maEl): max, j,

Mo, (Fc)z OM A F, = xyi; /\( mexljl) —2max; XK,

= mgxlj1 + x1R2E1 - x1R3]a'1 + max j1 - 2ma)x1)'<1k1 =0
= (mgx, + max,— x1R3)j; + (X;Ry — 2Max, X, Jk; =0
{mgx1 +max;— x;R; =0 - {R3 =mg +ma
X1R; —2max x, =0 R, =2max,

= On retrouve la réaction R = 2max, j;, + (mg + mak,

5. Energie potentielle de M par rapport au repére R :
Dans le repére R, la seule force dérivant une énergie potentielle (conservative) est le

poids de M (P ). Ainsi I’énergie potentielle du poids de M par rapport au repere R est :
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Er(M /%)= Eq(P / 1)
dE,(M /%) = dE, (P / %)= ~aW(P / %) = ~-PdOM = mgk(dxi + dyj + dzk)
= dEp(M /R)=mgdz = E»(M /R)=mgz + cte

Ou bien
- - ~ oE, . OE, - OE, -
P:—grad(Ep)—>—mgk:—6Xpi— Pj-——Lk

oy oz

ok, ok, ok,
= —==mg (1), —==0(2), —==0(3)
0z ox oy

(1) > E, = mgz + cte(x, y)

oE

(2) > —P - octelx, y) _ 0 — cte(x,y) = ctely) - E, = mgz + cte(y)
oX ox
E

(3) > a—p:&e(y):o — ctely) = cte

oy oy
= E,(M /%) =mgz + cte

6. Energie potentielle de M par rapport au repere R, :

F, = mx,w®i; — mak,

0

— mx; w*
0X1
Ef(ﬁe)= VAE = A 0 -0 = F, est conservative dans %,
oY1
[0 _ma
0z

= Ep(M/le)z Ep(ﬁe /9:{1)"1‘ Ep(ﬁ/ml)
Energie potentielle dérivée par F‘e par rapport au repére R, :

dEp (I:'e /SRl)z —dW(I:'e / iR)z —F,dO;M = (— mx; 0?0, + mak, delfl +dyj, + dzllzl)
M e (0;x;)Vt = dy,=dz;, =y, =z, =0 = dEP(I:'e /SRl)z (— mx, i, + malzlpxlfl

= dEp (I:'e /SRl)z -mx;0%dx,

= EF,(I:'e /iRl)z —%mxlzco2 +cte

Energie potentielle dérivée par P par rapport au repére Ry

dE, (B /%y )= ~aw(p / %, )= ~PdOM = mgk, (dxi, + dy, J; + dz,k, |
M e (0;x;)Vt = dy,=dz; =y, =2, =0 :dEP(ﬁ/m1)= mgk,dx,i;
= dE,(P /%, )=0

= Ep(ﬁ/m1)= cte

= Ep(M /%)= —%mxlzco2 +cte

7. Energie cinétique de M par rapport au repére %, :

E.(M /%)= %mVZ(M/ERl) - %m"\?(M/ilez
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—E.(M/%,)- %mx-f

8. Théoréme de |'énergie cinétique dans le repere R, :
R, est non Galiléen = dE.(M/%,)= dW(z I:'; /SRl)+ dW(I:'e /SRl)
(dW(l:'C /‘Rl): 0 voir le cours)
D Fext =P +R avec R =Ry J; +Rsk,
= dE(M/%;)= aW(P / %)+ dW(R / %, )+ dW(F. / %t,)
R dEC(‘/:lt/ml) i dW(F;t/snl)+ dw(f:e#/snl)+ dW(F;t/ %, |

- dEC(‘/j‘Z/iﬁl): P(la/ggl)Jr p(,é/gql)Jr p(/-:e /ml) (P : puissance)

dE(M/%,)
dt

PP /%)= Bu(M /%) = -mgky X, =0

PR /%y) = RV(M / %y) = Ry Jy + Rsky Joyfy = 0

P(I:'e /iRl)= Fv(M/R,)= (mxla)zfl - maEl)xlf = mx;0° X,

R 2 - oo 2

= On retrouve I'équation différentielle du mouvement : X; - w*x; =0

9. Théoreme de I'énergie mécanique dans le repere R, :

Rappel :
Théoreme de I'énergie mécanique dans un référentiel non galiléen R,

dE,,(M/R,) = dW(I-:,,CO,, /‘Rl)+ dW(l:'e /iRl) si F, est non conservative
Si F, est conservative, ce théoréme s'écrit : dE,,(M/R,) = dW(l:',,CO,, /iRl)
en tenant compte de I’énergie potentielle dérivée par F, dans le référentiel %, .

R, est non Galiléen = dE,(M/%;)= dW(I-:,,CO,,/‘Rl) en tenant compte de l'énergie
potentielle dérivée par F, dans le référentiel R, (F, est conservative dans %, )
- dE ,(M/%,) _ dW(’Encon /931)
dt dt
E(M/R,) = E.(M/R,) + Ep(M/R,) = = mx? —%mxlza)z + cte

2

= dEm(M/ERI)
dt
Focon =R = P(Fncon /‘Rl)zp(R/iﬁl)zRV(M/‘ﬁl)= (szl +R3k1)>'(1i1 =0

= m).(l)'(l —ma)2X1X1 =0 > ).(1 —C()ZX]_ =0

= P(’Encon /ml)

= mX1X1 - ma)2X1X1

= On retrouve I'équation différentielle du mouvement : X; - w’*x; = 0
Exercice 2

€, = cos(0)j, + sin()k,
&, = —sin(6)j; + cos(0)k

é2=i1
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de . de . de -
P % 0 — 6E V4 — 0
dt / R, ¢

Tdt/wy P dt /9y
R, est en translation par rapporta | = f)(‘ﬁl /ER) =0

OM = 00, + O/M = bj +%at212 + Rép (a et b sont des constantes positives non nulles)

1. On exprime dans la base (€,,€,,€,) :
a. les vecteurs de la base (i, j,, k, ) :
{é , = cos(9)j; + sin(@)k D{COS(H)é , = cos%(0)j; + cos(6)sin(0)k;
é, = —sin(0)j, + cos(0)k, |sin(0)e, = —sin?(0)j; + sin(0)cos(0)k,
= cos(9), - sin(0), =
{é , = cos(0)j; + sin(0)k, :{sin(a)é , = sin(6)cos(0)j, + sin®(O)k;
é, = —sin(9)j, + cos(0k, |cos(), = - cos(0)sin(0)j; + cos?(6)k,
= sin(0), + cos(0), = k,
j1 = cos(0), - sin(0)e,
= 1ky = sin(0)e, + cos(0)e,
I1

b. le vecteur vitesse du point M par rapport au repere R :

vy w) = 9OM _ _dOM_ | S ) A oM = —99M
dt /R dt/ %R, - dt / R,
S T
d| bj, + —at“k, + Re -
= v(M/R)= 2 ") ath, + R0 _ atk, + RéE
- dt / %, R TR 0

= V(M / R) = at(sin(0), + cos(0), ) + RéE,
= V(M /%)= at sin(0)e,, + (R0 + at cos(0)E,
c. le vecteur vitesse du point M par rapport au repére R; :
do,M d(Rép)

v(M/iRl):dt/ERI =Gt/ - Rée, = V(M/R,)=R0E,

. e dgo (M/%;)
d. le moment cinétique 6, (M/%R,)et sa dérivée temporelle ————= :
! dt / R,
Go,(M/Ry) = O\M A mV(M/R;) = RE, A MROE,
= G0, (M/R;) = mR?dé€,
doo (M/R 2p8 . doo (M/R -
ol( 1):d(mR eez):mRze g, = ol( 1):mR2¢9 ,
dt / %, dt / %, dt /%,

e. le poids de M et les forces d'inertie :
- P =mg = -mg sin(0)¢,, - mg cos(9)é, : poids de M
- F, = -my,(M) : force d'inertie d’entrainement
- F. =-my.(M) : force d'inertie de Coriolis

) dO(Ry /R)

7o) = 70, /) + FENLN 0,30+ o, /) @, /7)1 O,
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d (b] += atzkj

. d?00, .
70 / R)= = = ak = ak
©, )dtz/iR dt? /% !
dOR, /R _ ~
%AQM:MQM:O

3, /%) [on, /) 1 OM) - 0
= 7.(M)= ak1 = asin(0)e, + acos(0)g,
7e(M)=283(R, /R) AV, (M)=0AROE, =0
= F, =-masin(0), - macos(9),, F. =0
= le poids de M et les forces d’inertie sont :
P = -mg sin(0), - mg cos(0)e,, F, = -masin(0), — macos(0,, F. =0

2. (0, /%) =ak = [7(0, /%) =a>0 = le point O; a un mouvement rectiligne accéléré
suivant lZl.

Le point O; est un fixe dans ®, et i; =i, j, = j et ky =k vVt = R, est en translation
non uniforme par rapport a R, donc R; est un référentiel non galiléen.

3. Energie potentielle de M par rapport au repére R :
Dans le repére R, la seule force dérivant une énergie potentielle (conservative) est le

poids de M (P ). Ainsi I’énergie potentielle du poids de M par rapport au repére R est :
Ex(M /%)= Eq (P / 1)

dE,(M /%) = dE, (P / %)= ~aW(P / %) = ~PdOM = mgk(dxi + dyj + dzk)
= dEp(M /R)=mgdz = E»(M /R)=mgz + cte

OM = bj +%at2/2 +RE, = bj +%at2/2 + R cos(0)j + Rsin(6)k

— OM = (b + Rcos(9))j + (% at? +R sin(&)jlz

= y =b+Rcos(9) et z :%atz + R sin()

= Ep(M/R)= %mgatz + Rmg sin(#) + cte
At=0:0=0et E,(M/%)=0 = cte =0

= Ep(M/R)= %mgatz + Rmg sin(6)

4. Energie potentielle de M par rapport au repére R, :

F. = -masin(0, — macos(0)e, = -mak, , ki, =sin(0), + cos(0)E,

0 0
0X4
E(F‘e): VAE = A 0 |=0 = F, est conservative dans %,
oY1
0Z4

Energie potentielle dérivée par F, par rapport au repére %, :
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dEp (F /931) dW(F /ER) —F,dO,;M = malZl(dylj1 + dzllzl)
(M e (y,0z,) vVt = dx;=x; =0)
= dEp(I:'e /SRl)z madz,
= EP(I:'e /ERl)z maz, + cte
z, = Rsin(9) = Ep (I:'e / iRl) = maR sin(p) + cte

Energie potentielle dérivée par P par rapport au repére RNy
dEp(B /%)= ~aw(p / %, )= -PdO,M = mgk, (dx,, + dy, J, + dz,k, |
M e (y,0z,) vVt = dx;= x; =0 = dEp (ﬁ /SRl)z mgk, ldylj1 + dzllzlJ
= dEP(ﬁ /SRl)= mgdz,
= Ep(ﬁ/inl)z mgz, + cte
= EP(.E’ / iRl)= mgR sin(6) + cte

Alors I'énergie potentielle de M par rapport au repere R; est :
= Ep(M /®R,)=maR sin(0) + mgR sin(¢) + cte
At=0:0=0et E,(M/%R,)=0 = cte=0
= Ep(M/R;)=mRsin(0)a + g)

5. Energie cinétique de M par rapport au repére R}, :

E.(M /%)= %mVZ(M/Enl) - %m"\?(M/EleZ

1 Rr242

EC(M/ml):

6. Théoreme de la quantité de mouvement dans le repere R, :
R, est non Galiléen = m7(M /R;) =D Foye + Fe + I-:C_
le'ext =P+R ol R = R,€, + Ry€, + R,E,
N.B : On exprime la réaction R dans la base (e ,€4,€ ) pour faire apparaitre sa

composante tangentielle (tangente a la trajectoire).
Mouvement sans frottement = la composante tangentielle de la réaction est nulle c'est-

a-dire R, =0= R=R,€, +R,E,
P.F.D dans %, s’écrit donc :
mRéé, - mR6%é , = -mg sin(0)e,, - mg cos(0)e, + R,€, + R,€, — masin(0)e,, — ma cos(9),

= (mRé + mg cos(6) + ma cos(0)E, + (mg sin(¢) + masin() - R, — mRé? )ép ~R,€, =0

. s g+a
mRé + mg cos(6) + ma cos(6) = 0 0= cos(0)
=1 mg sin(0)+ masin(@)- R, -mR6* =0  =:R, = msin(0)g + a) - mR?

R, =0 R, =0

= Equation différentielle du second ordre en t vérifiée par 6 : 6 = - g; 9 cos(0)

Réaction R exercée sur M par le cerceau : R = m(sin(e)(g +a)- R6? )ép

7. Théoreme de I’énergie cinétique dans le repére R, :

R, est non galiléen = dE M/ER dW(ZF " / Ry +dW(F /*Rl)
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(dW(I-:C /ml)z 0 voir le cours)
D Fex =P +R avec R=R,€, +R,€E,
= dE(M/%;)= dW(P / %)+ dW(R / %, )+ dW(F. / %t,)
_ dE(Mymy) _awlp/wy)  awlR/ ) dwlF, /)
dt dt dt dt

- dEC(Z/*Rl): P(ﬁ/ml)Jr p(ﬁ/g{l)Jr ,D(/?‘e /931) (P : puissance)

= mR?66

dE(M/%,)
dt

P(.l3 / 921) PV(M / %R,) = (- mg sin(6)e,, - mg cos(6)e,REE, = -mg cos(6)Ré

PR /%)= Ri(M /%,) = R €, +R,E,REE, =0

P(I:'e / Rl) Fo0(M / Ry) = (- masin(0), — ma cos(6), Rée, = -ma cos(0)R6

= mR?06 = -mg cos(0)R6 — macos(0)R6 = Ré = —g cos(0) - a cos(9)
g+a

cos(9)

= On retrouve I’équation différentielle du mouvement : 6 = —

8. Théoréme de |'énergie mécanique dans le repére R, :
R, est non galiléen et F, est conservative dans R, = dE,,(M/®;)= dW(I:'ncon /921)
Em(M/ml)_dW(Fncon /ml)_P(I:— /9{ )
dt - dt - ncon 1

E,(M/R;)=E.(M/R,)+ Ep(M/R;) = %mRzéz +mR sin(6)a + g)

_ 9ERM/B) 24 mR(a + g coslo)

“R = PlFron /9= PR/ 9;)= RV(M /%) = 0
= mR?00 + mR(a + g)d cos(0) = Ré + (a + g)cos(6)

FI’ICOI’I

g+a

= On retrouve I'équation différentielle du mouvement : 6 = — cos(9)

9. Théoréme du moment cinétique dans le repére R, :

R, est non Galiléen et O, est fixe dansR; =

Lo I /”jf 10,5 Forc )+ 20, o )+ g, (.

3
kS
At
X
N —
Il
3
[
—_—
3L
+
3
[
X
N —

Mo, (—) = O,M AP =RE, A (- mg sin(9), - mg cos(0),) = -Rmg cos(0)g,
) (R,€, + R,€,)= -RR,&,

( é A
mo (— ): OM A F, = Ré, A (- masin(0), — ma cos(0)e,) = -Rma cos(0)E,
o)

I

AS)
>
~r]
I
ol

= mR?%§ é, = -Rmg cos )e - RR,€, - Rmacos(p)e,

= (mRzé + Rmg cos(8) + Rma cos(@))éz +RR,E, =0

- {mRzé + Rmg cos(6) + Rma cos(6) = 0 - {Ré +gcos(9)+acos(p) =0
, =0 ,=0
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= On retrouve |'équation différentielle du mouvement : 6 = — gra

cos(9)
Exercice 3

1. Application du théoréme de I’énergie mécanique dans le repéere % :

Vecteurs vitesse et accélération du point M par rapport au repére # :

o dom _ d(pe,) e
V(M/m)—m— dt/SR = V(M/‘ﬁ)—pep+pa)e¢
= _dv(M/R)  d(pe, + pwe,) B, PP -
7y(M/R)= dUn qUn = FM/R) = (p - po®)e, +2pwe,

Energies mécanique de M par rapport au repére % :
- EC(M/ER):%mV(M/*R)Z = E,_.(M/i)%):%mpz +%mp2w2

-dE,, = -PdOM = mgé, (dpé, + pdpé, + dzé,)=mgdz , dz=0 —E, =Cte = E,(M/%)=Cte

E.M/R)=E.(M/R)+E,(M/%) = Em(M/iR):%mpz +%mpza)2 +Cte

Application du théoréme de I’'énergie mécanique dans le repere % :

dEm(CI,\Z/‘.R) _ P(’Encon /gq) , p(/f'ncon /91): P(ﬁ/m): RV(M /R) = (R(pé(p + Rzéz)(pép + pae,) = R po

R=R,,+R €, +R,e, , mouvement sans frottement —» R, =0 — R=Re€,6 +R,€,

Théoreme du moment cinétique ou P.F.D = R, =2mpw et R, =mg = P(F'nm /*R): 2mppa’

1 1
d = mp? + = mp?w?® + Cte
dE, (M /%,) (2 poryimee )

dt dt

= mpp + Mo’ pp

— Mpp+ Ma’pp =2Mppa’ — p+ o’ p = 2pw* =p—ao’p =0

La solution de cette équation est sous la forme : p(t) = Ae™ + Be™

p(t=0)=p, et p(t=0)=0->A+B=p, et Aw-Bao=0- A:B:’D—ZO—> p(t):%(e“’t re )
= p(t) = pycoh(wt)

2. Application du principe fondamental de dynamique dans % :

P+R+F =my(M/®R)

Py

=R, €, +R,€, (réaction de la tige sur M), P= -mge, (poids de M)

F=-k(p- po )€, :force de rappel (force appliquée par le ressort sur M)(dl = p - p,)

—>-mge, +R,€, +R,€, —k(p—p )€, =m(p— po’)e, +2mpwe,

>R, =2mpw et R, =mg et —k(p - p,) =m(p - po*®)

= ﬁ-i—(%—a)z)p :%po : la nouvelle équation différentielle du mouvement de I'anneau lors de

la rotation de la tige lorsque M soumis a une force de rappel par l'intermédiaire d'un
ressort de raideur k, de masse négligeable et de longueur a vide p, .
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Série N° 5
Stabilité et conditions de stabilité d’un équilibre

Exercice 1

Soit une particule M de masse m en mouvement, dans le plan xOy (plan vertical), sans
frottement sur un cerceau (C) de rayon R et de centre O. La position de M est définie par
I'angle & (voir figure ci-dessous).
1. Calculer |énergie potentielle de M dans le
repére R(O,x,y,z) (on suppose que E,(0=0)=0).

2. Déterminer les positions d’équilibre de M.
3. Etudier leur stabilité. o >y

v
X

Exercice 2
On considére le repére fixe R(Oxyz) (repére absolu) muni de la base O.N.D (7, i, IZ), (xOy)

étant le plan horizontal. Soit (P) un plan vertical qui tourne autour de (Oz) avec une vitesse
angulaire constante «. On désigne par R;(Oxiy:1z;) le repére relatif muni de la base O.N.D

(171,]1,/21) tel que (x;0z;) se trouve constamment dans le plan (P) et k = /Zl (voir la figure ci-

dessous).
Soit (4) une tige de longueur L (de vecteur directeur unitaire u,) passant par O,

constamment contenue dans le plan (P) et faisant un angle « constant avec l'axe (0z;)
(O<a<n/2).
Un anneau M de masse m (assimilé a un point matériel) se meut sans frottement le long de

la tige (4). La position de M sur la tige est définie par :OM = r(t)u; .
Soient U, un vecteur unitaire, contenu dans le plan (P) et perpendiculaire a d,, et u; un
vecteur unitaire tel que la base (u,,u,,U;) soit O.N.D.

1. Exprimer dans la base (71, ]1, 121) , le poids de M et les forces d’inertie.

2. Calculer, en fonction de r, I’énergie potentielle de M par rapport au repére Rj.
3. Montrer qu’il ne peut exister une position d’équilibre relatif r,, de I'anneau sur la tige que si

la vitesse angulaire w est supérieure a une valeur limite o, que I'on déterminera.
4. Déterminer la position d’équilibre relatif r; de I'anneau sur la tige pour une vitesse angulaire

/(A)

w1y > ag - zA Zl
5. Etudier la stabilité de I’équilibre relatif.
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Solution série N° 5
Stabilité et conditions de stabilité d’un équilibre

Exercice 1 =

€y
[ . €, = cos(0) + sin(0)j
Cé) b J é, = —sin(0)i + cos(6)j
: &, -k
7 :, de, . o d&, _ . d&
i at/® "7 dt/w Pldt/m

=i =cos(0)e, - sin(0),, j = sin()e, + cos(9),, k =€,
®(0,€,,8,,6,), SR(O, i, /2) = QR /R) =k = 68,
OM = Ré, = V(M /R)=RdE, = 7(M/R) = Rée, - R6?E,
Bilan des forces :
Poids : P = mg = mgi = mg cos(9), - mg sin(0)g,
Réaction : R = R,€, + R,€, + R,€, = R,€, + R,€, (mouvement sans frottement =R, = 0)

1. Energie potentielle de M par rapport au repere R :
ona E,(M /%)= E,P /%)
dE,(M /%) = dE, (P / %) = ~aW(P / %) = ~PdOM = ~mgildxi + dyj + dzk )
= dEp(M /R) = -mgdx = Ep(M /R)=-mgx + cte
X = Rcos(0) = Ep(M /R) = -mgR cos(#) + cte
E,(0=0)=0 = cte = mgR

= Ep(M /R)=mgR(1 - cos())

2. Positions d’équilibre de M :
Une position d’équilibre est une position ou I'énergie potentielle est optimale (maximale

ou minimale). C'est-a-dire a cette position on aura :

dE
o = Q(Ep(M/%)=E,(0)
dj; =mgRsin(0)=0 = sin(0)=0 = 0 =kzx (ke 2Z)

= Sur la trajectoire circulaire de M, on a deux positions d’équilibre qui correspondent
aux valeurs 6 =0 et 6 =1r.
= Les positions d’équilibre sont : M;(p =R, 0 =0) et M,(p =R,0 =) en coordonnées

polaires ou M, (R,0) et M,(- R,0) en coordonnées cartésiennes.
M,

v
<.

My

v

i
3. Etude de la stabilité des positions d’équilibre :
Pour étudier la stabilité, on détermine le signe de la dérivée seconde de la fonction

E»(0) par rapport @ 6 en ces deux positions d'équilibre M; et M,.
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d’Ep

= mgR cos|6
T ©)
d?Ep it _ . .
00° =mgR >0 = L'énergie potentielle est minimale en M; = M; est une
0
0=0
position d’équilibre stable.
d’E o . :
7 zP =-mgR <0 = L’énergie potentielle est maximale en M,= M, est une
0
O=r

position d’équilibre instable.

Exercice 2
1. le poids de M et les forces d’inertie :

- P = -mgk,
- Fy = -Mje, 7o = 70/ R)+ %ﬂ/ﬁ A OM + 2Ry / R) A [B(Ry / R) » OM|= —ra? sin(a,
Q(Rl /R) = a)lzl = ﬁe = mfa)z Sln(a)l—l

- F. =-mj¢, 7e = 2Q(R; /R)AV(M / Ry) = 20r sin(a)j; = F. = -2mer sin(a)j;
2. Energie potentielle de M par rapport au repere R;, en fonction de r :
Xl = I‘Sln(a)—)lEe = ma)le;.l% Efﬁe = 6 :> Fe —> Epe

- Epe = —%mwlez + Cte=>Ep, = —%ma)zr2 sin®(a)+ Cte

—Epy = mgz, +Cte, z; = rcos(a)=Ep, = mgr cos(a)+ Cte

=E,(M /R,)= mgr cos(a) - % ma?r? sin®(a)+ Cte

. - dE,(M / Ry)
3. si ro, est une position d’équilibre, on aura : —a =0
r=req
5 5 _gcos(a)
— g cos(a) - @°reg sin*(a) = 0—>rgy = pep—T
o <L gcos( ) . lws g cos(a) s = g cos(a)
w?® sin*(a) L sin?(a) L sin®(a)
4. la position d'équilibre r; pour une vitesse angulairew; > w, est : r; = QZLS((Z)
sin®(a)
de,(M /R d’E,(M /R
5 % = mg cos(a) - maw?r sinz(a)e% = -mo? sin*(a)< 0
r

= I’équilbre est instable quelque soit r, .
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