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NB : Celui qui semble découvrir ce qui lui parait comme une erreur dans I’énonce, poursuit sa com position
en donnant les arguments de sa démarche.

EXERCICE 1 :

L'espace vectoriel R’ est muni de sa base canonique B = (el, €5, 83)pour tout réel m, on définit

I’endomorphisme de f, de R’par: f_:R’ - R’
(X, ¥,2) Hfa(X, ¥,2) = (—x+my+mz. x-y, —x-z)
l.

a.  Am désigne la matrice de I’endomorphisme f relativement 3 la base canonique 5B = ( €. 8. CS)de R’.
-1 1 -1

Montrerque ‘A, =[m -1 0 |oi‘A_ désigne la transposée de 2 matrice Aq, (N.B. toute matrice plaquée
m 0 -l

est nulle).

b. Montrer que (A_ + [)S =000 I est la matrice identité d’ordre 3 et 0 la matrice nulle d ordre 3.

¢. Déduire de la question précédente que la matrice A est inversible pourtout m <R et déterminer A_ . ( A

désigne I'inverse de la matrice A=). (N.B. Dire que A_' = ‘Com(A_ )vaut 0).

det(A_)

d. On considére le vecteur U, =(—1,-2,a) de R’ pour quelles valeurs de@ < R . Iz vecteur U _ appartient-il
a I’image de f. notée Im(fz) ?

2.

a. Montrer q’une matrice carrée A d’ordre 3 ayant une valeur propre triple @ non nul est diagonalisable si et
seulement si A =¢l. (I désigne la matrice identité d ordre 3).

b. Montrer que le réel —1 est une valeur propre de la matrice A

c. Sachant que det(A_)=—1. Déterminer toutes les valeurs propres de la matrice Ay

d. La matrice Ax est-elle diagonalisable ? justifier.

3. Pourtout n € N”, on veut déterminer A et pour cela, on écrit A, =[ (A, +1)-1]=[(A_ +1)+(-D].

a. Enremarquant que : A E[(A‘ +I)- [:r = iC: (A_ + [)k (-D*“™ , montrer que
Al = ZE:C'.‘ (A_ + l)k (-p=™ (pour tout entier naturel n > 3). On pourra utiliser la question 1.b.
k=0
[ 1" (-)*'nm -)"om ]
b. Endéduire que VoeN', A* =[(=1)**n (-I)" [1+[“(“2_”]m] (-1)® [““‘;”}m
e v [—“(“2’ l)]m (-1y° {1 —[—“(“2‘ l)}m:l-

4. On veut déterminer le terme général des suites récurrentes linéaires d’ordre 1 (U.) ; (V.) et (W,) définies par :
U, =-U, +2V, +2W,

anl::Ul—vl avec U°=I;V,=—|etwo=2.

W, =-U,-W,

a. Déterminer la matrice B associée i ce systéme.
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Un UO
terque: Voe N, [V, [=B"[V,
et w T SR e

trer qu'il existe m, € N, telque B=A .

éduire B° .
rminer alors le terme général des suites (Ua) ; (Va) et (W) .

ICE2:
considére le systéme lincaire ci-dessous noté (S) et défini par :

(P—2)x+3y=7
4x+(P-1y=0
x+(1—-P)z=-1

irer que le systéme (S) a pour solution :
-7, __ 28 p2+4p—17
Y p2-3p-10 "’ ~ p3-4p?-7p+10

p?-3p-10
omposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes.
. Ip=2 28 _ pP+4p-17
= L 2_2n— ) G(p) = 2 an— 'H(p) = . 3_an2—
p4-3p—10 p?-3p-10 p3—-4p?-7p+10

que le réel | est racine du polynome p3 —4-p2 —7p + 10.
-onsidére le systéme différentiel noté (S’) défini par :

dx
—=2x—3
IR
Y= —dx+y aveox(0)=7 YO0t 2(0)=1
dz
E_ =X+2Z
-opose de résoudre le systéme différentiel (S’) en utilisant la trans formée de Laplace.

ippliquant la Transformée de Laplace a chaque membre de I'équation différentielle du systéme (S’) et en
iettant que les fonctions x, y, z sont causales, montrer que (x), (y) et () vérifient le systéme (S'") défini

ime ci-dessous.
(P=2)x+3y=7
4x + (P = 1) y= 0
x+(1—-Pz=-1
) ; (z) désignent respectivement
atilisant les questions 1.a et 1.b, montrer que :
3 + 4 4 1 1 1

4
— Y=t 2551 gzt
+2 p—5 pt+2 p—5 p—1 p+2 p-5

les transformées de Laplace des fonctions X; y; Z.

atilisant les Transformées de Laplace [nverse, donner les expressions de x(t) ; y(t) et z(t).

CICE3:

sidére la fonction f définie sur R , 27-périodique, et telle que :

{tp(t)=t si0<t<n
®(1)=0 sin<t<2m
. S(¢) le développement de Fourier associé  la fonction ¢, les coefficients de Fourier associés a la fonction
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a. Calculer ag, la valeur moyenne de la fonction ¢ sur une période.

b. On rappelle que pour unc fonction /, périodique de période T le carré de la valeur efficace sur une période

 donné par :py = 5';[07 Fofd

2

; ; e , o, I
Montrer que “3]] le carré de la valeur efficace de la fonction sur une période est égal 4 s

2.

; 1
a. Montrer que pour tout nombre entier n>1,0na: a, = —7[cos(nn) — l].
nn

b. Montrer que pour tout nombre entier n>1,0na: b, =~

n

cos(nn) '

3
3. On considére la fonction Sy définie sur R par : §;(¢) = 204 Z[a” cos(nt)+b, sin(nt)] ou les nombres 4y,

n=|

a, ctb,sont les coefficients de Fourier associes  la fonction ¢ définie précédemment.
a. Recopier et compléter le tableau avec les valeurs exactes des coefficients demandés.

ay aq b, a, b, as by
21
On 3

b. Calculer la valeur exacte de S, (Z—] puis donner la valeur approchée de (p(;—tJ -5 (g) arrondie 41072

4. On rappelle que la formule de Parseval permettant de calculer le carré de la valeur efficace p.% de la fonction

2

a. Calculer la valeur exacte de p%.

b. Calculer la valeur approchée de p.z

PROF

2
3

pgj]

M. Coulibaly CEL :

l 2 2 2 2
Sy est: p§ =a, +5(a'2 +b,-+a2'+b§+a5+b;).

arrondica 1072,

07074371
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CORRECTION DE L’ INTERROGATION :
EXERCICE 1 : 8 points

R R T e T
(X, ¥, Z) Pfa(X, ¥, Z) = (—X-+my+mz, X-y, —X-Z)
L.
fm(e|)=fm(l,0,0)=(—l,l,—l) -1 m m -1 1 -1
a. {f (e))=f,(0,1,0)=(m,-1,0)=>A_=[1 -1 0 |donc‘A_=m -1 0 |cerrrrrree... 0,5 point
fm(e,)=fm(0,0,1)=(m,0,—l) -1 0 -1 m 0 -1
0 m m 0 0 0
b. A +I=[1 0 0|et (A, +/)=(A,+I)(A,+7)=[0 m m |, donc
-1 0 0 0 -m -m
(A + 1) = (A + L) (A FI) =0 e s s ee e eeeen 0,5+0,5 point

. (An+I) =AL+3A%+3A,+1=0=>A [-(A2+3A, +31)]=[-(AZ +3A, +31)]A, =7 donc la

matrice An est inversible pour tout m € R et son inverse est

Il -2m -2m -l m m 1 0 0 -1 -m -m
Al =—(A2+3A,+30)=—[|-2 m+1 m |+3|1 -1 o+3/0 1 o||=[-1 -m-1 -m
2 -m l-m -1 0 -1 0 0 1 | -m m-1
-1 -m -m
A;,'= e R 1R G« N SO 0,5 point
l -m m-1
-1 m -l
d |1 -1 =2(=2m-l+a(l-m)z0=>a= 21":’_"[ . Le vecteur U_ =(—1, -2, &) appartient-il a I'image
-1 0 «a
de fm notée Im(fn) si a # . 0,5 point
2m -1
2.
a. P(A)=(a-1) =det[(a—-A)[]=det(al—Al)=det(A—Al) <> A=al et
dim(Ea)= 3-rg(Ad-al)=3-rg(al-al)=3-0=3 donc A est diagonalisable.................. 0,5 point
0 m m

b. det(4,+/)=|1 0 0[=0 car2*™ et 3*™ colonne sont li¢cs. Donc le réel -1 est une valeur propre de la

-1 0 0
IDAITIOE A nsansansnsas sessssaninsssassnssamimssrasinsdsssisasatsiinnnnsnenssnsnsssstsessnssnssssssssnsresarsbsosss 0,5 point
c. {det(Am)z_ls{’l‘%l’:_l :{Aﬂl}:l . Soit I’équation A*+24+1=0=>1=-1.
tr(4,)=-3 A+A+4=-3 A+Ad=-2
Donc -1 une valeur propre triple de 1a MAtriCe Am. «eeeveerrueeunneerenreneeenenneeesnnesnnaemmnesennnonnnns 0,5 point
d. La matrice Am n’est pas diagonalisable car 4, = —/ .

a. Enremarquant que: A7 =[(Am +I)- I]n = iC: (A, + I)k (-D"™ comme (A, + I)3 =0, donc
k=0

2
A = ZC: (A,,. + l)k (-n)®™ (pour tout entier naturel N =3 )...vuivenieienieneeeneenenenmneeneennns 0,5 point
k=0
PROF : M. Coulibaly CEL : 07074371 PAGE 4|3
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CORRECTIONDE L’ INTERROGATION :
EXERCICE1:8 Q(_)lnts

£ RHR e S

(X, y,Z) Pfa(X, Y z)-(—x+my+mz X-Y, —x—z)

£.(e,) = £,(1,0,0)=(-11,-1) -1l m m -1 1 -l
a. {f.(e,)=f,(0,1,00=(m-L0)=>A,=| 1 -1 0 donc ‘A =[m —1 0 |eomiiere 0,5 point
fm(e,)=fm(0,0,l)=(m,0.—l) -1 0 -l m 0 -I
0 m m 0 O 0
b. A_+/=|1 0 0]et (A, +1) =(A,+1)(A, +1)=[0 m m |, donc
-1 0 0 0 -m -m
(A, +1) =(A, F 1) (A 1) 20t brnss et 0,5+0,5 point

c. (A +I)=A $3A2+3A, +1=0= A [ (A2 +3A, +30)|=[~(A2 +3A,+31)]A, =/ doncla

matrice Am est inversible pour tout m € R et son inverse est

Il -2m -2m -l m m 1 00 -1 -m -m
Al=—(AL+3A,+30)=-[|-2 m+#l m [+3[ 1 -1 0 [+3[0 | Of|=/-l -m-1 -m
2 —-m I-m -1 0 -l 0 0 1 l -m m-1
-1 -m —m
AN S| =1 =M=l M [+ it s 0,5 point
1 -m m-1
-1 m -l
d |1 -1 =2[=2m-l+a(l-m)#z0=>a= —m.Levecteur Ua=(—l,—2,a)appartient-ilél’image
10 & 2m — v
de f NOtEE IN(fm) Si @ # —— cvevevereeneesesssesessessessessesesseeneossonsmsnmmsesansenseaseessassseassssnas 0,5 point
2m -1
y.3
a P(1)=(a-A) =det[(@—-A)[]=det(al - A1) =det(4-Al) & A=al et
dim(E,)=3-rg(4-al)= 3—rg(al —al)=3-0=3 donc A est diagonalisable.................. 0,5 point
0 m m
b. det(A4, +/ )=|1 0 0]=0 car2*™ et 3*™ colonne sont liées. Donc le réel -1 est une valeur propre de la
-1 0 0
MATCE Agi. +sss5sssssvssasasasisisssisssiosiesstssissessassesssossasensesasssiosenssonsansasnsensnssnessssessesisos 0,5 point
c. {dct(A“)z_l:{“’J’bl :>{M’=l . Soit 'équation A2 +24+1=0=>1=—1.
tr(A4,)=-3 A+ +4,=- A+A,==2
Donc -1 une valeur propre triple de 12 Matrice Am. coeeeeerecirricncerairereresrensiieesesesasssrsosaseases 0,5 point
d. Lamatrice An n’est pas diagonalisable car 4, #—/.
3.

a. Enremarquant que: A} = |:(A"l + I)— []n = iC: (Am + I)k (-1 comme (Am + I)’ =0, donc
k=0

2
— ZC: (Am + I)k (-—[)("_” (pour tout entier naturel N 23 ).....cciieiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieens 0,5 point
k=0
PROF : M. Coulibaly CEL : 07074371 PAGE 4|3
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AN =CO(=D)"+C (A, +1) (D" +C2 (A, +1)' (=D

m

A = ﬂ%:ﬁ(rl)" AL 4 n(n-2)(=1)"A,, + .—(L';,l—)éf—lz—)(.—l)" !

m

" (-D)""'nm (=1)""'nm |
D'od A" ={ (=1)""n (—1)"[1{“(“;”%] (—1)"["(“2"”]m .......................... 0,5 point

—Pn (4)"*'[“‘“2“)]", (_l).[l_[n(nz-l)]m]

JUM, =-U, +2V, +2W,

V.a=U, -V, avec Uy =1;V,=-let W, =2.
(Wou=-U,-W,
(U,,=-U,+2v,+2w, [U,, 71 [-1 2 27U,
V. =U, -V, =| V.., I -1 0 |[V, |Donc lamatrice B associée a ce systéme est
(W, =-U,-W, W.., -1 0 -1j|W,
-1 2 2
. I e | OO URPR 0,5 point
-1 0 -1
U, L, U, U,
Pour n=0, | V, |=B"|V, | est vraie. On suppose que c’est a I'ordre konaVk e N, [V, |=B*|V, | et
W, W, W, W,
[U, U,
montrons que la relation Vk e N* ||V, |=B""'| V, | est vraie & I'ordre k1......ccceeeeeniunnnnn. 0,5 point
| W, W,
Ui U, U, U, | Uy U, U Uo
V.., [=B|V, |or|V, |=B*|V, |donc|V,, |=BB*|V, ||V, |=B'|V,
Wi W, W, W | Wi Wo Wi Wo
U, U,
Par conséquent V€ N, [ V. [=B" | V) [ oo e reeeeseeane e e 0,5 point
wn wO
-1 2 2 -1 m m
B=|l1 =l Q|etA,=|1 =l 0 ]done M, =2 cuscmminsiomssssorsissesssesissssrsaissd 0,5 point
-1 0 -1 -1 0 -l
(=" 2(-1)""'n 2(-1)""'n
B'=[(=1)""'n (-D"(02=n+1) (=10 =1) |crrrrrrirerreerreeenrerereesersseseseseenes 0,5 point

D"n  (=D™a(n-1) (D"[1-n(n-1)]
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U, =(1-2n)(-1)" U, =(-1)"(1-2n)

e AVECED (D) +3(=D"n(n=1) =3V =)' Gn?=2n+1) i eereereas veenen0,5 point

W, =(=1)"(n+4)=-3(-1)"n(n=1) |W, =(=1)"(-3n? +4n+4)
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