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Le sujet est constitué de deux problemes indépendants. Tout résultat donné dans 1’énoncé
pourra étre admis dans les questions suivantes. Le plus grand soin sera apporté a la rédaction et a
la présentation des résultats.

1 Probleme d’analyse

Le but du probleme est d’étudier ’approximation de solutions d’équations différentielles par
des suites numériques.

Partie I
Soit zg un réel fixé, et T' > 0 un réel strictement positif.

1. Résoudre I’équation différentielle
y'(t) = —2y(t)

en la variable y : [0,7] — R, partant de la condition initiale y(0) = xo.
y(t) := xoexp(—2t).

2. Soit h : [0,T7] — R une fonction continue. Résoudre 1’équation différentielle
y'(t) = =2y(t) + h(t) (1)
en la variable y : [0, 7] — R, partant de la condition initiale y(0) = xo.
t
y(t) := xo exp(—2t) —I—/ exp(2(s — t)h(s))ds.
0

3. Montrer que la solution y de 1’équation différentielle (1) est de classe C1(]0, T[;R).
La fonction h est continue, donc ¥’ est continue.



10.

Montrer que la dérivée y' de la solution y de 1’équation différentielle (1) est une fonction
bornée.
La fonction 3/ est continue sur un compact, donc bornée.

. Soit

0,T]xR — R

e » Fio)

une fonction continue et de classe C'([0,T] x R;R) telle que toutes ses dérivées partielles
soient bornées. Montrer que la fonction F' est globalement Lipschitzienne par rapport a sa
deuxiéme variable, c’est-a-dire qu’il existe une constante M > 0 telle que pour tout ¢ € [0, T,
pour tous y,z € R

[F(t,y) = F(t,2)| < Mly — z].

Accroissements finis, M = supsup 0F(t,z)/0x.
t T

. Rappeler pourquoi il existe une unique solution a ’équation différentielle ordinaire suivante

y'(t) = F(ty() (2)
partant de la condition initiale y(0) = zo.

Cauchy-Lipschitz, car globalement Lipschitizienne

Montrer que la solution y de I’équation différentielle (5) est de classe C%(]0, T[; R).
La fonction 3’ est C! donc y est C2.

. Soit z : [0,7] — R la fonction continue vérifiant 1’équation intégrale suivante pour tout

te[0,T] t
z(t) = xo —I—/O F(s,z(s))ds. (3)

Montrer que la fonction z est de classe C'(]0, T[; R).
Dérivation d’une primitive.

. Montrer que pour tout ¢ € [0, 7], il existe un réel a € [0, 7] (dépendant de t) tel que

/0 F(s,2(s)) = F(a,z(a)) x t.

Formule de la moyenne.

Montrer que pour tous s,t € [0,7], on a le développement limité suivant pour y la solution
de I’équation différentielle (5)

(t—s)?

() = 9(6) + Flss ) 0=3) + (G060 + G (D FGs.pt6) ) L5 w0100

O((t—5)*)

5—est bornée quand s — .

ott O((t — s)?) est une fonction telle que

Développement de Taylor a l'ordre 2, et calcul dans (5).



Partie 11
On considere une fonction continue et de classe C'(R; x R;R) notée

Ry xR — R

F:
(t,z) — F(t,x)

On suppose dans cette partie qu’il existe une constante M > 0 telle que les dérivées partielles de

la fonction F' sont bornées par cette constante, c’est-a-dire

F
8—(1&,:6) < M.

X

sup sup
teR z€R

<M et sup sup
teR z€R

F
2 (1)

Soit T" > 0 un réel strictement positif et N un entier strictement positif avec h = T'/N. Soit x
un réel fixé, et soit (x,)nen la suite définie par

Tpt1 = Tp + hF(nh,zy,), (4)

pour tout n € N.

11. Uniquement pour cette question, on suppose que F' est une fonction bornée. On note pour

tout n € N, 4, 1= —
Soit K une borne (?e F. Par récurrence évidente, |z,41| < |z,| + hK < |xo| + (n + 1)hK,
% < hK, alors pour tout n > n4, |A,t1| < hK +hK. Les termes
avant n4 sont bornés r(L:gr en nombre fini.

T Montrer que la suite (A, )nen est bornée.

donc avec n 4 tel que

12. La fonction F' n’étant plus supposée bornée, on ne peut pas appliquer la question précédente,
et on ne sait a priori rien dire sur la suite (A4,,),en. Trouver une fonction F' non bornée (mais
dont les dérivées partielles sont bornées) telle que la suite (A;)nen ne soit pas bornée (on
précisera une valeur pour z si besoin).

Prendre F': (t,z) — x. Alors avec zp = 1, on a 41 = x, + hx,, donc z, = (1 + h)" n’est
pas bornée.

13. Montrer que exp(z) — x — 1 est positif pour tout x € R;..

On dérive. La dérivée exp(x)—1 est positive, donc la fonction est croissante, et exp(0)—0—1 =
0.

14. Soit L > 0, soit (by,)nen une suite de termes positifs, et (y,)nen une suite telle que pour tout
neN

Montrer que pour tout n € N

n—1

Yn < yoexp(Ln) + Y brexp(L(n —1—k)).
k=0

Par récurrence. On utilise les majorations (1 + L) < exp(L) avec la question 13. L’initiali-
sation est y1 < (14 L)yo + bo < exp(L)yo + bo-



15. Soit D > 0, soit (dy)nen une suite telle que pour tout n € N

n—1

dn =Y _ Dkexp(—kD).
k=0

Montrer qu’il existe une constante E > 0 telle que pour tout n € N, |d,| < E.
+0o0
Le majorant est Z Dk exp(—kD) qui est une série convergente, comme série entiere dérivée
k=0
de la série entiere de x +— exp(—Dx).
16. Montrer que la suite (z,)n,en vérifie qu'il existe trois constantes K, Ko et K3 telles que
pour tout n € N
[Zns1] < (1 + Ki)|wy| + Kon + K.

On a

< |zp| + h|F(nh,z,) — F(nh,0) + F(nh,0)]

< |zn| + hM |z, — 0| + |[F(nh,0) — F(0,0) + F(0,0)|
< |zp| + AM|xy,| + Mnh + |F(0,0)].

| Tn1]

Donc K; = hM, Ky = hM et K3 = |F(0,0)].

MT\"
17. On note pour tout n € N, X, := exp <_T) Zr. Montrer que la suite (X,,)nen est bornée.
n—1
Avec la question 14, on a |z,| < |xo|exp(Mhn) + Z(Zﬂhk: + K3) exp(Mh(n — k)). Donc
k=0
MT\" MT\"'&
X, < exp|— |zo| exp(Mhn) + exp ( ——— ] > (Mhk + Ks)exp(Mh(n — 1 — k))
N N —
<

n—1 k
MT MT
|zo| + E (Nk+K3> exp <N> .
k=0

Avec la question 15, on obtient

—+o0 k
MT MT

Partie I11
Dans cette partie, on continue de considérer la fonction F' de la partie II, et la suite (zp,)nen.
De plus, on note y la solution de ’équation différentielle ordinaire

y'(t) = F(ty(t)) (5)

partant de la condition initiale y(0) = z¢ sur l'intervalle [0, T



18.

19.

20.

21.

22.

23.

Montrer que pour tout 0 < s <t < T, il existe £ € [s,t] tel que

t—s)?
y(t) = u(s) + Fls ()t - ) + 970U
Formule de Taylor-Lagrange et ' solution de I’'EDO.
Montrer qu’il existe une constante ) > 0 telle que pour tout 0 < s <t < T,
(t—s)?
5

ly(t) —y(s) — F(s,y(s))(t =) <Q

La fonction y est C? sur un compact donc bornée.

En déduire que pour tout entier 0 <n < N, on a

2
(1 —y((n -+ DR)| < |2 — y(nh)|(L + Mh) + Q%,

avec M la constante introduite en partie II.
Estimation avec les questions 18 et 19.
Soit € > 0, montrer qu’il existe un entier N* tel que si N > N* alors pour tout entier
0<n<N,ona

[Zni1 —y((n+ DA)| < [xn —y(nh)|(1+€) +eh.
On écrit Mh = MT/N et Qh/2 = QT /2N. Alors comme les suites tendent vers 0, il existe
un rang a partir duquel elles sont plus petites que e fixé.

Soit € > 0, montrer qu'il existe un entier N* tel que si N > N* alors

T 1—exp(eN)
su T nh)| <e———-—-—-.
OSTLEN‘ " ( )’ N l—exp( )

On utilise les questions 14 et 20.

1 —exp(eN)

N-1
sup |z, —y(nh)| < kzo chexp(ek) < eh 1 —exp(e)

0<n<N

L’estimation précédente n’admet pas de limite finie quand N tend vers +oco0. On va essayer
d’améliorer les résultats. Montrer que

sup |z, — )| <
0<n<N

Q o N—
5 Z exp(MKET/N).
k=0

On reprend la question 20, et par la question 14, on obtient

n—1 2
sup |z, —y(nh)] < 04+ sup Z @h7 exp(Mh(n —1—k))
0<n<N 0<n<N =5 2
N-1
h2
< > QT exp(Mh(N — 1 —k))
k=0
T2 N-1
< Q Z exp(MET/N).



24.

25.

26.

Montrer qu’il existe une constante C' et un entier N* tel que si N > N* alors

or N-1
N > exp(MET/N) < C.
k=0
T 1- MT MT)—1
Quand N tend vers 400, alors la limite de NI_ e;j){(p]é[T 7 ])V) est exp( % ) . Donc il
existe un rang N* & partir duquel la valeur pour tout N > N* est plus petite que 2 fois la
N
T MT)—1
limite, c’est-a-dire tel que g—N ; exp(MET/N) < QCXP(]W)

Soit € > 0, montrer qu’il existe un entier N* tel que si N > N™ alors on a

sup |z, —y(nh)| <e.
0<n<N

T
Avec la question précédente, et un rang (plus grand que le précédent) tel que C N < ¢ alors

Pour N choisi, on pose z/y le N-iéme terme de la suite (z,),en construite pour ce choix de
N. Montrer que la limite de 2’y quand N — +o0 est y(T).
Avec la question précédente |zn — y(Nh)| = |zny —y(T)| < e.



2 Probleme d’algebre

Dans ce probléme, on considére des sous-groupes de Z2, et certains maillages générés par des
bases d’éléments. On cherche notamment a caractériser les morphismes de ces maillages.

Partie I

On pose G = {g = (g91,92) € Z* : g1+g2 = 0 [mod 2]}. On rappelle que la notation [mod 2] dans
Pexpression g1 +g2 = 0 [mod 2] signifie que 2 divise l'entier g1 +g2. Notamment si g1 +g2 = 1 [mod 2]
c’est que 2 ne divise pas 'entier g; + g2. Plus simplement on pourrait écrire

G ={9=(g1,92) € Z*: g1 + go est un entier pair}

qui est ’ensemble composé de couple de coordonnées cartésiennes entieres telles que leur somme
soit paire. Une représentation schématique de cet ensemble est donnée ci-dessous.

92

(—2,2) (0,2) (2,2)

91
(—2,0) (0,0) (2,0)

(—2,-2) (0,—-2) (2,-2)

Pour élément g = (g1,92) et h = (h1,hs) € G, on note g + h le couple (g1 + h1, g2 + ho).
Pour élément g = (g1, 92) et h = (h1,h2) € G, on note g * h le couple (g1h1, g2h2).
Pour tout élément n € Z, et tout élément g = (g1,92) € G, on note n - g le couple (ng;, ngs).

1. Montrer que (G, +) est un groupe.
0, + et opposé.

2. Montrer que pour tout élément n € Z, et tout élément g = (g1, g2) € G, alors n - g est dans
G.

La parité n’est pas modifiée par multiplication par un entier naturel.



3. Montrer que la matrice

(o)

4. En déduire qu’il existe deux éléments u et v € G tel que pour tout g € G, il existe m et
n € 7 tels que

est inversible.
Déterminant non nul.

g = mu + nv.

u=(1,1) et v=(1,—1) avec m +n = g1 et m —n = gz qui est bien un systeme inversible.
m = (g1 + g2)/2 qui est pair donc divisible par 2, et n = (g1 — ¢92)/2 = g1 — (g1 + g2)/2 qui
est aussi un entier.

5. Montrer que (G, +, ) est un anneau commutatif.
Stabilité par %, car g1hy + gohe = 0 [mod 2|. La commutativité provient de la commutativité
de la multiplication classique g x h = h* g.

6. Montrer que GG possede un sous-anneau non trivial, c’est-a-dire qu’il existe un sous-anneau
H tel que (0,0) € H ¢ G.
L’ensemble H = {(m,m) : m € Z} est un sous-groupe additif de G. Soient g = (m,m) et
h = (n,n) € H alors g x h = (mn,mn) € H, c’est donc un sous-anneau. Enfin (2,0) € G et
(2,0) ¢ H.

Partie I1
On rappelle qu'un idéal I d’'un anneau commutatif G est un sous-groupe additif tel que

Vge G, Viel, g=*xiel.

Pour u = (ug,u2) et v = (v, v2) deux éléments de G (i.e. u;+uz = 0 [mod 2] et v1+v2 = 0 [mod 2]),
on note
Iu] :={g € G : 1l existe m € Z tel que g = m - u}

et
Tu,v]={g€G: Nlexiste n€Zetn€Ztelsqueg=m-u+n-v}

deux sous-ensembles particuliers de G qu’on se propose d’étudier. Une représentation schématique
de I[u] et Ifu,v] est donnée ci-dessous.
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11.

12.

g2
l-u+1-v

(-1)-u+v 2-u

g1

Vérifier que I[u] et I[u,v] sont bien des sous-ensembles de G.

Soit g € Ifu] et g € I[u,v] alors g = m - u donc g1 + g2 = muy + mug = m0 [mod 2] =
0 [mod 2]. Comme g = m-u+n-v alors g1 + g2 = (muy + nvy) + (Mmug + nvy) = m(ug +
u2) + n(v1 + v2) =m0 + n0 [mod 2] = 0 [mod 2].

Montrer que ’ensemble Iu] est un sous-groupe additif de G.

Pour g et g € I[u] alors g + g = ((m + m)uy, (m + m)uz) = (m+m) - u € Iu]. Et on a
toujours (m +m)(uj +u2) = (m+m)0 [mod 2| = 0 [mod 2] (par la question 7). L’ensemble
est également non vide car il contient (0,0), et I'inverse d’'un élément g est —1 - g.

Montrer que ’ensemble I[u, v] est un sous-groupe additif de G.
Soient g et g € I[u,v] alors g+ g = (m+m)-u+ (n+n) v € I[u,v]. Et on a bien
(m+m)ur + (n+n)vy + (m+m)ug + (n+n)vy) = (m~+m)0+ (n+n)0 [mod 2] = 0 [mod 2].
L’ensemble est également non vide car il contient (0,0), et 'inverse d’un élément g est —1-g.
Trouver un élément u € G tel que I[u] ne soit pas un sous-anneau de G.
On doit trouver un couple d’entiers (uj,u2) avec u; + ug = 0 [mod 2] tels qu’il existe m et
n € 7 tels que

(m-u)x(n-u) ¢ Iul

c’est-a~dire tels qu’il n’existe aucun entier p € Z avec mnu% = pu et mnu% = pusy. 11 suffit
de choisir u; # 0 # us alors mnu; = p = mnug pour obtenir une contradiction. Le choix
m=1=n =wu; = —us fonctionne.

Montrer que ’ensemble I[u] est un idéal si et seulement si u; = 0 ou ug = 0.

Ce n’est pas un idéal s’il existe g € G et i € I tels que gxi ¢ I. Siu=(0,0), I[u] = {(0,0)}
est I'idéal trivial. Si uy = 0, alors g xi = (g1muy, gomus) = (0, gamug) = (gam) - u € I[u],
idem si ug = 0. Réciproquement, si u; # 0 et ug # 0. On pose g = (1, —1) et ¢ = u alors s'il
existe M € Z tel que g xi = M - u on aurait

g*i=(u1,—uz) = (Muy, Mug) <= (1 =M et 1 = —-M)

ce qui est une contradiction.

Soient u et v deux éléments de G non colinéaires, c’est-a-dire que si u = (uj,u2) et v =
(v1,v2) alors ujve — ugvy # 0. On suppose que 1/(ujve — ugvy) € Z. Montrer que ’ensemble



13.

14.

I[u,v] est un sous-anneau de G.
C’est déja un sous-groupe additif par la question 9. Soient g et g € I[u,v] alors

g* g = ((muy + nvy)(muy + nwy), (mug + nvg) (Mug + Nvs))
On cherche M et N € Z tels que
(muy +nvy)(muy +nvy) := by = Muy+ Nvy et (mug+nvg)(mug +nvs) := be = Mug+ Nuvs.
Si (ugvg — ugvy) # 0 alors I'unique solution dans Q est

bivg — bavy ~ —biug + bauy

et N =

ULv2 — UV ULv2 — U2V '

M =

Si 1/(u1ve — ugvy) € Z, alors M € Z et N € Z.

On pouvait également se rendre compte que les éléments (1,1) et (1,—1) sont dans I[u, v]
pour montrer que I [u,v] = G. En effet, (va—v1 )-u+(u;—uz2)-v = (vous —ugvi, —viustuivy) =
(1,1). Cela vient de I'inversibilité de la matrice du systeme dans Z.

Sous les mémes conditions que la question précédente, montrer que I[u,v] est un idéal de G.
Il faut montrer que pour tout m,n € Z et g € GG, en posant i = m - u + n - v alors I’élément
g*1i = (gimuy + ginvy, gamusg + ganve) est un élément de I[u, v], ¢’est-a-dire qu’il existe un
couple d’entiers M et N tels que

(g*i)1:= gimui + ginvy = Muy + Nvy et (g*i)2 := gamug + ganvy = Mug + Nos.

Comme a la question précédente, on trouve une unique solution dans Q qui est

N = Gt + g1nU1V2 — gaMmugvl — ganval
U1y — Uy ’

N = gimuitz — Ginviu + gamuguy + ganvauy
U1V — UV ’
Si on avait montré que I[u,v] = G & la question précédente, on a immédiatement que c’est

un idéal.

Soient u et v deux éléments de G tels que (ujvy — ugv1) = 2. Montrer que ensemble I[u, v]
est un sous-anneau de G.

C’est encore un sous-groupe additif par la question 9. Comme (uv2 —ugv1) # 0 alors 'unique
solution dans Q est encore donnée par

blvg — b2U1 N —b1U2 + bgul

et N =

UIv2 — UV ULv2 — U2V .

M:

Mais cette fois, il faut vérifier que le numérateur est divisible par 2 pour conclure que M et
N € Z. On a bivg — bavy = (muy + nvy)(muy + noy)ve — (mug + noe) (Mug + nve)vr, mais
comme u et v sont dans G, alors il existe p et ¢ € Z tels que up = —uy +2p et vo = —v1 +2q

10



donc bjvy — bavy = bi(—v1 + 2q) — bavy = — (b1 + b2)vy [mod 2]. 11 suffit donc d’étudier si
b1 + by est pair, or

b1 +by = ( mui + novy)(muy + TNl’Ul) + (muo + n( V1 + 2q))(ﬁlUQ + ﬁ(—vl + 2q))>

mug — nuy ) (Mmug — fwl)> [mod 2]

( ) (

( ) (

(may + non) (s + 7vr) + (m(—uy +2p) = noy) (7~ + 2p) = Awy) ) [mod 2
( )( (—mauy — noy) (—ruy — fwl)> [mod 2]

( ) (

muy + nwvy) + (mug + nop) (Muy + fwl)> [mod 2]

Et pour N, on a —bjug + bauy = (b1 + be)u; [mod 2] =0 [mod 2].

15. Sous les mémes conditions que la question précédente, montrer que I[u, v] est un idéal de G.
Il faut montrer que pour tout m,n € Z et g € G, en posant i = m - u + n - v alors ’élément
g*i = (g1muy + ginvy, gomus + ganvy) est un élément de I[u,v], c’est-a-dire qu’il existe un
couple d’entiers M et N tels que

(gxi)1 := gimuy + g1nvy = Mug + Nvy et (g*1i)2 := gamus + ganve = Mug + Nus.

Avec 'unique solution dans Q, il faut vérifier que le numérateur des solutions est divisible par
2 pour conclure que M et N € Z. On a qu’il existe un entier r € Z tel que ujvy = ugvy + 2r
donc

g1muivz + ginvive — gaMmugvl — ganvavi
= gimusvi + ginviv — gamugvy — ganvavy [mod 2]
= (g1m — gam)ugvi + (g1n — gan)vzv1 [mod 2]
= (91 — g2)(mus 4+ nve)vy [mod 2]
= (91 + g2)(mug + nv2)v; [mod 2] = 0 [mod 2.

Et pour I'autre numérateur

—g1muiuz — ginvitz + g2muaul + ganvaul
= —gimuiug — g1nVIU2 + gamuguy + ganugvr [mod 2]
- (92 — g1)(muy + nv1)ug [mod 2]
= (91 + g2)(muy + nvy)uz [mod 2] = 0 [mod 2].

En réalité, on montre encore que I[u,v] = G car on peut générer (1,1) et (1,—1). Pour
(1,1), on trouve M = (vg —v1)/2 = —v1 +q et N = (u; —u2)/2 =uj — p. Pour (1,—1), on
trouve M = (v +v1)/2=q et N = —(u3 +u2)/2 = —p.

Partie III

11



Dans cette partie, on considere deux éléments fixés u = (uy,uz) et v = (v1,v2) de G tels que
u1ve — usv1 # 0, et on considére encore le sous-groupe additif

Iu,v]={9g € G: Nlexiste m€ZetneZtelsque g=m-u+n-v}.

On note GLj le groupe de transformations linéaires inversibles de R? défini par

GLy = {P: ( Z Z) GMQQ(R):a,b,c,dER,ad—bc#O}

et on note Oy le groupe de transformations orthogonales de R? défini par

OQ:Z{PZ(CC‘ Z)EGLQ:PPT:PTP:M}

ot PT est la matrice transposée de P et Id est la matrice identité. Pour un élément P de GLs ou
de Oy, et un élément g € G on note Pg le couple (ag; + bga, cgr + dgs) € R,

16. Vérifier que G Lo forme un groupe pour la loi de multiplication.
L’inverse est donné explicitement par

1 d b
ad—bc \ —c a ’

Un produit de matrices inversibles est encore inversible.

17. Vérifier que Oz est un sous-groupe de G Lo pour la loi de multiplication.
Si une matrice P est dans Os, alors elle est inversible, et son déterminant est forcément 1
ou —1. Si P et Q sont dans Oy alors (PQ)T PQ = QT PTPQ = QTQ = Id, et le produit est
donc bien dans Oy. L'inverse d’un élément est sa transposée, donc I’ensemble est stable par
inverse.

18. On note Aut(I[u,v]) ’ensemble des matrices P de O3 tels que pour tout g € I[u,v], on a
Pg et PTg qui sont encore dans I[u,v]. Soit P € Aut(I[u,v]), montrer que Papplication P
suivante est un morphisme de groupe additif de I[u,v].

Iu,v] — I[u,v]

P u
"g=m-u+n-v — P(g)=Pg

On identifiera donc la matrice P avec ’application P dans le reste du probleme.
L’application est additive P(g + §) = P(g+g) = P(g) + P(3).

19. Montrer que I'ensemble Aut(I[u,v]) est un sous-groupe de Oy pour la loi de multiplication.
Soient deux matrices P et () de Aut(I[u,v]). Le produit PQ est toujours dans O2. Montrons
que pour tout g € G, alors (PQ)g € I[u,v]. En effet, (PQ)g = P(Qg) avec Qg € I[u,v], donc
P(Qg) € I[u,v]. De méme, (PQ)Tg = (QTP1)g = QT (PTg) € Ifu,v]. L’inverse est donné
par la matrice transposée qui stabilise aussi I([u, v]) et donc est un élément de Aut(I[u,v]).

20. Montrer que pour tout P € Aut(I[u,v]) il existe a € R tel que

cos(a) —sin(a) cos(a) —sin(«)

S Qe i R QA |
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21.

22.

23.

Comme PPT = Id alors a®> +b* = 1 = ¢ + d* donc il existe a tel que a = cos(a) et
b = —sin(a) et il existe 8 tel que ¢ = sin(f) et d = cos(f). Mais on a aussi ac + bd = 0
donc sin(8 — ) = 0, et donc f = afn]. Si f = « on obtient la matrice anti-symétrique, si
5 = a + 7 on obtient la matrice symétrique.

Soit P € Aut(I[u,v]), en montrant que P~ u -+ Pu est un élément de I[u,v], en déduire que
la trace de P est un entier.

Aut(I[u,v]) est un groupe donc P~ existe et stabilise I[u, v], donc P~ u+Pu € I[u,v]. Si P
est une symétrie, sa trace est nulle. Autrement si P est une rotation, par le calcul P~ u+ Pu
est ’élément 2 cos(a) - u. Comme cet élément est dans I[u,v] alors il existe deux entiers M
et N tels que 2cos(a)-u = M -u+ N -v. Les vecteurs étant linéairement indépendants, alors
M = 2cos(a) et N = 0. On retrouve que la trace de P est soit nulle soit un entier.

Soit P un élément de Aut(I[u,v]) de déterminant 1. Montrer qu’il existe au maximum 8
valeurs possibles dans | — 7, 7] pour a dans P’écriture proposée en question 20, précisément

T w27
que seuls les angles ¢ 0, +—, +—, +—, 71'} sont autorisés.

37 2 3
On vient de montrer que la trace est un entier. Nécessairement 2 cos(a) € {—2,—1,0, 1,2},
T w27
d e{0, -, £—, £— .
onc «a € {0, 3 Eg , T}

Supposons qu'il existe un élément P € Aut(I[u,v]) de déterminant égal a 1, tel que T'r(P) =
1. Montrer qu’il existe une contradiction.

ur FV3uz ug V3w

Comme T'r(P) = 1 alors P est la rotation d’angle 7/3 ou —7/3. Donc Pu = ( 5 ; 5

)

24.

25.

26.

qui n’est pas dans I[u, v].

Montrer que pour tout u,v € G, les angles 0 et 7w sont autorisés, c’est-a-dire que les éléments

10 -1 0
r=(p 1) e-r=(3 Y

sont des éléments de Aut(I[u,v]).
L’identité est toujours un automorphisme. Et si ¢ = m-u+n-v, alors —g = —m-u—n-v = —Ig.

Montrer qu’il existe deux éléments u,v € G, tels que la rotation d’angle 7/2 n’est pas
autorisée comme transformation préservant I[u, v].

Avec u = (3,1) et v = (1,3) alors la rotation de u est (—1,3), mais il n’existe aucun entier
m et n tels que 3m+n = —1 et m+3n = 3 car I'unique solution est m = —6/8 et n = 10/8.

Soit g € I[u,v] non nul, montrer que
max(|g1ve — gav1|, |g1u2 — gaua|) > urva — uguvy
Il existe m et n tels que g =m - u +n - v donc
lg A vl = |mu Av| = |m|luive — ugvi] et [g Aul = |nv Au| = |n||uive — ugv|

Soit m soit n est non nul, donc le maximum entre les deux déterminants est supérieur a
|uiva — ugvy|. On peut enlever la valeur absolue.
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27.

28.

29.

Montrer qu'’il existe ¢ tel que la norme ||g|| := 1/¢3 + g3 de tout élément g € I[u, v] non nul
vérifie ||g|| > e.

S’il existait g de norme petite alors |u A v| < max(|g A v|,|g A u|) < emax([|ul],||v]]). Cest-
a-dire que I'angle entre u et v est forcément nul, ce qui contredit la colinéarité.

Soit § = min{||g|| € R : g € I[u,v],g # 0}. Montrer qu’il existe un nombre fini d’éléments
qui soient de norme §.

La norme d’un élément est \/(mu; + nv1)2 + (mug + nvy)2. Les éléments de norme & sont
donc situés sur un cercle de rayon 6. Comme G est un groupe discret, alors I[u,v] l'est
également, alors il existe un nombre fini d’éléments dans tout domaine borné.

Conclure qu’il existe un nombre pair d’éléments de norme minimale non nulle.
Par symétrie centrale, il en existe un nombre pair (et au moins 2).
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Dans toute cette épreuve, N désigne |’ensemble des entiers naturels, R |’ensemble
des nombres réels, e le nombre de Néper et Ln le logarithme népeérien.

Exercicen® 1

On considére I’espace vectoriel R* rapporté a la base canonique. Soit f 1’endomorphisme de
01 11

R* représenté par la matrice suivante : M = X

1

o N O

2 0
4 2
2 0
1. Déterminer I’image de f.

Onremarque que : f (e,)= f(e,) et f(e;)=2f (e,)+ f (e,). L’image de cette application
est donc de dimension 2, engendrée par ces deux vecteurs.

2. Etudier la diagonalisation de f (on déterminera les valeurs propres et des vecteurs propres
pour la valeur propre double).

Comme la matrice est symétrique, elle est diagonalisable.

Ona:det(M — Al) = A2(A%2 — 41 — 11). Zéro est donc une valeur propre double et les deux
autres sont A = 2 + /15.

Pour la valeur propre nulle, on peut choisir comme vecteurs propres :

(-2,0,1,-1)et (0,1, 0, -1).

3. Soit ¢ la forme quadratique sur R* définie par :
q(x,Y,z,t) =4z% +2xy+ 2xz + 2xt+ 4yz + 4zt . Cette forme quadratique est-elle positive ?

La matrice de cette forme quadratique est M, qui admet une valeur propre négative, donc la
forme quadratique n’est pas positive.



4. Résoudre le systeme suivant, ou m et p sont des parametres réels :
y+z+t=1
X+2z=m?+1
X+2y+4z+2t=p+2
X+(MmM-1)y+2z=2

0 1 11
. X _ 1 0 20 . L
La matrice du systeme est : A = I On procéde en deux temps : Résolution
1 m-1 2 O

du systeme homogene, puis le systeme général.
On peut remarquer que Ligne3-Ligne2=2Lignel, donc le déterminant de la matrice est nul
quel que soit la valeur du parameétre m.

(i) Systeme homogene

- Sim=1, alors A=M et le noyau de f (sous espace vectoriel propre associé a la valeur propre
nulle) est I’ensemble des solutions.

- Si m =1, alors I’ensemble des solutions est de dimension 1, engendré par le vecteur
(2,0,-1,1).

(ii) Systeme général

- Sim=1, il existe un sous espace affine de solutions si et seulementsi (1,2, p+2,2)elm f .
X,Y,Z,T) EImf =Y =0, s0it m? + 1 = 0, donc pas de solutions au systeme.
-Sim=1, (X,Y,Z,T)eImf=>X=-2Z;T = =Y — Z, soit p=-6 et p=-5, donc pas de
solutions au systeme.

Exercice n° 2

On note E Dl’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels, puis
S = {M cE/M = M'} et A= {M cE/M :—M'}, ol M désigne la matrice transposée.
1. Déterminer la dimension de S et celle de A.

0 a -b
VM e A, lamatrice s’écrit: M= —-a 0 ¢ |, donc Dim A=3.
b -c O
d a b
VM eS,lamatrice s’écrit: M =|a e C} , donc Dim S=6.
b ¢ f
2. Montrer que E est la somme directe de S et A.

On a:
(i) Dim E=9=Dim S + Dim A



M+M M-M’
+
2
On a bien une somme directe avec ces deux propriétés.

(i) VMeE, M = , le premier élément appartient a S et le deuxieme a A.

3. Soit M €A, étudier la diagonalisation de M dans R (ensemble des nombres réels) et C
(ensemble des nombres complexes).

0 a -b
La matrice sécrit: M=|-a 0 ¢ | et det(M—-Al)=-A(a®+b”+c?+1*)qui
b -c O

s’annule pour les valeurs propres : 1 =0,+i|uf, o0l u=(a,b,c).

On a donc trois valeurs propres distinctes complexes. La matrice est diagonalisable dans C mais
pas dans R. (sauf si les 3 paramétres sont nuls)

4. Soit la matrice particuliere

o 1 -2
M=-1 0 2
2 -2 0

Déterminer une base de vecteurs propres complexes de M. Indiquer comment calculer M " pour
n entier supérieur a 1 (le calcul explicite n’est pas demandé).

D’aprés la question précédente, les valeurs propres de la matrice sont : 0, 3i et -3i.

-3 0 0
La matrice est donc semblable a la matrice diagonale D= 0 0 0| et on a:
0 0 3i

M=PDP'=M"=PD"P™" , oll P est la matrice de passage de la base canonique a une
base de vecteurs propres. Cherchons les vecteurs propres.

-2z=0
- Pour 2=0 , on résout le systeme : { y 2720’ on peut donc prendre le vecteur (2, 2, 1).
—X+2z=
. , . -3ix+y-2z=0
- Pour 2=3i , on résout le systéeme : . , on peut donc prendre le vecteur
—x=31y+2z=0

(5, -4+3i, -2-6i). Ce vecteur est orthogonal au précédent.

- Pour A=-3i ,ona: Mu=Au=Mu=4Au =Mu=Au, donc un vecteur propre est le
conjugué du précédent, a savoir : (5, -4-3i,-2+6i). La matrice de passage est :

5 2 5
P=|-4-3i 2 —4+3;
—2+6i 1 —2-6i



Exercice n° 3

Soit B= (e,,€,,€, ) une base orthonormée de R®muni du produit scalaire standard. On note D
la droite vectorielle engendrée par le vecteur e, et E I’orthogonal de D.

1. Déterminer les matrices des endomorphismes de R*® suivants dans la base B :
- Rotation autour de D et d’angle « . On notera R cette matrice.
- Projection orthogonale sur D. On notera P, cette matrice.

- Projection orthogonale sur E. On notera P, cette matrice.

(@) Pour la rotation autour de D et d’angle «r, 0n a:
R(e))=e,;R(e,) =(cosa)e, +(sin a)e;;R(e;) =(—sin a)e, +(cosa)e, , d’ou
1 0 0
R=|0 cosa -siha
0 siha cosa

100
(b) Pour P,ona: P (e;))=¢,;P (e,)=P,(e;)=0.Soit B,=|0 0 OJ
0 00O
0 00O
(c) Pour P,,ona: P,(e)=0;P,(e,)=e,;P, (e;) =€, Soit P, = [0 10
0 01
0 0
2. Exprimer R a ’aide de P;,P, et M = <0 0 —1>. Quelle est la nature géométrique de
I’application linéaire associée a M (matriceodanls la lg)ase B)?
R=P, +(cosa)P, +(sin o) M
Soit f 1’application linéaire associée a M. On a :
f(e)=0;f(e,)=e;f(e;)=-¢
0 0 0)1 0 O
Onconstateque: M =(0 1 0|0 0 -1|,donc f=P,0R(7/2,D).
0 0 1)l0 1 O

3. Exprimer cosa en fonction de la trace de R.
Exprimer M en fonction de R, R (transposée de R) et a pour o #kz(k € Z).

La trace est un opérateur linéaire, on a: TrR=TrP +(cosa)TrP, +(sin @)TrM, soit
TrR-1

TrR=1+2 (cosa) . Par conséquent : cosa =

Ona: R-R =2(ina)M = M = (R-R)

ana



4. Soient u,v deux rotations de R*. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) uov=vou

(ii) u et v ont les mémes vecteurs invariants ou u et v sont des symétries par rapport a deux
droites orthogonales.

(i) = ()

(a) Si u et v sont des symétries par rapport aux droites orthogonales D, D, . Soit (el',ez',es')
une base orthonormée de Rtelleque: e, e D,,e, € D,,e, L (e;,€,).

1 0 0
Si u est la symétrie par rapporta D,, alors S(u)=/0 -1 0
0 0 -1
-1 0 O
Si v est la symétrie par rapporta D,,alors S(v)=| 0 1 0
0 -1
-1 0 O
On obtient: S(u)S(v)=S(v)S(u)=| 0 -1 0 |=> uov=vou
0 0 1

1 0 0
(b) Si u et v ont les mémes vecteurs invariants, on a: R(u)=|0 cosa -sina | €t
0 sina cosa

1 0 0

R(V)=[0 cos@® -—sin@ |.Parconsequent: R(u)R(v)=R(v)R(u) = uov =vou
0 sin@d coséd

Réciproque

Soient u la rotation autour de D, = E, (u)et v la rotation autour de D, .

Si xe D, x#0,u(x) = x =vou(x) =u(v(x)) =Vv(x). On a v(x) = 0sinon Kerv = {0}et v ne
serait pas bijective, donc v (x) est un vecteur propre de u associé a la valeur propre 1. Comme
v conserve la norme et que Dim E, (u) =1, on en déduit que v(x) =£Xx.

- Si v(x) =x, ce dernier est un vecteur propre de v associé a la valeur propre 1 et u et v ont les

mémes invariants.
- Si v(x) =—x, alors -1 est une valeur propre de v et comme le déterminant de la matrice de v

est egal a 1, (-1) est une valeur propre double et v est une symétrie par rapporta D,.On a:

1 0 O cosa —sina O
MM)=|0 -1 O |etM(u)=|sina cosa O
0 0 -1 0 0 1

L’égalité uov =vou implique sin & = —sin @ =« = k 7z . Par conséquent u est une symétrie par
rapport D, (qui est orthogonale a D,).



Exercice n° 4

X
e’ -1

Soit f la fonction réelle définie par : f (x) = six=0et f(0)=1

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en zéro.

p
On rappelle que : e* = X
p=0 pl

Lgm f(x)= Lgm%l = Lgm X_1-¢ (0), donc la fonction est continue en zéro.
e — X

Limf(x—)_1 = Lim lrx-e __1_ f (0), donc la fonction est dérivable en zéro.
0 X o x(e*-1 2

2. Donner un développement limité de f a I’ordre 4 au voisinage de zéro. On écrira f sous la

p
forme f(x)=) B, X—l . Que valent B,,...,B,?

p=0

Ona:

X
f(X): 2 3 X4
4
x(1+5+§+z+§+o(x )

x x* x* x* X x2 X}, X x2 L Xy An 1s s
f(x)_l—(5+5+z+a)+(5+§+z) —(E+§) +(E) +0(x"), d’ou

f(x) :1—5+ix2 _ Ly +0(x*). On obtient :
2 12 720

1
30

o8]
o
Il
=
o8]
A
Il
|
|
o8]
N
Il

%;83:0;84:

3. Etudier les variations de f et tracer son graphe.

e*(1—x)-1

(e -1)°
fonction est decroissante et a valeurs dans les réels positifs. Elle admet la deuxieme bissectrice
comme asymptote a moins I’infini et I’axe Ox comme asymptote a plus I’infini.

La dérivée est égale a: f (x)= <0en etudiant le signe du numérateur. La



3,5

2,5

1,5

0,5

2
4. Calculer 1 :jw
1 X
t 1 N 1 -
jex et on pose t=e :>dx:¥dt pour obtenir :
1
e 2_
I(L__]dt_[m(t H-Ln@t) [ _Ln[e 11}1
e e_

Exercicen°5

Soit la fonction numérique f définie par : f (x) = x* Ln (1+x%)

1. Etudier les variations de f et tracer son graphe.
3

La fonction est paire et sa dérivée est égalea: f (x)=2x Ln (1+x )+ 2X >0 pour x>0.
1+x?

La fonction est donc croissante sur les réels positifs et admet une branche parabolique dans la
direction verticale.



2,5

1,5

0,5

-0,5

-1,5

2. Etudier la convergence de la suite (u,, ) définie par la relation de récurrence : u.,, = f (u,)

et le premier terme u, > 0.
La suite est a termes positifs et si elle converge vers une limite I, cette derniere est un point

fixe de la fonction, donc soit =0 ou I Ln(1+1%) =1.

On consideére z=1Ln(1+1%)—1, sa dérivée est strictement positive sur les réels positifs,
z(0) = -1 et z tend vers plus I’infini a I’infini. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe une unique valeur « telle que z(a) =0 (c’est le point d’intersection entre le graphe

de la fonction et la bissectrice, cf. graphe précédent). Comme la fonction est croissante, la
suite est monotone.

Si u, < a, la suite est décroissante et minorée par zéro, donc elle converge vers 0.
Si u, >, la suite est croissante et elle tend vers plus I’infini.
Si u, =, la suite est stationnaire et converge donc vers alpha.

1
3. Calculer 1= f (x)dx.
0

X3 Poob oyt
On a par intégration par parties : 1 =| =—Ln(1+ x?%) ——J' > dx, d’ou
3 o 3pl+x
1
|:£_EI(X2_1+ 12)dxzﬂ+ﬂ_f
3 3 1+ X 3 9 6

Exercice n° 6

, o N . 1
1. En se servant du développement en serie entiére de la fonction: x — Pt calculer



pour 0 < x < 1, lasomme des séries > k x“* et > k2 x**
= =

1

La série Y5, x* est une série entiére de rayon de convergence 1 et de somme f(x) = —

\ = 1
pour |x|<1, d’ou pour0 < x < 1, on peut écrire = > o xk.
On peut dériver terme a terme cette sériepour 0 < x < letona:
f'(x) = = Y2 kx*~1. De méme, en calculant les dérivées secondes, on a:

) = —(1 5= B (k= Dxk? = B, kA - B, ek
Maisona:

T k2K =1+ x B, k2K = 14 x(F7(x) + B, kak )
De méme

Y kxk Tt =14+ x X, kx*? = f'(x)
D’ou

Y k2Rt = xf" () + f'(x) =

(1 x)3

2. Soit n un entier naturel non nul fixé. Calculer le développement en série entiere de la
fonction x — et en déduire la somme de la série

[ee]
k k
z Cn+k—1x
k=0

1
(1-x)"

(n—-1)!

> (n-1) _
On a d’une part f (x) = Toon

Et d’autre part :
FODG) =3 k(k—1) .. (k—n+2)xk i =ye K dent

(k—n+1)!
Quenposant k' =k —n+1,
_ o (k+n-1)!
f(n 1)(x) = Zk 0 nl
. (n— 1) (k+n-1)! _ (k+n D! g
Finalement, on a : - = Yk=o ! “ou (1- Zk 0 (n-1)tk!

k —

Et comme Ciry_; = Ck+n 10N 2 Tio Cyn-1X (1—x)“



