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Chapitre4 : L’ensemble N

I Ce qui est admis ou supposé connu

e N=1{0,1,2,3,...}.
e + et x constituent des l.c.i sur N avec les propriétés suivantes :
o 4+ et x sont associatives et commutatives.
o x est distributive sur +.
¢ 0 est neutre pour +.
¢ 1 est neutre pour x.
e < constitue une relation d’ordre total sur N.
e Les calculs dans N sont supposés connus.

e Pour 'arithmétique, voir plus tard.

Théoréme :

Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

Théoréme :

N n’a pas de maximum, mais toute partie non vide majorée de N admet un plus grand élément.

Démonstration :

Soit A une partie non vide majorée de N. Soit B I’ensemble des majorants de A. B # ¢ car A est
majorée. Donc B admet un plus petit élément, disons m. Montrons que m € A. Supposons que m ¢ A.
Comme m est un majorant de A, on a donc Vx € A,x < m. Cela impose que m > 1 (sinon on aurait
Ve e A,z <0, ce qui est impossible car A # ¢F), et que Vo € A,x < m — 1. Donc m — 1 est un majorant
de A. Or, m est le plus petit élément de B. On a donc une contradiction. Donc m € A et m majore A.
Donc m est le plus grand élément de A. (On utilise le fait que pour tout x € N, ensemble des y € N tels

que z < y admet un plus petit élément qui n’est autre que x + 1.)

IT Principe de récurrence

Théoréme :

Soit P une propriété définie sur N. Si on a :

e P(0) (est vraie)
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III. VARIANTES DE RECURRENCE CHAPITRE 4. L’ENSEMBLE N

o ¥ne N, (P(n) = P(n+1)) (est vrai)
Alors Vn € N, P(n) (est vraie)

Démonstration :

Soit E 'ensemble des éléments de N tels que non(P(n)). Montrons que E est vide. Supposons E non
vide. Alors F admet un plus petit élément m. m # 0 car P(0) est vraie. On introduit donc m — 1.
m —1¢ E car m en est le plus petit élément. Donc P(m — 1) est vraie. Or, P(m — 1) = P(m). Donc

P(m) est vraie. Donc m ¢ E. On a donc une contradiction. Donc E est vide. Donc ¥n € N, P(n).

Exemple :
, = n(n+1)
e Montrons par récurrence que Vn € N, Z k= — :
= N
P(n)

o Déja, on a bien P(0) car 0 = 0.

o Montrons que Yn € N, (P(n) = P(n+1)).
Soit n € N. Supposons P(n), montrons P(n + 1) :

n+1 n
st( k>+n+1:W+n+1:”;1x(n+2):W (4.1)
k=1 k=1

o On a montré que si on a P(n), alors on a P(n + 1). Or, on l'a fait pour n quelconque.
Donc ¥n € N, (P(n) = P(n+ 1)). On en déduit donc selon le principe de récurrence que
Vn e N, P(n).
(On peut remplacer ce dernier paragraphe par « ce qui achéve la récurrence »).

e Montrons par récurrence que Vn € N, Q(n), ou Q(n) signifie : « pour tout ensemble E de cardinal

n, Pensemble & (F) des parties de E est de cardinal 2™ » :

o Q(0) est vraie car (J a une seule partie, a savoir ¢J. C’est-a-dire que Z(F) a un élément, ¢,

ou encore () = {J}, de cardinal 1.

o Montrons que Vn e N, (Q(n) = Q(n+1)) : soit n € N. Supposons Q(n). Soit E un ensemble
de cardinal n + 1. Soit @ € E (il en existe car card(E) > 0). On note A = E\{a}. Alors les
parties de E se répartissent en deux catégories : celles qui n’ont pas a et celles qui l'ont.
Celles qui ne contiennent pas a, il y en a 2" (ce sont les parties de A). Celles qui contiennent
pas a, il y en a autant (ce sont les parties de A auxquelles on ajoute a). Il en résulte que

card(Z(E)) = 2" + 2" = 2"*1 ce qui achéve la récurrence.

IIT Variantes de récurrence

Théoréme :

Soit P une propriété définie sur N*. Si :
« P(1),
e VYne N* (P(n) = P(n+1)),
alors Vn € N* P(n).
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CHAPITRE 4. L’ENSEMBLE N III. VARIANTES DE RECURRENCE

Démonstration :
Soit P une propriété définie sur N*, supposons P(1) et que ¥n € N* (P(n) = P(n+ 1)). Soit Q la
propriété définie sur N par Vn € N, (Q(n) <= P(n+1)). Alors :
e Q(0) est vraie, car P(1) est vraie.
e Soit n € N, supposons Q(n). Alors P(n+1). Donc P(n+2). Donc Q(n+1). Donc ¥n e N, (Q(n) =
Q(n+1)).
Dong, selon le principe de base de récurrence, Vn € N, Q(n). Donc Vn € N, P(n+1). Donc Vm € N* P(m).

Théoréme (récurrence double) :

Soit P une propriété définie sur N. Si :
e P(0) et P(1),
e ¥neN,(P(n) = P(n+2)),
alors Vn € N, P(n).

Démonstration :

On fait de la méme fagon que pour le théoreme précédent avec Q définie par :
VneN,(Q(n) < P(n)et P(n+1)) (4.2)

En prenant les hypothéses du théoréme, on a :
e Q(0) est vraie car P(0) et P(1) le sont.
e Soit n € N, supposons Q(n). Alors P(n) et P(n + 1), donc P(n + 2) et P(n + 1). Donc Q(n + 1).
Donc Vn e N, (Q(n) = Q(n+1)).
Donc Vn € N, Q(n). Donc Vn € N, P(n).

Théoréme (récurrence forte) :
Soit P une propriété définie sur N. Si :
e P(0).
e Vne N, (Vke[0,n],P(k)) = P(n+1) (les [,] s’utilisent pour les entiers).
Alors Vn € N, P(n). (C’est-a-dire que pour tout n € N, si la propriété est vraie jusqu’au rang n, alors

elle est vraie au rang n + 1)

Démonstration :

On définit cette fois-ci Q par :
VneN,(Q(n) <= (Vke [0,n],P(k))) (4.3)

e Alors Q(0) est vraie car P(0) lest, donc Yk € [0, 0]P (k).
e Soit n € N, supposons Q(n), alors Vk € [0, n], P(k), donc P(n+1), donc Vk € [0,n+ 1], P(k), donc
Q(n+1). Donc Vne N, (Q(n) = Q(n+1))

Donc Vn € N, Q(n), donc Vn € N, P(n).
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IV. UN PEU D’ARITHMETIQUE CHAPITRE 4. L’ENSEMBLE N

Théoréme (récurrence finie) :

Soit m un entier naturel non nul. Soit P une propriété définie sur [0, m]. Si :
e P(0),
e Yne [0,m—1],(P(n) = P(n+1)),

alors Vn € [0, m], P(n).

Théoréme (récurrence finie descendante) :

Soit m un entier naturel non nul. Soit P une propriété définie sur [0, m]. Si :
* P(m),
e Vne[l,m],(P(n) = P(n—-1)),

alors Vn € [0, m], P(n).

IV Un peu d’arithmétique

Division euclidienne dans N

Théoréme :

Soient a,b e N, b # 0. Alors il existe un unique couple (¢,7) € N x N tel que :

a=bg+r

0<r<b

q est le quotient, r le reste dans la division euclidienne de a par b.

Démonstration :
a=bg+r et0<r<bd , , . , ,
Unicité Supposons . Alors bg — bq’ = 1’ — r, soit b(q¢ — ¢') = ' —r. Or,
a=bg +r' et 01 <b
—b < r’' —r < b. Supposons par exemple 1’ > r (sinon on inverse les roles). Alors, 0 < ' — r < b,

donc g — ¢’ =0, car sinon ¢ — ¢’ > 1 et b(q — ¢') = b soit r — ' = b. Donc (q,r) = (¢, 7).

Existence Soit £ = {k € N,;bk < a}. Alors E < N, E est non vide, car 0 € E et est majoré par a :
k < bk < a. Donc E admet un maximum, qu’on note ¢. On a alors : bg < a < b(q+ 1) (car g€ E
et ¢+ 1 ¢ E puisque ¢ = max(F)). Donc 0 < a —bg < b(q+ 1) — bg, soit 0 < a — bg < b. On note

a=bq+r

r = a — bq. Alors
0<r<b

Numération en base quelconque
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CHAPITRE 4. L’ENSEMBLE N IV. UN PEU D’ARITHMETIQUE

Théoreme :
Soit 8 € N\{0, 1}. Soit A € N. Alors il existe une unique suite (ay)reny d’entiers de 'ensemble [0, 5 — 1]

nulle & partir d’un certain rang telle que :
A=aox % +a1 x B 4+as x B2+ ... +a, x " (4.5)

(n est tel que Vk > n,ar = 0) quon note Y., arB* (somme faussement infinie). On note alors

A= (anan_1... alao)ﬂ.

Démonstration :
Notons SF lensemble des suites de {0,...5 — 1} nulles & partir d’un certain rang. Pour a € Sp, les

termes de la suite a sont notés ag, ai,as,. ... Montrons par récurrence forte que VA € N, (3la € Sp, A =

Dken arB").

e P(0) est vrai : si on prend, pour tout k € N, a;, = 0, on a bien Y., arB8* = 0, et si un des termes

de a n’est pas nul, alors >,  axB* # 0.

e Soit A € N*, supposons que VB € [0, A—1], P(B). Montrons qu’alors P(A). La division euclidienne
de A par 3 donne :

A=p8Q+r

ref{0,1,...6—1} (4.6)

Alors Qe [0,A—1]:onapf >1et Q > 0. Donc @ < SQ < fQ+r = A, donc Q < A. Donc P(Q) :
il existe une unique suite (gx)ken € Sr telle que Q = >, . qxB8". Donc A = (ZkeN qkﬂkﬂ) +r=
apg =T
ke kB avec . D’ot1 existence de la suite.
Vk = 1,ar = qr—1

Si une autre suite (a},)ken convient, alors :

A=Y aip =Y ap+ay=8)>) " +a (4.7)
keN keN* keN*
Comme afy € [0,3 — 1], on a alors afy = r et >« a1 = Q (par unicité du couple (Q,r)).

Donc af, = ag, et Vk € N* a}, = g1 = aj, par hypothese de récurrence. D’oti 'unicité de la suite.
Cette démonstration donne un algorithme pour obtenir les chiffres.

Exemple :
e Donner 2003 en base 3.
Division euclidienne de 2003 par 3 : 667 reste 2
Division euclidienne de 667 par 3 : 222 reste 1
Division euclidienne de 222 par 3 : 74 reste 0

Division euclidienne de 74 par 3 : 24 reste 2

Division euclidienne de 24 par 3: 8 reste 0
Division euclidienne de 8 par 3: 2 reste 2
Division euclidienne de 2 par 3: 0 reste 2
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IV. UN PEU D’ARITHMETIQUE CHAPITRE 4. L’ENSEMBLE N

Donc, en remontant :
2=292;=2x3°
8§=2x3"+2x3°
T4=2x3"+2x3" +0x3°

(4.8)
222 =2x34+2x324+0x3' +2x3°
667 =2x3"+2x3"+0x3*+2x3" +1x3°
2003 =2x3"+2x3"+0x3+2x32+1x3'4+2x3°
Donc 2003 = (2202012),
e 2003 en base 2 :
2003 = 1001 x 2+ 1
1001 = 500 x 2+ 1
500 = 250 x 240
250 = 125 x 240
125 =62 x 2+ 1
62=31%x2+0 (4.9)
31=15x2+1
15=7Tx2+1
7T=3x2+1
3=1x2+1
1=0x2+1
Donc 2003 = m2
e 2003 en base 12 : on utilise les symboles 0, 1, 2,..., A, B.
2003 = 166 x 12+ 11
166 = 13 x 12+ 10
(4.10)
13=1x12+1
1=0x12+1
Donc 2003 = (11AB),,
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