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Sommes directes et changements de bases 1 Somme de sous-espaces vectoriels

Notation. K désigne un corps quelconque.
Selon le programme, “en pratique, K est égal a R ou C”.

1 Somme de sous-espaces vectoriels

Notation. FE désigne un K-espace vectoriel.

1.1 Sommes et sommes directes

Définition. Soient k € N* et (E;)1<;<x une famille de k sous-espaces vectoriels de E.

k
On note E; + -+ -+ E}), = Vect (UE,)
i=1

Propriété. Avec les notations précédentes,
k
Bit- ot By= {in/w'e (1,...,k} er}
i=1

Démonstration.

k
Notons F' = {Zazi/we{l,...,kz} T GEZ}.
i=1

k
e Pourtoutie{l,...,k}, 0¢€ E, doncO:ZOEF. Ainsi, F' # ().
i=1
Soit (o, B, x,y) € K? x F2. 1l existe (z;)1<i<r € E1 X -+ X Ej et

k k
(yi)1<i<k € E1 X -+ X Ej, tels que z = sz et y = Zyi.
i=1 i=1
k

ax + By = Z(ami + By;) € F, donc F est stable par combinaison linéaire.
i=1
Ainsi, F' est un sous-espace vectoriel.

k
e Soit x € UEZ Il existe j € {1,...,k} tel que z € Ej.
i=1

Pour i = j, posons x; = z et pour tout i € {1,...,k}\ {j}, posons z; = 0.
k

(xi>1§i§k e By x---x E, etx:in, donc z € F.
i=1

k
Ainsi F' contient U E;.

=1
k

e Soit G un sous-espace vectoriel qui contient U E;.
i=1

©EFric Merle 2 MPSI2, LLG



Sommes directes et changements de bases 1 Somme de sous-espaces vectoriels

k
Si (:tl,...,xk)EEl><~-><Ek,Za:i€G,doncFCG.

i=1
k

Ainsi F est bien le plus petit sous-espace vectoriel contenant U E;,.DO
i=1
Exemples. Si F' est un K-espace vectoriel , F'+ {0} = F = F + F.
k
Notation. On note également, Fy + --- + E; = Z E;.
i=1

Définition. On dit que la somme précédente est directe si et seulement si
k
v<l’1,...,xk> ebx--- XEk (ZCL’Z:O:> (‘v’zE {].,,k?} J]Z:0)> .
i=1

Dans ce cas, la somme est notée FE; & --- @ E) ou encore @ E;.

1<i<k
Remarque. £k sous-espaces vectoriels non nuls de E notés E, ..., Ey sont en somme
directe si et seulement si pour tout (zi,...,zx) € £y X -+ X Ej, avec pour tout i,

x; # 0, la famille (xq,...,xy) est libre.
Les notions de famille libre et de somme directe sont donc tres proches.
Propriété.

k

Reprenons les notations ci-dessus. E E; est une somme directe si et seulement si
i=1

k k
V$€ZE1,E”(Il,...,l‘k)GElX"'XEk l’:le

i=1 i=1
Démonstration.

k k
Notons ¢ : Fy X -+ X B, — Z E; Papplication définie par : p(zq,...,2%) = Z Xi.
i=1

=1
k

On vérifie que ¢ est linéaire. Elle est surjective par définition de Z E;.

=1
K

De plus, Ker(p) = {(961,---,%) €E XX Ey / Zx, = 0}.
=1

Ainsi, la somme est directe si et seulement si Ker(y) :_{O}, donc si et seulement si @ est
k

injective, c’est-a-dire bijective, ce qui est équivalent a ’existence, pour tout x € Z E;,

=1
k

d’un unique (z1,...,25) € Fy X --- X Ey tel que x = le O
i=1
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Sommes directes et changements de bases 1 Somme de sous-espaces vectoriels

Exemple. Soit n € N*. Notons ¢ = (¢y,...,¢,) la base canonique de K". Pour tout

i€ {l,...,n}, notons E; = Vect(c;). Alors K" = @El
i=1

1.2 Supplémentaires d’un sous-espace vectoriel

Propriété. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.

’F et G forment une somme directe si et seulement si FF NG = {O}‘

Démonstration.

e Supposons que F' et G forment une somme directe.

Soit t € FNG. 0=z + (—x) avec x € F et —z € G, donc x = 0. Ainsi FNG C {0}.
e Réciproquement, supposons que F NG = {0}.

Soit (z,y) € Fx Gtelquez+y=0. Alorsz = —y € FNG,doncx=y=0.0

Propriété. Soit I’ un sous-espace vectoriel de E.
Siz e E\ F, F et Kz sont en somme directe.

Démonstration.
Soit y € FNKz. Il existe A € K tel que y = Ax.

1
SiA#0,x= Xy € I, ce qui est faux, donc A = 0, ce qui prouve que y = 0.
Ainsi, F'N Kz = {0}, donc la somme de F' et de Kz est directe. O

Corollaire. Deux droites vectorielles distinctes sont en somme directe.

Démonstration.

Soient £ un K-espace vectoriel et D et D’ deux droites vectorielles distinctes de E.

Il existe (z,2') € (E\ {0})? tel que D = Vect(z) et D' = Vect(z').

Si 2/ € D, on montre que D' = D, ce qui est faux, donc 2’ € D"\ D. Ainsi D et
D’ = Kz’ sont en somme directe. O

Définition. On dit que deux sous-espaces vectoriels F' et G de F sont
supplémentaires (dans E) si et seulement si ils vérifient I'une des conditions
équivalentes suivantes :

) E=Fad.
it) E=F+G et FNG={0}.
ii) VereE Ivy,20) € FXG z=u1z1+ 29

Propriété. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace

vectoriel de E. F' admet au moins un supplémentaire, et pour tout supplémentaire GG
de F, dim(F) + dim(G) = dim(E).
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Sommes directes et changements de bases 1 Somme de sous-espaces vectoriels

Démonstration.
F' étant de dimension finie, F' possede au moins une base, notée (eq,...,e,). D’apres
le théoréeme de la base incompleéte, on peut la compléter en une base e = (ey,...,e,)

de E. Posons G = Vect(epy1, ..., €n).

Soit x € E, on peut écrire x = E x;e; ou x; € K.
i=1

P n
Alorsx:inei—i- Z rie; € F+ G, donc E=F +G.

i=1 i=p+1
n

P
Soit x € F'NG. On peut écrire x = Z:ciei = Z x;€;, ou les x; sont des scalaires.

i=1 i=p+1
n

p
Alors Z xTi€; — Z x;¢; = 0, or e est une base, donc pour tout i, x; = 0. Ainsi, x = 0,
i=1 i=p+1
puis F NG = {0}. On a ainsi construit un supplémentaire de F. O

Remarque. Tout sous-espace vectoriel de E possede au moins un supplémentaire, si
I’on accepte 'axiome du choix, ce qui formellement place ce résultat hors programme.

Exemple. Deux droites vectorielles D et D’ dans K? sont supplémentaires si et
seulement si elles sont distinctes. Il est important de noter que D N D' = {0} # 0
et que DU D' # K2, ainsi D' n’a aucun rapport avec le complémentaire de D. En
particulier, le raisonnement “z ¢ D, donc x € D'” est complétement faux.

Remarque. Plus généralement, les notions d’union d’ensembles et de somme de sous-
espaces vectoriels sont tres voisines, mais il ne faut pas les confondre.

Si A et B sont deux parties d'un ensemble E, AU B est le plus petit ensemble contenant
A et B. Si ce sont des sous-espaces vectoriels, A + B est le plus petit espace vectoriel
contenant A et B.

Ainsi, la somme de sous-espaces vectoriels est a 1’algebre linéaire ce qu’est I'union de
parties a la théorie des ensembles.

Cependant, et nous insistons, la somme de deux sous-espaces vectoriels n’est pas 1'union
de ces deux sous-espaces vectoriels.

En particulier, la situation suivante est possible. E=F &G,z € E,x ¢ Fet z ¢ G.

Propriété. On suppose que la caractéristique de K est différente de 2.
M, (K) = S, (K) & A, (K). Pour tout M € M,,(K), la décomposition de M selon cette

1 1
somme directe est M = §(M +'M) + §(M —'M).

De plus dim(S,(K)) = w ot dim(A,(K)) = ”(”T_l)

Démonstration. . .
o Pour tout M € M, (K), M = §(M + ‘M) + §(M —'M) € S,(K) + A,(K), donc

M, (K) = S, (K) + A, (K). De plus, si M € S,(K) N A,(K), alors M =M = —M,
donc M = 0. Ainsi, M, (K) = S,(K) & A, (K).
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Sommes directes et changements de bases 1 Somme de sous-espaces vectoriels

o Soit M € A,(K). On sait alors que pour tout 4, M;; = 0,
donc (1) : M = Z M, E;; = Z M, ;(E;; — E;;), or pour tout i, j,
1<i,j<n 1<i<j<n

E,;—E;; € A,(K), donc (E; ; — E;;)1<i<j<n st une famille génératrice de A, (K).
De plus si Z M, ;(E;; — E;;) = 0, pour une famille de scalaires (M; ;)1<i<j<n,

1<i<y<n
en posant pour]i > j, M;; = —M;,; et pour ¢ = j, M;; = 0, la relation (1) affirme
que (M;;) = 0, donc (E;; — Eji)i1<ij<n est libre. C’est une base de A, (K), dont la

-1
dimension vaut donc [{(i,5) e N/1 <i<j<n}| = (n) — n(n—1)

9 5 .

Remarque. Lorsque car(K) =2, S,(K) = A, (K).

Exercice. Soit n € N et P un polynome de K[X]| de degré n + 1.
Montrer que l'idéal PK[X] est un supplémentaire de K, [X] dans K[X].

Solution : D’apres le principe de la division euclidienne, pour tout S € K[X],
il existe un unique couple (Q, R) € K[X]? tel que S = PQ + R et deg(R) < n,
c’est-a-dire qu'il existe un unique couple (T, R) € K[X]? tel que S = T + R,
T € PK[X] et R € K,[X].

Ainsi, K[X] = K, [X] & PK[X].

1.3 Propriétés des sommes directes

1.3.1 Un moyen de définir une application linéaire

Théoréme. Soit (E;)1<i<x une famille de k sous-espaces vectoriels de E telle que

E = @ E;. Soit F' un second K-espace vectoriel et, pour tout i € {1,...,k}, soit u;
1<i<k

une application linéaire de F; dans F'.

Il existe une unique application linéaire © de E dans F' telle que,

pour tout i € {1,...,k}, la restriction de u a E; est égale & u;.

Ainsi, pour définir une application linéaire v de F dans F', on peut se contenter de

préciser ses restrictions aux sous-espaces vectoriels Fj.

Démonstration.
o Unicité. Supposons qu’il existe une application linéaire u de E dans F telle que,
pour tout i € {1,...,k}, la restriction de u a E; est égale a u;.
k
Soit © € E. Il existe un unique (x;);<;<x tel que, pour tout i, z; € F; et x = le
i=1

k
Alors u(z) = E u(z;) = E u;(z;), ce qui prouve 'unicité : u est nécessairement

=1 =1
k k

I’application qui a x € E associe Zuz(:cl) ou Zx@ est I'unique décomposition de z
i=1 i=1
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Sommes directes et changements de bases 1 Somme de sous-espaces vectoriels

dans @ E;.

1<i<k
o Euxistence. Notons u I'application ainsi définie. Il est clair que pour tout i, u|p, = u;.
Il reste a montrer que u est linéaire.

k k
Soit z,y € F et a € K. Ecrivons x = sz et y = Zyi, avec pour tout 7, x;,y; € E;.

i=1 i=1
k

Alors ax +y = Z(oz:v,- + y;), donc par définition de u,
i=1

k
ulaz +y) = Z wi(ax; +y;) =
i=1
k

donc u(ax +y) = aZui(xi) +

i=1

B

lou; () + u(ys)],

(2

wiyi) = au(z) +u(y). o

- I
Il EE
—

Remarque. La propriété précédente signifie que LB F) — 11 L(E:, F) est un

u — (uE)1<i<k
isomorphisme, la linéarité étant simple a démontrer.

1.3.2 Formules dimensionnelles

Propriété. Soit £ € N* et soit Fi,..., Ey k sous-espaces vectoriels de dimensions

finies d'un K-espace vectoriel E. Alors, dim (Z El) < Z dim(E;)
i—1 i=

avec égalité si et seulement si la somme est directe‘ .

Démonstration.

k k

L’application =1 est linéaire et surjective,

(x1,...,2) +—> Zm,
donc Zdlm = d1m<HE) > d1m<z E)

De plus il y a égalité des dlmenswns Sl et seulement si ¢ est injective, donc si et
k

seulement si son noyau est réduit a {0}, ce qui signifie que ZEl est une somme
i=1

directe. O

Remarque. Ainsi, lorsque E est de dimension finie, si F' et G sont deux sous-espaces

vectoriels de F, ils sont supplémentaires dans E si et seulement si £ = F 4+ G et

dim(E) = dim(F) + dim(G).

©Eric Merle 7 MPSI2, LLG



Sommes directes et changements de bases 1 Somme de sous-espaces vectoriels

Exercice. A et B sont deux sous-espaces vectoriels de E.

On suppose que A’ est un supplémentaire de A N B dans A et que B’ est un
supplémentaire de AN B dans B.

Montrer que A+ B=(ANB)® A’ @ B'.

Solution :

e Montrons que A+ B=(ANB)+ A + B

¢ Les trois sous-espaces vectoriels A’, B’ et AN B sont inclus dans A + B, donc
(ANB)+ A"+ B’ = Vect((ANB)UA"UB’) est un sous-espace vectoriel de A+ B.
o Soit x € A+ B. Il existe (a,b) € A x B tel que z = a + b.

A= (ANDB)® A, donc il existe (a,a’) € (AN B) x A" tel que a = a+ a'. De
méme, il existe (3,b') € (AN B) x B tel que b=+ V.

Ainsiz = (a+8)+d +b € (ANB)+ A+ B',donc A+ BC (ANB)+ A"+ B'.
e Soit (a,d, V') € (ANB) x A’ x B’ tel que a+d' +¥b = 0.
a=—-—a—-beBetad € A,donca € AN(ANB),or AN(ANB) = {0} car A
et AN B sont supplémentaires dans A. Ainsi, «’ = 0. De méme, on montre que
b = 0. On en déduit que o« = 0, donc la somme est bien directe.

Formule de Grassmann : Soit £ un K-espace vectoriel et soit F' et G deux sous-
espaces vectoriels de E de dimensions finies. Alors F' + G est de dimension finie et
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)]| .

Démonstration.

Reprenons 'exercice précédent et supposons que A et B sont de dimensions finies.
Alors A+ B=(ANDB)® A" & B’ est de dimension finie et

dim(A 4+ B) = dim(A N B) + dim(A’) + dim(B’), or par définition de A’ et de B,
dim(A’) = dim(A) — dim(A N B) et dim(B’) = dim(B) — dim(A N B).

Ainsi, dim(A + B) = dim(A) + dim(B) — dim(A N B). O

Remarque. Cette formule est analogue a la formule donnant le cardinal d’une réunion
de deux ensembles finis A et B : |[AU B| = |A| + |B| — |AN B|. Cette derniere formule
se généralise a une union de p ensembles finis : c’est la formule du crible. On peut
noter que la formule du crible ne s’adapte pas au cadre des dimensions de sous-espaces
vectoriels : on peut trouver 3 sous-espaces vectoriels F', G et H d’'un méme K-espace
vectoriel tels que
dim(F+ G+ H) # dim(F) + dim(G) + dim(H)

—dim(FNG) —dim(FNH)—dim(GNH)

+ dim(FNGNH).
Il suffit en effet de prendre 3 droites deux a deux distinctes d’un plan vectoriel.

1.3.3 Associativité des sommes directes

Propriété. Associativité d’une somme directe.
Soient k € N* et E1, ..., E. k sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.
Soit (/;)1<i<p une partition de {1,...,k}.

©Eric Merle 8 MPSI2, LLG



Sommes directes et changements de bases 1 Somme de sous-espaces vectoriels

FEy, ..., E; forment une somme directe si et seulement si

i)  Vie{l,...,p} (E))jer forment une somme directe,

et 1) (EB E; el forment une somme directe.

JEIL;
Exemple. On peut écrire E1 @ Ey @ E3® E, si et seulement si on peut écrire Ey @ Fs,
Es @ Eyet (BE1 @ Ey) @ (B3 ® Ey), ou bien si et seulement si on peut écrire Ey & Fs,
(131 D l?g) D 123 et ((Z?l ©® l?2> S%) 123) ©® ZZZ-

Démonstration.
e Supposons que Fi, ..., Ey forment une somme directe.
o Soit ¢ € {1,...,p}. Soit (x;);es, une famille de vecteurs telle que
Vj c ]g X € E& et j{:iﬂj:: 0.
Jel;

Complétons a I'aide de vecteurs nuls cette famille en une famille (x;);<;j<x. Ainsi

k
ij = 0, mais F, ..., By forment une somme directe, donc la famille (z;);<j<j est
j=1

nulle. Ainsi Vj € I; x; = 0, ce qui prouve i).
o Soit (y;)1<i<p une famille de vecteurs telle que, pour tout ¢ € {1,...,p}, y; € @ E;

JEIL;
P
et Zyz = 0.
i=1

Soit ¢ € {1,...,p}. Il existe une famille (z;);cy, telle que Vj € I; x; € E; et y; = Z:l:j.

Jjel;
p P k
Ainsi 0 = Z Yi = Z Z T = Z xj, or By, ..., forment une somme directe, donc
i=1 i=1 jel; =1
la famille (x;)1<;<) est nulle. Ainsi, pour tout ¢ € {1,...,p}, y; = 0, ce qui prouve ii).
e Réciproquement, supposons que i) et ii) sont vraies.
k
Soit (x1,...,xx) € By X -+ X Ej, tel que th =0.
h=1
Pour tout ¢ € {1,...,p}, posons y; = ij. Ainsi, y; € EBEJ"
Jjel; J€I;
k 4
0= T = ; et d’apres ii), ( E> forment une somme directe, donc,
2o = e dwe - (B B), ..,
= 1= Jedi

pour tout i € {1,...,p}, yv; = 0.

Soit i € {1,...,p}. 0 =y; = Z:Uj et (Ej) e, forment une somme directe, donc pour
JEL;

tout j € I;, x; = 0.

Ainsi, pour tout h € {1,...,k}, z, = 0, ce qui prouve que E,..., Ey forment une

somme directe. O

©Eric Merle 9 MPSI2, LLG
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Théoréme. Soient k un entier supérieur ou égal a 2, et (E;)1<i<x une famille de

k sous-espaces vectoriels de F. Fy,..., FE; sont en somme directe si et seulement si
i—1

Vie{2,....k} E()_E;={0}.
j=1

Démonstration.

Effectuons une démonstration par récurrence.
Soit k > 2. Notons R(k) 'assertion suivante : pour tout k-uplet (E,..., Ej) de sous-
espaces vectoriels de E, Ey,..., E, forment une somme directe si et seulement si

Vie{2,... .k} E()) E;={0}.

Pour k = 2, on a déja montré R(2) page 4, au début du paragraphe 1.2.
Pour k£ > 2, supposons R(k).
Soit (E4, ..., Exr1) un (k + 1)-uplet de sous-espaces vectoriels de F.

D’apres I'associativité de la somme directe, (F, ..., Fx1) forment une somme directe
k

si et seulement si (Ey, ..., Ey) forment une somme directe et si Fy, et Z E; forment
une somme directe, c’est-a-dire si et seulement si pour tout i € {2,...,k},

E; ﬂ Z E; = {0} (d’apres R(k)) et si Exiq1() Z E; = {0} (d’apres R(2)).

Ceci prouve R(k+1). 0
Figure.

Dy D Dj

Remarque. Une erreur fréquente est de croire que (E;);1<i<r constitue une somme
directe si et seulement si, pour tout (i,7) € {1,...,k}, avec i # j, E; N E; = {0}.
C’est faux. En effet, la figure représente trois droites vectorielles d’un plan vectoriel
P, notées Dy, Dy et D3. On sait qu’elles sont deux a deux en somme directe, donc
DN Dy =DyN D3 = DyN D3 ={0}. Cependant, Dy, Dy et D3 ne sont pas en somme
directe, car il est facile de dessiner sur la figure ci-dessus 3 vecteurs non nuls sur Dy, Dy
et D3 dont la somme est nulle.

©EFric Merle 10 MPSI2, LLG



Sommes directes et changements de bases 1 Somme de sous-espaces vectoriels

1.3.4 Base adaptée a une décomposition en somme directe

Théoréme. Soit £ un K-espace vectoriel muni d’une base (e;);es. Soit (Ix)1<g<n une

partition de I. Pour tout k € {1,...,n}, on pose Ey = Vect(e;)es, . Alors E = @ E;.
k=1

Démonstration.

e Soit z € E. il existe (a;)ier € K telle que = = Z 0 €;.

i€l
T = i (Z ozz-ei) € Y Ej, ainsi E = iEk
k=1 k=1

k=1 \icly

n
e Soit («Tk>1§k§n e B x---x E, tel que ka = 0.
k=1
Pour tout k € {1,...,n}, il existe (a;)ier, € KU telle que x5, = Z Q;e;.
i€ly,

n
Ainsi 0 = Zwk = Z a;e;, or (e;) est une famille libre, donc, pour tout i € I, a;; = 0.
k=1 icl
Ainsi, pour tout k € {1,...,n}, z; = 0, ce qui prouve que la somme est directe. O

Théoréme réciproque. Soit (Ej)i<k<, une famille de sous-espaces vectoriels d'un
n

K-espace vectoriel E tels que F = @Ek Pour tout k£ € {1,...,n}, on suppose que
k=1
E), admet une base by. Alors la concaténation des bases (by)1<k<n, notée b, est une base

de E. On dit que b est une base adaptée a la décomposition en somme directe
E=E;.
k=1

Démonstration.
e Soit k € {1,...,n}. Notons by = (€;)icr,- On peut supposer que les I} sont deux

a deux disjoints. Notons I = U It.. Ainsi b = (e;);er. Cest en ce sens que b est la
k=1

concaténation des bases (by)i<g<n.

e Soit (ay)ier € KO telle que Zaiei = 0.

el

0= Z (Z aiei> et pour tout k € {1,...,n}, Zaiei € E,. Or Eq, ..., E, forment
k=1 i€l i€l
une somme directe, donc, pour tout k € {1,...,n}, Z a;e; = 0. De plus, pour tout
i€},
ke{l,...,n}, by = (e;)ics, est libre, donc, pour tout i € I, a; = 0, ce qui prouve que
b est une famille libre.

n
e Soit x € E. Il existe (zx)1<k<n € E1 X -+ X E, tel que z = Zxk
k=1
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Pour tout k € {1,...,n}, il existe (a;)icr, € KU telle que x5, = Z €.
i€l
Ainsi x = Z a;e;, ce qui prouve que b est une famille génératrice. O
iel
Définition. Soient E' un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E.
On appelle base adaptée a F toute base obtenue par “réunion” d’une base de F' avec
une base d’un supplémentaire de F', ¢’est-a-dire toute base de E obtenue en complétant
une base de F'.

1.4 Les projecteurs

Définition. p € L(E) est un projecteur si et seulement si p* = p.

Propriété. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.

Pour x € E, on note (p(z), ¢(x)) 'unique couple de F' x G tel que z = p(z) + q(z).

p et g sont des projecteurs.

p est appelé le projecteur sur F' parallelement a G, et q le projecteur associé a p.
On vérifie que p+ q = Idg et pg = qp = 0.

Figure.

Démonstration.

o Soit x,y € Eet a € K.

Alors © = p(z) +q(2) et y = p(y) +q(y), donc azx +y = (ap(z) + p(y)) + (aq(z) +q(y))
et ((ap(z)+p(y)), (aq(x) +q(y))) € F x G. D'autre part, az+y = pax+y)+q(ax+y)
avec (p(az +vy),q(ax +y)) € F x G, donc d’apres ['unicité de la décomposition d'un
vecteur selon F' & G, p(azx +y) = ap(x) + p(y) et ¢(ax +y) = aq(x) + q(y).

On a montré que p,q € L(E).

o Soit z € E. p(x) € F, donc p(p(x)) = p(z). De méme, q(q(z)) = q(x). Ainsi, p et ¢q
sont des projecteurs.

o Par définition, pour tout x € E, x = p(x) 4+ ¢(z), donc p+ g = Idg.

o Soit x € E. p(x) € F, donc ¢q(p(x)) = 0. Ainsi, gop = 0. De méme, pog = 0.0
Exemples.

— Idp est le projecteur sur E parallelement a {0}.
— Opr(g) est le projecteur sur {0} parallelement a E.

— L’application p; : K? — K2 définie par p; <z> = (g) est la projection sur

0

1

— Soit @ € K[X] un polynome de degré n € N*. L’application qui a P € K[X]
associe son reste pour la division euclidienne de P par () est la projection sur
K,—1[X] parallelement a 'idéal engendré par Q).

la droite engendrée par (1) parallelement a celle engendrée par

Propriété réciproque. Soit p un projecteur de E. Alors
p est le projecteur sur Im(p) parallelement a Ker(p).
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Pour tout = € E, la décomposition de x selon la somme directe £ = Im(p) & Ker(p)
est © = p(x) + (z — p(z)), avec p(z) € F =1Im(p) et x — p(x) € G = Ker(p).
Pour tout z € E, ’:17 =px) <=z € F‘ : F = Ker(Idg — p).

Démonstration.
Posons F' = Im(p) et G = Ker(p).
o Soit x € FE tel que p(x) = z. Alors x € Im(p) = F.
Réciproquement, si z € F' = Im(p), il existe y € E tel que z = p(y),
donc p(x) = pop(y) = p(y) = = car p est un projecteur.
Ainsi x € F <= p(x) =z et Im(p) = F = Ker(Idg — p).
o Soit z € E. p(x — p(x)) = p(x) — p*(x) = 0, car p est un projecteur,
donc 2 — p(x) € Ker(p). De plus p(x) € Im(p), donc x = p(x) + (z — p(x)).
~N S
er e
Ceci démontre que £ = F + G.
o Soit z € FNG. Alors p(z) = z et p(xz) =0, donc = 0. Ainsi F'N G = {0}.
On a montré que £ = F & G.
¢ On peut donc considérer le projecteur u sur F parallelement a G.
Soit x € E. On a vu que z = p(z) + (v — p(z)) avec p(z) € F et v — p(z) € G, donc
u(z) = p(x). Ainsi, p = u. O

Exercice. On note p : R? — R? I'application définie par
r+y r+y

p(z,y) = ( 5 g

noyau et son image.

>. Montrer que p est un projecteur et déterminer son

Solution :
Premiére méthode : On vérifie que p est un endomorphisme et que pour tout

() € B2, oy = p(P 8 EEY) o (THU T

_ 2 72 2 72
projecteur.

), donc p est bien un

r+y

Soit (x,y) € R2 p(z,y) = 0 < = 0 < (x,y) € Vect(l,—1), donc

Ker(p) est la droite vectorielle engendrée par (1, —1).

p(z,y) = (v,y) <= % = 0, donc Im(p) est la droite vectorielle engendrée par
(1,1).

Ainsi, p est la projection sur la premiere diagonale parallelement a la seconde
diagonale.

Seconde méthode : Pour tout (z,y) € R?,

(1)« o) = (L) + (L -0,

2 2 2 2
or (a:’—2|—y’ x—i—y) € D = Vect(1,1) et (:c;yj_x;y) € D' = Vect(1,-1),
donc (1) correspond a la décomposition de (z,y) selon la somme directe
R? = D@ D’ (les deux droites D et D’ sont distinctes, donc en somme directe, et
dim(D®D') = 2, donc R? = D@ D'). Ainsi p est la projection sur D parallélement
aD’.
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ATTENTION : Pour un endomorphisme quelconque v € L(E), Im(u) et Ker(u)
peuvent ne pas etre supplémentaires. D’ailleurs on rencontre assez souvent des endo-
morphismes u tels que u? = 0, auquel cas Im(u) C Ker(u).

Définition. s € L(E) est une symétrie si et seulement si s> = Idp.

Propriété. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.
L’unique application s de E dans E telle que, pour tout f,g € F x G, s(f+g)=f—g
est une symétrie, appelée symétrie par rapport a F' parallelement a G.

Si I'on note p le projecteur sur F' parallelement a GG, et ¢ le projecteur associé a p, alors
s=p—q="~2p—1ldg.

Figure.

Démonstration.

On sait que p* =p, ¢* =g et pg=gqp =0, donc s> =p* +¢* —pg— qp =p+ q = Idp.
O

Exemple. L’application s : K? — K? définie par s (;:) = (—Z) est la symétrie

0

1

C et R? pouvant étre identifiés par : Vz € C, Re(z)+ilm(z) = (Re(z),Im(z)), lappli-
cation précédente devient z — Z : c’est la symétrie par rapport a la droite des réels
parallelement a la droite des imaginaires purs, en regardant C comme un R-espace
vectoriel.

Exemple. Lorsque E = F(R,R), l'application s € L(E) définie par s(f)(x) = f(—=)
est une symétrie car s> = Idp.
Si I'on note P (resp : Z) 'ensemble des fonctions paires (resp : impaires) de E dans

E, pour tout f € Eetz € R, f(x) = /() —|—2f(—:1:) + /() —2f(—:c) € P+7Z. Onen

déduit que £ =P @ 7 et que la projection sur P parallelement a Z est définie par
f(z) + f(—a @) - f(—a
p(f) () = LA f) — 1)

2 )
donc s = p — q est la symétrie par rapport a P parallelement a Z.

. . 1 . X .
par rapport a la droite engendrée par ( 0 parallelement a celle engendrée par

. Son projecteur associé est défini par ¢(f)(z) =

Propriété réciproque. On suppose que car(K) # 2.

Pour toute symétrie s de F, il existe deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
F et G tels que s est la symétrie par rapport a F' parallelement a G. Il s’agit de
F =Ker(Idg — s) et de G = Ker(Idg + s).

Démonstration.

Posons p = %(s + Idg). On sait que s* = Idg, donc

p* = 1(s* + Idp + 2s) = 3(Idg + s) = p. Ainsi p est un projecteur.

Posons F' = Im(p) = Ker(Idg — p) = Ker(Idg — s) et G = Ker(p) = Ker(Idg + s).
On sait que £ = F & G et que p est le projecteur sur F' parallelement a G, donc
s = p — q est la symétrie par rapport a F parallelement a G. O
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Remarque. Cette réciproque est fausse lorsque car(K) = 2. En effet dans ce cas, si
s est la symétrie par rapport a F parallelement a G (ou E = F' @ G), alors pour tout
(f.9) e FxG,s(f+g9)=f—9g=[f+g, car Ix = —1k, donc s = Idp.
Supposons que E de dimension finie n > 2 et fixons e = (e, ..., e,) une base de F. Il
existe un unique s € L(E) tel que s(e1) = ea, s(e2) = ey et pour tout i € {2,...,n},
s(e;) = e;. Alors s* = s, donc s est une symétrie, différente de I'identité.

1.5 Sous-espaces propres

Notation. On fixe un K-espace vectoriel F et v € L(E).

1.5.1 Définitions

Introduction. Lorsque E est de dimension finie, la réduction de w consiste en la
recherche d’une base e de F/ dans laquelle la matrice de u est aussi simple que possible.
On considere que la matrice est d’autant plus simple qu’elle est voisine d’une matrice
diagonale. Ainsi, il est intéressant de disposer d’'un nombre important d’indices j tels
que la j®™¢ colonne de Mat(u,e) a tous ses coefficients nuls, sauf éventuellement le
Jome, c’est-a-dire, en notant e = (ey,. .., e,), tels que u(e;) est colinéaire a e;.

Ceci explique la présence des définitions suivantes.

Définition. ) € K est une valeur propre de u si et seulement s’il existe un vecteur
x non nul de E tel que u(x) = Az.

Dans ce cas, tout vecteur y non nul tel que u(y) = Ay est appelé un vecteur propre
de u associé a la valeur propre \.

De plus, toujours lorsque A est une valeur propre de u, Ker(Adg — u) est appelé le
sous-espace propre de u associé a la valeur propre A. Il est noté Ey, ou EY en cas
d’ambiguité.

Remarque. Dans la définition ci-dessus d’une valeur propre, la condition “x non nul”
est essentielle. En effet, si on I'omettait, tout scalaire deviendrait une valeur propre,
car, pour tout A € K, u(0) = A\ x 0.

Remarque. Si A est une valeur propre de u, I’ensemble des vecteurs propres de u
pour la valeur propre A est E, \ {0}.

Remarque. Méme lorsque A n’est pas une valeur propre de u, on note parfois
E\ = Ker(Mdg — u), mais dans ce cas, E) = {0}.

Méthode : Pour rechercher les éléments propres de u, une méthode est d’étudier la
condition u(z) = Az. Si I'on regarde cette condition comme une équation en I'inconnue
x, en considérant A\ comme un parametre, la résolution de cette équation donne les
valeurs propres et les sous-espaces propres.

Exemple. Choisissons pour F 'ensemble des applications de classe C*> de R dans R
E — F
f

t .
et pour wu, s f
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Soient \€Ret fE€ E. u(f) =\ \f <= f'=Af <= [3C € R Vx € R f(x) = Ce?],
donc tout réel est une valeur propre de u et, pour tout A € R, E) est la droite vectorielle
f)\ R — R

dré I’applicati .
engendrée par 'application oy e

Définition. Soient n € N* et M € M, (K) : Les éléments propres de M (c’est-
a~dire les valeurs propres, les vecteurs propres et les sous-espaces propres) sont les

éléments propres de I'endomorphisme canoniquement associé a M.
En particulier, pour tout A € Sp(M), EM = Ker(\, — M) = {X e K*/MX = \X}.

Propriété.
A € K est une valeur propre de u si et seulement si AIdg — u n’est pas injective.
En particulier, u est injectif si et seulement si 0 n’est pas une valeur propre de u.

Démonstration.
A est une valeur propre de w si et seulement s’il existe un vecteur x non nul de £ tel
que (AMdg —u)(x) = 0, c’est-a-dire si et seulement si Ker(Adg —u) # {0}. O

Définition. On appelle spectre de u I’ensemble des valeurs propres de u.
Il est souvent noté Sp(u).

Théoreme.
La somme d’un nombre fini de sous-espaces propres de u est toujours directe.

Démonstration.
Effectuons une récurrence portant sur le nombre de sous-espaces propres.
Soit h € N*. Notons R(h) l'assertion suivante :

pour toute famille (A1,...,\,) de h valeurs propres deux a deux distinctes de u, la
h

somme Z E),; est directe.
j=1

e Supposons que h = 1. Toute famille (E;);<;<; constituée d'un seul sous-espace

vectoriel de E forme une somme directe, car, pour tout z; = (z;)1<i<1 € F,
1
si E x; = 0, alors 1 = 0.

i=1
Ainsi, la propriété R(1) est vraie.
e Lorsque h > 1, supposons R(h).

Soit (A1, ..., Apy1) une famille de h + 1 valeurs propres deux a deux distinctes de u.
h+1

Soit (1,...,op41) € Ex, X - X By, tel que ij = 0.
j=1

h
Ainsi, (1) @ —zpp = ij.
j=1

h
Prenons l'image de (1) par u. Ainsi, —Ap 12p401 = Z Az
j=1
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h
Multiplions (1) par Apyq. Ainsi, —Apy1Zp41 = Aps1 ij.
j=1
h
Effectuons la différence des deux égalités précédentes. 0 = Z()\j — Ant1);.
j=1

Or, pour tout j € Ny, (\; — Apg1)x; € K, et, d’apres R(h), la famille (Ey))i<j<n
constitue une somme directe. Ainsi, si j € Ny, (A\j — Apy1)x; = 0, or Aj — A\pyq # 0,
donc z; = 0.

L’égalité (1) prouve alors que xp.; = 0, ce qui montre R(h + 1). O

Corollaire. Si (x;);es est une famille de vecteurs propres de u associés a des valeurs
propres deux a deux distinctes, alors cette famille est libre.

Démonstration.
Pour tout ¢ € I, il existe A\; € Sp(u) tel que u(z;) = \z;.
De plus, par hypothese, pour tout (¢,7) € I? tel que i # j, A\; # ;.
Soit (;)ser une famille presque nulle de scalaires telle que Z a;x; = 0.
iel

Supposons que (q;) est une famille non nulle. Posons J = {i € I/a; # 0}. J étant fini
mais non vide, les sous-espaces propres E},, pour ¢ € J, constituent une somme directe,
or Z a;x; = 0 et, pour tout 7 € J, ayx; € L), donc, pour tout ¢« € J, ox; = 0.

icJ
Les z; étant des vecteurs propres, ils sont non nuls, donc, pour tout ¢ € J, a; = 0, ce
qui est faux. Ainsi la famille («;);c; est nulle, ce qui prouve que la famille (x;);e; est
libre. O

Exemple. Reprenons pour E ’ensemble des applications de classe C* de R dans R et

E R R , L
! : Iz En posant 2 - : o I’étude précédente de u montre

que (f))aer est une famille libre de E.

pour wu,

1.5.2 Exemples

Lemme : Si F' est un sous-espace vectoriel de E tel que FF & E = E, alors F' = {0}.

Démonstration.
{0}=FNE=F.0O

Propriété. Supposons que F # {0}.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires non nuls dans F.

e Si u est une homothétie de rapport A, ou A € K, Sp(u) = {A} et E\ = E.

e Si u est le projecteur sur F' parallelement & G, Sp(u) = {0,1}, E; = F et Ey = G.
e Si u est la symétrie par rapport a F' parallelement a G, Sp(u) = {1,—1}, By = F
et B_1 =G.
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Démonstration.

e Supposons que u = Al dg, ou A € K.

Pour tout x € E'\ {0}, u(z) = Az, donc z est un vecteur propre associé a A.

Ainsi Sp(u) = {A\} et E\ = E.

e Supposons que u est le projecteur sur F' parallelement a G.

x € F <= u(r)=x,or F#{0}, donc 1 € Sp(u) et F = Ej.

r € G <= u(r) =0, or G# {0}, donc 0 € Sp(u) et G = Ey.

Supposons qu’il existe une troisieme valeur propre A € K\ {0, 1}.

Alors E) @ (Eo @ F1) = E, donc d’apres le lemme, E, = {0}, ce qui est impossible.
Ainsi, u admet 0 et 1 pour seules valeurs propres.

On a montré que Sp(u) = {0,1}, avec Ey = G et Ey = F.

e Supposons que u est la symétrie par rapport a F' parallelement a G.

x € F < u(r)=x,or F#{0}, donc 1 € Sp(u) et F' = Ej.

r € G <= u(r) =—=x, or G # {0}, donc —1 € Sp(u) et G = E_;.

Comme dans le cas du projecteur, on montre que 1 et —1 sont les seules valeurs propres
de u. O

1.5.3 Propriétés

Propriété.

Si v € L(E) commute avec u, les sous-espaces propres de u sont stables par v.
Démonstration.

Supposons que v et u commutent. Soit A € Sp(u).

Soit x € EY}. u(v(x)) = v(u(x)) = v(Az) = Av(z), donc v(z) € EY.

Ainsi, v(EY) C EY. O

Propriété. Soit I’ un sous-espace vectoriel de E stable par u.

On note u/r 'endomorphisme induit par u sur F.

Alors Sp(u/r) C Sp(u) et pour tout A € Sp(u/r), E\/" = By N F.
Démonstration.

Soit A € Sp(u,p). Il existe v € F'\ {0} tel que u,p(x) = Az,

or u/p(r) = u(x), donc A € Sp(u).

De plus, siz € F, z € E\/" <= u/p(r) = \x <= u(r) = \x <= v € EY,
donc E\/" = E¢NF.o
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2 Changement de base

2.1 Matrice de passage

Notation. On fixe un K-espace vectoriel £ de dimension finie égale a n € N*.

Propriété. Soit e = (ey,...,e,) une base de E et f = (f;)i<j<n € E™ une famille de
n vecteurs de E. Pour tout j € N,,, on pose p; ; = eX(f;) : c’est la i*™e coordonnée dans

la base e du j*™° vecteur de la famille f. Ainsi, pour tout j € N, f; = Zpi7jez~.
i=1

[ est une base si et seulement si la matrice P = (p; ;) est inversible. Dans ce cas, P
est noté P/ (ou bien P,_,;) et on dit que P/ = (p;;) est la matrice de passage de
la base e vers la base f.

Démonstration.

P = mat(u, e) ot u est 'unique endomorphisme tel que u(e) = f. P est inversible si et
seulement si u est inversible, ce qui est vrai si et seulement si f est une base de E. O

Interprétation tabulaire : Avec les notations précédentes,

j& A fh
pf_ P11 R SR €1
pn,l T pn,n €n

Remarque. La notation P/ reflete cette interprétation tabulaire.
Par analogie, on notera parfois mat(u, e, f) sous la forme mat(u)$.

Remarque. On pourrait également définir la matrice d’une famille de p vecteurs
f = (fj)i<j<p de E selon la base e = (ey,...,e,) de E :

mat! = (€ (f;)) 1=z € My (K).

1<j<p

Alors les colonnes de mat! sont les W 1(f;), donc
rg(mat]) = dim(Vect(¥*(f;)1<<p))
= dim (W (Vect(f;)1<j<p))
= dim(Vect(f;)1<j<p));
car W1 est injective. Ainsi, rg(matf) = rg(f).
On retrouve ainsi que f est une base si et seulement si mat/ est inversible.

Exemple. Notons E = Vect(cos,sin), f = (z — €®) et ¢ = (z — e7™@). Alors

(cos,sin

1 1 . .
mat/9) ) = (z ) Le déterminant de cette matrice est non nul, donc elle est

inversible. Ainsi (f,g) est une base de E et pYyo (1 1.).

(cos,sin) i —1

Propriété. Soit e une base de F : Pour toute matrice P inversible d’ordre n, il existe
une unique base f de E telle que P = P/.
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Démonstration.
Soit P € GL,(K). Si f est une base telle que P = P/, alors pour tout j € N,,

n
fi= Z P; je;, ce qui prouve l'unicité de f.

i=1
Posons f = u(e), ot u est I'unique automorphisme de E tel que P = mat(u,e). Alors
f =u(e) est une base et P = P/. Ceci prouve 'existence. O

Propriété. Soit e et ¢/ deux bases de E. Alors P¢ = mat(Idg, ¢, e) = mat(Idg)e .

Remarque. ci-dessous, nous réutilisons la notation z définie dans le cours sur les
matrices, page 24.

Formule de changement de base pour les vecteurs :

Soit e et € deux bases de E. Soit x € E.

On pose X = W () (resp : X’ = ¥_'(z)) le vecteur colonne des coordonnées de x
dans la base e (resp : dans la base ¢€).

On notera indifféremment X = ¥_!(z) = mat(z, 1, e) = mat(2)! = mat(z)..

De méme on pose X' = U_'() = mat(z)..

Alors, | X = PYX’|, ou encore mat(z), = P¢mat(z)..

Démonstration.

X =mat(z,1,e) = mat(ldg o &,1,e) = mat(Idg, e, e) x mat(z,1,€')). O

Remarque. Cette formule n’est pas naturelle. En effet, P étant appelée la matrice
de passage de la base (ancienne) e vers la (nouvelle) base ¢/, on est plutot en droit
d’attendre qu’elle permette d’exprimer simplement les nouvelles coordonnées X’ en
fonction des anciennes coordonnées X, or c’est I'inverse qui se produit.

Exemple. Soit £ un R-plan vectoriel muni d’'une base (i, 7). Soit § € R. On pose
cosf —sin@)

up = (cosf)i+ (sinf)j et vg = —(sinf)i + (cosh)j. Posons P = snf  cosd

det(P) =1 # 0, donc P est inversible. Ainsi (ug, vg) est une base de E et P = P((;f]‘?)’”g).

Soit M un point de E. Notons (zg,yo) les coordonnées de M dans (i,7) et (zg,ys) ses

coordonnées dans (ug, vg). Alors (%) = (CPSQ B sm@) (3:9 ), donc en inversant
Yo sinf  cosf Yo

cette relation, R I 6 sind o).
Yo —sinf cosf Yo

Formule. Sie, € et ¢’ sont trois bases de E, |P¢ = PP et (P¢)"" = P5.

€ € € €

Démonstration.
Idg = Idgoldp et P¢ x PS = P¢=1,.0

Formule de changement de bases pour les applications linéaires :
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies.
On suppose que e et €' sont deux bases de E et que f et f’ sont deux bases de F.
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e

Soit u € L(E, F). Notons M = mat(u)$, M’ = mat(u)je/,, P=PetQ= Q}N. Alors,

M =Q 'MP

c’est-a-dire mat(u)?, = P]{, X mat(u)} X P\

Démonstration.
u=Idrpouoldg. O

Formule de changement de bases pour les endomorphismes :
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(FE). On suppose que e et €
sont deux bases de E. Notons M = mat(u,e), M’ = mat(u,e') et P = P¢. Alors,

M = P 'MP|

2.2 Diagonalisation et trigonalisation

0 -1 2
Exemple. Considérons la matrice M = | 0 1 0
1 1 -1
x
Commencons par en rechercher les éléments propres : soit A\ € Ret X = [ y | € R3.
z
—y+2z =A\r
MX =)\X <— Y =\y.

rT+y—z = Az
SiA=1, MX=X<—=z+y—

e}

z )
1 2
EM =¥Ker(M — I3) = Vect(| =1 |, | 0 ]) : il s’agit d’un plan vectoriel. Si A # 1,
1
T

MX =)\X < (y =0,2z = Az, (
or2=A+DA<= A-1)(A+2)=0.

S
1
donc —2 € Sp(M) et EM, =Vect | 0 |.

—1
1 2 1
Ainsi Sp(M) = {1,—2} et si 'on pose ey = | =1 |, ea = | 0 | et e5 = 0 |,
0 1 -1

e = (e, €9, e3) constitue une base de vecteurs propres de M : en effet, (e, ey) est une
base de EM donc e est une base de EM & EM, = R3.

Ainsi, M est diagonalisable. En effet, M = mat(M ,¢), ou ¢ désigne la base canonique

1 0 O
de R? et mat(M,e)= [ 0 1 0 |, que’on notera D.
0 0 =2
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D’apres la formule de changement de bases pour les endomorphismes, M = PDP™1,

1 2 1
onP=P=|-10 0
0 1 -1

Définition. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et v € L(E).
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Il existe une base e de E telle que mat(u, €) est diagonale.

ii) Il existe une base de F constituée de vecteurs propres de u.

i) E=  Ev.

AESPK (u)
> dim(EY).
AeSpk (u)
Lorsqu’elles sont vraies, on dit que u est diagonalisable.
Démonstration.
e i)=ii). Supposons qu’il existe une base e = (ey,...,e,) de E telle mat(u,e) est

diagonale. Soit j € N,,. La j*™° colonne de mat(u,e) a tous ses coefficients nuls, sauf
éventuellement le j°™. donc u(e;) est colinéaire a e;. Ainsi, pour tout j € N, e; est
un vecteur propre de u.

e ii)=—iii). Supposons qu’il existe une base e = (ey,...,e,) de E constituée de vec-
teurs propres de wu.

Soit j € N,,. Il existe 1 € Sp(u) telle que e; € E};, donc e; € @ EY.

AESPK (u)
Ainsi, {ey,...,e,} C @ EY, donc E = Vect({e1,...,e,}) C @ EY.
AeSpg () AeSpg (u)
e iii)=iv). Supposons que E = @ EY.
AeSpk (u)
Alors, n = dim(F) = dim @ EY Z dim(EY).
AESPK (u) AESPK (u)
e iv)=1i). Supposons que n = Z dim(EY).
AESpk (u)

Pour tout A € Spk(u), choisissons une base de EY, notée ey. D’apres le théoreme
de la base adaptée a une décomposition en somme directe, la “réunion” des e, pour
A € Spg(u) est une famille libre de E. De plus elle est de cardinal

Z dim(EY) = n = dim(F), donc c’est une base de E, constituée de vecteurs

AeSpg (u)
propres de u. Ainsi, la matrice de u dans cette base est diagonale. O

Propriété. les homothéties, les projecteurs et les symétries sont diagonalisables.

Démonstration.

On a déja vu que, pour chacun de ces endomorphismes, la somme des sous-espaces
) b

propres est égale a l'espace F en entier. O
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Définition. Soit M € M, (K). On dit que M est diagonalisable si et seulement si son
endomorphisme canoniquement associé est diagonalisable.

Propriété. M € M, (K) est diagonalisable si et seulement si il existe P € GL,(K)
telle que P~1M P est une matrice diagonale.

Démonstration.

Notons u ’endomorphisme canoniquement associé a M et ¢ la base canonique de K".
e Supposons que M est diagonalisable. Alors u est diagonalisable, donc il existe une
base e de K" telle que mat(u, e) est diagonale.

Or mat(u,e) = P"'MP, on P = P¢ € GL,(K).

e Réciproquement, supposons qu'il existe P € GL,(K) et une matrice D diagonale
telles que M = PDP~!

Il existe une base e de K™ telle que P est la matrice de passage de ¢ vers e. Alors,
mat(u, e) = P~ mat(u,c)P = P"'PDP~'P = D, donc mat(u, e) est diagonale, ce qui
prouve que u est diagonalisable. O

Définition. Soit M € M,,(K) une matrice diagonalisable.

“diagonaliser” M, c’est déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible
P telles que M = PDP!L.

En général, le calcul de P~! n’est pas attendu.

Définition. Un endomorphisme u est trigonalisable si et seulement s’il existe une
base dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure.

Définition. M € M, (K) est trigonalisable si et seulement si I’endomorphisme ca-
noniquement associé a M est trigonalisable, c¢’est-a-dire si et seulement si il existe
P € GL,(K) telle que P~'M P est triangulaire supérieure.

Démonstration.
Notons u I’endomorphisme canoniquement associé a M et ¢ = (c1,...,¢,) la base
canonique de K”.
e Supposons que M est trigonalisable. Ainsi, il existe une base e = (eq,...,e,) de
K" telle que T = mat(u,e) est triangulaire supérieure. Donc, en notant P = P¢,

P~IMP =T est triangulaire supérieure.

e Réciproquement, supposons qu’il existe P € GL,(K) telle que M = PTP~! ou
T est triangulaire supérieure. Il existe une base e de K" telle que P = P¢. Comme
M = PTP~', T = mat(u, e), donc M est trigonalisable. O

Définition. Soit M € M, (K). “Trigonaliser” M, c’est déterminer si M est trigo-
nalisable, et dans ce cas, c’est calculer P € GL,(K) et T triangulaire supérieure telles
que M = PTP~!.

2.3 Trace d’un endomorphisme

Définition. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E).
La quantité Tr(mat(u, e)) ne dépend pas du choix de la base e de F.
On la note Tr(u). C’est la trace de 'endomorphisme wu.
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Démonstration.
Soient e et f deux bases de E.
mat(u, e) et mat(u, f) sont deux matrices semblables, donc elles ont la méme trace. O

Propriété. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Pour tout u,v € L(FE), Tr(uv) = Tr(vu).

Propriété. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Si p est un projecteur de E, alors Tr(p) = rg(p).

Démonstration.

Il existe F' et G avec E = F & G tels que p est le projecteur sur F' parallelement a G.
Notons rg(p) = r = dim(F') et n = dim(F£). Considérons une base (ey,...,e,) de F et
une base (€41, ..,€,) de G. La famille de vecteurs e = (e, ..., e,) est une base de FE,
adaptée a la décomposition en somme directe £ = F ¢ G.

: . . . . 1. 0y
La matrice de p dans e est égale a la matrice blocs suivante : " o) dont
On—r,r On—r,n—r

la trace vaut . Ainsi Tr(p) = r = rg(p). O

2.4 Matrices équivalentes et matrices semblables

2.4.1 Matrices équivalentes

Définition. Deux matrices M et M’ de Mk (n,p) sont équivalentes si et seulement
¢'il existe P € GL,(K) et Q € GL,(K) telles que M’ = QM P~*.
On définit ainsi une relation d’équivalence sur Mg (n, p).

Propriété. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p > 0
et n > 0, munis des bases e et f, et soit u € L(E, F'). On note M = mat(u,e, f).

Soit M’ € Mx(n,p) : M’ est équivalente & M si et seulement s’il existe des bases ¢’
et [’ telles que M’ = mat(u, €', f'). En résumé, deux matrices sont équivalentes si et
seulement si elles représentent une méme application linéaire dans des bases différentes,
autant pour la base de départ que pour la base d’arrivée.

Démonstration.

Supposons qu’il existe des bases €’ et ' de E et F telles que M’ = mat(u, €', f').
En notant P = P et Q = PI' M’ = Q 'MP, donc M’ est équivalente & M.

Réciproquement, supposons que M’ est équivalente a M. Il existe P € GL,(K) et
Q € GL,(K) telles que M’ = Q" *MP. 1l existe une base ¢’ de E et une base f’ de F'

telles que P = P et Q = P]{U. Ainsi M' = Q7'M P = mat(u, ¢, f'). 0

e

Propriété. Deux matrices sont équivalentes si et seulement si il est possible de trans-
former I'une en l'autre par une succession d’opérations élémentaires portant sur les
lignes ou sur les colonnes.

Démonstration.
Notons M et M’ ces deux matrices.
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© <= par hypothese, il existe deux matrices inversibles P (qui provient des opérations
élémentaires portant sur les colonnes) et () (qui provient des opérations élémentaires
portant sur les lignes) telles que M’ = QM P, donc M et M’ sont équivalentes.

© = : par hypothese, il existe deux matrices inversibles P et () telles que M’ = QM P.
D’apres l'algorithme de Gauss-Jordan d’inversion d’une matrice, la matrice inver-
sible () peut étre transformée en la matrice identité par une succession d’opérations
élémentaires portant sur les lignes. Ces opérations élémentaires correspondent globale-
ment au fait de multiplier ) a sa gauche par une matrice ', donc ces mémes opérations
transforment M’ en Q'M' = (Q'Q)M P = M P. On raisonne de méme a droite pour la
matrice P en utilisant des opérations élémentaires portant sur les colonnes. O

Théoreme. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p > 0
et n > 0, et soit uw € L(E, F'). Notons r le rang de u.
Il existe une base e de E et une base f de F telles que mat(u, e, ) admet la décomposition

en blocs suivante :
mat(u’ e, f) — (0 ]r Or,p—fr ) .

n—r,r On—r,p—r

Pour la suite, cette matrice sera notée J, .

Démonstration.

D’apres la formule du rang, dim(Ker(u)) = p — 7 : notons (e,41,...,e,) une base de
Ker(u), que 'on complete en une base e = (eq, ..., e,) de E.

Posons H = Vect(ey, .. ., e,.) : d’apres le théoreme de la base adaptée a une décomposition

en somme directe, £ = H @ Ker(u). On sait alors que u]gn(“) est un isomorphisme,
donc (u(eq), ..., u(e,)) est une base de Im(u), que 'on compléte en une base
[ = (uler),...,uler), frs1, ..., fn) de F. Alors mat(u, e, f) = Jyp,. O

Propriété. Si M € Mg(n,p), M est équivalente & .J,, -, ot r désigne le rang de M.
Démonstration.
Notons u I’application linéaire canoniquement associée a M.
u a pour rang r, donc il existe une base e de K? et une base f de K" telles que

I 0pp
mat(u, e, f) = " nper

On—rm On—r,p—r
K", la matrice de u est M, donc M et J,,, sont équivalentes. O

) = Jppr. Or, dans les bases canoniques de K? et de

Corollaire. Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme rang.

Démonstration.

Soient M et M’ deux matrices de Mg (n,p). Si M et M’ ont le méme rang noté r, elles
sont toutes deux équivalentes a .J,, ., donc M est équivalente a M.

Réciproquement, supposons que M est équivalente a M’ Il existe P € GL,(K) et

Q € GL,(K) telles que M’ = Q~*M P, donc, P étant inversible, rg(M’) = rg(Q~' M),
puis rg(M’) =rg(M). o
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2.4.2 Propriétés du rang d’une matrice

Propriété. Pour toute matrice M € Mk(n,p), rg(M) =rg(*M).
On en déduit que le rang de M est aussi le rang de la famille de ses vecteurs lignes.

Démonstration.

Si 'on pose r = rg(M), on a vu qu’il existe des matrices @) et P inversibles telles que
M = QJy,yp, P, donc ‘M ='PJ,,'Q. Mais *P et *() sont inversibles,

donc rg("M) = rg(Jppn,) =r. 0O

Propriété. Sil'on effectue une série de manipulations élémentaires sur une matrice,
on ne modifie pas le rang de cette matrice.

Remarque. Pour déterminer le rang d’une matrice, une méthode consiste donc a
transformer cette matrice en une matrice dont on connait le rang par une succession
d’opérations élémentaires portant sur les lignes ou sur les colonnes. On peut en parti-
culier utiliser ’algorithme du pivot.

En particulier :

Propriété. Le rang d’une matrice est égal au nombre d’étapes dans la méthode du
pivot total.

Démonstration.

Soit M € Mxk(n,p). Par la méthode du pivot total, M est équivalente a une matrice

de la forme ( r 4
On—kk  On—kpt

et ou T est une matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux non nuls (ce

sont les pivots successifs) de taille k : k correspond bien au nombre d’étapes lorsqu’on

applique 'algorithme du pivot total a M.

On sait que T est une matrice inversible, donc rg(7T") = k. Ainsi, les k colonnes de T

constituent une base de K¥. Ceci implique que les colonnes de (T A) engendrent KF,

donc k =rg((T A)). Enfin, Le rang d’'une matrice étant égal au rang de la famille

de ses lignes, on a encore k = rg(<0 T 0 A )) =rg(M). O
n—k,k n—k,p—k

), ou A est une matrice quelconque de Mk (k,p — k)

Propriété. Soit M € Mxk(n,p).

Si P est une matrice extraite de M, alors rg(P) < rg(M).
Démonstration.

Il existe I C N, et J C N, tels que P = (M”)JS Posons @ = (MZ])]eé\I}]
Alors, 1g(Q) = dim(Vect(M;);es) < dim(Vect(M;) en,) = rg(M).

De méme, en raisonnant sur les lignes, on montre que rg(P) < rg(Q). O

1 -2 3 2
0 2 1 3
o 0 -1 -1
4 5 6 15
colonne est la somme des précédentes, mais M est de rang supérieur ou égal a 3, car

Exemple. Posons M = . M n’est pas de rang 4 car sa derniere
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la matrice extraite de M en 6tant la derniere ligne et la derniere colonne est inversible
(car triangulaire supérieure a coefficients diagonaux non nuls). Ainsi rg(M) = 3.

Propriété. Soit A € Mk(n,p) une matrice non nulle.
rg(A) est égal a la taille maximale des matrices inversibles extraites de A.

Démonstration.

Posons A 'ensemble des entiers k tels qu’il existe une matrice inversible extraite de A
de taille k.

o Soit k € A. 1l existe une matrice inversible B extraite de A de taille k. Alors d’apres
la propriété précédente, k = rg(B) < rg(A). Ainsi A est majorée par rg(A). De plus
1 € A car A est non nulle. Ainsi A est non vide et majoré, donc il possede un maximum
noté s et s < rg(A).

o Posons r = rg(A). Vect(Ay,..., A,) est de dimension r, donc d’apres le théoreme
de la base extraite, il existe J C N, de cardinal r tel que (A;);es est une base de
Vect(Ay, ..., A,) = Im(A). Posons ) = (A”)ZeeN}L () est une matrice extraite de A et
rg(Q) =rg((A))jes) =1

Ainsi r est la dimension de I'espace F' engendré par les lignes de (. On peut donc a
nouveau extraire des lignes de () une base de F' : il existe I C N,, de cardinal r tel que
P=(4;;) icr st de rang 7.

P est une matrice carrée de taille r et de rang 7, donc elle est inversible, ce qui conclut.
O

2.4.3 Matrices semblables

Définition. Deux matrices carrées M et M’ dans M, (K) sont semblables si et
seulement s'il existe P € GL,(K) tel que M’ = PMP~!. On définit ainsi une seconde
relation d’équivalence sur M, (K), appelée relation de similitude.

Remarque. Sideux matrices sont semblables, elles sont équivalentes, mais la réciproque
est fausse. En particulier, 'interprétation de la relation de similitude en termes d’opé-
rations élémentaires est délicate et non productive (jusqu’a preuve du contraire).

Remarque. Les classes d’équivalence de la relation d’équivalence sont entierement
déterminées par un entier, égal au rang des représentants de cette classe. Au contraire,
les classes d’équivalence de la relation de similitude sont nettement plus complexes.
Leur étude constitue la théorie de la réduction que vous étudierez en détail en seconde
année.

Exemple. Une matrice M de M, (K) est diagonalisable (resp : trigonalisable) si et
seulement si elle est semblable a une matrice diagonale (resp : triangulaire supérieure).

Propriété. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 0, muni d’une base e, et
soit u € L(E). On note M = mat(u,e). Soit M' € M,,(K).
M’ est semblable a M si et seulement s'il existe une base ¢’ telle que M’ = mat(u,¢’).
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En résumé, deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent un méme
endomorphisme dans des bases différentes, en imposant de prendre une méme base au
départ et a 'arrivée.

Démonstration.

Il suffit d’adapter la démonstration de la propriété analogue portant sur la relation
“étre équivalente a”. O

Propriété. Soient (M, M') € M, (K)? et P € GL,(K) tels que M' = PM P~
Alors, pour tout n € N, M = PM"P~! et pour tout Q € K[X], Q(M') = PQ(M)P~.
Si M’ et M sont inversibles, pour tout n € Z, M™ = PM"P~!.

Démonstration.
e Pourn=0, PM'P'=pPpt=1,=M"
Pour n > 0, supposons que M'™ = PM"P~!,
Alors M"Y = M™M' = PM"P~'PMP~! = PM"t1pP-1,
On a donc montré par récurrence que, pour tout n € N, M = PM"P~1.
o Soit @ € K[X]. Il existe (a,) € KM tel que Q@ = > a,X".
neN
PQ(M)P~' = P(Z anM"> P =3 a,PM"P =Y a,M™ = Q).

neN neN neN
e Supposons que M et M’ sont inversibles.

Soit n € N. M = (M™)~! = (PM"P~')"' = (P~1)"'M P~ = PM P,
Ainsi, pour tout n € Z, M™ = PM"P~!. o

3 Les hyperplans

Dans tout ce chapitre, on fixe un K-espace vectoriel F, ou K est un corps.

3.1 En dimension quelconque

Définition. Soit H un sous-espace vectoriel de E. On dit que H est un hyperplan si
et seulement si il existe une droite vectorielle D telle que H & D = F.
Ainsi, les hyperplans sont les supplémentaires des droites vectorielles.

Propriété. Soit H un hyperplan et D une droite non incluse dans H. Alors H®D = F.

Démonstration.

Il existe z; € F'\ H tel que D = Kux;.

o Sizxe HND,il existe A € K tel que x = Axy. Si A # 0, alors x; = %erce qui
est faux, donc A = 0 puis x = 0, ce qui prouve que la somme H + D est directe.

o Soit x € E. H étant un hyperplan, il existe une droite vectorielle Dy telle que
E =H& Dy. l existe xg € E'\ H tel que Dy = Kuxy.

Ainsi, il existe h € H et A € K tel que © = h + A\zy.
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De plus ;1 € E = H & Kz, donc il existe également \; € K et hy € H tels que
21 = hy + Axg. \y #0 car x; € H, donc xg = /\%(331 — hy).
Alors x = (h — /\—Alhl) + %% € H ® Kxq, ce qui prouve que £E = H® D. O

Propriété. Soit H une partie de £. H est un hyperplan de F si et seulement si il est
le noyau d’une forme linéaire non nulle.

De plus, si H = Ker(p) = Ker(¢)), alors ¢ et ¢ sont colinéaires. Ainsi H est le noyau
d’une forme linéaire non nulle, unique a un coefficient multiplicatif pres.

Démonstration.

e Supposons que H = Ker(y), ou p € L(E,K) \ {0}.

Il existe zg € E tel que p(zg) # 0. xg ¢ H donc HNKzy = {0} (raisonnement identique
a celui de la démonstration précédente).

o)
(o)
et * — Axg € Ker(p) = H, ce qui prouve que £ = H @ Kz, donc que H est un
hyperplan.

e Réciproquement, supposons que H est un hyperplan de E.

Il existe donc x € E'\ {0} tel que £ = H & Kuz.

Notons ¢ 'unique forme linéaire telle que ¢,z = 0 et p(x) = 1. ¢ est non nulle.
Deplus,siy=h+Xx e E,;ouhe Het A€ K,

y € Ker(p) <= ¢(h) + Ap(z) = 0 <= X =0 <=y = h < y € H, donc
Ker(p) = H.

Soit ¢ € L(F,K) telle que H = Ker(¢). Posons A = ¢ ().

Soit y=h+ar € E,ouh € HetacK. (y)=ar=Ap(y), donc ¢ = A\p. O

Définition. Soient H un hyperplan de E et ¢ € L(E,K) \ {0} tel que H = Ker(yp).
Alors x € H <= [(E) : ¢(x) =0]. On dit que (E) est équation de H.

De plus, si z € E, en posant A = ,on a ¢(x) = @(Axg), donc x = (x — Axg) + Azg

Exemples. {f e C([0,1,R) / /1 f(t) dt = O} est un hyperplan de C([0, 1], R).
0

L’ensemble des matrices carrées de taille n et de trace nulle est un hyperplan de M,, (K).

3.2 En dimension finie

Notation. On suppose que E est un espace de dimension finie notée n, avec n > 0.
Sie=(ey,...,e,) est une base de E, pour tout ¢ € {1,...,n}, on note e 'application
qui associe a tout vecteur x de E sa i®™° coordonnée dans la base e.

ATTENTION : e} dépend non seulement de e; mais également des autres e; : si I'on

change la valeur de e; dans la base e, on change a priori la valeur de e3.

Propriété. Avec les notations précédentes, la famille e* = (€])1<;<, est une base de
L(E,K) = E*, que 'on appelle la base duale de e.
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Démonstration.
n n

Soit W € E* : Pour tout z € £, x = Zef(m)ei, donc ¥(x) = Zef(x)\li(ei).
i=1 i=1
Ainsi, ¥ = Z U(e;)er € Vect(e],...,er).
i=1
Ceci prouve que e* est une famille génératrice de £*. De plus
dim(L(E,K)) = dim(E) x dim(K) = n, donc e* est une base de E*. O

Remarque.
Les hyperplans de E sont les sous-espaces vectoriels de F de dimension n — 1.

Définition. Soit e = (eq,...,e,) une base de E' et H un hyperplan de F.
Si H = Ker(¢), ou ¢ € E*  en notant ¢ = Zaief, I’équation de I'hyperplan H

i=1

n n
devient = = inei € H <= Zaﬂ:i =0 : (E). On dit que (F) est une équation
i=1 i=1
cartésienne de 'hyperplan H, c¢’est-a-dire une condition nécessaire et suffisante portant
sur les coordonnées de = dans la base e pour que x appartienne a H.

Démonstration. . .
x € H <= ¢(x) =0, or Y(z) = [Z aieﬂ (Z xjej> = Z a;zje;(ej), or ef(e;)
=1 j=1 1<i<n
1<5<n

n

représente la i-eéme coordonnée de e;, donc €} (e;) = §; ;, puis P(x) = E a;x;, ce qu'il
=1

fallait démontrer. O

Exemple. Dans un plan vectoriel rapporté a une base (7, 7), une droite vectorielle D
a une équation cartésienne de la forme :
T =aT+yJE€ D <= ar+by =0, ou (a,b) € R?\ {0}.

Exemple. Dans un espace vectoriel de dimension 3 rapporté a une base (7,7, E), un
plan vectoriel P a une équation cartésienne de la forme :
U =ar+yj+ 2k € P <= ax +by+cz =0, ot (a,b,c) € R®\ {0}.

3.3 Les hyperplans affines

Notation. Soit £ un espace affine de direction F. On fixe un point O € &.

Définition. On appelle hyperplan affine de £ tout sous-espace affine de £ dont la
direction est un hyperplan de E.

Propriété. Soit H une partie de £.
H est un hyperplan affine de £ si et seulement si il existe ¢ € L(E,K) \ {0} et a € K
tel que, pour tout M € &€, [M € H <~ w(m) = al.
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Dans ce cas, la condition <p(OM) = a est appelée une équation de H.
De plus, la direction de H est 'hyperplan Ker(y), d’équation ¢(x) = 0 en 'inconnue
re k.

Démonstration.

o Supposons que H est un hyperplan affine de direction H.

On sait qu'il existe ¢ € L(F,K) \ {0} tel que H = Ker(y).

Il existe A € H. Ainsi, pour tout M € &,
ME'H(E)IWGH:}@(W)—O@@W :gpm).

o Réciproquement, supposons qu'il existe ¢ € L(E,K) \ {0} et a € K tel que, pour
tout M € &, [M € H <= ¢(OM) = al.

¢ # 0, donc rg(yp) > 1, mais Im(¢) C K, donc Im(p) = K. Ceci prouve que ¢ est
surjective En particulier, il existe 75 € E tel que ¢(74) = a. De plus il existe A € €
tel que 74 071

AmsaMG’H(z)gom @i(ﬁwm—Ob}meKer , donc
H = A+ Ker(p), ce qui prouve que H est un hyperplan affine de direction Ker(gp). ]

Remarque. Dans le cas particulier ou £ = E et ou O = 6), I’équation devient
©(M) = a, donc les hyperplans affines de E sont exactement les ¢~ 1({a}), avec
v € L(E,K)\ {0} et a € K.

Exemple. {M € M, (K) / Tr(M) = 2} est un hyperplan affine de M,,(K).

Propriété. Supposons que E est de dimension finie égale a n € N* et que E est muni
d’une base e = (ey,...,e,), dont la base duale est notée e* = (e],...,e}).

Soit H un hyperplan affine de £, dont une équation est ¥(OM) = a.
Notons (o, . .., ay) les coordonnées de W dans e*. Si M a pour coordonnées (z1, . . ., x,)

dans le repére affine (O,e), alors M € H <— Z ;T = a.

i=1
Cette derniere condition est donc la forme générale d’'une équation cartésienne d’hy-
perplan affine en dimension n.
Pour n = 2, on obtient la forme générale d’une équation de droite, et pour n = 3, il
s’agit de la forme générale d'une équation de plan.

3.4 Application aux systemes linéaires

Notation. On fixe (n, p) € N*? et on considére un systeme linéaire de n équations
p inconnues de la forme :

( Q1,171 + -+ a1 ply = bl
(S) . ;171 + -+ Q; pTp = bl s
\ On 171 + -+ Applp = bn
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ol, pour tout (4,7) € {1,...,n}x{1,...,p}, a;; € K, pour tout i € {1,...,n}, b € K,
les p inconnues étant z, ..., x,, éléments de K.

Propriété. Notons M = (a; ;) i<i<n € Mg(n,p) la matrice de (.5).

Ainsi (S) <= MX = B, ot B = (b;)1<i<n € K™. Si (S) est compatible, 'ensemble des
solutions de (.S) est un sous-espace affine de K? de dimension p — r, ou r désigne le
rang de M et dont la direction est Ker(M).

Démonstration.
Supposons que (S) est compatible. Il existe X, € K? tel que M X, = B.
Ainsi, (5) <= MX = MX) <= X — Xy € Ker(M) <= X € (Xo + Ker(M)). o

Notation. Soient E et F' des K-espaces vectoriels de dimensions p et n munis de bases
e=(ey,...,ep) et f=(f1,..., fn). On note u I'unique application linéaire de L(E, F)
telle que mat(u, e, f) = M, x le vecteur de E dont les coordonnées dans e sont X et b
le vecteur de F' dont les coordonnées dans f sont B. Alors (S) <= u(z) = b.

Propriété. L’ensemble des solutions de (S) est soit vide, soit un sous-espace affine
de E de direction Ker(u).

Quatrieme interprétation d’un systéme linéaire : A ['aide de formes linéaires.

Notons e* = (], ..., e;) la base duale de e. Pour tout i € {1,...,n}, posons
l; = Z ai,je;. Ainsi, (ly,...,1,) est une famille de formes linéaires telles que
j=1

(S) <= [Vie {1,...,n} l;(z) = b;] et 'ensemble des solutions de (5) est ﬂl ({v:}).

C’est donc une intersection d’hyperplans affines, si pour tout ¢ € N,,, [; 7é O

Propriété. Si E est un K-espace vectoriel de dimension p, l'intersection de r hyper-
plans vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de dimension supérieure a p — r.
Réciproquement tout sous-espace vectoriel de F de dimension p —r ou r > 1 est une
intersection de r hyperplans de E, donc est caractérisé par un systeme de r équations
linéaires.

Démonstration.

o Considérons r (avec r > 1) hyperplans de E, notés Hy,..., H,.

Pour chaque i € {1,...,r}, il existe une forme linéaire non nulle ¢; telle que
T

H; = Ker(¢;). Notons F' = ﬂHZ Fixons une base e = (ey,...,¢e,) de E et notons a
nouveau e* = (ef,...,ey) la ig;se duale de e.

Pour tout 7 € {1,...,7}, il existe (i j)1<j<p € K? telle que ¢; = Ep:aivje;f.

Ainsi,ppour tout x € F, - ,

x:ijej eF<=Vie{l,...;r} Li(x)=0<Vie{l,...,r} Zai,jxj = 0.

j=1
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Alors avec les notations précédentes, F' = Ker(u) et dim(F') = p — rg(u) > p — r, car
la matrice de u possede r lignes.
¢ Pour la réciproque, soit F' un sous-espace vectoriel de £ de dimension p —r
avec r > 1. Notons (fr41,..., fp) une base de F', que l'on complete en une base
f=(fi,..., fp) de E. Notons f* = (ff,..., f,;) la base duale de f.

p

Six:ijfj cebreF<ux=-=x=0Vie{l,....r}, ff(z)=0.
j=1

Ainsi, F est caractérisé par un systeme de r équations linéaires.

De plus, en notant H; = Ker(ff), [t € F <= Vi € {1,...,r}, = € H;], donc F est

Iintersection des r hyperplans Hy,..., H,. O

-,

Exemple. Dans un espace vectoriel de dimension 3 rapporté a une base (7,7, k), une
droite vectorielle D est caractérisée par un systeme de 2 équations cartésiennes de la

forme :
/

a a
TV = al+yl+zk € D < {a(’zjili)’yy——i_i—cjz ;8, ol b |,V est une
c d

famille libre dans K3.

Propriété. Soit £ un espace affine de direction E et F un sous-espace affine de
€ dirigé par F' # E. On sait que F' est 'intersection de r hyperplans vectoriels (ou
r = dim(F) — dim(F)) Hy,..., H,, qui sont chacun le noyau d’une forme linéaire non
nulle, notée 1, ..., Q,.

Il existe A € € tel que F = A+ F, donc

MeF < AMeF < (Vic{l,....,r} p,(0OM) = p:;(0A)).

Cette derniere condition constitue un systeme d’équations de F.

Ainsi, tout sous-espace affine de £ peut étre caractérisé par un systeme d’équations
linéaires.

Corollaire. Tout sous-espace affine strictement inclus dans &£ est une intersection
d’un nombre fini d’hyperplans affines.
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