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Exercices

Ce document, propriété de , rassemble des exercices pour l’ensemble de I'année en MPSI;. Tous ne seront pas forcément
corrigés en classe ; beaucoup sont difficiles et il est nécessaire d’y passer un temps conséquent de recherche active aprés avoir appris son cours.
Certains exercices plus originaux sont signalés avec le symbole ¢ ; d’autres plus standards sont placés sur un fond coloré.

En complément de ce polycopié, on peut tester son apprentissage du cours avec les questionnaires Vrai/Faux disponibles sur la page lwww.rogermansuy.fr/ HX2/|
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Faire et non pas subir, tel est le fond de ’agréable.

Alain, Propos sur le bonheur

[} [ ]
[ ) [ ] [ )
Le signe du progres véritable en toute action est
le plaisir qu’on y sait prendre. D’ou l'on voit que
le travail est la seule chose délicieuse, et qui suffit.
J’entends travail libre, effet de puissance a la fois
et source de puissance.

Alain, Propos sur le bonheur

Les minutes, mortel folatre, sont des gangues
Qu’il ne faut pas lacher sans en extraire ’or !

Baudelaire, Fleurs du Mal

Gardez-vous bien de prolonger vos plaintes, car,
ainsi que l'a dit le rhéteur Apollonius, rien ne
seche plus vite que les larmes.

Cicéron, De l’invention oratoire

Il n’y a qu’une fagon d’échouer, c’est d’abandon-
ner avant d’avoir réussi.

attribué a George Clemenceau

[} [ ]
[ ) [ ] [ )
Tenter, braver, persister, persévérer, étre fidele a
soi-méme, prendre corps a corps le destin, étonner
la catastrophe par le peu de peur qu’elle nous
fait, tantot affronter la puissance injuste, tantot
insulter la victoire ivre, tenir bon, tenir téte.

Victor Hugo, Les misérables

Travaillez, prenez de la peine :

C’est le fonds qui manque le moins.

Un riche Laboureur, sentant sa mort prochaine,
Fit venir ses enfants, leur parla sans témoins.
Gardez-vous, leur dit-il, de vendre I'héritage
Que nous ont laissé nos parents.

Un trésor est caché dedans.

Je ne sais pas 'endroit ; mais un peu de courage
Vous le fera trouver, vous en viendrez & bout.
Remuez votre champ des qu’on aura fait I'Ofit.
Creusez, fouillez, béchez ; ne laissez nulle place
Ou la main ne passe et repasse.

Le pére mort, les fils vous retournent le champ
Deca, dela, partout ; si bien qu’au bout de I'an
Il en rapporta davantage.

D’argent, point de caché. Mais le pere fut sage
De leur montrer avant sa mort

Que le travail est un trésor.

Jean de La Fontaine, Fables

Tenez-vous a ’écart des gens qui freinent vos am-
bitions. Les petits esprits font toujours cela. Les
plus grands esprits seuls vous font sentir que vous
aussi, pouvez devenir grand.

attribué ¢ Mark Twain




MPSI,,

CHAPITRE 1

R. MANSUY

Préliminaires

Exercice 1.1

1

o

10.

11.

Soit © € N.

Soit x,y € R.

Soit x,y € R.

Soit x,y € R.

Soit z,y € Ry.

Soit x,y € R.

Soit z,y,z € R.

Soit x,y € R.

Soit z € R.

Soit x,y € R.

Soit x,y € R.

Placer dans chaque affirmation le symbole adapté parmi =, < ou < (si cela
est possible).

z>1 x>0
r=vy 22 = o2
23 = P 22 = 2
ot =y 22 = o2
T=y 22 =92
22 442 =0 =y
xT=y xz =Yz
|z + |y[ =0 lz 4y =0
<z r<l1
<y 2% < y?
<y [z =1 <y -1
P T

Exercice 1.2

Un entier naturel n est un palindrome si la lecture de gauche a droite de son
écriture décimale donne le méme résultat que la lecture de droite a gauche.
Déterminer les affirmations correctes parmi les suivantes

1. Les multiples de 11 sont des palindromes.

Les multiples de 11 a 2 chiffres sont des palindromes.
Les multiples de 11 a 3 chiffres sont des palindromes.
Les palindromes a 2 chiffres sont des multiples de 11.

Les palindromes a 3 chiffres sont des multiples de 11.

S Gk N

Les palindromes a 6 chiffres sont des multiples de 11.

Exercice 1.3

Nier les propositions suivantes

1. Si vous n’apprenez pas le cours, vous n’aurez pas de bons résultats.
2. Vous faites du sport et des mathématiques.

3. (PANQ) = R

4. (PAQ) = (RNQ).

5. P = (QVR).

6. Vn € Z, 3k € N, (n? —1=4k)V (n? = 4k).

7.

VA >0, 3n >0, Vz €]a —n,a + 1], |f(x)] > A.

Exercice 1.4

Soit f : I — R. Ecrire les propositions avec quantificateurs pour
1. f n’est pas une fonction constante.
2. f prend des valeurs arbitrairement grande.
3. f s’annule au plus une fois.

4. f admet un maximum global.

I came as a king, I left as a legend
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Exercice 1.5

Dessiner 'allure de la courbe représentative de f : [0, 1[— R telle que
> Ve e [0,1], 3IM >0, f(x) < M.
> Vx € [0,1], Jy,z € [z,1], fly) < f(z) < f(2).

Exercice 1.6
Soit x1, x3, .., T, > 1. Montrer que

T+ To+ ...+, <n—14+z122...2,.

Exercice 1.7
Notons, pour tout k € N\ {0}, uy, le plus grand diviseur impair de k.
Montrer que, pour tout n € N\ {0},

2
Up+1 + Upg2 + ... + U2y, = N7

Exercice 1.8
Définissons, pour tout entier n > 3, la propriété P,, :
il existe un n-uplet (u1,...,u,) d’entiers strictement posi-
n
tifs tel que uy <ug < ...<upetl= > uik
k=1

1. (a) Supposons qu’il existe un triplet (uy,us,us) tel que u; < ug < ug et

1 1 1
l=— 4+ —+—.
Ul u us

i. Montrer que u; < 3; en déduire la valeur de u;.
ii. Trouver les valeurs de us et ug.
(b) En déduire qu’il existe un unique triplet (uy,us,us) vérifiant Ps.

2. En s’inspirant de la question précédente, montrer que P, est vraie et
trouver tous les quadruplets correspondants.

3. Démontrer P,, pour tout n > 3.

Exercice 1.9
Soit n > 3. Montrer que la somme des angles d’un n-gone convexe est (n — 2)m.

Exercice 1.10
1. Calculer s, = k* — (k+1)? — (k + 2)? + (k + 3)? pour tout k € N.
2. Remarquer la valeur de sy — sx44 pour tout k € N.

3. En déduire que, pour tout entier n, il existe une infinité d’entiers p et
des suites (i )k<p € {£1}P tels que n = 112 + 2222 + ...+ g,p%

Exercice 1.11
Soit (pn)n>1 la suite croissante des nombres premiers. Montrer que, pour
toutn > 1,
271—1
Pn <27 .

On pourra utiliser la preuve d’Euclide de 'infinité des nombres premiers.

Exercice 1.12
Une suite réelle (uy,)n est de Cauchy si

Ve >0, AN € N, Vn,p > N, [un, — up| < e.

1. Montrer qu’une suite convergente est de Cauchy.
2. Ecrire la négation de la définition de suite de Cauchy.

3. Comparer cette définition avec la suivante :
Ve >0, N €N, Vn,p > N, lun, — up| < €.
4. Comparer cette définition avec la suivante :

Ve >0, AN €N, Vn > N, Vp € N, | — Untp| < e.

Exercice 1.13
Considérons les deux propositions suivantes pour une application f : R — R.
> f admet une limite finie en a si

HeR, Ve>0, In>0, Vzre€la—na+n], |f(z) — ¢ <e.
> f tend vers +00 en a si
VA>0, In>0, Vz€la—na+n f(z) > A.

Montrer, par contraposition ou par I'absurde, que si f admet une limite finie
en a, alors f ne tend pas vers +o0o en a.

I came as a king, I left as a legend



MPSI,,

CHAPITRE 2

Ensembles et

R. MANSUY

applications

Exercice 2.1
Soit (A;,)n une suite de parties d’un méme ensemble E. La limite supérieure de
cette suite, notée lim sup A,,, est ’ensemble des éléments de E qui appartiennent
a une infinité de termes de la suite.

1. Ecrire cette définition avec une phrase quantifiée.

2. Ecrire cette définition avec les opérations ensemblistes.

Exercice 2.2
Soit A et B deux parties d’'un ensemble E. Résoudre I'équation AN X = B
puis I'équation AU X = B.

Exercice 2.3
Montrer que dans toute famille finie de parties d’une ensemble E, il en existe

une qui n’en contient aucune autre.

Exercice 2.4 (point five de Knaster-Tarsky)

Soit f : P(E) — P(E) croissante pour l'inclusion. Montrer qu’il existe une
partie X C E telle que f(X) = X. On pourra considérer la réunion de toutes
les parties de E incluses dans leur image par f.

Exercice 2.5
Soit E un ensemble. La différence symétrique de deux parties A et B de E est

AAB = (ANB)U(ANB).

®

1. Montrer que, pour toutes parties A et B, AAB=(AUB)NANB.

2. Vérifier que, pour toutes parties A et B, la fonction indicatrice de AAB
est égale a
14+1g —21415.

Retrouver le résultat de la question précédente.

3. Montrer que A est une loi de composition interne sur P(E) associative,
commutative, d’élément neutre @ et telle que toute partie admette un
symétrique.

4. Montrer que la loi N est distributive sur A.

Exercice 2.6

Soit A, B, C trois parties d’'un ensemble E et D la partie des éléments ap-
partenant exactement a deux des parties A, B, C. Calculer I'indicatrice 1p en
fonction de 14, 1 et 1.

Exercice 2.7
Soit A et B deux parties de E. Définissons

,{P(E) —  P(A) x P(B)
' X = (AnX,BnX)

1. Montrer que @ est injective si, et seulement si, AUB = FE

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit surjective.

3. On suppose que ¢ est bijective. Calculer =1,

Exercice 2.8
Montrer que (n,p) ~ (2n + 1)2P réalise une bijection de N? dans N\ {0}.

Exercice 2.9
Soit f :m s 2n et g : n — |n/2]. Btudier I'injectivité et la surjectivité des N
dans N des applications f, g, foget go f.

Exercice 2.10
Soit f et g deux bijections de Z dans Z. Montrer que 'application k — f(k)g(k)
n’est pas une bijection de 7 dans 7.

I came as a king, I left as a legend
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Exercice 2.11

Exhiber des fonctions f : R — R et g : R — R telles que f o g est injective mais
f non injective.

Exercice 2.12

Soit f : E — E telle qu’il existe un entier n > 2 pour lequel f™ = f. Rappelons
que f" désigne la composé n-ieme de f.

1. Montrer que f est injective si, et seulement si, f est bijective.

2. Déterminer les applications f injectives dans le cas n = 2.

Exercice 2.13

| Soit E un ensemble et f:+ E — E. Montrer que f est injective si, et seulement
si, pour toutes parties A et B de E, f(ANB) = f(A) N f(B).

Exercice 2.14
Soit f: E— F, AC E et B C F. Montrer que f(AN f~Y(B)) = f(A)N B.

Exercice 2.15
Soit f : E — F Posons

P(E P(F P(F P(E
‘I’:{ R q’{ 5o

1. Montrer que f est injective si, et seulement si, ¢ est injective.
2. Montrer que f est injective si, et seulement si, ¥ est surjective.

3. Trouver des analogues pour f surjective.

Exercice 2.16 ( «))
Soit f : N — N injective et g : N — N surjective telles que

f(n) < g(n).

Vn € N,

Montrer que f = g.

Exercice 2.17
Soit f : F — FE et g : G — E deux applications.

1. Montrer qu’il existe une application h : G — F telle que g = f o h si, et
seulement si, g(G) C f(F).

2. A quelle condition cette application h est-elle unique ?

Exercice 2.18
Soit E et F des ensembles tels que |E| > 3 et f, g des applications de E dans F.
On suppose que

Vo # y,

Montrer que f ou g est constante.

Exercice 2.19

Déterminer les réels « tels que la loi de composition interne définie par

Ve, y € R, xxy=zy+alz+y)

soit associative.

Exercice 2.20

1. Soit la relation binaire R sur les entiers définie par xRy six + 1y est pair.
Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Est-ce encore vrai avec la relation binaire R sur les entiers définie par
TRy si x + y est un multiple de 3 7

Exercice 2.21
Soit E' un ensemble et A une partie de E. On définit une relation R sur P(E)
par
XRY e XUA=YUA

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Décrire la classe d’équivalence de X € P(E).

Exercice 2.22

On définit une relation ~ sur R par x ~ y si
cos’>x +siny = 1.

Montrer que ~ est une relation d’équivalence puis déterminer ses classes d’équi-
valence.

Exercice 2.23

On définit une relation ~ sur RN par u ~ v si

Vn €N, dp,q > n, Uup < vy et vg < Up.

I came as a king, I left as a legend
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1. Montrer que ~ est une relation d’équivalence.
3. Montrer que

2. Déterminer la classe d’équivalence de la suite constante égale a 1. Va,ycE z®y = inf(z,y)
) ) ) *

E ice 2.24
EREICIEC 220 Exercice 2.27

1. Soit A et B deux parties non vides de R telles que [ Soit E un ensemble ordonné tel que, pour tous z, y € E, sup(z,y) et inf(x,y)

existent.

V(a,b) € Ax B a <b.
1. Montrer que sup et inf sont des lois de composition internes associatives.

Montrer que sup A et inf B existent et que sup A < inf B. 2. A quelle condition admettent-elles des éléments neutres ?

2. Exhiber un exemple de parties A et B telles que sup A = inf B et 3. Soit z, y € E. Montrer que
V(a,b) € Ax B a<b. sup(z, inf(x,y)) = inf(z, sup(z, y)) = .

4. Soit x,y, z € E tels que x < z. Montrer que
Exercice 2.25 . .
Considérons < la relation binaire sur R? définie par sup(z, inf(y, 2)) < inf(sup(z,y), 2).

(z,y) < (2',y) & 2 —z| <y —y.

1. Montrer que < est une relation d’ordre. Est-il total 7

2. Montrer que la borne supérieure de A = {(x,y) € R?, 2% +y* < 1} est

(0,v2).

A\

ah
N,

Exercice 2.26
Soit ® une loi de composition interne commutative et associative sur E, telle
que, pour tout x € E, x ® x = x. Définissons la relation < sur E par

T<LYSrQYy =x.

1. Reconnaitre < lorsque @ est 'intersection sur P(X).

2. Montrer que < est une relation d’ordre.

I came as a king, I left as a legend
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Exercice 3.1

Soit n € N. Calculer les complexes (i —/3)" et (1+itan6)" pour § € R\ {Z +
kr, k € LY.

.

Exercice 3.2
Déterminer les entiers n € N tels que (1 +14)" € (R.

W

Exercice 3.3

i\ 1P
Déterminer la partie réelle de ( fj:f) .

T

Exercice 3.4
Résoudre I'équation 2% — 2z +i = 0.

W

Exercice 3.5
Résoudre I'équation (1+i)22 —z—1+i=0.

W

Exercice 3.6
Soit 6 € R. Résoudre I'équation z* — 2cos(0)z? + 1 = 0.

W

Exercice 3.7
Résoudre I'équation 2 + (i —2)2? + (3 — 3i)z +2i — 2 = 0 sachant qu’elle admet
une solution réelle.

=
i
o
@
c.
a
&
»
o

Soit a, b € C. Résoudre I'équation 2% = 4ab + 2i(a’? — b?).

=
%
o)
&
o
=.
Q
o
w
©

Soit n > 1. Résoudre I’équation z" = Z.

Exercice 3.10

Résoudre I'équation 1 +Z = |z|.

Exercice 3.11
Résoudre I'équation Re(23) = Jm(23).

Exercice 3.12
Soit aw € \R et n € N\ {0}. Montrer que les complexes z vérifiant I’équation
n

(ifzz) = « sont tous réels si, et seulement si, |a] = 1.

Exercice 3.13
Montrer que, pour tout z €, |z — 1| < |z — j| + |z — j?|.

Exercice 3.14

Soit a €*. Déterminer les z € tels que |z — a| = |z + al.
A

<A

A\

Exercice 3.15

Soit a, b €. Montrer que |a| + |b| < |a + b + |a — b].
Etudier le cas d’égalité puis interpréter cette inégalité pour les longueurs re-
marquables d’un parallélogramme.

Exercice 3.16

Soit a, b, ¢ et d des complexes de module 1. Montrer que |ab—cd| < |a—c|+]b—d|.

I came as a king, I left as a legend
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Exercice 3.17

Déterminer I'ensemble des complexes s’écrivant comme somme de trois com-
plexes de module 1.

Exercice 3.18

Soit z €. Calculer |z —1|>+|z+1|? puis interpréter géométriquement le résultat
obtenu.

M

Exercice 3.19

Soit z et 2z’ des complexes de module au plus 1. Montrer que

min(|z 4 2/, |z — 2']) < V3.

Exercice 3.20 ( «))

Soit z1,...,2, € et

M =sup{lerz1 + €222 + ...+ €nznl, (€1,...,€,) € {£1}"}.

Montrer que |z1| + |z2| + ... + |2n] < 2M.

Exercice 3.21

Soit z € de module 5 et de partie imaginaire positive tel que la distance entre
(14 2i)2% et 2° est maximale. Calculer z*.

Exercice 3.22

Soit a, b, c € deux a deux distincts. Montrer que les propositions suivantes sont
équivalentes

i. les points d’affixes a, b, ¢ forment un triangle équilatéral ;
ii. j ou j2 est solution de az®> + bz +c=0;

ifi. a2+ 0%+ =ab+ac+bc;

iv. L+ +-L =0

c—a

Exercice 3.23

Soit u, v, w € tels que v+ v +w = 0. Montrer que v = jv = j2w ou u = jw =
2
Jjev.

Exercice 3.24

Considérons 'application

N 2

z — 41

Déterminer f(U).

Exercice 3.25

Considérons 'application

po VO

z — 1+%

Déterminer I'image par f de la droite formée des complexes de partie réelle 1,
puis I'image de I'axe des abscisses privé de I'origine.

Exercice 3.26
Soit P={2z€C, Jm(z) >0} et D={z€C, |z] <1}.

1. Soit z € P. Montrer que 2 € D.

2. Soit z # —i tel que :-Z € D. Montrer que z € P.

3. Montrer que 'application

P = D
e » o=

est une bijection puis calculer sa réciproque.

Exercice 3.27
Soit u € C\ {1} et z € C\ R. Montrer que

Z— Uz
eR &

=1.

I came as a king, I left as a legend
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CHAPITRE 4

Manipulations algébriques

Exercice 4.1 Exercice 4.7

Calculer 1 ivant " .
AICHICT JO5 SOIIES SUIvantes Calculer le produit [] % avec des factorielles.

1Y k(3k+1) 2.0 4o 3.3 (—1)Fk
k=0 k=0 k=0 Exercice 4.8
Calculer le produit H %‘IB‘H
Exercice 4.2
Calculer par télescopage les sommes kgo (k%l), et kgl m Exercice 4.9

n
Calculer, pour tout 6 € R, la somme (Z) cos(k0).
k=0

Exercice 4.3

- 1
Calculer la somme 1;::1 AT VR Exercice 4.10

n
Calculer Y~ sin(kx)? pour z € R.
Exercice 4.4 k=1

Calculer les sommes Exercice 4.11

n

" /n “/n on+1 Calculer Ia somme Y ;_ -
Z Z _1)E Z 2k+1 k=0 (n—K)I(k+1)!
(k) ’ (2]6) ( ) ’ <2k == 1)t

k=0 k=0 k=0
k=0[3] Exercice 4.12
n
2
Calculer Y k(7).
k=0
Exercice 4.5 Exercice 4.13
Soit © > 0 et n € N\ {0}. Montrer que Z (§+z >on 1, So1.t Z1 , .., Tp des entiers tel/s que, pour to'ut k, 0 §7 mklg k et x, # 0. La suite
+ finie (x1, ..., xp) s’appelle Iécriture factorielle de I’entier
Exercice 4.6 n= Z k!,
n n
Soit z1, ¥, .., T, € R et x, 11 = x1. Montrer que Y. xpxpi1 < > 7
k=1 k=1 Montrer que cette écriture existe et est unique pour tout entier naturel n.

I came as a king, I left as a legend
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Exercice 4.14 ( «))

Soit ¢ D'application qui associe & f dérivable la fonction x — xf'(x).

1. Montrer qu’il existe une suite (agn)r<n telle que, pour tout f fonction
n fois dérivable,

Vo, (@) =) arna” fF ().
k=0

2. Montrer que, pour tout 0 < k <n, agn+1 = kagn + arx—1n.

Exercice 4.15
Montrer que

Exercice 4.16

Soit (un)n la suite définie par u; = 1 et, pour tout n € N\ {0},

U2n = Unp, U2n4+1 = (*l)nun
1789

Calculer Y upujia.
k=1

Exercice 4.17

P
Posons, pour tout p <n, S, = > (Z)

1. Montrer que pour tout p € [0,n — 1], Sp, + Sp_p_1 = 2".
n—1

2. En déduire ) S,.
p=0

3. Montrer que

Exercice 4.18
On rappelle I'identité de Vandermonde

>0~ ()

Déduire de cette identité I’expression des sommes
" a b - a b " 5fa b
20 B 26
k=0 k=0 k=0

Exercice 4.19

] n k—1
Calculer la somme double Y > + .
k=1 1=1

Exercice 4.20
Calculer les sommes doubles Y Y 22— S N min(k, 1) et > S |k —1| .

k=01=0 k=01=0 k=01=0
Exercice 4.21
nolnzl oikin
Soit m, n € N\ {0}. Calculer e n
k=1 1=1

Exercice 4.22

n—1
Soit n € N\ {0}, ag,...,an_1 €, P: 2 Y apz® et M = max{|P(z)|, z €
k=0

U, }. Montrer que, pour tout k, |ax| < M.
k

On pourra se ramener aux sommes Ay = Y, z".
z€eU,

Exercice 4.23

n
Soit ag > ay > ... > ap >0 et z € tels que Y arz® = 0. Montrer en minorant

k=0
n

le module de (1 — 2) Y apz*, que |z| > 1.
k=0

I came as a king, I left as a legend
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Corps des réels (topologie)

Exercice 5.1
Soit z, y € [0, 1].
1. Montrer que 2% + y?> — zy < 1.

2. Montrer que min(zy, (1 —z)(1 —y)) < 1.

Exercice 5.2
Déterminer les réels = tels que |z 4 2| — 2|z| < 1.

Exercice 5.3
Déterminer les réels x et y tels que (v +y)™ = 2T +y™.

Exercice 5.4
Déterminer les réels x1, .., x, tels que

n n
> we| =Dl
k=1 k=1

Exercice 5.5

Déterminer parmi les parties suivantes de R? celles qui sont convexes

1. {(z,y) € R?, |z| < 1 ou |yl < 1}
2. {(x,y) € R?, |z| +2)y| < 1}

3. {(x,y) € R?, |zy| < 1}

4. {(z,y) €R?, 2t =[y|}

Exercice 5.6
Soit r > 0. Montrer que rZ est un fermé de R.

Exercice 5.7

Notons, pour tout r > 0, A C R? la réunion des disques (fermés) centrés sur
(L, 1) et de rayon =

no

1. Montrer que si 7 > /2, A est un fermé de R2.

2. Montrer que si r < /2, (0,0) est adhérent & A mais n’appartient pas
aA.

Exercice 5.8

Soit A un ensemble fermé de R.
1. L’ensemble {a +n, a € A,n € Z} est-il toujours fermé ?

2. Reprendre la question en rajoutant I’hypothése A borné.

Exercice 5.9

Soit A un fermé de R™. Montrer que A est égal a I’ensemble de ses points
adhérents.

Exercice 5.10

Soit A, B deux parties disjointes de R™ telles que A est ouvert. Montrer que A
ne contient aucun point adhérent a B.

Exercice 5.11

Pour toute partie A C R™, posons
A*={z eR", Va € A, [a,z] C A}.

1. Montrer que si A est fermé, alors A* est fermé.
2. Trouver un contre-exemple a I'implication réciproque.
3. Calculer A* pour A = {(z,y) € R?, |zy| < 1}.

Exercice 5.12

Soit A et B deux ouverts de R™. Montrer que {a+ b, a € A,b € B} est un
ouvert.
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Suites numériques

Exercice 6.1
Expliciter les suites définies par

1. ug = —3 et, pour tout n, Up+1 = 2U, + 7

2. ug =Jj + 1 et, pour tout n, Up+1 = ju, +1
3. up = 0 et, pour tout n, upt1 = 2uy, + 2" —n
4

. ug = 0 et, pour tout n, up41 = 2u, +3" +1

Exercice 6.2
Le probléme des tours de Hanoi consiste a déplacer des disques de tailles dif-
férentes entre trois pics de sorte a ce qu’au départ, tous les disques sont sur le
premier pic (la taille étant décroissante avec la hauteur) et qu’a I'arrivée, tous
les disques sont sur le troisiéme pic. Les contraintes sont les suivantes
> on ne peut déplacer qu’un disque du sommet d’un pic vers le sommet
d’un autre pic;
> on ne peut poser un disque que sur un pic vide ou un pic dont le disque
au sommet est de rayon plus grand que celui que I’on pose.

Notons u,, le nombre minimal de déplacements pour n disques.

1. Déterminer une relation de récurrence pour la suite (uy,).

2. En déduire la valeur de u,,.

Exercice 6.3
Soit o € R et (uy,),, la suite définie par :

Vn € N, Up42 — 2COS QUp+1 + Uy = 0.

Donner I'expression de u,, en fonction de n.

Exercice 6.4

Soit a € R, a, b, ¢ des réels non tous nuls. Considérons E ’ensemble des suites
vérifiant la relation de récurrence

Vn € N, AUng2 + bUpy1 + cu, = a”.

1. Montrer que si a n’est pas racine de I'équation ax? + bx + ¢ = 0, alors
E contient une suite géométrique de raison .

2. Montrer que si « est racine simple de I'équation ax? + bx + ¢ = 0, alors
E contient une suite de la forme (Cna™),,.

3. Trouver une suite de E dans le cas ot « est racine double de I’équation
azx® +bxr+c=0.

4. Trouver toutes les suites de E danslecasa=1,b=c=4 et a = —2.

Exercice 6.5

Considérons la suite (uy)n>1 dont les valeurs sont successivement 1, 2, 2, 3, 3,
3,4,4, 4, 4..Donner une expression explicite de u,, en fonction de n.
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Exercice 6.6 Exercice 6.15
Soit (un), une suite définie par ug =1 et Etudier, par inégalités, la convergence des suites définies par
= 1 = 1 2 %~ 1
Vn €N, Up41 = Huk +2 Loun =357 53 2. vn =1 Y, o
k=1 k=1

k=0

Déterminer, pour n € N\ {0}, I'expression de u,, en fonction de n.

Exercice 6.7
La suite (1" + j™ + j2"),, est-elle convergente ?

Exercice 6.8
Soit (uy,)n une suite telle que

Ea

1

Vn € N\{0}, ¥k € N\{0}, 0 <uy<—+ .

e

Montrer que u, — 0.

Exercice 6.9
Soit (uy)n une suite réelle convergente. Est-ce que (|uy])n est convergente ?

Exercice 6.10

Soit a > 0. Etudier la convergence de la suite (|a" | ),,.

Exercice 6.11

Etudier la suite définie par ug > 0 et, pour tout n, w1 = u2|1/uy,|.

Exercice 6.12
Soit (un) et (vy,) deux suites réelles de majorants £ et ¢’ respectivement telles
que u, + v, — £+ {¢'. Montrer que u,, — £.

Exercice 6.13

Soit (un)n et (vy)n deux suites telles que u2 + vZ + u,v, — 0.
Montrer que u, — 0 et v, — 0.

Exercice 6.14
Soit A > 1 et (uy), € RY. Considérons (vy,),, définie par v, = Aupi1 + Up.
Montrer que (u,), converge si, et seulement si, (vy,), converge.

Exercice 6.16
La suite ({/1789 + (—1)™),, est-elle convergente ?

Exercice 6.17

Soit p € R. Etudier la convergence de la suite ((*")p")n.

Exercice 6.18
Soit A € R. Déterminer la limite de la suite (tan" (g + A))n

n

Exercice 6.19 ( «))

Soit p € N\ {0}, a1, ..., ap > 0. Déterminer la limite de la suite (uy), définie
par

Uy = {/(n—i—al)...(n—&—ap)—n.

Exercice 6.20

Soit (un), une suite & valeurs strictement positives telles que “*= — ¢ € R? .

1
Montrer que uy; — .

Exercice 6.21
Trouver (uy,), et (vy,), deux suites de limite 1 telles que ul! » v?.

Exercice 6.22
Soit (tn)n €t (vy)n deux suites équivalentes de limite +o0o. Montrer que

Inu,, ~Inv,.
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Exercice 6.23

Soit (uy)n telle que u, ~ % et

1 2
Vn > 1, Up < — 4+ —-
non
A-tonu, =14+ 0(%)7
Exercice 6.24
Soit (uy,) une suite réelle telle que
1 n 2 +of 1 )
Up = o .
"Tn+l ] (n41)2 (n+1)2

Déterminer parmi les affirmations suivantes celles qui sont correctes
L ouy = 5 + e +o(e)-
2. up = 55 + 7= +o(52).

+ 5 + ol5s)-

+ 7 + 0l5).

3. Uy =

3= 3=

4. u, =

Exercice 6.25

Déterminer un équivalent de w, ot (u,) est la suite définie par uy = 2 et
Up = U|py2) + 1 pourn > 2.

Exercice 6.26
Déterminer un équivalent des suites suivantes
1. cos(mvn? +n+2)
2. cos(In(l1— 1)) —1
2

s

3. arccos ( arctan no‘) avec o > 0

Exercice 6.27

1. Montrer que, pour tout n € N\ {0}, I’équation e* = n — x admet une
unique solution positive que I’on notera ., .

2. Déterminer deux termes du développement asymptotique de x,,.

Exercice 6.28
Soit (uy,) une suite réelle telle que, pour tout n € N,

5
u, + nu, = 1.

Etudier cette suite et donner un développement asymptotique & deux termes
de uy,.

Exercice 6.29

[ Pourn e N\ {0}, posons g, : © € R% — nxlnz — 1.
1. Montrer que, pour tout n, g, admet un unique zéro u,, € R.
2. La suite (uy), converge-t-elle ? Déterminer ¢ sa limite.

3. Donner un développement asymptotique a deux termes de u,.

Exercice 6.30

1. Soit n € N\ {0}. Montrer que I’équation sinxIn(z) = 1 posséde une
unique solution dans |2nm, 2nm + 7/2[, que I'on note w,,.

2. Donner un développement asymptotique de u,,.

Exercice 6.31

n
Soit A > 0. Montrer que I’équation ﬁ = X admet une unique solution x,,
k=1

strictement supérieure a n puis déterminer un équivalent de x,,.

Exercice 6.32

Notons, pour tout n € N, u,, le nombre d’entiers de [1,n] qui s’écrivent comme
puissance d’exposant au moins 2. Montrer que u,, = O(y/nlnn).

Exercice 6.33 (lemme de Fekete)

Soit (un)n>1 une suite positive telle que

VYm,n € N, Wt = Wy 3 Wygpo

Montrer que la suite (“7”) converge vers

n>1

E:inf{%, neN\{O}}.

On pourra fixer un entier k et utiliser la division euclidienne de n par k.
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Exercice 6.34
Montrer que D = {295 avec (a,b) € Z*} est dense dans R

Exercice 6.35

Existe-t-il un réel 0 tel que sin(nf) — 17

Exercice 6.36

Soit (up) une suite a valeurs dans N ne tendant pas vers +oo. Montrer qu’il
existe une sous-suite (U, (,)) constante.

Exercice 6.37

Notons, pour tout n € N\ {0}, d,, le nombre de diviseurs de n. Déterminer les
valeurs d’adhérence de la suite (dy, )y,

Exercice 6.38

Déterminer I'ensemble des valeurs d’adhérences des suites (u,,) définies par

1. u, = V4D 42 3. uy, = (cos )"
2w, = GG 4w =% |2

Exercice 6.39

Déterminer les valeurs d’adhérence des suites complexes définies par zg = 1 et,
pour tout n € N,

. 2 .
1. z, = eim/n Zn—1, 2. zp = e”/"zn_l.

Exercice 6.40 (@)

Considérons la suite définie, pour tout n € N, par
Up, = \/n — L\/EJ

1. Soit p € N. Montrer que (uy,), est croissante pour p*> < n < (p+ 1)%.
2. Exhiber des suites extraites de (u, ), de limite 0 et 1.

3. Montrer que tout réel x €]0, 1] est une valeur d’adhérence de (uy)y,.

Exercice 6.41 ( «))

Soit (uy), une suite bornée telle que u, + %ugn — 1. Montrer que (up)n
converge vers une limite que ’on précisera.

Exercice 6.42
Soit ¢ : N — Q bijective. Déterminer les valeurs d’adhérence de la suite (¢o(n)),.
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Fonctions usuelles

Exercice 7.1
Montrer que la fonction f : x +— In(vx? + 1 + z) est impaire.

Exercice 7.2 ( «))

Soit f : R — R dont la courbe représentative admet deux centres de symé-
tries. Montrer que f peut s’écrire comme somme d’une fonction affine et d’une
fonction périodique.

Exercice 7.3
Soit « > 0 et f: R — R telle que

Vo € R, flx)=flz+a)f(z — ).

Montrer que f est périodique.

Exercice 7.4

Soit fi, .., fn des fonctions continues et périodiques de somme constante. On
suppose qu’aucune sous-famille stricte formée de ces fonctions ne vérifie cette
propriété. Montrer que les fonctions admettent une période commune.

Exercice 7.5
Soit a € R. Définissons f, : R — R par

f(x):{ z+a siz>0,

T —a Sinon.

1. Déterminer les réels a pour lesquels f, est surjective.

2. Déterminer les réels a pour lesquels f, est injective.

Exercice 7.6

x+1 sizeQ,
z sinon.
La fonction est-elle surjective de R dans R ? injective ? bijective ?

Soit f:x

Exercice 7.7

N Soit f :x+ 23 — 2.
1. L’application f est-elle injective de R dans R ?
2. L’application f est-elle injective de Q dans R ?

Exercice 7.8
Pour une fonction f : R — R, on définit les fonctions partie positive et partie
négative de f par fi :x— (f(z))T et f_:x— (f(x))”
1. Montrer que si f : R — R est k-lipschitzienne, alors les fonctions f et
f— sont aussi k-lipschitziennes.

2. Soit f: R — R telle que f et f_ sont k-lipschitziennes. Montrer que f
est k-lipschitzienne.

Exercice 7.9
Montrer que

5 2 (5290 s 2 (5290
284+ =4/ 22 4 {28 — 24/ 222 =4,
\/ T3V 73 +\/ 3V 73

Exercice 7.10
Résoudre I'équation

\/x+3—4\/:r—1+ r+8—6vVer—1=1.

Exercice 7.11

Déterminer le maximum sur R de la fonction z — 2% 4+ 2-1/2,

Exercice 7.12
Déterminer les a > 0 tels que, pour tout x € R, a® > x + 1.
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Exercice 7.21
Résoudre I'équation 5chx — 4shx = 3.

MIPSI,
Exercice 7.13
Existe-t-il un entier n tel que les écritures décimales de 2" et 15151789 sojent

de méme longueur ?
2 oun? —1.

Exercice 7.14
1. Montrer que, pour tout entier n, 4 divise n
2. En déduire que, pour tout n, |4n + 1| = |v/4n + 3.

Exercice 7.15
Montrer que, pour tout x € [0, 5], x < %sinx + %tanﬂc

Exercice 7.16
Calculer, pour tout x # 7 [n],
1 1

sin(z + )

sin(z — )

E) = sin (295— %)

4

Exercice 7.17
Déterminer les réels x tels que cos (x -

sin x
sSin 3

Exercice 7.18
Déterminer les réels x tels que (cosz)* + (sinz)8 =1

Exercice 7.19
1. Montrer que, pour tout x € R\ 37Z, 1 + 2 cos 2?1

2. En déduire Ia valeur du produit [] (1+ 2cos 2f)
k=1

Exercice 7.20 ( «))

1. Calculer tan {5.
t—t,
0< I <2-/3.
]. +titj

Exercice 7.22
Déterminer les x € R tels que In(1 + zthx) = .

Exercice 7.23
Montrer que, pour tout x # 0,
1 1 1
sh(z) thf tha’
m puis sa limite quand n tend

En déduire une expression simple de )
k=0

vers +00.

Exercice 7.24

Soit f: x> \/x cos (? Inz — %) Montrer que f est dérivable puis que

Exercice 7.25
1 -3
= arcsin Z)'

Calculer sin (2

Exercice 7.26
Calculer 3 arctan % + arctan %

L n’est pas rationnel.

Exercice 7.27
3

Montrer que le réel % arccos

Exercice 7.28
Calculer f(z) = arcsinz + arcsiny/1 — x2 pour z € [0,1].

Exercice 7.29
1. Montrer que arctan(2y/2) + 2arctan(v/2) =

2. Soit ty, .., t13 € R. Montrer qu’il existe i, j € [1,13] distincts tels que
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2. En déduire la valeur de

1 1
arctan —— + 2 arctan —.

2V2 V2

Exercice 7.30

On admet I'égalité suivante entre complexes
(8 +14)5(57 4+14)%(239 4 1) = 150837781250 + 150837781250i.

En déduire la formule

™ _ Garctan - + 2arctan  + arctan —
4 = arctan 8 arctan 57 arctan 239

Exercice 7.31

T Calculer, en utilisant des arguments de nombres complexes,

1 1
2 tan — tan —.
arc an3 + arc an7

Exercice 7.32 ( ¢ )

Justifier que la courbe représentative de arccos admet un centre de symétrie.

A

Exercice 7.33

i i 1
Montrer que, pour tout n € N\ {0}, arctan Jm = arcsin ==

n+1
vn+1 )

vn

Exercice 7.34
Déterminer les réels a > b pour lesquels le systéme

chr + chy = a
shz + shy = b

admet des solutions.
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CHAPITRE 8
L
[ [ I d °
Equations différentielles
Exercice 8.1 Exercice 8.7
Calculer des primitives des fonctions suivantes Calculer, pour tout a > 0,
1. x — e*cosx 4. m'—)% Ia:/a f%iédt
2. ver —1 arctan % 0
T Ve . 5. x+— pEa
3. x'_>21-7-2 — 6. x +— shxsinx
Exercice 8.8
Posons
Exercice 8.2 z sin(z) cos(z)
Calculer les intégrales suivantes I= : dez, / dx .
0 +/1+ 2sin(z) cos(z) V/1+ 2sin(z) cos(x)

sint cos® t dt

/2
L fy

2. foﬁ/Q cos? t dt

3. fﬂ/% sin? ¢ cos® t dt

4. fw/ t? costdt

Exercice 8.3
Calculer les intégrales suivantes

1 [ In(1 + tant) dt . ‘ 3 e /A at.

2. [ ty/T+tdt.

Exercice 8.4

Soit f: x> x|x| — [x]?. Calculer [’ f(t)dt oun € N.

Exercice 8.5

Calculer [ f~'(z)dz ou f:x+ e” +a — 1.

Exercice 8.6

Calculer, pour tout n € N et tout a € R*. fo % In(z)™ dz.

1. Calculer I +J

2. Montrer que I = J et en déduire la valeur de I.
On pourra utiliser le changement de variable y = 5 — x.

Exercice 8.9
Résoudre I'équation y' — arctan(z)y = 0.

Exercice 8.10

Résoudre les équations homogenes d’ordre 1 suivantes

1. y' — cos(x)y =0, 2. (1+2?)y +2y=0.

Exercice 8.11

Résoudre les équations d’ordre 1 suivantes

1.y —3y=¢b 2.y — 3y = 237, 3.y —y=x+e".

Exercice 8.12
Existe-t-il une fonction bornée définie sur RY vérifiant y' +y =Inz ?
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Exercice 8.13
Déterminer les fonctions de f : [0,1] — R vérifiant f’(x)—l—f(a:)—i—fol f(®)dt=0.

Exercice 8.14

Résoudre I'équation y' + 2xy = e~

Exercice 8.15
Résoudre les équations homogenes d’ordre 2 suivantes

1.y —8y + 15y =0, 2.y =3y +y=0.

Exercice 8.16
Résoudre les équations d’ordre 2 suivantes

1.y — 4y + 4y = xe?®, 2.y —dy =z + o,

Exercice 8.17

Trouver les couples (a,b) € R? tels que I'équation y" + ay’ + by = 0
> admet une unique solution de la forme x — e®* avec a € R;
> admet une unique solution telle que y(0) = y'(0) = y”(0) =1;
> n’admet que des solutions bornées.

Exercice 8.18
Résoudre I’équation y'"’
d’ordre 2.

—2y" + 1y — 2y = 0 en se ramenant a une équation

Exercice 8.19
Soit P € R[X] de degré n et (E) I'équation y" +y = P.
1. Montrer que (E) admet une unique solution polynomiale donnée par

n

z Yy (=1)FPCER) (x).

k=0

2. En déduire toutes les solutions de (E).

Exercice 8.20
Considérons I’équation suivante avec a et b deux fonctions continues

Y + a(x)y + b(z)y? = 0.

1. Montrer que, si y est une solution de cette équation qui ne s’annule pas,
alors z = % est solution d’une équation linéaire.

2. Déterminer les solutions ne s’annulant pas sur R de y' +y — zy? = 0.

Exercice 8.21

Résoudre sur | — 1, 1] I'équation (1 — 2?)y” — xy’ +y = 0 en posant z = sint.

Exercice 8.22

Soit y une solution sur R de I'équation différentielle x2y" — 2y = x. Montrer
que z : t — y(et) est solution d’une équation différentielle puis en déduire
Pexpression de y.

Exercice 8.23

| Soit w un réel strictement positif. Le mouvement d’une particule chargée dans
un champ magnétique uniforme dirigé selon I'axe Oz est régi par le systéeme

différentiel (en la variable t) suivant
1,// — wyl
"oo— !

2 =0

En considérant la fonction u = x' + iy, résoudre ce systéme différentiel.

Exercice 8.24
Résoudre sur R I'équation xy' —y = 1+ z2.

Exercice 8.25

Déterminer les fonctions f : R — R continues telles que z s f(x) — [ tf(t)dt
est constante.
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>0 et
Exercice 8.26 i

t
Soit a € R. Trouver les fonctions f de classe C* vérifiant f'(x) = f(a —x) pour Vi > t, ft) = 'Y/t F()(s = t0)” ds.
tout v € R. 1

Exercice 8.32

Exercice 8.27 Résoudre I'équation fonctionnelle d’inconnue une fonction f dérivable

Déterminer les solutions de classe C* telles que N v
v,y €R,  flz+y)=e"fly) + e f(2).

VzeR,  y(z) =y(z)+y(-a).

Exercice 8.28
Trouver les fonctions f continues vérifiant

Vz € R, f(x)/omf(:ct)costdt—l.

Exercice 8.29
Soit f :[0,1] — R dérivable et non nulle telle que

M >0, Vo e[0,1],  |f'(x)] < M|f(z)].

Montrer que f ne s’annule pas.

Indication : on pourra considérer les fonctions x +— f(x)?e*2M=,

Exercice 8.30 (lemme de Gronwall)

Soit f: Ry — R, g: Ry — Ry continues et A > 0 tels que

Vo € RY, f(a:)gA—i-/Omf(t)g(t)dt.

Montrer que

Ve € Ry, f(z) < Aexp </Owg(t)dt>.

Exercice 8.31 ( «))

Soit tg <ty et f : [tg, +00] — R une fonction continue strictement positive sur
[t1,+oo[. Montrer qu’il n’existe pas de triplet (o, 8,7) tel que a > 1, 8 > 1,
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Limites de fonctions, continuité

Exercice 9.1
Soit f : R — R continue telle que

Ve eR, In>0, Yy € [x,z+ 1], fy) > f(x).

Montrer que f est croissante.

Exercice 9.2
La fonction x — |x| + |—z| admet-elle une limite en +oo 7

Exercice 9.3

Etudier le comportement en 0 de la fonction z — L%J sinx.

Exercice 9.4

1. Montrer que, pour tout n, il existe un polynéme P, tel que
tan'™ = P, o tan.

2. Déterminer une relation liant P,11 a P,.
tan(™) ()

3. Calculer la limite lim tan ()

e
z—%

Exercice 9.5
Soit f :]a,b|— R une fonction croissante. Montrer que la fonction z — lir_{lf
xr

est croissante.

Exercice 9.6
Montrer que deux fonctions croissantes sur un intervalle ouvert dont la somme
est continue sont continues.

Exercice 9.7 ( «))
Soit z1, ..., z, €. Pour tout § € R, posons

S() = {k € [1,n], Re(zre"") > 0}.
Montrer que Ia fonction

0 — Z Re(zpe )

keS(6)

est continue.

Exercice 9.8

1. Déterminer les fonctions f : R — R continues telles que

Vr € R, sup f(t) = .

t<zx

2. Exhiber une fonction non continue vérifiant cette propriété.

Exercice 9.9
Soit f : Ry — R continue, telle que, pour tout x > 0, la suite (f(nx)), est
croissante. Montrer que f est croissante.

Exercice 9.10
Soit f : [a,b] — R telle que

> fa) > f(b);

> il existe g : [a,b] — R continue telle que f + g est croissante.
Montrer que, pour tout z € [f(b), f(a)], il existe ¢ € [a,b] tel que z = f(c).

Exercice 9.11
Soit f : R — R continue et g = cosof. Montrer que f admet une limite finie
en 400 si, et seulement si, g admet une limite finie en 4oc0.
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Exercice 9.12
Soit f : R — R périodique et qui admet une limite en +o0o0. Montrer que f est
constante.

Exercice 9.13

Déterminer la limite en 0 de x — x L%J

Exercice 9.14

Etudier la continuité de la fonction x — sin siil .

Exercice 9.15

1

La fonction x — cos(z + 1) — cos L est-elle prolongeable par continuité en 0 ?

Exercice 9.16

Soit f : R — R une fonction continue. Posons g : © — |z| + f(x — |z]).
Déterminer a quelle condition sur f la fonction g est continue.

Exercice 9.17 ( «))

f0w)
@ i -

Soit f : R% — R croissante telle qu’il existe A > 1 vérifiant
Montrer que, pour tout p > 0,

f(px)
@) e

Exercice 9.18
Déterminer les f € C°(R,R) telles que, pour tout z, f(x) = f(cosx).

Exercice 9.19
Soit n réels a1 < as < --- < a, et la fonction
1 1 1

frzw— +...+

+ .
r—a; T —ao T — ap

Montrer que f s’annule exactement n — 1 fois sur son ensemble de définition.
Exercice 9.20

| Soit f et g des fonctions continues sur un intervalle I, égales en valeur absolue
et ne s’annulant pas. Montrer que f =g ou f = —g.

Exercice 9.21

Déterminer les fonctions f : R — R continues telles que
Vr € R, fx)?+ (x+1)f(z)+x=0.

Exercice 9.22 (théoréme des cordes universelles)
Soit f : [0,1] — R une application continue telle que f(0) = f(1) et n € N\ {0}.

Définissons
g: { [0, = l] — R

n

z = fle+ ) - f@)
1. Calculer nil g (%)
k=0

2. En déduire qu'il existe a, € [0,1 — 2] tel que f(an + L) = f(an).
A

A
Y
\

Exercice 9.23
(z)

x

Soit f : Ry — R4 continue telle que lim < 1. Montrer que f admet un
T—0o0

point fixe.

Exercice 9.24
Montrer qu’une fonction de R dans R décroissante continue admet un unique
point fixe.

Exercice 9.25
Soit f:[0,1] — [0, 1] continue en 0 et 1 qui admet en tout x €]0, 1[ des limites
a droite et a gauche telles que

lim f < f(z) < lim f.

Montrer que f admet un point fixe.
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Exercice 9.26

Montrer qu’il n’existe pas de fonction f : R — R continue telle que pour tout
ceR,
card f~'({c}) € {0,2}.

Exercice 9.27

Déterminer les fonctions f : R — R continues telles que f(Q) C R\ Q et
FR\Q) CQ

Exercice 9.28

Soit f : R — R continue injective telle qu’il existe n € N\ {0} vérifiant
Vo € R, f(x) ==

Montrer que f ou f? est Iidentité.

Exercice 9.29

Soit f et g deux fonctions continues sur [0, 1] telles que
Vz € [0,1], 0 < f(z) < g(z).
Montrer qu’il existe un réel C' > 1 tel que

vz €[0,1], Cf(z) < g(x).

Exercice 9.30 (lemme du soleil levant)

Soit f : [a,b] — R continue et S = {z € [a,b], Ty >z, f(y) > f(x)}.
Soit ¢ < d tels que

>cgS,d¢ s,

> Je,d[C S.

S

|
|
|
I
I
|
|
|
.
a C

S

»
»

|
d

S

1. Montrer que, pour tout t € [¢,d], f(t) < f(d).

2. En déduire que f(c) = f(d).

Exercice 9.31
Soit f : [a,b] — R continue et zo € [a,b] tels que

f(wo) < sup f.

[G‘#zo]

Montrer qu'il existe u < xo tel que supy, ) f = Sup(q 4, f-

Exercice 9.32

1. Montrer qu’il n’existe pas de fonction f : [0,1] —]0, 1] continue et sur-
Jjective.

2. Trouver une fonction f :]0,1[— [0, 1] continue et surjective.

Exercice 9.33
Soit f : Ry — R continue et surjective. Montrer que f~*({0}) est infini.

Exercice 9.34
Soit f : R — R T-périodique et continue. Montrer qu’il existe a € R tel que

f®) = f(la,a+ 3]).

A

Exercice 9.35
Soit f : [a, b[— R uniformément continue. Montrer que f admet une limite finie
en b.

Exercice 9.36
Soit f: Ry — R une fonction continue de limite nulle en +o0c. Montrer que f
est uniformément continue.
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Dérivabilité

Exercice 10.1

z¥—1
zh—1"

Soit a, € R’ . Déterminer la limite en 1 de la fonction x

Exercice 10.2

shx
x

Montrer que f : x — se prolonge en une fonction de classe C' sur R.

Exercice 10.3

Etudier la dérivabilité sur [0, 1] de la fonction z — z™(1 —x)sin & pourn € N.
Exercice 10.4
Montrer I'inégalité -3 < In(x + 1) pour tout x > 0.

Exercice 10.5

Montrer que la dérivée de la fonction = — % est bornée par %
Exercice 10.6
Soit f, g : R — R dérivables et a € R. Déterminer une condition nécessaire et

suffisante pour que max(f, g) soit dérivable en a.

Exercice 10.7
Soit a« > 2 et f: R — R telle que

30>0a V.’L’,yER, |f(x)_f(y>| ZCV|$_y‘OC'

Montrer que f est dérivable.

Exercice 10.8

Soit f une fonction de classe C* et bornée sur R telle que f' posséde une limite
finie ¢ en +o00. Déterminer £.

Exercice 10.9

Soit f :]0,1] — R dérivable et prolongeable par continuité en 0. Supposons que
x — xf'(z) admette une limite ¢ en 0. Déterminer ¢.

Exercice 10.10
Soit f :;R — R dérivable telle que I@) 400, Montrer que f' est surjective.

[Eq] +oo

Exercice 10.11
Déterminer la dérivée n-iéme de

1z 2?(1+z)" 2.z e cosx

Exercice 10.12
Soit (a,b) € R?, n € N et f la fonction définie par

f(@) = (x —a)"(z - b)".

1. Calculer ™ (z).

n
< . 2
2. Trouver, & l'aide du cas a = b, une expression simple de > (})”.
k=0

Exercice 10.13

1. Montrer que, pour tout x € R, il existe un unique p(z) tel que

e(z) 2
/ e’ dt =1.
x

2. Montrer que la fonction ¢ est de classe C'.

Exercice 10.14
‘ Soit f € CO(R,R) dérivable en a € R, (x,,), et

(yn)n deux suites de limite a.
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On suppose que, pour tout n € N, y,, # x,, et on pose, pour tout n € N, Exercice 10.21
Soit n > 3, a, § € R. Montrer que la fonction f : xz +— a™ + ax + § s’annule au
= flyn) = f(a?n) plus trois fois.
Yn — Tn
1. On suppose dans cette question que y, > a > x,, pour tout n € N. Exercice 10.22
Déterminer la limite de (uy,)n. Soit f : [0,a] — R continue, dérivable sur 10,al], vérifiant f(0) = 0 et

2. On suppose dans cette question f de classe C! sur un voisinage de a. f(a)f'(a) < 0. Montrer qu’il existe c €]0,a] tel que f'(c) = 0.

Que dire de la suite (uy )y 7
3. Examiner le cas général avec les fonctions x +— x® sin % convenablement Exercice 10.23
prolongées. Soit f : [a,b] — R dérivable telle que f(a) = f(b) = 0 et f'(a)f'(b) > 0.
Montrer qu’il existe a < ¢1 < ¢3 < ¢z < b tels que f'(c1) = f(ea) = f/'(e3) = 0.

Exercice 10.15 / T\
|

Soit f : [a,b[— R continue, dérivable & droite en tout point et telle que f; > 0. ! 2 cf)’ b
Montrer que f est croissante. @ |
|
l
|
Exercice 10.16 (@)

Soit f : R — R continue, dérivable a droite et de dérivée a droite continue.
1
Montrer que f est de classe C". Exercice 10.24

Soit f : R — R deux fois dérivable telle qu’il existe ¢ € R vérifiant
Exercice 10.17

Soit f : [a,b] — R dérivable et a dérivée majorée par M. Que dire de f si Va # b, f'(c) # M'
() = fla) = M(b—a)? a=b
Montrer que f"(c) = 0.
Exercice 10.18
Soit f : R — R dérivable. Montrer que f est lipschitzienne si, et seulement si, Exercice 10.25
f" est bornée. Soit f, g : [a,b] — R continues sur [a,b], dérivables sur |a,b[. Montrer qu’il

existe ¢ €la, b| tel que

Exercice 10.19
Soit f dérivable sur R telle que

limf =limf € R.
+oo —0o0
Exercice 10.26

Montrer qu’il existe ¢ € R tel que f'(c) = 0. Soit f : [a,b] — R de classe C"*1, x¢ € [a,b]. Montrer que le reste de Taylor en
xo a lordre n est

Exercice 10.20 T ptpgr ta )
Soit P un polynéme a coefficients réels. Montrer que ’équation e* = P(x) / / / f(n+ )(tl)dtl oo dtpdtng.
admet au plus deg P + 1 solutions. ¥o Jwo o
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Exercice 10.27

Soit f : [a,b] — R de classe C", a1 < ... < a,, des éléments de [a,b] et P le
polynéme interpolateur de f aux points (a;)i<n.

Montrer que pour tout = € [a,b], il existe ¢ €]a, b| tel que

(x—ay)...(x—ay)
n!

fx) = P(z) = F™(0).

On pourra commencer par introduire une fonction

t—ay)...(t—an)

gt f(t) = Pt — AL -

avec A une constante convenablement choisie.

Exercice 10.28

Soit f : R — R de classe C? et paire. Montrer qu’il existe g : Ry — R de classe
C! telle que

Vx € R,

Exercice 10.29
Soit f : R — R de classe C? telle que f” est bornée et Emf = 0. Montrer que

lim f' = 0.
lm 11 =0

Exercice 10.30

Soit f une fonction de classe C? telle qu’il existe My et My des réels vérifiant :
[fllee < My et [|f"[|cc < Ma. Montrer que || f — f"|loc < 2¢/MoMa.

Exercice 10.31
Soit f : R — R de classe C* telle que toutes ses dérivées s’annulent en 0 et il
existe A > 0 tel que

vneN, Ve eR,  [f™(z)] < (\x)"

1. Montrer que Ia fonction f est nulle sur [—1, 1]

2. En considérant notamment la fonction x — f(x+ %), montrer que f est
nulle sur R.

Exercice 10.32
Montrer que

Ve,y > 1, lnx;yzx/lnxlny.

Exercice 10.33

Soit p1, .., Pns Pis -y Py, des réels positifs tels que Y pr, = Y pj, = 1. Montrer
que

n /
ijc log 2& > 0.
b1 Pk

Exercice 10.34

1. Soit f une fonction convexe et majorée sur R. Montrer que f est
constante.

2. Donner un exemple de fonction convexe et majorée sur |0, +oo[ et qui
ne soit pas constante.

Exercice 10.35
Montrer qu’un minimum local d’une fonction convexe est un minimum global.

Exercice 10.36

1. Etant donné une fonction f convexe sur R et une fonction g convexe et
croissante sur R, montrer que g o f est convexe.

2. Soit f une fonction définie sur R a valeurs strictement positives. Montrer
que si Inof est convexe, alors f est convexe.

Exercice 10.37
Soit f : I — R avec I un intervalle ouvert. On suppose que, pour tout a € I, il
existe € > 0 tel que Ja —e,a +€[C I et fjja—c ate[ €St convexe.

1. Montrer que f est continue.

2. Soita € 1.
(a) Montrer J = {z € I N[a,+[, fi[4,2 convexe} est un intervalle.
(b) Montrer que si J # I N [a,+o0[, alors J est un segment.
(c) Montrer que si J = [a,b], alors b € 1.

3. Conclure.
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Etudes locales et asymptotiques

Exercice 11.1

In(241) ) z In(z) .

Déterminer la limite en +oo de la fonction x — ( n(z)

Exercice 11.2
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur o > 0 pour que

RIS n AP
+oo

Exercice 11.3
Déterminer un équivalent en +oo de f(z) = 2xIn(2z + 1) — (2o + 1) In(22).

Exercice 11.4
Déterminer un équivalent en 400 de thx — 1.

Exercice 11.5

Déterminer les A € R tels que sin(Az) o(sinx).

+oo

Exercice 11.6
Soit a et b > 0. Déterminer un équivalent de In(In(az 4+ b)) — In(In(x)) en +oo.

Exercice 11.7

1. Trouver des réels a et b tels que

asinz + btanx = z + o(z?).

2. Trouver des réels a et b tels que

asinz + btanz =z+ O(x%).

Exercice 11.8

Calculer le DL en 0 des expressions suivantes
1. (cosx)? a l'ordre 4
2. In(3 +sinz) a l'ordre 5
3. (cosz — 1)(she — ) — (chz — 1)(sinx — x) a lordre 8

a lordre 4

tanx
In(1+ x)
sin

fox Sltﬂ dt a Iordre 5.

a lordre 3,

S

Exercice 11.9
Soit f et g des fonctions réelles telles que

f(z) = 2+ 23 — 2t + o(z?), g(x) = —23 + 22" + o(25).

0

Déterminer I'ordre maximal auquel on peut développer en 0 les fonctions f + g,
fxg, % fogetgof.

Exercice 11.10

Soit f : x> et (®)  Trouver une relation entre f, f', f" puis en déduire le
DL a 'ordre n en 0 de f.

Exercice 11.11

Posons fy : x +— 1 —x et, pour tout n € N, f, 11 =
lPordre 5 en 0 de f,.
On pourra remarquer que ces fonctions sont des homographies.

1

= Déterminer le DL a

Exercice 11.12

Soit f: x> ﬁ Calculer ™ (0).
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Exercice 11.13
Calculer le coefficient devant (x — 1)1 dans le DL en 1 de z + In(1 + ).

Exercice 11.14

999
Déterminer le DL en 0 a l'ordre 1000 de = — In (Z ”,”:)
k=0

Exercice 11.15

2. Déterminer un développement limité a I'ordre 5 en 0 de f~1.

Exercice 11.16
Soit f la fonction de R dans R définie par f(x) = 2z + sin .

1. Montrer que f est une bijection de classe C*° de R dans R.
2. Calculer un DL & I'ordre 3 en 0 de f~1.
A

y = f(x)

\/

Exercice 11.17
Soit f la fonction définie par x — .

1. Montrer que f réalise une bijection de [e, +oo[ sur [e, +00].

2. Déterminer un équivalent de f~'(z) lorsque x — +00.

Exercice 11.18
Déterminer un équivalent en +oo de

/m dt
2 ].nt

1. Montrer que la fonction f : z ze®” réalise une bijection de R dans R.

Exercice 11.19

1. Etablir une relation entre arcsin \/z et T+ %arcsin(Q:r —1).

2. En déduire les trois premiers termes du développement asymptotique de
arcsinx en —1.

Exercice 11.20

1. Déterminer un développement asymptotique de v — vzt +x3+1 4 la

L oe . 1
precision = en +oo.

2. Montrer que I'ensemble {(z,y) € N2, y? = 2% + 2% + 1} est fini.

Exercice 11.21

Déterminer 'asymptote en +oo et étudier la position relative de la courbe

par rapport a Pasymptote pour chacune des courbes données par les équations
suivantes

1. y=+/z(x+1), 3.y — ze= arctan .
2. y= va3 + 3,

\

Exercice 11.22

Soit f : R — R une bijection strictement croissante, dérivable telle qu’il existe
a#0etm>n>1 vérifiant

f(x) = t" + at™ + o(t™).

Montrer que f~! admet le développement limité généralisé

1
7

y 0

m—n+1 m—n+1

yo o 4oy ).

_ a
/ l(y)j T
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Structures algébriques

Exercice 12.1
Montrer que I'ensemble G =]—1, 1[ muni de la loi de composition interne définie

parx dy = 1””_:;2 est un groupe.

Exercice 12.2
On munit R* x R de la loi définie par

/
V(). @) ER xR, () x (@y) = (a0, T+ ya).

Est-ce un groupe ?
Exercice 12.3

Soit (G, x) un groupe et H = {x € G, Vg € G, (z x 9)* = (9 x x)?}. Montrer
que H est un sous-groupe de G.

Exercice 12.4
Soit (G, .) un groupe et H un sous-groupe de G. Montrer que
N={geG, Vhec H, ghg " € H}
est un sous-groupe de G contenant H.
Exercice 12.5

| Soit (G, x) un groupe et A une partie finie de G non vide et stable par x.
Montrer que A est un sous-groupe de G.

Exercice 12.6
Soit G un groupe fini et A, B deux parties de G telles que |A| + |B| > |G].
Notons AB = {ab, a € A, b€ B}.

1. Montrer que, pour tout g € G, AN{gb~1,b € B} est non vide.
2. Montrer que G = AB.

I came as a king,

Exercice 12.7

Soit p un nombre premier. Notons G = |J Upn l'ensemble de tous les racines
neN
de 'unité dont l’ordre est une puissance de p. Rappelons que l'ordre de z € G

est le plus petit exposant k > 0 tel que z* = 1; on admet que z est d’ordre k
si, et seulement si, tout élément de Uy, est une puissance de z.

1. Montrer que G est un sous-groupe infini de (*, x).

2. Soit H un sous-groupe de G distinct de G, zo € G \ H d’ordre p™.
(a) Montrer que si H contient un élément d’ordre p", alors Uy,n C H.
(b) Montrer que H C Upno .

(c) En déduire qu’il existe n tel que H = Upn

Exercice 12.8
Soit (G,.) un groupe fini, x et y € G.
1. Montrer que x et 2~ ont le méme ordre.

1

2. Montrer que x et yry~ " ont le méme ordre.

3. Montrer que xy et yx ont le méme ordre.

Exercice 12.9
Montrer que, pour tout sous-groupe H de (Q,+) de la forme mZ+rZ+ ...+
rnZ avec ri, T3, .., TN € Q, il existe r € Q tel que H = rZ.

Exercice 12.10
Un sous-groupe H de G est maximal s’il est distinct de G et n’est contenu dans
aucun autre sous-groupe de G que G et H.

1. Z admet-il des sous-groupes maximaux ?

2. Q admet-il des sous-groupes maximaux ?
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Exercice 12.11 («))
Soit (G, x) un groupe fini non abélien, Z son centre et C = {(z,y) € G?, xxy =
y X x}. Montrer que

> 4z), ol <GP

On pourra utiliser que, pour tout x € G, C(z) ={y € G, © x y =y x x} est
un sous-groupe de G qui contient Z.

Exercice 12.12
Montrer que les groupes (Z?,+) et (Q,+) ne sont pas monogénes.

Exercice 12.13 ( «))

Soit G un groupe fini d’ordre n > 2 et k € N\ {0}. Pour tout g = (g1,...,9%) €
G*, on note

> v(g) =k,
> A(g) I'ensemble des produits de la forme g;, ...g;, avec 0 < s < k et

1<iyp < <ig <k,

> a(g) = |A(g)|-
Enfin, on note E la réunion des G* pour k € N\ {0}.

1. Soit g € E tel que A(g) = G. Montrer que v(g) > logy n.
2. Soit g € E. Montrer qu’il existe x € G tel que, en notant g’ = (g,x),

L ae) (1_a(9)>2

n n

3. Montrer qu'il existe g € E tel que A(g) = G et v(g) < [logy(nlnn)].

Exercice 12.14
Notons, pour tout ensemble D de nombres premiers, Ap I'ensemble des ration-
nels dont le dénominateur est un produit d’éléments de D.

1. Montrer que, pour tout ensemble D de nombres premiers, Ap est un
sous-anneau de Q.

2. Montrer que si D et D' sont deux ensembles distincts de nombres pre-
miers, alors Ap et Aps sont distincts.

3. Montrer que pour tout sous-anneau B de Q, il existe un ensemble D de
nombres premiers tel que B = Ap.

Exercice 12.15

Considérons
ZIV3] = {z +yV3, (z,y) € Z°}.
1. Montrer que Z[v/3] est un sous-anneau de R.

2. Considérons l'application N : { xz_’[f\}g : 2 —Z3y2|
Etablir successivement que

(a) Vz,2' € Z[V3], N(z2') = N(2)N(2').

(b) V2 € Z[V3], N(z2)=0& 2=0.

(c) Vz € Z|\V/3], N(z) =1 < z inversible.

(d) L’équation x* — 3y? = —1 n’admet pas de racines entiéres.

3. (a) En déduire qu'un élément inversible x+y+/3 est strictement supérieur
a 1 si, et seulement si, x et y sont strictement positifs.
(b) En déduire w le plus petit élément inversible strictement supérieur a
1L.w=2++3
4. (a) Montrer que, pour tout u > 0 inversible, il existe n € Z tel que

Wt << W

et montrer que w™"u est un inversible dans intervalle [1,w|.

(b) Expliciter ’ensemble des éléments inversibles positifs (puis tous les
inversibles) de Z[/3].

Exercice 12.16

Montrer que les sous-anneaux de Z? muni des opérations terme & terme sont

de la forme
A ={(z,y) € 2%, z=y[n]}

avecn € N.

Exercice 12.17

Soit E un ensemble non vide.
1. Montrer que (P(E),A,N) est un anneau.

2. Considérons une partition E, .., B, de E. Montrer que I’ensemble des
parties obtenues comme réunions des ensembles F; est un sous-anneau
du précédent.
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Exercice 12.18

Soit o € N tel que /oo ¢ Q. Posons
Q(Wa) ={a+bV/a, (a,b)€Q?}.

1. Soit x € Q(y/a). Montrer qu’il existe un unique couple (a,b) € Q? tel
que T = a + by/a.
2. Montrer que Q(y/«) est un sous-corps de (R, +, x).

Exercice 12.19

Montrer que tout idéal I de Z?> muni des opérations terme a terme est égal a
I x I avec

L={z€Z, (2,00}, L={yeZ (0,y) € I}.

En déduire que tous les idéaux de Z? sont principaux.

Exercice 12.20

Un idéal I d’un anneau commutatif A est premier si, pour tout (z,y) € A? tel
quexy € l,onaxelouyce€l.
1. Déterminer les idéaux premiers de Z.
2. Montrer que I = {f € A, ¥Yn € N, f("(0) = 0} est un idéal premier de
lanneau A = C*(R,R).

3. Montrer qu’un anneau commutatif ot tout idéal est premier est un corps.

Exercice 12.21

Déterminer tous les sous-corps de (Q, +, x).

Exercice 12.22

Soit Ay, ..., A., B, .., By des anneaux intégres tels que Ay X ... x A, et
B X ... x By sont isomorphes.

Montrer, en étudiant I’équation x>

=x,quer =s.

Exercice 12.23

Considérons le groupe Q/Z I'ensemble des classes d’équivalence modulo 1 muni

de l’addition ordinaire.
Montrer que peu importe la multiplication qu’on voudrait lui mettre, il est

impossible d’en faire un anneau.

Exercice 12.24

Soit K un corps de caractéristique 0, S un sous-groupe strict de (K,+) et
xeK\S.
1. Montrer que si le sous-groupe engendré par S et x est différent de K, il
existe S’ sous-groupe strict de (K, +) tel que S C S’.
2. Supposons que le sous-groupe engendré par S et x est égal a K.
(a) Montrer qu’il existe k € Z, s € S tels que § = kx + s.
(b) En déduire qu’il existe a, € N\ {0} tel que nz € S si, et seulement
si, a, divise n.
(c) Montrer qu'il existe k € Z, s € S tels que ;= = kx + s.
(d) En déduire que x € S. Conclure.
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Arithmétique des entiers

Exercice 13.1
Soit n € N. Montrer que 15 divise 3n% + 5n3 + Tn.

Exercice 13.2

Déterminer le reste modulo 11 de 4242*

Exercice 13.3
Soit a € Z et b non nul. Montrer que la suite des quotients dans la division
euclidienne de ab™ — 1 par b"t! est constante.

Exercice 13.4
Montrer que, pour tout entier n € N, n3 + (n + 1)3 + (n + 2)% = 0[9].

Exercice 13.5

Déterminer les entiers n tels que n — 3 divise n® — 3.

Exercice 13.6
Déterminer un critére simple de parité pour un entier donné par son écriture
en base 3.

Exercice 13.7

Déterminer la valuation 3-adique de Dentier écrit avec n fois le chiffre 1 en
base 10.

Exercice 13.8

Soit n € N. Calculer vy(52" — 1).

Exercice 13.9

2n
Soit n € N. Calculer vy < I k‘)
k=n+1

Exercice 13.10
En réduisant modulo un entier bien choisi, montrer que les équations suivantes
n’ont pas de solution (z,y) € 72

1. 2% — 49% = 1791,
2. 2% +y? = 1791,

3. 22 4 6y® = 1112.

Exercice 13.11
Soit a, b € Z et n € N\ {0} tels que a = b[n]. Montrer que a™ = b"[n?].

Exercice 13.12
Pour tout entier n, posons F,, = 2™ + 1.

1. Montrer que si n est impair et différent de 1, alors F, n’est pas un
nombre premier.

2. On suppose que n est de la forme 24(2k + 1) avec k > 1. Montrer que
F,, n’est pas un nombre premier.

3. En déduire que si F,, est nombre premier, alors n est une puissance de 2.

Exercice 13.13 (@)

Soit a, b des entiers supérieurs a 1. Montrer que la suite

est stationnaire modulo b.

Exercice 13.14
‘ Montrer que, pour tous m n € N, 1 + 3™ 4 3™ n’est pas un carré.

Exercice 13.15
Déterminer les nombres premiers dont I'écriture en base 10 comporte en alter-
nance des 0 et des 1 (et donc pas d’autres chiffres).
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Exercice 13.16

Soit k, n € N\ {0}. Montrer que (2) est premier si, et seulement si, n est
premier et k € {1,n — 1}.

Exercice 13.17 ( «))

Montrer que la somme de deux nombres premiers consécutifs n’est pas le pro-
duit de deux nombres premiers.

Exercice 13.18
Montrer que, pour tout entier n € N, les fractions

15n+4 12n+1 2In+4
10n+3" 30n+2" 14n+3

sont irréductibles.

Exercice 13.19
‘ Chercher les couples d’entiers (a,b) € N? tels que a Ab =42 et a V b = 1680.

Exercice 13.20
‘ Résoudre le systéme congruentiel n = 47[84] et n = 154[189].

Exercice 13.21
Soit a et b deux entiers supérieurs ou égaux a 2 et premiers entre eux.
1. Montrer que ab—a — b ¢ aN + bN.

2. Montrer que, pour tout > ab—a — b, x € aN + bN.

Exercice 13.22
‘ Soit a, b € N\ {0}. Déterminer (a +b) A (a V b).

Exercice 13.23
‘ Soit a et b deux entiers. Montrer que (a!)® Vv (b!)® divise (ab)!.

Exercice 13.24 («))

Soit a1, .., a, des entiers de pged 1. Montrer que les fonctions symétriques o1,
.., o de ces entiers sont aussi de pged 1.

Exercice 13.25
Montrer que le produit de deux entiers consécutifs non nuls n’est pas une puis-
sance.

Exercice 13.26
‘ Trouver les entiers a,b € Z tels que 327° = 1[10].

Exercice 13.27
‘ Déterminer le reste de la division de 10'°° par 247.

Exercice 13.28
‘ Montrer que I'ensemble des nombres premiers congrus a 5 modulo 6 est infini.

Exercice 13.29
‘ Montrer que le groupe (Z/177)* est cyclique.

Exercice 13.30
‘ Résoudre x? + 6z — 13 = 0 dans Z/21Z.

Exercice 13.31
Soit p > 5 un nombre premier. Montrer que les conditions suivantes sont équi-
valentes :

> —3 est un carré dans Z/pZ

> 22+ x + 1 = 0 admet une solution dans Z/pZ

> II existe un élément d’ordre 3 dans (Z/pZ)*

> p=1[3]

Exercice 13.32
Soit n > 1. Montrer que 2™ # 1[n].
On pourra considérer p le plus petit diviseur premier de n.
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Polynomes

Exercice 14.1

Soit P et Q deux polynémes distincts de degré n. Montrer que P3 — Q3 est nul
ou de degré supérieur ou égal a 2n.

Exercice 14.2

Trouver le polynéme P € R[X] de degré minimal tel que
> le reste de la division euclidienne de P par X?> + X +1 est X —1;
> le reste de la division euclidienne de P par (X —1)% est —X + 2.

Exercice 14.3

Soit n € N\ {0}. Trouver les a, b € tels que (X —1)? divise aX" ™! + X" + 1.

Exercice 14.4

Déterminer le reste dans la division euclidienne de (X + +/3)" par X2 + 1.

Exercice 14.5

Notons, pour tout n € N\ {0}, P, = Y. X*. Déterminer P, A P,,.
k=0

Exercice 14.6

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que les polynémes de
Tchebytchev T, et T, soient premiers entre eux.

Exercice 14.7

Soit n € N\ {0}.

1. Montrer qu’il existe un unique couple (P, Q) de polynémes de degrés
strictement inférieurs a n tels que (1 — X)"P(X) + X"Q(X) = 1.

2. Montrer que Q(X) = P(1 — X).
3. Montrer qu’il existe A € R tel que (1 — X)P'(X) —nP(X) = AX""1
4. En déduire les coefficients de P.

Exercice 14.8

1. Montrer que, si A et B sont deux polynomes réels qui sont chacun somme
de deux carrés de polynomes, alors il en est de méme pour AB.

2. Soit A € R[X]. Déduire de la question précédente qu’il existe deux poly-
noémes a coefficients réels P et Q tels que A = P? + Q? si, et seulement
si, pour tout x € R, A(z) > 0.

Exercice 14.9

1. Déterminer les polynémes P € R[X] tels que P(Q) C Q.
2. Déterminer les polynémes P € R[X] tels que P(R) = R.

Exercice 14.10

Trouver les polynomes P € R[X] tels que, pour tout k > 1, f:“ P=k.

Exercice 14.11

Montrer qu’il n’existe pas de polynéme P € Z[X] non-constant tel que P(n)
soit un nombre premier pour tout entier n.

Exercice 14.12

Soit P € Z[X] de degré n > 1. Montrer que P(Z) contient au plus n entiers
consécutifs.

Exercice 14.13

Soit n € Z. Montrer qu’il existe un unique polynéme P a coefficients dans {0, 1}
tel que P(—2) = n.

Exercice 14.14

‘ Déterminer les polynémes P € R[X] tels que P(k) = k'™ pour tout k € N.
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Exercice 14.15
Soit P €,, [X] tel que P(k) = kL_H pour k € [0,n]. Calculer P(n + 1).

Exercice 14.16

n
Déterminer les racines de P(X) = Y. (;;)(—=1)FX*.
k=0

Exercice 14.17
Soit P € [X] non constant.

1. Pour z €, on note n(z) = |{a €, P(a) = z}|. Calculer

Z(degP —n(2)).

zE
2. Soit E une partie finie de . Montrer que

|P~YE)| > (|E| —1)deg P + 1.

Exercice 14.18
Montrer que I’ensemble des polynémes unitaires, de degré n > 0, a coefficients
entiers et a racines complexes dans U est fini.

Exercice 14.19

Soit P € [X] un polynéme non constant dont toutes les racines appartiennent
au demi-plan d’équation Jm(z) > 0.

Soit A (respectivement B) le polynéme obtenu a partir de P en remplagant les
coefficients par leurs parties réelles (respectivement imaginaires).

Montrer que les polynémes A et B sont scindés sur R.

Exercice 14.20

n
Soit P, = Y. 4. Montrer que P est scindé a racines simples dans .
k=0

Exercice 14.21
Montrer qu'un polynéme P € R[X]| non constant unitaire est scindé sur R si,
et seulement si, pour tout z €, |P(z)| > |Jm(z)|d& .

Exercice 14.22

Soit P € R[X] scindé a racines simples dans R et o € R*. Montrer que P? + o
est scindé a racines simples dans .

Exercice 14.23

n—1

Soit (ag,ay,...,an_1) €" et P(X) = X" + 3 a,X*. Montrer que les racines
k=0
n—1
complexes de P ont un module majoré par max(1, > |ag]|).
k=0

Exercice 14.24
Un polynome réel est stable si toutes ses racines complexes sont de partie réelle
strictement négative.

1. Montrer que si un polynéme est unitaire et stable, alors ses coefficients
sont strictement positifs.

n
2. Soit P=[][(X—=X) eRX]et Q= ]I
k=1 1<i<j<n
P est stable si, et seulement si, les coefficients de P et () sont strictement
positifs.

(X —Xi—A\;). Montrer que

Exercice 14.25
‘ Soit P € Q[X] tel que P(1 ++/2) = 0. Calculer P(1 — /2).

Exercice 14.26

Soit P € [X] tel que P(e** X) = P(X). Montrer qu’il existe Q € [X] tel que
P(X) = Q(X™).

Exercice 14.27
Soit P € Q[X]. Déterminer P A P’ en fonction de la décomposition en facteurs
irréductibles de P.

Exercice 14.28
Décomposer en facteurs irréductibles dans R[X] le polynéme 1 — T, ou T,, est
le n-iéme polynéme de Tchebytchev.

Exercice 14.29 («))

n—1
Soit P = X"+ Y. ap X* € Z[X] et M = max{|as|, 0 < k < n—1}. On suppose
k=0

de plus qu’il existe un entier j > M + 2 tel que P(j) premier.
Montrer que P est irréductible dans Z[X].
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CHAPITRE 15
Fractions rationnelles
Exercice 15.1 ‘ terme de degré —1 dans sa décomposition en éléments simples.
Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes dans C(X)
;X' 4 1 Exercice 15.6
© XA © X (X—1).(X—n) i -1
9 X241 5 1 Soit w = e et P(X) = Y. X*. Déterminer la décomposition en éléments
© X2(X+1)2 © Xn(I-—xX)m k=0
Xx6_9 , n—1
3. xXTrnx-1? simples de la fraction % puis en déduire la valeur de la somme ) 1,1wk-
Exercice 15.2

k=1
Exercice 15.7
Décomposer en éléments simples la fraction

Soit X,, I’ensemble des complexes z tels que z" = —1.
(X+1)"—(X - 1)". 1. Calculer s
(X+1)r+ (X -1)» Zl—z'

zEXy
Exercice 15.3

2. Montrer que, pour tout P €, [X],

1. Déterminer un développement limité en 0 a I'ordre 7 de x — 20+l

, n 2 2P(2X)
L XP'(X) = 5P(X) + > > e
2. En déduire la décomposition en éléments simples dans R[X] la fraction 2€Xn
rationnelle
X341
X8(X2+1) Exercice 15.8
Soit P, () deux polynémes a coeflicients réels tels que @) est de degré n >
1, admet n racines réelles distinctes notées x1,...,x, et que P est de degré
Exercice 15.4 strictement inférieur a n.
1. Montrer que, pour tout n € N, il existe un polynéme P,, € R[X] tel que 1. Justifier que Q' () # 0 pour tout k < n.
i i P(z) _ N __ Plax)
VO € R,  sin((2n + 1)) = P,(sin(d)). 2. Montrer que 535 = k; eI E
2. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle Pl. 3. (a) Ef déduire que, si aucune des racines xp n’est nulle, alors
" 1 1
L maG ~ Qo
Exercice 15.5

n
(b) Calculer ) m
k=1
Déterminer les réels a, b et ¢ tels que la fraction aX’+bXte

(X-1)2 n’admet pas de
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Exercice 15.9

n
Soit x1, ..., x,, des réels deux a deux distincts et P = [[ (X — z). Calculer
k=1

n //(xk)
,; P'(xk)

Exercice 15.10
Que dire du numérateur et du dénominateur (en écriture irréductible) d’une
fraction rationnelle paire ?

Exercice 15.11

Soit R € R(X) telle que R(%) € R[X]. Montrer que 1 est un pdle de R.

Exercice 15.12

Déterminer les R € (X) telles que R? = )gfl

Exercice 15.13

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur R € (X) pour que
deg R' = deg R — 1.

Exercice 15.14
Soit P € R[X] un polynéme scindé a racines simples sur R. Montrer que P+ P’
est scindé a racines simples sur R.

Exercice 15.15
Soit F € (X) telle que, pour tout n € N non péle, F(n) € Q. Montrer que

F € Q(X).

Exercice 15.16 (théoréme de Gauss-Lucas)

1. Soit P € [X] non constant. Montrer que les racines de P’ appartiennent
a Ienveloppe convexe des racines de P.

2. Soit P € [X] un polynéme non constant et H est un demi-plan de C tels
que 0 € P'(H) (c’est-a-dire que P’ admet une racine dans H ). Montrer
que P(H) = C, c’est-a-dire que la fonction polynomiale associée a P est
surjective de H dans .

Exercice 15.17 («))

Notons, pour toute fraction R € (X), Pr 'ensemble de ces pdles. Déterminer
les parties A C telles qu'il existe R € (X)) vérifiant A = R(\Pg).

Exercice 15.18
Soit R € (X) qui définit une application injective sur son ensemble de définition.
Montrer que R est une homographie.
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Exercice 16.1

1. L’ensemble des suites réelles bornées est-il un sous-espace vectoriel
de RN ?

2. L’ensemble des suites réelles monotones est-il un sous-espace vectoriel
de RN ?

Exercice 16.2
Déterminer parmi les ensembles suivants ceux qui sont des sous-espaces vecto-
riels de R,

1. I'ensemble des fonctions réelles 1-lipschitziennes ;

2. l'ensemble des fonctions réelles f telles que

Jk e R, Vz € R, |f(z)| < K|z,

3. Pensemble des fonctions réelles f telles que

JkeR, Ve eR,  |f(z)] > k|z|

Exercice 16.3
L’ensemble des fonctions réelles qui admettent une période rationnelle non nulle
est-il un sous-espace vectoriel de R ?

Exercice 16.4

Soit E = C°(R, R) I'espace vectoriel des fonctions continues de R dans R. Pour
tout a € R, posons E, = {f € E, f(a) =0}.
1. Montrer, que pour tout a € R, F, est un sous-espace vectoriel de E.

2. Soit a # b. Montrer que £ = E, + Ej.
3. La somme de E, et de E; peut-elle étre directe ?

Exercice 16.5

Soit E = C"(R,R), F I'espace des fonctions négligeables devant ™ en 0 et G
l’espace des fonctions polynomiales de degré au plus n. Montrer que F et G
sont supplémentaires.

Exercice 16.6

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’'un K-espace vectoriel E tels que
F + G = E. Notons F' un supplémentaire de F' N G dans F. Montrer que
E=FoG.

Exercice 16.7

Soit E un espace vectoriel et F, G et H trois sous-espaces vectoriels de F.
Montrer que la somme F + G + H est directe si, et seulement si, FNG = {0g}
et (F+G) NH= {OE}

Exercice 16.8
Soit E un espace vectoriel, F', G et H des sous-espaces de E tels que E =
F®G=F®H. Montrer que G et H sont isomorphes.

Exercice 16.9
Soit w € L(E, F), Ey et Ey des sous-espaces de E en somme directe.

1. Montrer que si u est injective, alors u(Ey) et u(E2) sont en somme
directe.

2. Etudier la réciproque.

Exercice 16.10
Soit E = {P € R[X], P(0) = P'(0) =0} et u € L(E,R[X]) définie par u(P) =
P(X+1)—-2P(X)+ P(X —1). Montrer que u est un isomorphisme.

Exercice 16.11
Soit F' un sous-espace vectoriel strict de E.

1. Déterminer Vect(E \ F).
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2. Déterminer tous les endomorphismes s’annulant sur le complémentaire
de F'.

Exercice 16.12

Soit F' un sous-espace vectoriel non nul de R™ tel que tout vecteur non nul
n’admet pas de coordonnée nulle (dans la base canonique). Montrer F' est une
droite.

Exercice 16.13

Soit E et E' des espaces vectoriels isomorphes, F un espace vectoriel. Montrer
que L(E,F) et L(E', F') sont isomorphes.

Exercice 16.14
Soit E un espace vectoriel, F' un sous-espace de E et u € L(FE).

1. Montrer que v (u(F)) = F + Ker u.
2. Déterminer u(u='(F)).

Exercice 16.15

Soit E un espace vectoriel et u € L(E) tel qu’il existe un unique v € L(E)
vérifiant v o v = Idg. Montrer que u € GL(E).

Exercice 16.16
Soit E, F deux espaces vectoriels et u € L(E, F). Montrer que (z,y) — (z,y —
u(x)) est un automorphisme de E X F.

Exercice 16.17
Soit E un espace vectoriel et u € L(E).
1. Etablir I'équivalence entre Ker u = Ker u? et Im u N Ker u = {0z}

2. Etablir I'équivalence entre Im u = Im u? et E = Ker u + Im .

Exercice 16.18
Soit p un projecteur de E. Définissons les sous-espaces

Fy={f € L(E), Jue L(E), f=uop},
Fy={f € L(E), ue L(E), f=uo(Id—-p)}

Montrer que ces deux sous-espaces sont supplémentaires de L(E).

Exercice 16.19

Soit E, F' deux espaces vectoriels, u € L(E,F') et v € L(F,E) tels que vou =
Idg. Montrer que Ker v & Im v = F.

Exercice 16.20

Soit E, F' deux R-espaces vectoriels, u € L(E, F) et V, W deux sous-espaces
vectoriels de E. Montrer que u(V) C uw(W) si, et seulement si,

V +Ker u C W + Ker u.

Exercice 16.21

Soit a et b deux scalaires distincts et u € L(F) tels que
(u—aldg) o (u—bldg) = 0.

1. Montrer que Ker (u — aldg) et Ker (u — bldg) sont supplémentaires.

2. Déterminer une expression simple de la projection p sur Ker (u — aldg)
parallélement a Ker (u — bldg)

3. Montrer que u = ap + b(Idg — p). En déduire I'expression de u™ pour
tout n € N.

Exercice 16.22

Soit p et q deux projections sur le méme sous-espace G (mais de directions
différentes) et A € R. Montrer que A\p + (1 — \)q est une projection sur G.

Exercice 16.23

Soit E un K-espace vectoriel, p et q deux projecteurs de E qui commutent.
Montrer que Ker (p + ¢q) = Ker p N Ker gq.

Exercice 16.24

Soit E un espace vectoriel et p un projecteur de E. Expliciter les sous-espaces
de L(E) suivants

> {u € L(E), uop=pou},

> {u e L(E), uop = —pou}.
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Espaces vectoriels de dimension finie

Exercice 17.1

Soit ag, ..., an € K deux a deux distincts. Montrer que ((X — ax)™)i est une
base de K,[X].

Exercice 17.2

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et (z1,. ..
ratrice de E. Notons

,Zp) une famille géné-

I={ie[l,n], z; ¢ Vect(z1,...,2;-1)}.

Montrer que (x;);c; est une base de E.

Exercice 17.3

Soit (a,b,c) € (R*)3. Définissons S I'ensemble des suites réelles satisfaisant la
relation de récurrence, pour tout n € N,

Unt3 — (a+ b+ )upta + (ab+ be + ac)up41 — abeu, = 0.

1. Montrer que S est un espace vectoriel et déterminer les suites géomé-
triques de S.

2. Montrer que I'application

_ S — R3
7 (Wadnen = (0, un,uz)
est un isomorphisme.

3. Déterminer une base de S dans le cas ot a, b et ¢ sont deux a deux
distincts.

Exercice 17.4

Soit n > 1 et P € R,,[X] non nul.

1. Montrer que I'ensemble Fp des polynémes de R, [X] multiples de P est
un sous-espace vectoriel de R, [X].

2. En déduire la dimension de Fp en fonction du degré de P.

3. Soit @Q € R,[X] un polynéme premier avec P et tel que
deg P +deg@ =n+ 1.

Montrer que R, [X] = Fp @ Fg.

Exercice 17.5

Soit P € R, [X]. Montrer qu’il existe un unique @ € R, 1+1[X] tel que Q(0) =0
et P=Q(X)—Q(X —1).

Exercice 17.6

Soit n € N*, T' ’endomorphisme de R, [X| défini par T : P — P(X + 1) et D
lendomorphisme de R, [X] défini par D : P — P’.

1. Déterminer les endomorphismes de R, [X| qui commutent avec T

2. Déterminer les endomorphismes de R,,[X] qui commutent avec D.

Exercice 17.7

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n des sous-espaces Ey, ..., E,, Fi,
.., F, tels que
> pour tout ¢ € [1,p], F; C E;,

p P
i=1 i=1
Montrer que, pour tout i € [1,p], F; = E;.

Exercice 17.8

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Déterminer une condition
nécessaire et suffisante pour qu’il existe des sous-espaces F', G, H de E tels que

E=F0G=GOH=HO®F.
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Exercice 17.9

Soit ag < a1 < ... < an. Montrer que I'espace E des fonctions continues sur
[aop, an], affines par morceaux pour la subdivision ag < a1 < ... < ay est de
dimension N + 1.

Exercice 17.10

Soit E un sous-espace de R[X| de dimension finie. Montrer que E admet une
base échelonnée en degré.

Exercice 17.11
Déterminer le rang de la famille des vecteurs X; ; € R™ dont les coefficients
sont 1 en position ¢, —1 en position j et 0 partout ailleurs.

Exercice 17.12
Soit (f1,..., fn) une famille libre de fonctions dérivables de R dans R. Montrer
que la famille (f1,..., f}) est de rang au moins n — 1.

Exercice 17.13
Soit E, F deux espaces vectoriels de dimension finie et uw € L(E). Déterminer

dim{v € L(E,F), vou = 0g(g,p)}-

Exercice 17.14
Soit un K-espace vectoriel de dimension finie.

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les sous-espaces I
et Fy pour qu'il existe u € GL(E) tel que u(Fy) = Fy.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les sous-espaces
Fi, F», G et Gy pour qu’il existe u € GL(E) tel que u(Fy) = F» et
U(Gl) = Gg.

Exercice 17.15
Soit Vi,..., V,, des sous-espaces d’un espace vectoriel E de dimension finie tels
que

b
> dimV; > (p—1)dim E.
k=1

P
Montrer que () Vi # {0g}.
k=1

Exercice 17.16
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, u € L(E) nilpotente d’indice p,
c’est-a-dire tel que uP = Oz(py et uP~ # Og(py, et 1 v € L(E) — uov—vou.

1. Montrer que, pour tout n € N et tout v € L(E),

" (v) = é(_nk (Z) w0y ouk.

2. Montrer que ® est nilpotente et majorer son indice de nilpotence.
3. Soit a € L(E). Montrer qu’il existe b € L(E) tel que aoboa = a.
4. En déduire I'indice de nilpotence de ®.

Exercice 17.17
Soit a, b € R. Considérons ’endomorphisme u € L(R,,[X]) défini par

w(P) =P+ (aX +b)P'.

1. Déterminer & quelle condition sur (a,b) I'endomorphisme u est bijectif.

2. Calculer le rang de u.

Exercice 17.18
Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie.
Montrer que rg(u + v) < rg(u) + rg(v) puis que

rg(u) —rg(v)| < rg(u+v).

Exercice 17.19
Soit u et v deux endomorphismes de rang 1 d’un espace de dimension finie.
Montrer que rg(u + v) <1 si, et seulement si, Im v = Im v ou Ker u = Ker v.

Exercice 17.20 («))

Soit E un espace de dimension finie. Déterminer les u € L(E) tels que, pour
tout v € L(E), rg(uowv) =rg(vou).

Exercice 17.21
Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E de dimension finie n.

1. Préciser le noyau et I'image de ’application linéaire induite par v entre
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les espaces Im (u) et E. Exercice 17.25
2. Montrer que rg(u) = rg(v o u) + dimKer (v) NIm (u). Soit E un espace vectoriel de dimension n et uw € L(E) nilpotent. On admet que
3. En déduire que la suite (Ker uk)k est strictement croissante puis stationnaire et que la suite
(dim Ker u**! — dim Ker u*);, est décroissante.
dim Ker (v ou) < dim Ker (v) 4 dim Ker (u) 1. Montrer que Iindice de nilpotence de u est n si, et seulement si,
dim Ker u = 1.

et en particulier que, pour tout k € N, . .
b que. p 2. Montrer que, si lindice de nilpotence de u est n — 1, alors

dim Ker (u*) < k. dim Ker (u), rg(uf) > krg(u) — n(k —1). dim K A1 1
imKer u N Im u = 1.

Exercice 17.22

Soit E de dimension finie et u, v € L(E) tel que u + v est bijectif. Exercice 17.26
1. Montrer que si v ou = 0g(g), alors rgu + rgv = dim E. Déterminer les endomorphismes de K™ laissant stables chacun des axes de co-
2. Montrer que si rgu+rgv = dim E, alors il existe un projecteur p tel que ordonnées et la droite engendrée par le vecteur (1,1,...,1).
u=po (u+uv), v=(Id—p)o(u+v). Exercice 17.27

Montrer qu’un sous-espace F est stable par un endomorphisme u de rang 1 si,
et seulement si, Im v C F ou F' C Ker u.

Exercice 17.23
Soit 2 un R-espace vectoriel de dimension finie, U et V deux sous-espaces Exercice 17.28

vectoriels de L(E) tels queUd +V = L(E) et Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, H un hyperplan de E et F un
sous-espace de E. Discuter la valeur de dim F' N H.

Y(u,v) €U XV, wov+vou=0gnp.

Exercice 17.29

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, H, et Ho des hyperplans de E.
1. Montrer que Hy U Hy # E.

2. En déduire que H; et Hs admettent un supplémentaire commun.

Soit (p,q) € U x V tels que p+ g = 1d.

1. Montrer que p et q sont des projecteurs.

2. Soit r = rg(p). Montrer que dimV < (n —r)2.

3. En déduire les sous-espaces U et V.
3. Montrer que deux sous-espaces de 2 de méme dimension admettent un

supplémentaire commun.

Exercice 17.24
Soit E un espace vectoriel de dimension n. Un endomorphisme u de E est
cyclique s’il existe g € E tel que (zq,u(zo), . ..,u""(z0)) soit une base de E.

1. Montrer que si u™ = 0 et u"~! # 0 alors u est cyclique.

2. Soit u € L(E) cyclique. Montrer qu’il existe des scalaires (ax)kre[o,n—1]
tels que

n—1
u" + E apu® = 0.
k=0
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Matrices

Exercice 18.1
Déterminer la dimension de Iespace des matrices de M3 o(R) telles que la
somme sur toute ligne et sur toute colonne est nulle.

Exercice 18.2

Déterminer la dimension de l'espace des matrices M = (m; ;) € Ms(R) telles
que les quatres quantités

a11t+aig+ais, a13+az3+azs, az1+asz+aszs, a1 +az) +asn

sont égales.

Exercice 18.3
Soit A, B et C € M2(R). Montrer qu’il existe A, pu et v € R non tous nuls tels
que AA + uB + vC soit triangulaire supérieure & coefficients diagonaux égaux.

Exercice 18.4

Montrer que, dans M,,(R), le sous-espace des matrices triangulaires supérieures
est un supplémentaire de ’espace des matrices antisymétriques.

Exercice 18.5

Montrer que I'ensemble des matrices M = (m; ;) € My (R) telles que m; ; =0
pour tout (i,j) tel que j = i + 1[2] est un sous-espace vectoriel de M, (R),
stable par produit. Préciser sa dimension.

Exercice 18.6

Calculer JMJ ot M € M,(R), et J € M, (R) est la matrice dont tous les
coefficients sont égaux a 1.

Exercice 18.7
Soit M D’ensemble des matrices A(t) € M3(R), définies pour t € R par

1—t —t 0
Aty=1| -t 1-t 0
—t ot 1-2t

1. Montrer que M est stable par produit matriciel.

2. Pour quelles valeurs de t, la matrice A(t) admet-elle un inverse dans M ?

Exercice 18.8

Une matrice A = (a;;) € My (R) est centrosymétrique si

Vi,j <n, pt1—intl—j = Qjj-

Montrer que I’ensemble des matrices centrosymétriques est un sous-espace vec-
toriel de M,,(R), stable par produit. Déterminer sa dimension.

Exercice 18.9

[ Soit M € M, (R) triangulaire supérieure telle que *M M = MM . Montrer que
M est diagonale.

Exercice 18.10
Soit x,0 € R. Calculer les puissances de la matrice

z +sinf cos 0
cos x —sin6

Exercice 18.11

1 e e 1
Calculer I'inverse de la matrice A = 0
0 0 1
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Exercice 18.12
Déterminer les matrices qui commutent avec toutes les matrices antisymé-
triques.

Exercice 18.13
Montrer que

VM € GL,(K),3P € K[X],P(M) = M~ "
Existe-t-il P € K[X] tel que pour tout M € GL,(K), P(M)=M~17?

Exercice 18.14
Déterminer les réels \ tels qu’il existe une matrice A € M, (R) non nulle
vérifiant *A = \A.

Exercice 18.15 ( «))

1. Soit a >0 et A € M,,(R) une matrice telle
> a;; = a pour tous i # j,
> a;; > a pour tout .
Montrer que A est inversible. On pourra chercher le signe des coordon-
nées d’un vecteur du noyau de A.

2. Soit Fn, .., B, des parties distinctes de E de cardinal n telles que

JaeN\{0}, Vi#j, |E;NEj=a.

Montrer que m < n.
On pourra considérer la matrice ‘BB avec B € M, ,»(R) telle que

bij = Lien,-

Exercice 18.16
Soit A = (a; ;) € My() et pour tout i, £; = Y |a, ;|.
JF#i
1. Montrer que si, pour tout i, |a; ;| > ¢;, la matrice A est inversible.

2. Montrer que si, pour tout i # j, |a; ;a; ;| > ¢;¢;, la matrice A est inver-
sible.

Exercice 18.17
Déterminer les matrices M telles que M? = A dans les cas suivants :

0 0
pas[00]

T

OO O O OO

OO~ =~ OO
L

SO O O o

Exercice 18.18
Résoudre, pour tout A, B € M, (R), I’équation X + trX.A = B d’inconnue
X e M, (R).

Exercice 18.19
Résoudre, pour tout A € M,(R), I'équation X + 'X = trX.A d’inconnue
X e M, (R).

Exercice 18.20

1. Soit A\1,..., A\, € deux a deux distincts et A = diag(\q, . ..
miner le noyau et I'image de I’endomorphisme

o M0 2 Ml

, An)- Déter-

M — AM-MA

2. Soit M € M,,() une matrice de trace nulle.
(a) Montrer que M est semblable & une matrice a diagonale nulle.
(b) Montrer qu’il existe A, B € M,,() telles que M = AB — BA.

Exercice 18.21
Calculer les puissances de la matrice M € M,,(R) de coefficients [M]; j = 1 si
i=j—1[n] et [M]i_j = 0 sinon.

Exercice 18.22
Considérons les matrices C € M, 1(R) et L € M ,(R). Calculer (LC)* et
(CL)*, pour tout k € N.

Exercice 18.23
‘ Soit A et B € M,,(R) telle que AB soit nilpotente d’indice p. Montrer que BA
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est nilpotente d’indice inférieur ou égal a p + 1.
Peut-il y avoir égalité ?

Exercice 18.24

op 1 0 ... 0
(65) 0
Considérons A = o e e 0 | € Mu(R) et Ca I'espace des ma-
o 1
|l ap, 0 ... ... 0]

trices commutant avec A.

1. Montrer I'injectivité de I'application linéaire

. Ca — Mn)l(R)
vf,

Mij)ig = (Min)i

2. En déduire que, pour tout M € Cy, il existe P € R,,_1[X] tel que
M = P(A).

Exercice 18.25

Soit A € M,(R) une matrice semblable & une matrice diagonale
diag(as, ..., ay,). Montrer qu’il existe P € R[X] tel que A = P(A3).

Exercice 18.26
Soit A € GL,,(K). Montrer que A est triangulaire supérieure si, et seulement
si, pour tout k > 2, A* est triangulaire supérieure.

Exercice 18.27
Soit ¢ une forme linéaire sur M, (R) telle que

VA, B € M,(R),  ¢(AB) = p(BA).

Montrer que ¢ € Vect(tr).
Indication : on pourra rappeler le calcul E; ;Ey ;.
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CHAPITRE 19

Equivalence des matrices

Exercice 19.1 1. Montrer que la colonne Y € M,, 1(R) est nulle si, et seulement si,
Montrer que toute matrice de M,,(R) peut s’écrire comme la somme d’au plus .
n matrices de rang 1. Le résultat est-il encore vrai avecn — 17 YY =0.

2. Montrer que Ker (*AA) = Ker (A).
Exercice 19.2 (@) 3. En Déduire que rg(*AA) = rg(A) puis que rg(A*A) = rg(A).
Soit A € M3 2(R) et B € My 3(R) telles que

0 -1 -1 Exercice 19.6
AB=| -1 0 -1 |. —’mes matrices M € M,,(K) telles que rg(M J,,—1) = rg(M) — 1.
1 1 2
1. Montrer que rg(A) = rg(B) = 2. Exercice 19.7

Soit ¢ la relation binaire sur M.,,(K) définie par AQB si

2. En déduire BA = 15.
v,V e M, (K), A=UBV.
Exercice 19.3 Montrer que AQB si, et seulement si, rgA < rgB.
Soit A € M,(R).

1. Montrer qu’il existe U € GLy,(R) telle que AUA = A.

2. Montrer qu’il existe U € GL,,(R) telle que UA est une matrice de pro- Exercice 19.8

Jjection. Soit A, B € M,,(K). Montrer qu’il existe U, V € GL,(K) telles que

rg(UA + BV) = min(n,rgA + rgB).
Exercice 19.4

Soit A € M., »(K) et B € M,, ,,(K). Définissons

{ M,(K) — Mpu(K) Exercice 19.9 (@)
v M = AMB Soit A € M,,(K) nilpotente d’indice p. Montrer qu’il existe C € M, 1(K) et
L € My »,(K) telles que

Déterminer a quelle condition u est bijectif.
p—1
M1 (K) = Vect(C, AC, ..., AP~1C) @ (] Ker (LA).

Exercice 19.5 k=0

Soit A € M, (R).
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Exercice 19.10 Exercice 19.15
Soit a, b et ¢ €. Montrer que le systéme Résoudre le systéme
z + 2y + 3z = a 3. — 2y + 2z + 2t = -1
2¢ + 3y + 4z = 2 — 2y + 3t = 0
3r + 4y + 5z = ¢ r + 2y — 2z + t = 7
x + vy + z + t = 0
admet au moins une solution si, et seulement si, c —b="b — a.
Exercice 19.11 Exercice 19.16
Déterminer les solutions strictement positives du systéme non-linéaire suivant Résoudre, pour A €, le systeme
ryz = 1 X+ y + oz + t = 1
xy’zt = 2 r 4+ Ay + z + t = A
3 = 3 r + Yy + Az + = A+1
Exercice 19.12 Exerc'ice 19.17 . o ) . )
Résoudre, pour A €, le systéme Soit a, b, ¢ € deux a deux distincts. Résoudre le systéme suivant
e+ oy 4+ oz o= 1 r + ay + ajz = a;’
4+ Ao+ oz o= A xr + by + bQZ = b3
r + oy 4+ A o= A2 r + ¢y + cz = c
. Exercice 19.18
Exercice 19.13 Résoudre le systéme, pour A\, u € C,
1 2 3 a
Soit A=|2 3 4|, B=|25b|. A+ py + oz o= 1
3 45 T + My + oz = p
Montrer que le systeme AX = B est compatible si, et seulement si, c—b = b—a. z + py + Az = 1
Exercice 19.14
Résoudre le systéme
Exercice 19.19
1 + 22 + x3 + + , =1 Soit « € R, A € M32(R), B € M3 3(R) telles que
Ty + 29 + 223 + + 2z, = 1
Ty + 2x9 + 3x3 + + 3x, = 1 1 4 2
. . . . AB=1|2 «a 2
: : : : : : 3 10 2
r, + 210 + 33 + ... + nz, = 1
Trouver c.
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Exercice 19.20

Considérons M = (m; ;)i ; € Mn12(R) vérifiant
>m;;=0sii€{l,n+2} ouje{ln+2};
> mij = §(Miz1j + Mis1j +mij-1 +mi 1) sinon.
Déterminer M.

Exercice 19.21

Soit A € M,, ,(K) de rang r, U € GL,(K) telle que UA soit échelonnée en
lignes.

1. Montrer que X € Ker A si, et seulement si,
Li(UA)X =0,..., L,(UA)X =0.
2. Montrer que Y € Im A si, et seulement si,

L (U)Y =0,..., Ly(U)Y =0.

Exercice 19.22 («) , matrices de Hessenberg)

1. Soit M une matrice de M, (R). Montrer qu’il existe P € GL,,(R) telle
que les coefficients de PM P~ en positions (i, 1) pour i > 3 soient nuls.

2. Conclure que toute matrice de M.,,(R) est semblable & une matrice M =
(mi ;) € My (R) telle que m; ; =0 dés que i > j + 1.

X L K
*
0
L 0 0 * x|

Exercice 19.23 («))

1. Soit X € My 1(Z) et d le PGCD des coefficients de X. Montrer qu’il
existe U € GL,,(R) a coefficients entiers et d’inverse & coefficients entiers

telle que

UX =
0
2. Soit A = (a;;) € My p(Z). Montrer qu’il existe U € GL,(R) a coeffi-

cients entiers et d’inverse a coefficients entiers telle que U A soit éche-
lonnée en ligne.

3. Echelonner dans Z la matrice

A=

=~ =
N = N
w = W
N DN

Exercice 19.24

Montrer que les matrices J = (1) € M,,(R) et nE; 1 sont semblables.
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Groupe symétrique

Exercice 20.1

1. Déterminer la décomposition en cycles a supports disjoints et la signa-
ture des permutations suivantes
6 7 8 9 10
01 2 5 6

7T 8 9
1 2 5 )

CoO = 00
~ Ut = Ot
SO =

2. Préciser 017 et ¢'1789,

Exercice 20.2
Soit o € S,,. Déterminer le nombre de parties A C [1,n] telles que o(A) = A.

Exercice 20.3
Déterminer les permutations de Sg qui commutent avec (1 2 3) o (4 5 6).

Exercice 20.4
Montrer que les permutations de S,, qui commutent avec o = (1 23 ... n)
sont les puissances de o.

Exercice 20.5 (inégalité de réarrangement)

Soit (xk)k<n €t (Yr)k<n deux suites strictement décroissantes. Posons, pour
tout o € S,

Yo = Z TkYo (k).
k=1

Montrer que, pour tout o € S, Yq > Yo

Exercice 20.6
Montrer que I’ensemble des permutations o € S, telles que

VEk € [1,n], on+1—-k)+ok)=n+1

est un sous-groupe de S,,.

Exercice 20.7
Montrer que {0 € S,,, o(n) =n} est un sous-groupe maximal de S,,.

Exercice 20.8

Montrer qu’il existe un morphisme de groupes injectif de S, dans A, 2.

Exercice 20.9

Déterminer |G| ou G est le plus grand sous-groupe de Sy tel que, pour tout
reG, z?=1d

Exercice 20.10
‘ Soit n > 4. Montrer que le groupe S,, est engendré par les 4-cycles.

Exercice 20.11
‘ Préciser le nombre de classes de conjugaison dans le groupe Ss.

Exercice 20.12
‘ Exprimer la signature d’une permutation en fonction de son nombre d’orbites.

Exercice 20.13 («))

Notons o(c) le nombre d’orbites de o € S,,. Factoriser le polynéme

Z xo(),

oES),

En déduire le nombre moyen d’orbites des permutations.
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Exercice 21.1
Soit x, y, z € R. Calculer le déterminant

Exercice 21.2

Soit n > 3 et a1, ag, .., An, b1, b2, ..., by, €. Calculer det(a; — b;).

Exercice 21.3

Exercice 21.4

Calculer le déterminant de la matrice M, € My(R) de coefficients m;, ; égaux

Notons, pour tout k € [1,n], Sp = >_

0 x2 y2
x? 0 22 + 42
y2 .’L'2 + y2 0
22 .TQ + 22 y2 + 22
1 1 1

=
S1 St S
S1 Sy Sy
S1 S S3
S1 Sy S3

alsii=j,i=1ouj=1, nuls sinon.

52

x2—|—22
y2+z2
0
1

k
1. Calculer

S
Sa
S3

Sn

O o =

Exercice 21.5

Déterminer selon les valeurs de a € le rang de

1 a 0
M, =

0 a

a 0 1

Exercice 21.6

Calculer les déterminants suivants

1 det ((;1)). 2. det ((4777))

Exercice 21.7

Soit n > 2 et P € R,,_2[X]. Calculer le déterminant

P@)  P(2) P(n)
P2)  P@3) P(n+1)
P(n) Pln+1) P2n—1)

Exercice 21.8

Soit E = {P(z)e®, P € R,[X]|}. Déterminer le déterminant de l’endomor-
phisme de dérivation sur E.

Exercice 21.9

Calculer le déterminant des endomorphismes u € L(M,,(K)) définis par
1. u(M) ="M,
2. u(M) =M +tr(M)L,.
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Exercice 21.10
Soit M € M, (R) & coeflicients dans {+1}. Montrer que l'entier det M est
divisible par 2"~ 1.

Exercice 21.11
Soit K un corps et a € K. Montrer que I'ensemble des matrices de la forme

o]

est un corps si, et seulement si, a n’est pas un carré dans K.

Exercice 21.12
Soit A € M,, 4(K) et B € M, ,(K). Montrer que det(I, — AB) = det(I, — BA).

Exercice 21.13
Soit A € GL,() et X € M,, 1(). Montrer que

_ det(A + X'X)
XA X =—— =~/ _ ]
det A

Exercice 21.14
Soit A € GL,(K), X, Y € M, 1(K).
1. Montrer que det(A + X'Y) = (1 + Y A71X) det(A).
2. Supposons 'Y A71X #£ —1. Etablir la formule de Sherman-Morrison

1

- _ATX'YATL
14+tYA-IX

(A+X'Y) =47

Exercice 21.15
Soit A, B, C et D € M, (K) telle que CD = DC. Montrer que

A| B

On pourra commencer par le cas D € GL, (K).

Exercice 21.16
Soit A, B € M,(R). Montrer que le déterminant de la matrice

5ix]

est positif.

Exercice 21.17 («))

1. Montrer linversibilité de la matrice M € Ma,() dont les coefficients

sont
. 1 sii#j,
Mig = { 0 sinon.

2. En déduire que toute matrice de My, () dont les coefficients diagonaux
sont nuls et les autres sont de valeur absolue 1 est inversible.

3. Déterminer le rang d’une matrice de May,+1() dont les coefficients dia-
gonaux sont nuls et les autres sont de valeur absolue 1

4. Soit n cailloux tels que tout lot de n — 1 d’entre eux peut toujours se
partitionner en deux tas de méme masse. Montrer que n est impair.

Exercice 21.18

n
Soit M = (m; ;);,; une matrice telle que Cy = [] m; ,(;) soit une quantité non
i=1

nulle indépendante de o € S,,. Montrer que rgM = 1.

Exercice 21.19
Soit n > 1. Déterminer les matrices A € M,,(R) telles que

VM € M,(R), det(A + M) = det A + det M.

Exercice 21.20
Déterminer les matrices A € M,,(R) telles que det A =1 et

YM,N € M,(R),  det(A+MN)=det(A+ NM).

Exercice 21.21
Soit M € M,(R).
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1. Montrer que, si M est inversible, alors il n’existe pas de matrice inversible
P telle que, pour tout z €, det(P — zM) # 0.

2. Montrer que ce résultat est faux si M est de rang r < n.

Exercice 21.22
Soit A et B dans Ms(Z) telles que A + kB soit inversible dans My (Z) pour
tout k de {0, ...,4}. Montrer que A+ 5B est inversible dans Ma(Z).

Exercice 21.23
Soit A et B € M,,(R) et semblables sur . Montrer que A et B sont semblables
sur R.

Exercice 21.24
Soit Ay, By, As et Ba € M, (R) telles que les matrices complexes Ay + iB; et
As + 1By soient semblables. Montrer que les matrices

|: Al _Bl :| |: A2 _BZ

B, | A, By | A, ]GMQ"(R)

sont semblables.

Exercice 21.25
Soit A et B € M, (R) telles que det(A + B) > 0.

1. Montrer que si AB = BA, alors det(A* + B¥) > 0 pour tout entier
ke N.

2. Montrer avec A =1y + aF1 2 et B =15+ aF> 1 que le résultat est faux
sans I’hypothése de commutation.

Exercice 21.26
Soit (m,n) € N> avec 1 <n < m, A€ My,() et B € My (). Que dire de
det(AB) 7

Exercice 21.27
Soit A € M,,(Z). Montrer qu’il existe N tel que pour tout premier p > N, les
matrices A et ([A]; ;[p]) ont le méme rang.

Exercice 21.28
Soit A € GL,(R) telle que [A]; ; = 0 pour tous i, j tels que i +j < n+ 1.
Montrer que, pour tous i, j tels quei+j >n+1, [A7];; =0.

Exercice 21.29 («))

Soit A € M,,(R). Montrer que det A = 0 si, et seulement si, il existe B €
M., (R) non nulle telle que, pour tout k € N\ {0}, (A+ B)* = A* + B*.
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CHAPITRE 22

Construction de l’intégrale

Exercice 22.1
Soit f : R — R continue telle qu’il existe T > 0 et C' € R vérifiant 2. En déduire qu’il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) f f)
ot T 3. Soit g : [a,b] — R4 continue par morceaux et dmtegra]e non nulle.
Vz € R, / ft)dt=C. Montrer qu’il existe ¢ € [a,b] tel que f(c f g(t)dt = f; f(t)g(t)dt

Montrer que f est T-périodique.
que f P d Exercice 22.7

Exercice 22.2 Définissons, pour toute fonction f : R. — R continue, la fonction f* : Ry — R

par
1. Soit f : [a,b] — R continue telle que f(a +b— z) = f(z) pour tout . fo t)dt siz >0,
x € [a,b]. Calculer f; tf(t)dt en fonction de fab f(t)de. U 0) siz=0.
L
2. Calculer [ Tremt At - 1. Montrer que f* est de classe C* sur R, puis que f* est continue en 0.
2. Montrer que si f admet une limite finie ¢ lorsque = tend vers +oo, alors
Exercice 22.3 f* admet la méme limite quand x tend vers +oo.
Soit f : [0,1] — R continue telle que fo t)dt = 0. Posons a = In[m] f(z), et
z€(0,1
= < -
b= max, f(x). Montrer que fo Zat ab. Exercice 22.8

Soit f : [a,b] — R4 continue. Montrer que
Exercice 22.4

1
Soit f :[0,1] — R continue telle que fol f(t)dt = }. Montrer que f admet un (/b fn> !

— sup f.
point fixe. b/

[a,b]

Exercice 22.5
Exercice 22.9

Soit f:x— Inx + fll/x —dt__. Montrer que f admet une limite en 0.
Soit f :[0,1] — R. Calculer lim fol f(a™)da.

(1+t5)i/4

Exercice 22.6

Soit f : [a,b] — R continue. Exercice 22.10

Déterminer la limite de fol((l —t)eh)n dt.

1. Montrer que

E ice 22.11
(b—a) HllIl flx / f@)dt < (b—a) max f(x). s 1
w€[a,b] z€la,b] Déterminer un équivalent de [ sin(t") dt.
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Exercice 22.12
Soit f : [a,b] = R continue. Montrer que fab f(t) cos(nt)dt — 0.

Exercice 22.13
Soit f : [a,b] — R continue non identiquement nulle, telle que

b
V ke [0,n—1], / thf(t)dt = 0.

a

Montrer que f change au moins n fois de signe sur a, b|.

Exercice 22.14
Soit f : [0,1] — R continue. Déterminer la limite des expressions suivantes

L3R \

k=1

42n
2 5 X ()
k=1

Exercice 22.15
Soit f:[0,1] — R continue. Déterminer la limite des expressions suivantes

L Y f(5)rd) ‘ 25 X fE)rE)

1<k<i<n 1<k<I<n

Exercice 22.16
Soit A1As...A, un polygone régulier inscrit dans le cercle unité tel que
n

A1(1,0). Calculer nhﬁn;(} 1 k2_:2 A1 Ay.

Exercice 22.17

n—1
Soit f, g continues sur [0, 1]. Déterminer la limite de % Sof (%) g (knil)
k=0

Exercice 22.18 («))

n .
Soit x,, I'argument du premier maximum local de f,, : x — > %k]”) sur Ry.
k=1
Montrer que
T sint
0

Exercice 22.19

n
Pour tout n > 1, posons u, = > ﬁ
k=1

1. Montrer que la suite (u,,), converge et déterminer sa limite /.

2. Préciser un équivalent simple de u,, — £.

Exercice 22.20

Soit f : [a,b] — R% continue.

1. Montrer qu’il existe une subdivision (x,&"))keﬂoynﬂ telle que

(n

z(™ b
/xw f(t)dt:%/a F(6)dt.

k—

Vk € [1,n],

n
2. Déterminer la limite de 1 3 x,(cn),
k=1
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Séries numeériques

Exercice 23.1

Montrer la convergence puis calculer la somme des séries de terme général

1. 2. In(1+ —2=)

1
n(4n2—1) n(n+3)

Exercice 23.2

Déterminer la nature de la série de terme général

1. nl-w 9. w pour a >0
2. arccos(2 arctan(n®)) 10. e — (1+ 2)»
n ’ n
3. In V(D" 1 ™ arctant
vn+1 11. e fO 1+t dt
4 =D
. n—Inn . 12. m
* nln(n)In(In(n))... In(In(...(In(n))...)) 1yn®
6 In (In(nt1))? 13. (cos ;)
' In(n) In(n+2) (—)"
7. 1 _ 1 14. W
n2—1 n2+1 nn
8. "27;2 15. e~ ™% pour o > 0

Exercice 23.3

Déterminer la nature de la série de terme général sin(m(2 + v/3)™).

Exercice 23.4

Déterminer, selon les valeurs de a, b, ¢ € R, la nature de la série de terme

général
Up = avn+bv/n+1+cvn+2.

Exercice 23.5

Soit (un)n>1 la suite définie par uy = 1 et u, = 2u|,/2) si n > 2. Montrer que
la série de terme général 1/u,? est convergente et calculer sa somme.

Exercice 23.6

Déterminer la nature de la série de terme général u,, ou u, = % sin est un

carré et u,, = n% sinon.

Exercice 23.7

Déterminer, selon les valeurs de «, la nature de la série de terme général

(arccos(4))”

Exercice 23.8 ( «))

Expliquer la construction de la figure suivante puis justifier I'existence d’une
taille limite.

Exercice 23.9

Soit, pour tout n € N\ {0}, ¢(n) le nombre de chiffres dans I’écriture décimale
de n. Montrer la convergence de la série de terme général u, = % puis
calculer sa somme.

Exercice 23.10

Soit o : N\ {0} — N\ {0} bijective. Montrer que la série de terme général —*—

no(n)

converge mais que la série de terme général % diverge.
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Exercice 23.11
Soit (2, = |zn|€?") une suite de complexes telles qu'il existe o €]0, X [ vérifiant

vn € N, 10,] < a.
Montrer que les séries de termes généraux z, et |z,| sont de méme nature.

Exercice 23.12
Déterminer, selon la valeur de «, la nature de la série de terme général

sin(rvn? + a).

Exercice 23.13
Soit (uy)n une suite de réels positifs. Montrer que la série de terme général u,,
converge si, et seulement si, la série de terme général _L11u converge.
n

Exercice 23.14

Soit (un), définie par ug €]0, 5[ et, pour tout n, un41 = Uy COS(Up ). Etudier la
convergence des séries

Z(_U”um Zlncos(un), Zun

Exercice 23.15

n
Déterminer un équivalent de la somme Y 2~ pour a €]0,1].
k=1

Exercice 23.16
Déterminer la nature de la série de terme général u,, défini par

+o00 1
=Y

k=n-+1

Exercice 23.17

Déterminer la nature de la série de terme général —; L
S In?k
k=1

Exercice 23.18

Soit (uy)n une suite telle que uy+1 = o(uy,).

1. Montrer que la série de terme général u,, converge.

o0
2. Montrer que ) ujp ~ Uy,.
k=n

Exercice 23.19

Soit (uy,) € RE décroissante. Définissons la suite (v, ), par v, = 2"ugn. Montrer
que les séries de terme général u,, et v, sont de méme nature.

Exercice 23.20 (régle de Raabe-Duhamel «))

Soit (uy), une suite réelle positive telle que u;—:l =1- 2+ 0O(35). Montrer
qu’il existe C' > 0 tel que u, ~ n%
On pourra considérer la série de terme général In(upn4+1) — In(uy,).

Exercice 23.21

Soit ug €]0, 5[ et, pour tout n € N, u,, 1 = sinu,,. Montrer que u, ~ \/g

Exercice 23.22

Soit (uy)n définie par ug > 0 et la relation de récurrence
Vn € N, Upt1 = In(1 4+ uy,).

1. Déterminer un équivalent de u,,.

2. La série de terme général u,, est-elle convergente ?

Exercice 23.23

Soit (un)n définie par ug > 0 et la relation de récurrence
Vn € N, Up+1 = Up + qu

1. Montrer que la suite (uy,), diverge vers +oo.

2. En considérant la série de terme général x,,+1 — T, montrer que la suite
(n, =2 " Inw,) converge.

3. En déduire un équivalent de u,,.

Exercice 23.24

Notons, pour tout n > 1, p, le n-éme nombre premier (donc p1 = 2, ps = 3...).
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Exercice 23.30

1. Mont la di de la suit b T traine celle d
omrer que la divergence de la suite <Hk1 1plk>n entrame celie de Soit (un), € RY telle que la série de terme général u? converge. Justifier la
la série de terme général p%. sommabilité de la famille (p ) (p,q)ene puis établir I'inégalité
2. Montrer que la suite <HZ_1 1_11) diverge. Conclure. Z _ Uplq <7 Zu
’k ) n ,Ptag+1
(p,9)EN
Exercice 23.25
Soit (un) € R{\i telle que la série de terme général u,, diverge et notons S,, la Exercice 23.31
n-iéme somme partielle. Montrer que la série de terme général g~ diverge mais Soit b > a > 2 des entiers et s > 0. Montrer que la famille (a=*b=%);; est
que pour tout a > 0, la série de terme général Ztiz converge. sommable.
Exercice 23.26 Exercice 23.32
Soit (un)n>1 une suite de réels positifs telle que Soit a, b et ¢ € N\ {0}. Montrer que, pour tout z € tel que |z| < 1,
0 an e cn
z z
vn € N\ {0}, up < — Z_b+zz_b+~
\ {0} Z k Zuk L1 —ghbe T L] — ghnte
k=n-+1
Montrer que la série de terme général u,, converge.
Exercice 23.33
Exercice 23.27 En utilisant Papplication (m,n) = (m An, -, —I—), montrer que
Montrer que 1
o0 1 o0 2
Z )" Zﬂ @ > s = 6(2)7
n. n' n!’ mn>1
n=1 n=1 mAn=1

Exercice 23.28
Soit z € de module strictement plus petit que 1. Montrer que

’I’L

oo
T - 2

ot d,, est le nombre de diviseurs positifs de n.

Mg

3
Il
-

Exercice 23.29
Soit a > 2. Montrer que

do-=3 3

n=0k=n+1
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CHAPITRE 24

Intégration sur un intervalle

Exercice 24.1 Exercice 24.8
Déterminer si les fonctions suivantes sont intégrables sur I'intervalle indiqué. Prouver l'intégrabilité et calculer les intégrales suivantes
1 *
1. 7“”;;“” sur RY. 5. \/E sur ]0,1] 1. fol Hdt=1% 3. f (1+t2 P =i
2. % sur |1, +o0] Ly f "
*
3. etthlZe_t sur R 6. In 1545 sur R} /7@ ) (b—t f = t2+2t+2 -
4. < s [1,4+o00] 7. [ & du sur]0,1]
K ft “ Exercice 24.9
Calculer a l'aide du changement de variables indiqué
1
Exercice 24.2 1. f, lﬁ dt =4In2 — 4 en posant u = /1 —t
Etudier I'intégrabilité de x — x*|In(x)|® sur ]0, 1[. 2. f0+oo 11411:2 dt = 0 en posant u = +

Exercice 24.10
Calculer I'intégrale des fonctions suivantes sur I'intervalle ]1, +00]

Exercice 24.3
Soit > 0 et > 0. Etudier I'intégrabilité de x +— THI="" sur R .

1. ©— 1 \/arctan /=
Va2 —1 2. Va(l+z)

Exercice 24.4

Etudier en fonction de (a, ) € R* x R l'intégrabilité sur R det +— ln(ltif,rta) Exercice 24.11

Définissons I,, =

+oo dt _ [too t"
o wrEmaEm =l mEeEmaee 4

Exercice 24.5 1. Montrer que ces intégrales sont bien définies.

. 1 .
Montrer que la fonction vz —1y3-= est intégrable sur |1, 3]. 2. Montrer que, pour tout n € N\ {0}, I,, = J,, puis calculer cette valeur.

Exercice 24.6 Exercice 24.12
4 . 9. ~ Jep 2 —z®_ —af
Soit o, § > 0. Etudier I'intégrabilité en 0 de x — “———. 1. Montrer que les intégrales I = 0+Oo % et J = O+Oo % sont bien
définjes.
Exercice 24.7 2. Montrer que I = J
Calculer, pour a >0 etn €N, I,, = 0+°° e~ (sint)™ dt. 3. Calculer la valeur de I +J a I'aide du changement de variables v =t — %

4. En déduire I.
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Exercice 24.13
Considérons la fonction

+ooeft

Déterminer lim f(z) puis un équivalent de f(x) en +oo.
r—r+00
Exercice 24.14

Soit f : R% — R de classe C! telle que f(1) =0 et f'(1) = 1. Calculer la limite
en 1 par valeurs inférieures de
2
[
. f)

Exercice 24.15
Soit 0 < a < b. Déterminer les limites

2x 2 bx
tIn(l+4+1¢ 1 —cost
lim / costmioTt) - 121( + )dt, lim 7208
z sin“ ¢ sht x—=0t Jon t

z—0t

I came as a king, I left as a legend




MIPSI, R. MANSUY

CHAPITRE 25

Dénombrement

Exercice 25.1

Dénombrer les applications f : [1,12] — [1,12] telles que Exercice 25.6

' ' ' ] Soit A et B deux parties d’'un ensemble E telles que A soit finie. Dénombrer
1. I'image d’un entier pair est paire; les parties X C E telles que AU X = B.
2. I'image d’un entier divisible par 3 est divisible par 3 ;

3. f est bijective.

. .\ .. Exercice 25.7
Recommencer en supprimant la derniére condition. S

Calculer
> UXI+IYD.
Exercice 25.2 AR
Soit n € N\ {0}. Dénombrer les couples (x,y) € (N\ {0})? tels que zy = n et
cANy=1.
Exercice 25.8 ( «))
Soit E un ensemble de cardinal n muni d’une relation d’équivalence R, k le
Exercice 25.3 nombre de classes d’équivalence et m le cardinal de I’ensemble des couples
Soit E un ensemble de cardinal n. Dénombrer les couples (X,Y) € P(E)? tels (z,y) € E? tels que x'Ry. Montrer que n* < km.

que X NY est de cardinal 1.
Exercice 25.9

Soit f : N — N telle que, pour n € N, f(n) est le nombre de fois que le chiffre
1 apparait dans la liste des entiers compris entre 0 et n.

1. Déterminer f (10’C — 1) pour k € N.

2. Montrer qu’il existe un nombre fini de n € N tels que n > f(n).

Exercice 25.4

Soit E un ensemble de cardinal n. Dénombrer les triplets (X,Y, Z) € P(E)3
telsque X CY C Z.

Exercice 25.10 (théoréme de Beatty)
Pour tout réel a > 1, notons A, = {|na], n € N\ {0}}.

1. Soit v > 1 et n € N\ {0}. Calculer |A, N [1,n]]|.
On pourra distinguer les cas a« ¢ Q et a € Q.

2. Soit o, B > 1. Montrer que les ensembles A,, et Ag forment une partition
de N\ {0} si, et seulement si, o et § sont deux irrationnels tels que

Exercice 25.5 l + l —1.

Montrer que > > k=n(n+1)2"2 a B
XeP([Ln]) EX
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Exercice 25.11
Soit n € N\ {0}.

Montrer que le nombre de chemins de Delannoy aboutissant en (m,n) est

in(m,n)
1. Dénombrer les solutions dans (N\ {0})* de I'équation mlrf YmAn—k\ (m+n—2k
— k n—k
1+ ... +xp =n. -
On pourra introduire Iapplication qui, & une solution (1, ..., ), asso-
cie 'ensemble de [1,n — 1] défini par {x1,21 + 2,..., 21+ ...+ Tp—1}. Exercice 25.14
2. En déduire le nombre de solutions dans (N \ {0})* de I'inéquation Le nombre de Stirling de deuxieme espece Sy, ), est le nombre de partitions de
Densemble [1,n] en k parties.
1+ ...+ xp < n. 1. Calculer S, 1, Sp2 et Spn—1-

2. Montrer que, pour tout n > 1 et tout k > 1,

Snk = Sn—1k-1+kSn—1k-
Exercice 25.12 nk n—1,k—1 n—1,k

Soit n € N. On considére le repére de l’espace orthonormal et les points
0(0,0,0), A(n,0,0), B(0,n,0) et C(0,0,n). Dénombrer les points a coordon-
nées entiéres dans le tétraédre OABC. .

2 Exercice 25.15

Soit s, le nombre d’éléments de S, admettant exactement k points fixes.
C Montrer que ksy , = nSp—1 k—1.

Exercice 25.16

Soit un i le nombre de parties de [1,n] de cardinal k qui ne contiennent pas

19) B deux entiers consécutifs. Montrer que uy, ; = ("j’:“).
Y On pourra commencer par établir une relation de récurrence.
A
Exercice 25.17
z Dénombrer les permutations o € S, telles que
cl)<o(2)<...<0on et oc(2n) <o(n—-1)<...<o(n).
Exercice 25.13 1) @) () (2n) ( ) ()
Un chemin de Delannoy aboutissant en (m,n) est une suite de points
Moy, ..., Mn tels que My(0,0), My(m,n) et, pour tout k € [1, N], le vecteur Exercice 25.18
Mj—1 My est soit (1,0), soit (0,1), soit (1,1). 1. Rappeler le nombre de permutations circulaires de \S,,.
(6,3) 2. En déduire le nombre de cycles de longueur k < n de S,,.
3. Dénombrer les permutations o € S,, telles que o = Id.
Exercice 25.19
Dénombrer les permutations de Sog dont la décomposition en cycle de supports
(0,0) disjoints contient trois 4-cycles, deux 3-cycles et deux points fixes.
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Exercice 25.20
Soit p premier. Dénombrer les éléments d’ordre p dans Sap.

Exercice 25.21
Soit ¢y, le nombre de permutations o € S,, connectées, c’est-a-dire telles que

Vke[l,n—1],  o([Lk]) #[1,&].

n

Montrer que n! = >~ ¢x(n — k)l

k=1
Exercice 25.22
Soit Ay, ..., A, des parties d’'un ensemble S de cardinal n > 2. On suppose
que, pour tous z,y € S avec x # y, il existe i € {1,...,m} tel que x € A; et

y¢ A, ouy € A; et x ¢ A;. Montrer que m > logy(n).

Exercice 25.23
Considérons cinqg points du plan a coordonnées entiéres. Montrer qu’au moins
un des milieux de ces couples de points est a coordonnées entiéres.

Exercice 25.24

Soit un polygone régulier a n cotés. Déterminer le cardinal du plus grand en-
semble de sommets tels trois d’entre eux ne forment pas un triangle équilatéral.
Voici des illustrations pour n =9, 10 et 18.

Exercice 25.25
Montrer qu’un ensemble est infini si, et seulement si, pour toute application
f: E — E, il existe une partie A C E telle que f(A) C A.

Exercice 25.26
Soit A C R infinie non dénombrable.

1. Montrer qu’il existe un x € A tel que la partie AN] — oo, z| est infinie
non dénombrable.

2. En déduire qu’il existe une suite a valeurs dans A strictement décrois-
sante.

3. Est-ce encore vrai si A est dénombrable ?
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Probabilités

Exercice 26.1

Déterminer toutes les tribus sur I'univers {a, b} puis sur {a,b, c}.

Exercice 26.2

Considérons une suite d’ensembles (§)y,), chacun étant muni d’une tribu non
triviale notée A,,. Un cylindre du produit cartésien infini

est un ensemble de la forme -
I 4
n=0
ou A, = Q, sauf pour un nombre fini d’entiers pour lesquels on a seulement

A, € A,.

o0
Montrer que I'ensemble des cylindres n’est pas une tribu sur [[ Qy,
n=0

Exercice 26.3

Soit E, F deux ensembles, A une tribu sur E et f : E — F. Montrer que
I'ensemble des parties A C F telles que f~(A) € A est une tribu sur F.

Exercice 26.4

Paul Eluard dispose les lettres B, E, E, I, L, R et T au hasard sur I'un de ses
cahiers d’écolier. Quelle est la probabilité qu’il puisse ensuite dire « j’écris ton
nom » sans mentir ?

Exercice 26.5

o

Soit A et B deux événements d’un espace probabilisé tels que P(A) = P(B) =
Déterminer le meilleur encadrement pour P(AN B).

Exercice 26.6

Soit (Q, A,P) un espace probabilisé, Ay, .., A, € A. Notons
I={A;, A1} x...x{A,, A,}.

Montrer que
P(ByU...UB,)=2"—-1.

>

(Bla-“an)EF

Exercice 26.7

Soit (2, P(Q2),P) un espace probabilisé fini, A C Q, Ay, .., A, une partition de
A d’événements de probabilités non nulles, et B C €, telle que la probabilité
P(B|Ay) ne dépende pas de k. Montrer que, pour tout k € [1,n], P(B|Ax) =
P(BJ|A).

Exercice 26.8

Soit un espace probabilisé (Q, P(Q2),P) tel que || est un nombre premier p et P
est la probabilité uniforme. Montrer que deux événements A et B non triviaux
ne peuvent pas étre indépendants.

Exercice 26.9

Soit ) un univers fini, Ay, .., A, des événements indépendants de probabilités
dans 0, 1[. Montrer que |Q| > 2™.

Exercice 26.10 (inégalités de Boole-Fréchet)

Soit Al, .

1. Montrer que

., A,, des événements d’un espace probabilisé fini (2, P(Q),P).

P(A;N...NA,) > zn:n»(Ai) —(n—1).

2. Montrer que

T 1<i<n
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Exercice 26.11
Soit A1, ..., A, des événements indépendants. Montrer que

P([) 4x) < exp(— > _P(A)).
k=1 =

k=1

Exercice 26.12 ( «))

Soit (Q,P(Q),P) un espace probabilisé, A et B deux événements tels que
P(A) > 0. Montrer que P(AN B|AU B) < P(AN B|A).

Exercice 26.13
Soit (2, P(Q),P) un espace probabilisé fini. Montrer qu’il n’existe pas d’événe-
ments Aj,..., A, indépendants, de réunion 2 et de méme probabilité p < 1.

Exercice 26.14

Quelle est la probabilité de placer 8 tours sur un échiquier de telle sorte que
deux d’entre elles ne puissent s’attaquer I’'une 'autre ?

Voici, par exemple, une configuration a éviter (souci en ligne 2 et colonne d)

Exercice 26.15

Considérons une urne dans laquelle se trouve des boules numérotées de 1 a n.
Pour un tirage aléatoire d’une boule, étudier I'indépendance des événements
A : « le nombre tiré est pair » et B : « le nombre tiré est un multiple de 3 ».

Exercice 26.16
Considérons trois tirages indépendants d’une piéce biaisée a Pile ou Face. Dé-
terminer les valeurs de p la probabilité d’obtenir Pile a un lancer pour lesquelles

les événements A « les deux premiers lancers donnent le méme résultat » et B
« les deux derniers lancers donnent le méme résultat » sont indépendants.

Exercice 26.17

On considére un jeu de cartes numérotées initialement de 1 a n. Apres avoir
mélangé les cartes, quelle est la probabilité que

1. la carte 1 soit plus loin dans le paquet que la carte 2 7

2. les cartes 1 et 2 soient voisines ?

Exercice 26.18

Considérons l'espace probabilisé obtenu avec ) = S,, muni de la probabilité
uniforme P.

1. Déterminer la probabilité que 1 et 2 soient dans la méme orbite de taille 2
d’une permutation.

2. Déterminer la probabilité que 1 et 2 soient dans la méme orbite d’une
permutation.

3. Déterminer la probabilité que 1 et n soient dans la méme orbite d’une
permutation.

Exercice 26.19 (formule du crible de Poincaré)

1. Soit (2, P(£2),P) un espace probabilisé fini, Ay, ..., A, C Q. Montrer que

P <QAZ»> = Z (-~ p (ﬂ Ai> .

IC([1,n] el
I#2

2. Munissons S,, de la probabilité uniforme. Déterminer la probabilité
qu’une permutation soit sans point fixe. Calculer la limite de cette pro-
babilité lorsque n tend vers +o0.

Exercice 26.20 (loi de succession de Laplace)

Considérons n + 1 urnes numérotées de 0 a n telle que I'urne numérotée k
contienne n — k boules colorées et k boules blanches. On choisit une urne au
hasard et on effectue des tirages avec remises au hasard dans cette urne.

1. Déterminer la probabilité p, que les N premiers tirages aménent des
boules blanches. Déterminer la limite de p,, lorsque n tend vers +oc.

2. Déterminer la probabilité q,, que la (N + 1)-iéme boule tirée soit colorée
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sachant que les N premiéres boules tirées étaient blanches. Déterminer Exercice 26.23

Ia limite de ¢y, lorsque n tend vers +oo. Supposons qu’il existe une probabilité P sur N\ {0} telle que P(kN\{0}) = 1/k
pour tout k.

1. Montrer que pour toute suite (a, ), d’entiers deux & deux premiers entre

- o 26,91 Je Pol eux, la suite d’événements (a,N\ {0}), est indépendante.
xercice 26. urne de Polya
( ya) 2. Aboutir sur une contradiction avec le lemme de Borel-Cantelli.

On considére une urne contenant a boules colorées et b boules blanches. Aprés
chaque tirage, la boule extraite est remise dans I’'urne avec ¢ boules de la méme

couleur. Déterminer la probabilité que la n-iéme boule tirée soit blanche. Exercice 26.24
( N

Soit p1, po deux premiers distincts et n € N tels que 2 < p; < pa < n. On munit

() Pensemble {1, ...,n} de la probabilité uniforme et on considére les événements
® O

O E,={ke{l,....,n}, p1 |k} et B ={ke{l,...,n}, p2|k}.

Montrer que E; et E5 sont indépendants si, et seulement si, n s’écrit sous la
O forme n = k pyps + €p1 avec (k,0) € N2 et 0 < fp; < po.
= J
/CD/ tirage \'\
( M) e M)

Exercice 26.22

Soit Q@ = [1,n], P la probabilité uniforme sur 2. Notons P, I’ensemble des

diviseurs premiers de n et définissons, pour tout p € P,,, A, = {a € Q, pla}.
1. Calculer P(A,) pour tout p € P,,.

2. Montrer que les événements A, pour p € P, sont indépendants.

3. En déduire que la fonction d’Euler ¢ : N — N, o1t ¢(n) est le nombre
d’entiers k de [1,n] tels que k An = 1, vérifie

o) =n [ (1_%).

pPEP,
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Variables aléatoires

Exercice 27.1

Soit n > 1. Considérons une variable X a valeurs dans N de loi vérifiant

nk—l

>1 —T-
Wk > 1, e

P(X = k) =

Déterminer P(X = 0).

Exercice 27.2

Soit X1, Xo, .., X, des variables aléatoires indépendantes suivant des lois de
Bernoulli de paramétres 1, %, - % Soit N la variable aléatoire définie comme

0si X1 =...=X, =1, min{k € [1,n], X; = 0} sinon. Calculer la loi de N.

Exercice 27.3

Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [1,n] et Y la variable telle
que la loi de Y sachant X = k est uniforme sur [[1,k] pour tout k € [1,n].
Déterminer la loi de Y puis son espérance.

Exercice 27.4

Soit n € N\ {0}. Considérons X,, une variable aléatoire donnant le nombre de
points fixes d’un élément uniformément choisi dans S,,.

1. Calculer P(X, =n).

2. Déterminer le nombre de permutations sans point fixe; en déduire
P(X, =0).

3. Déterminer la loi de X,,.

4. Pour k € N, déterminer la limite de P(X,, = k) lorsque n — oo.

5. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre 1.

Montrer que
—+oo

D P(X, = k) - P(X = k)| = 0.
k=0

Exercice 27.5
Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur S,. Déterminer la loi du
cardinal de 'orbite de 1 par X.

Exercice 27.6 ( (())

Soit X1, .., X,, des variables aléatoires indépendantes telles que, pour tout
k < m, X} suit une loi uniforme sur {1,2,...,k}. Définissons une suite de
variables aléatoires (X )k<n par

> 3 =1d,

> pour tout 2<k <n,Xp=%g_10(12 ...
Déterminer la loi de %,,.

k)X

Exercice 27.7

Soit X et Y deux variables indépendances de loi uniforme dans P([1,n]). Cal-
culer P(X NY = 2).

Exercice 27.8 ( (())

Soit X1, .., X, des variables aléatoires indépendantes uniformes sur P([1,n]).
Montrer que la variable | X1 N Xy N ... N X,| suit une loi binomiale.

Exercice 27.9

Soit s > 1 et P la probabilité sur N\ {0} définie par

P({n}) = =

Vn > 1, C(s)ns'

Pour tout nombre premier p, on définit une variable aléatoire X, : n +— v,(n).
1. Montrer que les variables (X,),ep sont deux a deux indépendantes.

2. Montrer que, pour tout p € P, X,, + 1 suit une loi géométrique dont on
précisera le parameétre.

I came as a king, I left as a legend



MPSI,,

R. MANSUY

Exercice 27.10

Soit une urne avec 2 boules blanches et n — 2 boules noires. On tire les boules
une a une sans remise et on note Ty le temps de tirage de la premiere boule
blanche et T, le temps de tirage de la seconde boule blanche.

1. Déterminer la loi de Tj.
2. Déterminer la loi de T sachant Ty = k. En déduire la loi de T5.

Exercice 27.11

Soit une urne avec k boules blanches et n — k boules noires. On tire les boules
une a une sans remise. Déterminer la loi de la variable aléatoire X égale au
rang de la derniére boule blanche tirée. Préciser I'espérance et la variance de
cette loi.

Exercice 27.12
Soit X une variable aléatoire réelle et f : R — R. Montrer que si X et f(X)
sont indépendantes, alors f(X) est certaine.

Exercice 27.13
Soit X, Y et Z trois variables aléatoires discrétes a valeurs dans R} de méme
loi telles que

> Y et Z sont indépendantes,

> 2X et Y + Z suivent la méme loi.

1. On suppose dans cette question que la variable X admet une variance.
Montrer que X est presque siirement constante.

2. Notons dorénavant X' = e~X. Montrer que X' admet une variance.

3. En déduire que X est presque siirement constante.

Exercice 27.14
Soit E un ensemble fini et X une variable aléatoire a valeurs dans E. Notons
pour tout x € E, p(x) = P(X = z). Montrer que E(ﬁ) = |E|.

Exercice 27.15 («))

Soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N. On note X <Y si,
pour tout t € R, P(X >¢) <P(Y > t).

1. Montrer que X <Y si, et seulement si, pour toute fonction h : N — Rt
croissante et bornée, E (h(X)) < E (h(Y)).

2. Supposons que X et Y suivent des lois de Poisson de paramétres \ et p.
Montrer que X <Y si, et seulement si, A < p.

3. Supposons X et Y indépendantes et X <Y . Montrer que

P(X <Y)>1/2.

Exercice 27.16

Soit U et V' des variables indépendantes a valeurs entiéres telles que U +V suit
une loi binomiale de paramétres n et p. Que dire de U et V' 7
On pourra passer par les fonctions génératrices.

Exercice 27.17

Soit Uy, .., U, des variables de Bernoulli sur {£1} de paramétre p indépen-

n m
dantes. Calculer la covariance de Y Uy et Y Uy pour m < n.
k=1 k=1

Exercice 27.18 (inégalité de Paley-Zygmund)

Soit X une variable aléatoire positive et A €]0, 1[. Montrer que

P(X > AE(X)) > (1 —\)?

Exercice 27.19

Soit n > 2, m € [1,n], X; et X5, deux variables aléatoires indépendantes de
loi uniforme sur [1,n]. Définissons la variable aléatoire Z par

X1(w) si Xo(w) <m,
Xo(w) sinon.

VweQ, Z(w)= {

1. Comparer les espérances des variables X1, X5 et Z.

2. Déterminer les valeurs de m qui maximisent I’espérance de Z.

Exercice 27.20

Soit X et Y deux variables indépendantes de loi uniforme sur [1,n], I =
min(X,Y) et S = max(X,Y).

1. Calculer Ia loi puis I'espérance de I.

2. Déterminer la loi du couple (I,S). Les variables I et S sont-elles indé-
pendantes ?
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Exercice 27.21 Exercice 27.23
1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N admettant une espérance. Soit €1, ..., €, des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur {£1}
Montrer que et, pour tout k € [1,n], Xy = €162 ...¢er. Montrer que les variables X, ..., X,
© sont mutuellement indépendantes.
E(X) =) P(X >n).
n=0

Exercice 27.24

2. Soit une urne avec n boules numérotées de 1 a n et m < n. On tire m Soit X et ¢ deux variables aléatoires indépendantes sur un espace probabilisé
boules sans remise et on note X le plus petit numéro d’une boule tirée. fini telles que

Calculer E(X).

> X et —X sont de méme loi,
> € est & valeur dans {£1}.
Exercice 27.22 Montrer que, si X et ¢X sont indépendantes alors I'une des conditions suivantes
est réalisée
> X est une variable certaine égale a 0,
> & suit une loi uniforme et X suit une loi définie par

Soit n > 2 un entier. Une urne contient des boules numérotées de 1 a n. On
cherche a extraire la boule numérotée 1 avec le protocole suivant : tant que I'on
ne ’a pas obtenue, on tire une boule, on lit la valeur k de cette boule et on

retire de I'urne toutes les boules de numéro supérieur ou égal a k. 1
( R ( h P(X = 1‘0) = P(X = —.17()) = 5,

O ® 6 O

tirage O ® O pour un certain xg > 0.

® ® © @

Exercice 27.25

L ) L ) Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi de
On note X,, la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour Bernoulli de paramétre p.
obtenir la boule numéro 1. 1. Déterminer la loi du couple (U, V) = (X +Y,X —Y), en déduire les lois
1. Calculer P(X,, = 1) et P(X,, = n). marginales.
2. Montrer que, pour tout j > 2, 2. Déterminer la loi de U conditionnée a V = 1.
_— 3. Les variables U et V sont-elles indépendantes ?
P(Xo =)= 3 P(Xp=j—1)
k=1 Exercice 27.26 ( «})
3. En déduire que, pour tout j > 2, Soit (Xi,j)lgi,jgn une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans
{-1,1}, de Ioi donnée par P(X; ; =1) =P(X; ; = —1) = .
P(X, = j) = n— 1IP’(Xn_1 — )+ E]P’(Xn_l —j-1). Déterminer l'espérance du déterminant D de la matrice M = (X; j)1<i<j<n,
n n puis montrer que, pour tout A\ > 0,
4. Montrer que E(X,,) = E(X,—1) + +. P(D > A\nl) < A2,
5. Exprimer E(X?2) en fonction de E(X2_,) et de E(X,,_1).
6. Montrer que X,, a la méme loi que la somme de variables Ty,...,T,

indépendantes telles que, pour tout k, Ty suit la loi de Bernoulli de
paramétre % En déduire la variance de X,,.
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CHAPITRE 28
Espaces euclidiens
Exercice 28.1 X
n Exercice 28.6
Soit xy,...,x, € RY tels que z1 + ... + x, = 1. Montrer que n?< 3 ﬁ Soit n vecteurs x1,...,x, dun espace euclidien E. La matrice de Gram de la
k=1 famille (x1,...,x,) est la matrice G(x1,...,Tn) = ((2ilT}))i je[1,n]-
1. Montrer que la famille (z1,...,x,) est libre si, et seulement si,
. G(z1,...,xy,) est inversible.
Exercice 28.2
] 2. Soit n vecteurs x1,...,x, et B = (ey,...,e,) une base orthonormale.

Soit f :]0,1] — R4 continue. Posons, pour tout n € N,

1

In:/ £ (t) dt
0

Montrer que

vn,p € N, I, < Il

Exercice 28.3
Montrer que, pour tout A € M, (R), |[tr4] < /n|/4].

Exercice 28.4
Soit f et g deux fonctions continues de R dans R telles que f(z)g(x) > 4 pour
tout x € R. Montrer que

</21f (=) d‘”) ( [ 21 9(x) dx) > 36.

Exercice 28.5

Montrer que deux vecteurs z, y d’un espace euclidien sont orthogonaux si, et
seulement si,

VAER,  lz+ Myl = [l

Montrer que
det G(z1,...,x,) = [detp(zy, ..., x,)]2
3. Soit z1,...,x, € E, F = Vect(z1,...,z,) et x € E. Montrer que

d(z, F)*det G(z1,...,7p) = det G(z, 21, ..., Tp).

Exercice 28.7
Considérons R, [X] muni du produit scalaire

(PlQ) = /0 P(2)Q(x)dz .

Posons Ly, le polynome égal a la dérivée k-ieme de [X (X —1)]* pour k € [0,n].

1. Montrer que la famille (Ly)re[o,n] €st orthogonale.

2. Calculer la norme euclidienne de Ly, pour k € [0,n].

Exercice 28.8
Soit R,[X] muni de (P|Q) = fol P(t)Q(t)dt et P un polynéme non-nul
de Rn_l[X]J‘

1. Préciser le degré de P.

2. Montrer que la fonction R : x — fol P(t)t* dt est rationnelle.
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3. Trouver R a une constante multiplicative pres. 1. Montrer que la famille (eq,...,e,) est génératrice.
4. En déduire les coefficients de P. 2. Supposons, dans cette question, que les vecteurs ey, . .., e, sont unitaires.
5. En déduire une base orthogonale de R, [X]. Montrer que (e1,...,e,) est une base orthonormale de E.

Exercice 28.9

Soit C([0,1],R) muni du produit scalaire (f|g) = fol f(t)g(t) dt, et Ihyperplan
H ={f €C([0,1],R), f(0) = 0}. Déterminer H+.

Exercice 28.10
Considérons R™ muni du produit scalaire canonique et I’hyperplan

H:{(‘Tlv"'7xn)€Rn7 Q1I1+"'+anIn:O}

ou ay,...,a, sont des réels fixés non tous nuls. Déterminer la matrice dans la
base canonique de la projection orthogonale sur H.

Exercice 28.11
Considérons R,[X] avec le produit scalaire canonique. Posons H = {P €
E, P(1) =0}.

1. Trouver une base orthonormale de H.

2. Montrer que d(X, H) = \/nlfﬂ

Exercice 28.12

Soit x, y deux vecteurs d’un espace euclidien de dimension au moins 2 tels que
(z|y) = ||ly||?>. Montrer qu’il existe un unique hyperplan H tel que la projection
orthogonale de = sur H est y.

Exercice 28.13

Soit F, G deux sous-espaces d’un espace euclidien E tels que F- et G+ sont
orthogonaux. Notons pr et pg les projections orthogonales sur F et sur G.
Montrer que pr + pg — prng = Idg et pr o pg = pg © pr = prna-

Exercice 28.14

Soit E un espace euclidien et eq,...,e, € E tels que
n
Vx € F, [l :Z(x\ei>2.
i=1

3. Supposons, dans cette question, que dim E = n.
(a) Montrer que (e, ...,e,) est une base de E.
(b) Montrer que

n

(aly) = 3 (eles) (yles).

i=1

V(z,y) € E?,

(c) Soit M € M,(R) la matrice dont le coefficient en position i,j est
(eilej). Montrer que M? = M et conclure.

Exercice 28.15
Soit p un projecteur orthogonal d’un espace euclidien E.

1. Montrer que ||p(z)||*> = (p(z)|x) pour tout x € E.

2. Montrer que, pour toute base orthonormée (ey,...,e,) de E,

> lIpler) |1 = rg(p)-
k=1

Exercice 28.16
Soit p un projecteur d’un espace euclidien E. Montrer que p est un projecteur
orthogonal si, et seulement si, ||p(z)|| < ||z|| pour tout x € E.

Exercice 28.17
Soit E un espace euclidien.

1. Montrer que tout application u : E — E telle que

(u(2)ly) = (z[u(y))

Ve,y € E,

est linéaire.

2. Montrer que tout application u : E — E telle que u(0g) = O et

Veye B, lu(@) —u(y)ll = [z -y

est linéaire.
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Exercice 28.18
Soit F' et G deux sous-espaces d’un espace euclidien E tels que dim F' = dim G.
Montrer qu’il existe u € O(E) tel que u(F) = G.

Exercice 28.19

Soit E un espace euclidien, p € N\ {0}, z1, .., Tp, Y1,.., Yp € E.

Montrer qu’il existe u € O(E) telle que, pour tout i de [1,p], u(x;) = y; si, et
seulement si,

V(i,j) € [[17]7]]27 <wi7$j> = <yiayj>'

Exercice 28.20
Déterminer a, b, ¢ tels que la matrice

BV
3 3
£ -2
c V2 V3

2 3

soit une matrice orthogonale.

Exercice 28.21
Soit a, b et ¢ € R; notons 01 =a+ b+ c o9 = ab+ bc+ ca, et

b ¢
a b
c a

M =

0

Montrer que M est orthogonale si, et seulement si, o2 = 0 et o1 € {£1}.

Exercice 28.22
Déterminer I'ensemble des (a,b,c) € R3 tels que la matrice

a? ab—c ac+b

ab+c b? bc—a
ac—b bc+a 2

soit orthogonale.

Exercice 28.23
Déterminer les matrices a la fois orthogonales et triangulaires supérieures.
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CHAPITRE 29

Introduction a la topologie

Exercice 29.1 Exercice 29.4
n
Posons, pour tout P = Y a, X, Pour tout P € R[X] et tout n € N, posons
k=0 1
. 0, (P) = / P(t)ndt.
0
1Pl = fal,
k=0 1. Justifier, pour tout P € R[X], I'existence de N(P) = sup |6,(P)|.
[Plloc = max{acl, ... an[}, 5 ML N RIX nen
I1P|| = max{|P(t)], —1 <t < 1}. . Montrer que N est une norme sur R[X].
Vérifier que ces trois expressions définissent des normes. Exercice 29.5

[ Soit B = {f € C*([0,1],R), £(0) = f'(0) = 0}.
1. Montrer que || f|| = || f" + 2f’ + f||co définit une norme sur E.

Exercice 29.2 2. Montrer qu’il existe C' > 0 tel que

Montrer que 'application sur R[X] définie par VfeE 1]l < CISI-

P ||P|| = sup{|P(t) — P'(1)], t € [0,1]}

est une norime. Exercice 29.6 ()

Soit (E, || ||) un R-espace vectoriel normé et K C E une partie convexe, bornée,
symétrique par rapport a l'origine et telle que Og soit intérieur a K.

Pour z € E, posons N(z) = inf{|\|, = € K}. Montrer que N est une norme
équivalente a || ||.

Exercice 29.3
Soit E I'ensemble des fonctions R — R lipschitziennes. Posons, pour f € F,

171 = 150)] +sup | L= TW) ey e
- I;ég T —y ’ Les parties suivantes de R? ou sont-elles ouvertes ? fermés ? les deux ? ni I'un
ni Pautre?
N(f) = [£(0)] + sup | L&) =FO) 2

2. {(z,y) € R%,2® +ay +y? < 1}
3 {z e |2 <3}

z

4. {z €,Re(2?) < 1}

1. Montrer que E est un espace vectoriel.

2. Montrer que ||.|| et N sont des normes sur E.

I came as a king, I left as a legend
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Exercice 29.8
Soit O un ouvert non vide d’un espace vectoriel normé E. Montrer que
Vect(O) = E.

Exercice 29.9
Soit F' un sous espace vectoriel d’un espace vectoriel normé F.

1. Montrer que F est un sous espace vectoriel de E.
2. Montrer que si F' différent de E, alors F' est d’intérieur vide.

3. Montrer que, si E est de dimension finie, alors F' ests fermé.

Exercice 29.10
Soit E, F' deux espaces vectoriels normés et f une application de E dans F'.
Montrer que f est continue si, et seulement si,

VACE, f(A) C f(A).

Exercice 29.11
Pour tout P € R[X], posons

Ni(P) = sup |P(t),  Na2(P)= sup |P(t)].
te[0,1] te(1,2]
Considérons 'application linéaire ¢ de R[X]| définie par o(P) = P(0).
1. Vérifier que N1 et Ny sont des normes.
2. Montrer que ¢ est continue pour Nj.

3. En introduisant les polynémes (1 — %)”, montrer que ¢ n’est pas conti-
nue pour Ns.

4. En déduire que Ny et Ny ne sont pas équivalentes.

Exercice 29.12
Soit 0 < r < R.

1. Soit n € N\ {0}. Montrer qu’il existe C' > 0 tel que

VP e, [X],  max{|P(z)], [2] < R} < Cmax{|P(z)], [2] < r}.
2. Existe-t-il C > 0 tel que

VPe[X],  max{|P(z)|, |2| < R} < Cmax{|P(z)], |2] <r}?

Exercice 29.13
Soit n € N\ {0}.

1. Soit nréelsx1 <...<x,,c€R et

P=c H(X — ).
k=1

Posons yg = 1 — 1, yn = x,, + 1 et, pour tout k € [1,n — 1], yp =
%(xk +£Uk+1).

(a) Montrer que I'application

{RR[X] N R”
Q = Q)W) Q(yn—1)Qyn))

est continue.

(b) En déduire que f~1((R*)™) est un ouvert contenant P et constitué
de polynéme de degré n, scindés a racines simples.
2. Conclure que l’ensemble de polynéme de degré n, scindés a racines
simples est un ouvert de R, [X].

Exercice 29.14
Montrer qu’une classe de similitude dans M, (R) est d’intérieur vide.

Exercice 29.15
Soit n € N\ {0}. Déterminer I'adhérence dans M,,() de I'ensemble

{MeMn()§ EPGN\{O}v Mp:In}'

I came as a king, I left as a legend
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Introduction a la réduction

Exercice 30.1
Déterminer parmi les matrices suivantes celles qui sont diagonalisables :

1 4 6 100 2 0 0
025,01 1|,]02 1],
00 3 00 1 00 1

100 1 00

01 1],/l0 21

01 1 00 1

Exercice 30.2
Montrer que, pour toute permutation o € Sy, la matrice P, = (6; 5(;)) € Mn()
est diagonalisable.

Exercice 30.3 (Brauer)

La matrice de permutation associée a o € S, est la matrice Py = (6; 5(;))i,j-
Montrer que deux permutations o et T € S, sont conjuguées si, et seulement
si, les matrices P, et P, sont semblables.

Exercice 30.4
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les scalaires a, b, ¢ et d
pour la diagonalisabilité de la matrice

SO = Q
O = ot O
—_= 0 OO
QU O OO

Exercice 30.5
Soit A € M,,(R) diagonalisable.

On } € Moy, (R) est-elle diagonalisable ?

La matrice [ (ZL

Exercice 30.6

Soit B € S, (R) inversible et A = [ I —B }

B I,
1. Montrer que les valeurs propres complexes de B? appartiennent a R .
2. La matrice A est-elle diagonalisable dans Ma,(R) ? dans Ma, () ?

Exercice 30.7

Soit E un -espace vectoriel de dimension finie et v € L(E). Montrer que u
est diagonalisable si, et seulement si, tout sous-espace vectoriel stable par u
posséde un supplémentaire stable par u.

Exercice 30.8

Soit A € R[X], B € R[X] de degré n + 1 et simplement scindé et u ’endo-
morphisme qui, & P € R, [X] associe le reste de la division euclidienne de AP
par B. Déterminer les valeurs propres de u.

Exercice 30.9

: E — E
Soit E =R, [X] etu.{ P = (X—aP
Déterminer les éléments propres de u.

Exercice 30.10
‘ L’endomorphisme u : M € My (R) — M + tr(M)I,, est-il diagonalisable ?

Exercice 30.11
‘ Trouver toutes les matrices A € M, (R) telles que A = A et trA = 0.

Exercice 30.12
‘ Soit A € M, (R) telle que A*> = A +1,,. Montrer que det A > 0.

Exercice 30.13
‘ Soit A € M, (R) telle que A3 + A% + A = 0,,. Montrer que rgA = 0[2].

I came as a king, I left as a legend
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Exercice 30.14

Soit A € M,,(R) diagonalisable et B = A3 + A +1,,. Montrer que A est un
polynéme en B.

Exercice 30.15

Soit A € M, (R) ayant n valeurs propres distinctes. Montrer qu’il existe
at,...,an €ERet My, ..., M, € Vect(I,, A, ..., A" 1) tels que

n
Vp € N, APZZQZMIC-
k=1

Exercice 30.16

Une matrice M € M,,() est unipotente s’il existe k € N\ {0} tel que M* =1,,.
L’ordre de M est alors le plus petit entier naturel non nul k tel que M* =1,.

1. Montrer que toute matrice unipotente est diagonalisable.

2. Montrer que si M est unipotente d’ordre p, alors M* =1, si, et seule-
ment si, k € pZ.

3. Soit V,, I'ensemble des matrices unipotentes de M,,(Z) et O,, ’ensemble
des ordres des éléments de V,,.
Montrer que V,, n’est pas vide et que O,, est fini.

Exercice 30.17

Soit u un endomorphisme d’un -espace vectoriel tel que u* est diagonalisable.
Montrer que u est diagonalisable si, et seulement si, Ker u = Ker u?.

2

Exercice 30.18

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

Montrer qu’il n’existe pas d’endomorphismes u et v tels que uov—vou = Idg.
On pourra calculer P(u)ov—voP(u) pour P(X) = X* puis pour P le polynéme
minimal de u.

Exercice 30.19

Soit E un -espace vectoriel de dimension finie, u et v des endomorphismes de
FE tels que

uowv —vou € Vect(u,v).

Montrer que u et v ont un vecteur propre commun.
On pourra commencer par le cas uov — v ou € Vect(v) puis s’y ramener.

Exercice 30.20

Soit A, B € M, (). Montrer I’équivalence entre les propriétés suivantes :
1. les matrices A et B ont une valeur propre commune ;
2. il existe une matrice M € M,() non nulle telle que AM = M B;

3. la matrice p4(B) n’est pas inversible.

Exercice 30.21

Soit G un sous-groupe fini de GL,,(R) composé de matrices diagonalisables.
Montrer que I'ordre de G est 2% pour un certain k € [0, n].

Exercice 30.22

Montrer que toutes les matrices d’un sous-groupe G fini abélien de GL,,() sont
co-diagonalisables.

Exercice 30.23

Soit A € M, ().
1. Déterminer les P € [X] tels que P(A) est inversible.
2. Déterminer les P € [X] tels que P(A) est nilpotent.

Exercice 30.24

Soit A € M,,(). Montrer que {Ker P(A), P € [X]} est fini.

I came as a king, I left as a legend
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Alphabet grec

alpha «
beta 153
-
1

gamma
delta
epsilon €,
zeta ¢
eta
theta 0,9 (C)
iota
kappa
lambda
mu

nu

xi
omicron
pi

rho
sigma
tau
upsilon
phi
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Trigonométrie élémentaire

Trigonométrie circulaire

\ Trigonométrie hyperbolique

cos?x +sinz =1

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

tana + tanb

t b)y=———
an(a +b) 1 —tanatanb

sinp +sing = 2sinp7ﬂcos%

e g — pFq iy P=4
sinp — sinq = 2 cos > sin =5
cosp + cos ¢ = 2 cos 234 cos 4

cosp — cos ¢ = —2sin 24 sin 224

2

1 1
sin®z = 5(1 — cos(2z)), cos® x = 5(1 + cos(2x))

1
sin®

1—¢2 2t
cos(f) = ——, sin(f) = —,
0) =175 0) =115
sin’ = cos, cos’ = —sin
_ 2 _ 1
tan’ = 1 +tan® = 5

) 1
r = 1(3 sinz — sin(3x)), cos® x = Z(cos(?)x) + 3cosx)

Relation fondamentale
ch?z —sh?z =1

Formules d’addition

sh(a + b) = sh(a)ch(b) + ch(a)sh(b)

ch(a 4+ b) = ch(a)ch(b) 4 sh(a)sh(b)
tha + thbd

thia + b) = 2T
(a+0) =

Formules de factorisation

Formules de linéarisation

Formules d’angle moitié

2t 0
o) avec t = tan 3

Formules de dérivation
sh’ = ch, ch’ =sh
th' =1 —th? = 4

ch?

tan(d) = 1

I came as a king, I left as a legend

1 1
sh’r = i(ch(Qx) -1), ch’z = 5(1 + ch(2z))



MIPSI,

R. MANSUY

Développements limités usuels en 0

n

ok 2 3 4 5
exp 1;0%+0( ) 1+$+%+§—1+ﬁ—!+%+0(x5)
. . ~ 2k+1 3 5
sin kZO( DF Sy +o(2®" ) T — L+ L+ o(2b)
n_ 2 4
P B +ole? ) 1— 4 + % + o(a%)
D g2kt ) 5
Sh kzo Ry + (@) v+ 57 + 5 +o(a?)
=0 22F il 22 i 5
ch kz(%)!—’_ ( ) 1+7+E+0(ZE)
=0
x = (1+2) > —a(a_l)'};go‘_kﬂ)xk + o(z™)
k=0
n
T > (=1 +o(z") 1—z+2?— 2%+ 2% — 2° + o(2P)
k=0
T > 2% +o(z") L+a+2%+ 2%+ a2t +2° + o(2?)
k=0
. 1.k n z? z3 z* T 5
2~ In(1 - z) —kzlzx +o(z") —r =5 =5 = F % o)
n k+1
z > In(1 + ) 2“’ z¥ 4 o(z™) x—%2+§—%4+w—;+o(x5)
x — arctan(z) 2 (-~ gy + 0@ z— 2 42 4 o(ad)
k=0
x +— arcsin(z) Z_: mx%ﬂ + o(227+2) i + 3438 +o(z%)

I came as a king, I left as a legend
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Lois de probabilité usuelles

B(p) D p(1—p) l—p+pt loi d’une indicatrice d’un événement de
probabilité p.
Rademacher 0 1 2X —1ou X ~ B(3).
B(n,p) np np(l — p) (I—p+pt)” nombre de succes en n expériences in- | somme de n variables de loi B(p) indé-
dépendantes ou la probabilité de succeés | pendantes.
est p
La somme de deux variables binomiales
indépendantes de méme second para-
metre est binomiale.
G(p) % 1p_2p #t_mt nombre d’expériences indépendantes out | absence de mémoire.
la probabilité de succeés est p avant
d’avoir un succes
H(n,a,b) s % nombre de boules blanches parmi les n
tirées dans une urne a a boules blanches
et b boules colorées
PN A A M=) La somme de deux variables de Poisson

indépendantes est de Poisson.

I came as a king, I left as a legend
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