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Résumé

Attention! Les exercices présentés ici n’ont bien évidement pas vo-
cation a remplacer les excellents exercices vus en cours. Si vous avez du
temps et cherchez des exercices en plus, alors vous pouvez lire ces sujets.
Les corrections sont disponibles directement a la suite des sujets. Parfois,
un exercice est entiérement corrigé, parfois partiellement, et parfois en-
core, vous serez juste redirigés vers le cours, une vidéo ou un site. Certains
exercices sont longs, d’autres tres courts; certains faciles, d’autres parti-
culierement ardus : apprendre & détecter ce que vous savez faire et ce qui
est difficile est aussi un bon exercice!

Si vous avez une question quelconque ou une remarque (par exemple
la correction d’une des nombreuses erreurs de ce pdf), vous pouvez me
contacter : germain.poullot@polytechnique.edu (n’oubliez pas de signer
votre mail, s’il-vous-plait).

Les kholles des autres classes et des autres années sont disponibles sur
ma page web : https://webusers.imj-prg.fr/germain.poullot /Kholles

Bonne chance!
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1 Algebre générale

1.1 Algebre générale

Exercise 1.1. Montrez que le noyau d’'un morphisme d’anneau est un idéal
(I C k est un idéal si et seulement si (I,+) est un groupe et Vo € k,Va €
ILaxel).
Montrez que les seuls idéaux d’un corps sont 1’idéal nul et le corps lui-méme.
En déduire qu'un morphisme de corps (non nul) est injectif, puis que si
0 : k — K est un tel morphisme, alors k est isomorphe & un sous-corps de K.

Exercise 1.2 (Solution). Le noyau d’un morphisme de corps o : k — K est un
groupe car un morphisme de corps est en particulier un morphisme de groupes
(additifs). En outre, soit a € k et x € Ker o, alors o(az) = o(a)o(x) = 0k car
o est multiplicative sur le corps k. Donc Ker o est un idéal de k.

Soit I C k un idéal. Si 1, € I, alors I = k car o X 1 € I pour tout « € k.
Mais si « # 0, € I, alors —! € k car k est un corps, donc ™! x 2 =1 € I,
puis I = k comme on vient de le montrer. Ainsi si I # k, alors I C {04}, donc
I = {0} car I est non vide.

Si o est un morphisme de corps non-nul, alors Ker ¢ # k est un idéal de
k, c’est donc 'idéal nul par le raisonnement précédent. Dés lors, o est (en par-
ticulier) un morphisme de groupe de noyau nul : o est injectif. En outre, son
image o(k) C K est un corps, donc un sous-corps de K. Ainsi, o définit un
isomorphisme de corps de k vers un sous-corps de K.

1.2 Algebre générale
Exercise 1.3. Montrez que {a + bv/2;a,b € Q} est un corps commutatif.

Exercise 1.4 (Solution). On note K = {a + bv/2;a,b € Q}.

e K est un sous-groupe de (R,+) car K est stable par addition, contient
0(= 0+ 0v/2) et contient les opposés : —(a + bv/2) = (—a) + (—b)V/2.
K est stable par multiplication : (a + bv/2) x (¢ + dv/2) = (ac + 2bd) +
(be + ad)/2.
Sia+by2=0,alors a =0 et b=0, sans quoi on pourrait écrire v/2 =
—afh € Q.
K contient 1 = 1+ 0v/2.
K contient ses inverses : pour a,b € Q, on pose ¢ = 5 et d = a—;;bz’
puis on vérifie que (a + bv/2) x (¢ +dv2) = 1.

Il s’agit en réalité d’un fait bien plus général, fondement de la théorie des
nombres : si P est un polyndéme a coefficients dans Z de coeflicient dominant 1

et irréductible dans Q (voir le cours de polynémes), et « € C un racine de P,
alors Q(a) = {Q(a); @ € Q(X)} est un sous-corps de C.
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1.3 Algebre générale
Exercise 1.5. Montrez que v2 +v3 + V5 ¢ Q.

Exercise 1.6 (Solution). On sais que \/5, \/3 et \/5 sont irrationnels et on
note @« = vV2++v3++5. On a (a—\/?)2 = (\/§+\/5)2 = 8 + 2v/15, puis
(0 — 2v2a — 6)2 = 60 et enfin :

ot —4a? — 24 = 4V/2a(a® - 6)

Deés lors, si o € Q, alors a = 0 ou av = 6, sans quoi on pourrait écrire /2
comme une fraction rationnelle de a, donc v/2 € Q, ce qui n’est pas. Comme
a?>2+3+5=10> 6> 0, on obtient donc que a ¢ Q.

1.4 Algebre générale

Exercise 1.7. Soit K un corps infini. Montrez qu’il existe un morphisme de
corps injectif de QQ vers K. Regardez la réciproque.

1.5 Algebre générale, Espaces vectoriels

Exercise 1.8. Produit extérieur.

1.6 Algebre générale, Séries

Exercise 1.9. Montrez que ’ensemble des séries formelles muni de ’addition
(terme a terme) et du produit (de Cauchy) est un anneau.

Exercise 1.10 (Solution). On rappelle que le produit de Cauchy de deux séries
est 'opération qui a une série de terme général a,, et une de terme général b,
associe la série de terme général ¢, = > a;b;. L’addition est quand a elle
définie terme a terme.

On note S 'ensemble des séries a coefficients dans un anneau sous-jacent
(pas forcément convergentes, juste formelles), alors (S,+) est clairement un
groupe, I’élément neutre en est la série de terme général nul, les opposés sont
les séries de terme général opposé. Le produit de Cauchy est interne, d’élément
neutre la série de terme général 1, associative (le produit de Cauchy de trois
série pouvant s’écrire avec le terme général > a;bjcr), et distributive

i+j=n

i+jt+k=n
sur Paddition car 37, ;_, (a; + b;)c; = (Ziﬂ.:n aicj) + (Ziﬂ.:n bicj>.

Ainsi, on obtient bien un anneau. Il est intéressant de regarder les éléments
inversibles de cet anneau, et la conservation de la convergence par ce produit.
On notera que le produit de la série de terme général a,, = % n’est pas
convergent alors que sa série l'est.
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2 Applications ensemblistes

2.1 Applications ensemblistes

Exercise 2.1. Soient X, E, F' trois ensembles. Soit f : E — F. Montrez que f
est injective si et seulement si : Vg,h: X — E, fog= foh = g = h. Enoncer
une propriété équivalente pour la surjectivité.

Exercise 2.2 (Solution). Supposons f injective et soient g,h : X — E tels que
fog= foh,alorssoit z € X. On a f(g(x)) = f(h(z)), donc, par injectivité de
f, g(x) = h(z). Ainsi, g = h.

Réciproquement, supposons que f ne soit pas injective. Soit alors a,b € E
tel que f(a) = f(b). Soit X = {0}etg: X — E, g(0) =aeth: X — E,
h(0)=b.On a fog= foh mais g# h.

Pour la surjectivité, on peut énoncer la propriété suivante : f est surjective
si et seulement si Vg, h: F'— X, gof=ho f=g=h.

Démontrons cela. Tout d’abord si f est surjective, alors soient g, h: FF — X
tels que go f = ho f. Soit y € F et soit, par surjectivité, z € F tel que f(x) = y.
On a alors g(y) = g(f(x)) = h(f(z)) = h(y), donc g = h.

Réciproquement, si f n’est pas surjective, soit z € F' qui n’a pas d’antécédent
dans E par f. Soit X = {0,1} et g : F' — X défini par g(z) = 1 et g(y) = 0 pour
y # z. Soit h : F — X défini par h(y) = 0 (tout le temps). Ona go f =ho f
mais g # h.

2.2 Applications ensemblistes

Exercise 2.3. Soit f: E — F. Montrez que f est bijective si et seulement si
VA e P(E), f(4) = f(A).

Exercise 2.4 (Solution). Supposons f bijective. Soit A € P(E). Soit y € f(A),
alors soit € A tel que f(z) = y. Si y € f(A), alors il existe 2’/ € A tel que
f(&') =y = f(z), donc par injectivité ' = =z, ce qui n’est pas possible car
'€ Aet x ¢ A de fait, y ¢ f(A), Aoty € f(A) puis f(A) C f(A).

Inversement, soit y € f(A). Par surjectivité de f, soit « € E tel que f(x) = y.
Siz e A, alors y = f(z) € f(A), ce qui n’est pas. Donc = ¢ A, puis y € f(A).
On a prouvé l'autre inclusion et ainsi : f (4) = f(A).

Montrons maintenant la réciproque. Supposons que pour tout A € P(E), on
ait f(A) = f(A). Supposons qu’on ait x # y et f(z) = f(y), posons A = {z},

alors y € A, donc f(y)inf(4) = f(A) = F\{f(z)}, or f(y) = f(z). Cette
contradiction montre que f est injective. o

Inversement, appliquons la propriété avec A = 0 : f(0) = f(0). Le membre
de gauche est f(E), et comme f() = (), le membre de droite et F. Ainsi,
f(E)=F : f est surjective.
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2.3 Applications ensemblistes

Exercise 2.5. Soit f une fonction de F(# () dans lui-méme tel que fo f = f.
Montrez que f est injective si et seuelement si f est surjective.

Donnez un exemple de tel f qui ne soit ni injectif (ni surjectif).

Que se passe-t-il si on suppose a la place fo fo..o f = f7?

Exercise 2.6 (Solution). Supposons f injective. Soit x € E, alors écrivons
y= f(x),ona f(y) = f(f(x)) = f(z) par définition de f. Or par injectivité, on
obtient y = z, c’est-a-dire f(x) = x, donc f =Idg et f est bien surjective.

Inversement, supposons f surjective, alors prenons z,y € E tels que f(x) =
f(y). Par surjectivité de f, on peut poser a,b € E tels que f(a) = z et f(b) = y.
Des lors :

On en déduit que f est injective (donc que f =1Idg).

La fonction f : x — |z| définie sur R respecte bien f o f = f mais n’est
ni injective, ni surjective. Dans les espaces vectoriels, les projections fournissent
aussi un tel exemple (sauf la projection triviale sur ’espace entier).

Notons f® = fo fo...of si f apparait n fois. On suppose donc que f"(z) =
f(x) dans la suite, avec n > 2. Remarquons que f"~ o f = f?" = fo fr L

Si f est injective, alors comme f"(x) = f(x), les éléments x et f~!(z) ont
la méme image par f : f*~1(x) = x. Il s’ensuit que f*~! = Idg. En particulier,
comme f?~1 est surjective, f est surjective.

Si f est surjective, alors soient x,y € E tels que f(z) = f(y). Dans ce cas,
Vk > 1, fk(x) = f*(y). Par surjectivité, prenons a,b € E tels que f(a) = z et
f(b) =y. Dés lors :

x = f(a) = f(a) = [P (f(a)) = f*Hx) = f* () = ["(b) = f(b) =y

Ainsi, f est injective.

Cependant, il n’est pas obligatoire que f = Idg quand f est bijective et
f™ = f. Par exemple, pour n = 3, on peut penser a la fonction f : z +— —z sur
R, ou pour n =5, a f: z+ iz sur C. Plus généralement, pour tout n, si A\, est
une racine n-iéme de 1, alors f : z + A,z vérifie f"1 = f et est bijective sur

C.

2.4 Applications ensemblistes

Exercise 2.7. Soit F un ensemble doté d’un sous-ensemble A. Soit w4 : X +—
XNAetyy: X — XUA. Montrez que :

e v, est injective ssi 4 est surjective ssi A = E.

e 14 est injective ssi 14 est surjective ssi A = .
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Exercise 2.8 (Solution). Etude de ¢4

Si A = E, alors VX, p4(X) = XNE = X, donc pa = Idpg) : pa est
bijective (injective et surjective).

Réciproquement, si A # E, alors soit zop € E\A. On a :

pa@)=AN0=0=An{zo} = pa({zo})

Ainsi, p4 n’est pas injective. Par contraposée, si ¢4 est injective, alors A = F.
Enfin, si A # E, alors pour tout X C F, pg = XNA C A, donc E n’a
pas d’antécédant par g4 car E ¢ A. Par contraposée, si ¢4 est surjective, alors
A=F.
En résumé, soit A = F et ¢4 est a la fois injective et surjective; soit A # F
et ¢4 n’est ni injective, ni surjective.

Etude de ¢4

Il y a deux possibilités. On peut adapter le raisonnement précédent, ou bien
on peut utiliser application f : X + X (le complémentaire de X). Cette
application est clairement une bijection des parties de E, méme une involution

(i.e. fo f=1Idp(g)). Or, par le théoreme de De Morgan :
fWa(X))=AUX = ANX = pz(f(X))

Des lors, si A = E (ce qui revient & A = (), w4 est bijective, donc par
composition 4 = f~1o w7 o f est bijective aussi.

Inversement, si A # E (ce qui revient & A # ()), alors @4 n'est ni injective,
ni surjective, et par composition, il en va de méme pour 4.

En résumé, 14 est bijective quand A = () et ni injective, ni surjective sinon.

2.5 Applications ensemblistes

Exercise 2.9. Soit f: E — E.
Montrez que f est injective si et seulement si fo [ =1Idp.
Montrez que f est surjective si et seulement si f o f = Idpp-
Montrez que f est injective si et seulement si VX, Y, f(XNY) = f(X)Nf(Y).

Exercise 2.10 (Solution). C’est un exercice assez long, on ne s’attend pas a ce
qu’il soit traité en entier!
f injective < fo f=1Idpg :
Tout d’abord, on peut montrer que, pour n’importe quelle fonction VX C
E,X C f(f(X)).
< Attention, méme si on connait le théoréme "g o f injective = f injective',
cela permet seulement de déduire que fo f = P(E) induit f injective de
P(E) dans P(E)! La question est de prouver que f est injective de E
dans F.

Pour ce faire, on regarde f(z) = f(y), on a alors f({z}) = f({y}), puis
x C f(f({z})) = F(f{y}) = Idpe)({y}) = {y}, donc & = y. f est bien

injective.
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= Soit X C E. Supposons (par l'absurde) qu’il existe y ¢ X tel que y €
(X)), alors f(y) € f(X), donc Fz € X, f(y) = f(x). Or y # = par
hypotheése (y ¢ X et x € X), ce qui contredit I'injectivité de f.
Finalement, grace a la remarque du début : VX C E, f(f(X)) =X.

f surjective & f of: ldg :
Tout d’abord, on peut montrer que, pour n’importe quelle fonction f, VX C

E, X D f(f(X)).
< Le théoreme "g o f surjective = g surjective" ne s’applique toujours pas
car on obtient f : P(E) — P(FE) surjective (et non f : E — E surjective).
Soit y € E, on sait que fo f({y}) = {y}, puis y € F(f({y})), c’est-a-dire
que 3z € f({y}) C E, f(x) =y : f est bien surjective.
= Soit y € X. Comme f est surjective, soit z un antécédant de y par f. Par
définition, y € X induit x € f(X). Dés lors, y = f(x) € f(f(X)), donc

A

X C f(f(X)).
Avec la remarque de début de paragraphe, on obtient VX C E, f(f(X)) =
X.
f injective & VXY, f(X NY) = f(X)N f(Y) :
Tout d’abord, on peut montrer que, pour n’importe quelle fonction f,VX,Y C
E f(XNY)c(f(X)nf(Y)).
< Soient z,y € F tels que f(x) = f(y) =: z. On pose X = {z} et Y = {y}.
Ona f(XNY)=f(X)Nf(Y)={z} #0,donc XNY # 0, et ainsi z = y.
f est injective.
= Soit y € f(X)N f(Y). Soient x € X et 2’ € Y tels que f(x) =y = f(a).
Comme f est injective, on a z = 2/, puisz € XNY et ainsiy € f(XNY).

Avec la remarque de début de paragraphe, on a montré que VX,Y C
E f(XNY)=f(X)nf(Y).

2.6 Applications ensemblistes

. 40T ot . 2 _ (z+y)(z+y+1)
Exercise 2.11. On définit 'application f : N — N* par f(z,y) = y+-—5—.
Montrez que f est bien définie et que c’est une bijection.

En déduire que N* est dénombrable pour tout &, puis que Q est dénombrable.

Exercise 2.12 (Solution). Ona f(z—1,y+1) = f(z,y)+1, f(0,y) = 3y(y+3)
et f(x,0) = %x(x +1), donc f(y+1,0) = f(0,y) + 1 donc f est surjective (par
récurrence). Elle est aussi strictement croissante en suivant les diagonales de
vecteur directeur (—1,+1) dans N? (on passe d'une diagonale & la suivante en
passant de (0,y) & (y + 1,0)) : faire un dessin!

Calculer I'antécédant de n € N demande de résoudre d’abord @ = n,
on identifie ainsi sur quelle diagonale est n, puis on calcule le nombre de pas

restants a 'aide de la fonction partie entiere. La réciproque explicite est, avec
p= E( 71+\/8n+1) .
— )
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s (p(p+3);n p(p+1))
2 2

On a donc une bijection N? ~ N, or on sait que la relation d’étre en bijection
est une relation d’équivalence (réflexivité : triviale; symétrie : existence de la
bijection réciproque ; transitivité : la composée de deux bijections est une bijec-
tion), donc par récurrence, Vk € N,N¥ ~ N. Pour Q, il suffit d’utiliser la forme
réduite des fractions pour avoir Q ~ N x Z*. Ensuite, Z* ~ N peut étre montré
en regardant 'application :

. 2n — 2 si n>0
" —2n—1 si n<O0

2.7 Applications ensemblistes

Exercise 2.13. Soit f : E — E. On note f" = fo fo..of (n fois), avec
fY=1Idg. Pour AC E, on pose A, = f"(A) et B=/,, An.

Montrez que f(B) C B, puis que B est la plus petite partie de E (pour
I'inclusion) stable par f et contenant A.

Exercise 2.14 (Solution). On a : f(B) c U, f(4,) C U,, An+1 C B.

On a évidemment A C B, et on a vu que f(B) C B. Reste a montrer
quesi A C Cet f(C) C C,alors BC C.Orsi AC Cet f(C)CC, alors
Ay = f(A) C C, et par récurrence immédiate, Vn € N, A, C C, donc B C C.

2.8 Applications ensemblistes

Exercise 2.15. Soient trois applications f, g et h telles que les compositions
fogoh,goho fethofogsoient définies, que 2 d’entre elles soient injectives
et la troisieme surjective. Montrez que f, g et h sont bijectives.

Exercise 2.16 (Solution). Quitte & permuter f, g et h, on peut supposer que
fogohet goho f sont injectives et ho f o g est surjective. Alors, comme on
sait que si a o b injective = b injective et a o b surjective = a surjective, on en
déduit tout d’abord que h est bijective, h o f aussi. Donc f = h~to (ho f) est
bijective par composition. Enfin, g = h™1 o (hogo f) o f~1 est surjective par
composition et g = f~1 o (f ogoh)oh™! est injective par composition.

Ainsi, f, g et h sont bijectives.

2.9 Applications ensemblistes

Exercise 2.17 (Théoréme de Cantor-Berstein). . Soient F et F deux ensembles
munies d’injections f : E — F et g : F — E. On veut montrez qu’il existe une
bijection entre E et F. Démontrez le théoréme pour E ou F fini(s). On note
g~ () Tantécédant de x par g (idem pour f~(y)). On regarde : z, g~ '(z),
g (=), g7 (f (g7 (x))),... On note A la partie de E contenant tous les

18



x pour lesquels cette suite est finie et a son dernier élément dans E. On pose
h: E — F, montrez que c’est une bijection :

flx)size A
hiw) = { g Hx)sizg A

Exercise 2.18 (Solution). Si E ou F est fini, alors l'autre 1’est aussi car si E
s’injecte dans F fini, alors E a moins d’éléments que F' (cela se montre grace a la
partition E' = |J,cp f(y) ott f(y) contient au plus 1 élément car f est injective).
Ensuite, si F — F et F — FE, on en déduit que F et F' ont le méme nombre
d’éléments, disons n. Quitte & numéroter les éléments de E = (e1,es, ..., e,) et
de F = (f1, f2, .., fn), on peut introduire la bijection e; — f; de réciproque
fi— e

Passons a la partie plus corsée... Il faut tout d’abord remarquer qu’avec les
définitions de I'énoncé, f~1 et g=1 sont bien définies et vérifient f(f~1(y)) = v,
f~Y(f(x)) = z (idem pour g). Par contre, la premiere égalité n’est définie que
pour certains y € F', pas pour tous : f~1: f(E) — E.

La notion de 'la suite est finie" signifie qu’a un certain rang, il n’est pas
possible de définir le rang suivant (i.e. f~! ou g=! du terme courant n’est pas
défini).

h injective : Supposons que h(z) = h(y).

o Siz,y € A, alors h(z) = f(z) = f(y) = h(y), donc z = y par
injectivité de f.

o Siz,y¢ A, alors h(z) = g~ *(z) = g7 (y) = h(y), donc = = y par
injectivité de g=1 (car si z avait 2 antécédants par g1, alors il aurait
aurait 2 images par g, ce qui n’est pas possible).

eSiz e Aety ¢ A alors hiz) = f(x) = g (y) = h(y), donc
r = f1(g7(y)), et on peut itérer avec g—* et f~! pour reconstruire
la suite qui part de z et celle (décalée de deux rangs) qui par de y. Or
la premiere est finie et la seconde non. Cette contradiction montre
que le cas © € A et y ¢ A est en réalité impossible.

h surjective : Soit y € F. On veut construire z € E tel que h(z) = y. Posons x = ¢(y).
e Six ¢ A, alors h(z) = g (z) = g—1(g(y)) = v, et on a trouvé notre
antécédant : z = z.

e Sinon, z € A, et donc z = f~l(g7!(z)) aussi. De fait, h(z) =
f(f~ Y g =))) =g ' (x) =y, et 1a encore on a un antécédant.

Finalement, h est bien une bijection de F dans F'.

. . N—+N .
On pourra essayer de voir qui est h lorsque f = g = n s 9 0 08 bien
0,7 = [-1,1 -1,1] —» [0, 7
o B g Mg
2
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2.10 Applications ensemblistes

Exercise 2.19. Montrez que 'application A — 1 4 induit une bijection de P(E)
sur {0,1}%.

Exercise 2.20 (Solution). Il s’agit ici de montrer que :
e Sily=1p, alors A= B.
e Si f € {0,1}F, on peut construire une partie de E telle que 14 = f.

Pour le premier point, il suffit de voir que si € A, alors 1p(x) = 14(z) = 1,
donc = € B. Ainsi, A C B, et par symétrie : A = B.

Pour la seconde assertion, on construit application A — {z € E, f(z) = 1}.
On peut facilement vérifier que cette derniére constitue la bijection réciproque
de l'application A +— 1 4.

2.11 Applications ensemblistes

Exercise 2.21. Soit (E, <) un ensemble totalement ordonné dans lequel toute
partie admet une borne inférieure et une borne supérieure. Soit f : £ — FE
croissante. On pose X = {z € F,z < f(z)}. Montrez que X # . Montrez que
X est stable par f. Soit a = sup X. Montrez que a € X et que a est un point
fixe de f. Donnez un exemple de situation.

Exercise 2.22 (Solution). On sait que E admet une borne inférieur. Une telle
borne est un minimum (car elle appartient & E qui est 'ensemble considéré),
nommons-la m. On a f(m) € E, donc f(m) > inf E =m, doum € X et X # .

Siz e X, alors x < f(x). Comme f est croissante, on peut 'appliquer a
cette inégalité et on obtient f(z) < f(f(x)), donc f(z) € X.

Comme X # ) et que E est muni de bornes supérieures, a existe. Supposons
a ¢ X. Alors f(a) < a, et comme f est croissante, f(f(a)) < f(a), donc
f(a) ¢ X, or f(a) < a, donc a n’est pas la borne supérieur de X. Ainsi, a € X.

On sait que X est stable par f, donc en particulier f(a) € X, d’oit d’une part
a < f(a). Or d’autre part, a majore X, donc f(a) < a. Finalement, f(a) = a,
et a est un point fixe.

On pourra prendre par exemple une application croissante dans un intervalle
I de R, a valeur dans celui-ci.

2.12 Applications ensemblistes

Exercise 2.23. Soit E un ensemble. Montrez qu’il existe une injection de F
dans P(E). En regardant {x € E;z ¢ f(z)}, montrez qu'une telle injection ne
saurait étre une bijection. En déduire que P(N) n’est pas dénombrable.

Exercise 2.24 (Solution). Pour injecter E — P(FE) on peut par exemple définir
x— {z}.
Supposons que f soit surjective. Alors il existe un élément y tel que f(y) =

{reExd¢ f(z)}
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e Est-ce que y € f(y) ? Dans ce cas, par définition de f(y), v ¢ f(y), ce qui
contredit notre supposition.

e Est-ce que y ¢ f(y)? Dans ce cas, par définition de f(y), y € f(y), ce qui
contredit notre supposition.

Finalement, par absurde, {x € E;x ¢ f(x)} ne peut pas posséder d’anté-
cédant par f : f n’est pas surjective.

Pour montrer que P(N) est indénombrable, il suffit d’appliquer le théoréme
qu’on vient de prouver avec £ = N.

2.13 Applications ensemblistes, Relations binaires

Exercise 2.25. Soit F un ensemble et 'filtre" o C P(E) tel que VX,Y €
a, 37 € o, Z C (X NY). On définit sur P(F) la relation A ~, B < 31X €
a, ANX = BN X. Montrez que c’est une relation d’équivalence. Donnez les
classes de () et de E. Est-ce que a —r~, est surjective? Que se passe-t-il si «
posseéde 2 éléments disjoints 7 Montrez que o —~, n’est pas injective ?

Exercise 2.26 (Solution). La relation est évidemment réflexive et symétrique.
Montrons la transitivité. Soient A, B,C € P(E) tels que A ~, B et B ~, C.
Soient alors X € atelque ANX =BNXetY catelqueYNB=YNC.
Prenons Z € a tel que Z C (X NY). Alors :

ZNA=ZNXNA=ZNXNB=ZNB=ZNYNB=ZNnYNC=2ZnNnC

On obtient que A ~,, C. Il s’ensuit que ~, est transitive : c’est un relation
d’équivalence.

La classe d’équivalence de () est composée des parties qui sont disjointes d’au
moins un élément du filtre « :

Anyll<=3X ca, ANX=0NX=10

La classe d’équivalence de E est composée des parties qui contiennent au
moins un élément du filtre « :

ArngF<= 33X €ca, ANX=ENX=X

Des lors, a —~, n’est pas surjective car il n’est pas possible de trouver «
tel que E ~g 0 et {z} 74 O pour z € E quelconque.

S’il existe deux éléments disjoints X et Y dans le filtre «, alors le filtre
contient @) car il faut qu'il existe Z € o, Z C (X NY) = (. Or si « contient ),
alors n’importe quel A € P(FE) vérifie A ~, E, donc ~, n’a qu’une seule classe
d’équivalence. Ainsi, tous les o qui contiennent () donnent la méme relation :
o —~, n'est pas injective.
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3 Arithmétique

3.1 Arithmétique

Exercise 3.1. Utilisez arithmétique pour déterminer les couples (a,b) € N*
vérifiant a® = b®.

Exercise 3.2 (Solution). On remarque déjd que si @ = b, alors on a bien
a® = b®. Supposons dans la suite a < b. On utilise les valuations p-adiques. Soit
p premier fixé. Si a® = b, alors b X v,(a) = a x vp(b). Comme on a supposé
a < b, on obtient vp(a) < v,(b). Cette propriété étant vérifiée pour tout p, on
obtient que alb. Soit k tel que b = ka. On peut remplacer dans I’équation initiale
et ona: (a®)" =k%®; don: (a®)* ™' = a*; puis a®*~1) = ¢* ; et enfin I'égalité
des exposants (car a # 1) : a(k — 1) = k. Cela meéne a (k — 1)|k, ce qui n’est
possible que si k = 2 (sinon, k A (k — 1) = 1 par P’algorithme d’Euclide). Dans
ce cas, on trouve a = 2 et finalement b = ka = 4.

Ainsi, 'ensemble des solutions de 1’équation a® = b® est (attention & l'asy-
métrie a < b qu'on a supposée et qu'il faut lever maintenant) :

{(SC, T);T € N*} U {(274)§ (47 2)}

3.2 Arithmétique

Exercise 3.3. Complétez pour avoir les chiffres de 1 a4 9 : 42 x =

Exercise 3.4 (Solution). On va montrer que la seule solution est 42 x 138 =
5796. On notera dans la suite I’équation 42 x xyz = abcd.

On commence par regarder I’égalité modulo 10 : 22 = d [10]. Donc on en
déduit en explorant les possibilité que z = 3, 8,9 correspondant réciproquement
ad=6,6,87 Ensuite, d’apres le nombre de chiffre, on en déduit immédiatement
que & < 10/4, donc = = 1. On teste alors le plus petit nombre possible pour zyz
afin d’obtenir une borne sur a : 42x 138 = 5796. On vient de trouver une solution,
néanmoins, on va aller plus loin en prouvant que c’est la seule. D’apres le calcul
précédent, on sait que a > 5. Le plus efficace est de compter les possibilités pour
yz :on a vu qu’il y a 3 possibilités pour z, et on peut voir rapidement que y = 7
est impossible (car alors a = 7). On a donc 2+ 3+ 34 2 + 2 = 12 possibilités a
tester :

e 42 x 138 = 5796
e 42 x 139 = 5838
e 42 x 153 = 6426 On savait qu’on aurait deux fois 6.
e 42 x 158 = 6636 On savait qu’on aurait deux fois 6.
e 42 x 159 = 6678 On savait qu’on aurait deux fois 6.
e 42 x 163 = 6846 On savait qu’on aurait deux fois 6.
e 42 x 168 = 7056 On savait qu’on aurait deux fois 6.
e 42 x 169 = 7098
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42 x 183 = 7686

e 42 x 189 = 7938 On savait qu’on aurait deux fois 8.
e 42 x 193 = 8106

e 42 x 198 = 8316 On savait qu’on aurait deux fois 8.
On a donc bien une unique solution a 1’équation.

3.3 Arithmétique

Exercise 3.5. Montrer que si a est racine du polynéme aX? + bX + ¢ avec a,
b et ¢ impairs, alors « est irrationnel.

Que ce passe-t-il pour les racines rationnelles d’un polynéme de degré quel-
conque a coefficients rationnels 7

Exercise 3.6 (Solution). Supposons que o = § écrit sous forme d’une fraction

irréductible. Alors, en utilisant que « est racine du polynéme et en multipliant
par ¢2, on obtient : ap? + bpq + c¢g? = 0. De fait, ap? = q(bp + cq), donc g|ap?.
Comme ¢ Ap =1, on a : g|a. De fait, ¢ est impair. De la méme maniere, plc,
donc p est impair. Cependant, on remarque que ap? = —bpq —cq?, on a a gauche
un nombre impair et a droite la somme de deux nombres impair, c’est-a-dire
un nombre pair. C’est un probléme! Finalement, il est impossible que « soit
rationnel.

Dans un polynéme quelconque, une racine rationnelle g vérifie : ¢ divise

le coefficient dominant et p divise le coefficient constant. Cela donne énormé-
ment d’informations : la résolution des racines rationnelles d’'un polyndéme a
coefficients rationnels se rameéne a un nombre fini de cas.

3.4 Arithmétique

Exercise 3.7. Montrez qu’il n’existe qu’un seul cube impair non nul qui est
immédiatement suivi d’'un carré (résoudre % — y3 = 1).

Exercise 3.8 (Solution). Ecrivons plutét I'équation de la forme 22 — 1 = 33,
c’est-a-dire (z — 1)(z + 1) = y>. Dés lors, si p|y avec p premier et p # 2, comme
(x+1)A(z—1)=2,0onap|(r—1) oup|(x+1) mais pas les deux. Mais comme
Py = (xz + 1)(z — 1), si p|(z — 1), alors p3|(z — 1) (et respectivement pour
x + 1). Dés lors, il y a 3 possibilités :

e r+ 1 et x—1sont des cubes impairs.

o v+ 1=2a%et x—1=4>b> avec a et b impairs.

o v+ 1=4a3et x —1 =203 avec a et b impairs.

Comme y est impair, = est pair (sinon 22 — 1 est pair), donc seul le premier
cas est possible. Or dans le premier cas, on a deux cubes qui different de 2, ce
qui n’est pas possible : il n’y a pas de cube impair qui suive immédiatement un
carré.

On peut se poser la question en toute généralité, c’est un peu plus difficile
mais on obtient que la seule possibilité est 32 = 23 + 1.
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3.5 Arithmétique

Exercise 3.9. Pour un chiffre X, on note XX le nombre 10X + X.
Soient 3 chiffres X, Y et Z vérifiant XX +YY + ZZ = XY Z. Trouvez Z.

Exercise 3.10 (Solution). On remarque que XX = 11 x X, donc XY Z =
11(X +Y 4+ Z). Or on sait tester di un nombre est un multiple de 11, il faut que
X—-Y+Z=0,cequirevient a Y = X + Z, on est donc ramené a 2 parametre
avec les conditions :

0<X <9

0<Z7<9

0<X+2<9

11(10X + 2) = XY Z = 1L(X +Y + Z) = 22(X + 2)

Ainsi, Z = 8X d’apres la derniere ligne. Les conditions des deux premiere
lignes donnent deux possibilités a tester : X =0et X = 1.

Finalement, on peut vérifier que cela donnes les deux exactes solutions du
probléme : 00 4+ 00 + 00 = 000 et 11 4 99 + 88 = 198.

3.6 Arithmétique

Exercise 3.11 (Probléme de Joséphus). n personnes numérotées sont disposées
en cercles. La premiére tue son voisin de gauche (le numéro 2, qui sort du cercle),
son nouveau voisin de gauche (le numéro 3) tue son propre voisin gauche (le
numéro 4), etc. Quand on a fait un tour du cercle, on recommence, jusqu’a ce
qu’il n’y ait qu’un seul survivant. Si je veux survivre, a quelle place dois-je me
mettre au début.

Exercise 3.12 (Solution). Cette vidéo explique tout !

3.7 Arithmétique

Exercise 3.13. Trouvez les entiers m et n tels que >, k! = n? Idem
pour > o (=D)L = n2 ST (1R = 02, SO (DR = —n? et
kazl(_l)kk! = —n?
Exercise 3.14 (Solution). On constate que :

1

k=12
k=1
2
K=1+2=3
k=1
3
Kl=1+2+6=3°
k=1

4
Zk!:1+2+6+24:33
k=1
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https://www.youtube.com/watch?v=uCsD3ZGzMgE

Donc (1,1) et (3,3) sont des solutions.
Supposons que m > 5, alors :

ik!zi’)?)zi’) [5]

k=1

Or on peut regarder les résidus des carrés modulo 5 :

2

3

BlwiN o3
R R =IO

Donc il est impossible que Y_;" ; k! soit un carré pour m > 5.

On constate que :

=

Z(—l)k+lk! — 12

k=1

(DRI =1-2=-1

k=1

]

Donc (1,1) est solution.
Supposons que m > 2, alors :

Ny (-D)kl=—-1=2 [5]
k=1

Or on peut regarder les résidus des carrés modulo 3 :

2

3

[Nl el ]

el =)

Donc il est impossible que Y_;*, (—1)**1k! soit un carré pour m > 3.
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On constate que :

(—1)kk! = -1

(-1)*K = —-142=12

(-1 =1-6=-5

= b o
e w | (S -
[ — =

(-D)Fk = —54+24 =19

e

o |
_

(—1)Fk! =19 — 120 = —101

=

o
—

(—1)%k! = =101 + 720 = 619

=~
Il
_

Donc (2,1) est solution.
Supposons que m > 7, alors :

m

Y (-1Fkl=619=3 [5]

k=1

Or on peut regarder les résidus des carrés modulo 7 :

S
[N

DO | W N = O3
=R NN | = O

Donc il est impossible que Y-, (—1)*k! soit un carré pour m > 7.

Enfin, on remarque > -, (=1)¥ 1kl = — 377" (=1)FK!, ce qui conclut les
cas restants.

3.8 Arithmétique

Exercise 3.15. Les boeufs d’'Hélios (en version simplifiée) ?
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3.9 Arithmétique

Exercise 3.16. Nombres de Sophie Germain (A* + 4B* = (A% + 2AB +
2B?)(A% —2AB+2B?)). Déterminez les nombres n tels que n* 44" soit premier.

Exercise 3.17 (Solution). Si n est pair, alors 2|n* et 2|4", donc n* + 4™ n’est
évidemment pas premier.
On suppose n impair et on note n = 2k 4+ 1. On a alors :

nt + 4" = nt 44 x 2%
= (n® +2n2" + 2 x 2°%) (n® — 2n2" + 2 x 2°)
= (n® + n2"t 4 27) (n? — n2M 4 27)

Pour que n* + 4™ soit un nombre premier, il faut donc que I'un des deux
facteurs ci-dessus vaille 1. Le premier ne peut évidemment pas valoir 1 car il
est strictement supérieur & n. On doit donc résoudre n? + 2" =n2" /2 4+ 1. Le
membre de gauche croit bien plus lentement que celui de droite, et on "voit" qu’il
n’y aura de solution que pour n tres petit. Cependant, on peut raisonner plus
efficacement avec des arguments un peu plus arithmétiques : I’équation revient
a 2% (281 -2k —1) + n* = 1. Or pour k¥ > 1, on a bien (par récurrence)
2k+1 > 2k + 1 donc le terme de gauche est strictement supérieur & 1. Reste
k =0 qui donne n = 1 et n* +4" = 5 qui est bien premier.

Finalement, le seul nombre premier de la forme n* + 4" est 5 (pour n = 1).

3.10 Arithmétique

Exercise 3.18 (Super-triangles de Héron). On s’intéresse aux triangles dont
les longueurs des cotés, le périmetre et ’aire sont des entiers. On impose en plus
que laire et le périmetres soient égaux. Prouvez qu’il y a un nombre fini de tels
triangles et énumérez-les.

On pourra utiliser (aprés avoir re-démontrée) la formule de Héron : si s =
1 x périmetre, alors aire? = s(s — a)(s — b)(s — ¢) ot a, b et ¢ sont les longueurs
des cOtés.

Exercise 3.19 (Solution). L’identité de Héron se déduit d’une utilisation systé-
matique du théoreme de Pythagore sur les 3 hauteurs d’un triangle quelconque.

Soit un super-triangle de Héron de cotés a, b, c. Notons s = %(a +b+ o).
L’égalité aire-périmetre donne :

(25)% = (s —a)(s — b)(s — ¢)

Changeons de variables et posons t = s —a,y =s—bet z = s — c. Alors
T+ 1y + 2z = s, donc I’équation précédent donne :

Az +y+2)? =2yz

Supposons, sans perte de généralité que 0 < =z < y < z. Si z = 1, alors

4+4y+4z = yz,s0it 4(y+1) = (y—4)z, donc y > 5 (sinon le membre droit est
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négatif ou nul). En outre, il faut que y—4|4(y+1). Or (y—4)A(y+1) = (y—4)A5,
donc y — 4 doit diviser 4 x 5 = 20 pour que y — 4|4(y + 1). La liste exhaustive
donne y € {5,6,8,9,14,24}. Seuls (y,z) € {(5,24),(6,14),(8,9)} permettent
d’assurer y < z et 4 + 4y + 4z = yz. On obtient ainsi 3 super-triangles de
Héron :

’ x ‘ Y ‘ z H a ‘ b ‘ c H Périmetre ‘ Aire ‘
1151241292516 60 60
116141 20|15 |7 42 42
1189 171019 36 36

Ensuite, on poursuit avec = 2. Alors 4(y+2) = (2y—4)z, donc 2y —4|4(y+
2), or (2y —4) A (y +2) = (2y — 4) A 6, puis 2y — 4|24, soit y € {3,4,5,6,7,14}
puis (y,2) € {(3,10), (4,6)}. Soit :

’ T ‘ y ‘ z H a ‘ b ‘ c H Périmetre ‘ Aire ‘
213110 13]12|5 30 30
21416 ||[10] 8 |6 24 24

Apres, pour z = 3, on a4(y+3) = (3y—4)z. Or (y+3)A(3y—4) = (3y—4)A10,
donc 3y — 4]40, soit 3y € {5,6,8,9, 14, 24,44} puis (y, z) € {(2,10)} mais x < y.
Ce cas ne mene a aucune nouvelle solution.

Enfin, six > 4, alors 4(z+y+2) < 4(z+z+2) =12z, mais xyz > 4dx4dx z =
16z, ce qui est impossible.

Finalement, il n’y a que 5 super-triangles de Héron.

Remarquons que, en anglais, ils s’appellent super-Hero triangles. Pour plus
d’informations culturelles passionnantes, regardez ici.

6 25
60
. - .
15
7 42 36
9 10
. - .
13
1
5 30 6 0
. — .
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https://www.youtube.com/watch?v=UIjeCKPHbso

3.11 Arithmétique

Exercise 3.20 (Triplets pythagoriciens). On cherche les triplets (z,y,z) €
N3 dit "pythagoriciens" : 2% 4+ > = 2z2. Montrez qu’'on peut se ramener &
pged(x,y,2z) = 1 puis & z, y et z premier deux a deux. Montrez que parmi
x, y et z, deux sont impairs et un pair puis que z est impair. Posez y =
2Y, X = et Z = 5% En déduire que pged(X,Z) = 1 et que X et
Z sont des carrés parfait. Conclure (I'ensemble des triplets pythagoriciens est
{(d(v* — v?),2duv, d(u® + v?) ; d,u,v € N}).

Exercise 3.21 (Solution). Soit d = pged(z,y,2) et d X £ = z, d X v = y,
dx (=2 0Ona:

$2+y2:Zz<:>d2€2+d2’l]2:32<2<:>£2+’U2:C2

Donc en résolvant pour le cas pged(z,y,z) = 1, on a immédiatement la
réponse dans le cas général. Or si x et y ont un diviseur premier commun p,
alors p|z? = 22 + 92, et par le lemme de Gauss, p|z, donc p|pged(z,y,2). 1l
en va de méme pour y et z et pour x et z : si x, y et z ne sont pas deux a
deux premiers, alors il ne sont pas premier dans leur ensemble. Donc on peut se
ramener au cas ou ils sont deux a deux premiers.

Puisque les trois sont deux a deux premiers, il y en a au plus 1 qui est pair.
Or si x et y sont impairs, alors 2 et y? sont congrus & 1 modulo 4, donc 22 est
congru & 2 modulo 4, donc 22 est pair et z est pair. Mais si z est pair, alors z2
est congru a 0 modulo 4 : on a une contradiction! Ainsi, au moins I'un des deux
parmi x et y est pair. On supposera que c’est y par la suite.

L’équation de départ se reformule alors avec X, Y et Z : 4Y? = (z—x)(z+x).
Puis : Y2 = X 7.

Un diviseur commun de X est Z divise aussi 2z = X + Z et ¢ = X — Z,
donc vaut 1. Deés lors, si leur produit est un carré et qu’ils sont premiers entre
eux, une analyse p-adique ou une analyse des diviseurs premiers montre que le
lemme de Gauss induit que X et Z sont eux-mémes des carrés.

Reste & conclure. Soit u et v tels que X = u? et Z = v2. Soit d = pged(z, y, 2).
Ona:

/d-25- [ _ 2
Zla==fa  _ 2

5 =0

Y2 — 52 _ g2

Des lors, une simple résolution montre que :
(z,y,2) = (d(u® — v?), 2dwv, d(u* + v?))

La réciproque est claire : un triplet de cette forme est bien composé de
nombres entiers et vérifie I'identité de Pythagore.
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3.12 Arithmétique, Algebre générale

Exercise 3.22. Soit p un nombre premier. Soit Z, = { ; p ne divise pas b} C
Q. Montrez que Z, est un anneau. Quels sont les éléments inversibles de Z, 7

Pour o, € Z,, on note «a |, B ¢'il existe k € Z, tel que f = ax. On dit
que p € Z, est premier dans Z, quand il n’est pas inversible et quand pour tout
a,BEZLy,sipl,af,alors p |, aoup |, 8. Montrez que p € Z,, est premier dans
Zy si et seulement si p = pv avec v € Z,;.

Exercise 3.23 (Solution). Tout d’abord, Z, est bien défini car p # 0. Ensuite,
montrons que c'est un sous-anneau de (Q,+, x). Premiérement 0 = % € Zy,
1= % € Zy. Si 3,5 € Zy, alors p ne divise ni b ni d, donc p ne divise pas bd par
la contraposée du lemme d’Euler. Donc § — 5 = “db_dbc EZLpet §xXG=175€ Ly
Ainsi, Z, est bien un anneau.

Ensuite, si § € Z, est inversible dans (Z,, x), alors il existe § € Z, tel
que $5 = 1, c’est-a-dire ac = bd. Mais si p|a, alors p|bd, ce qui n’est pas
possible d’apres le raisonnement précédent. Donc p ne divise pas a. Inversement,
si p ne divise pas a, alors g € Zyp, donc ¢ est inversible dans (Z,, x). Ainsi :
Z, ={% ; pne divise pas a ni b}.

Soit p = § € Z, premier dans Z,. Si p ne divise pas a, alors p est une unité,
donc non premier par définition. Si v,(a) > 2, alors a = p?d, pour @’ € Z.

’ !

Donc p [, &~ x £, mais, comme p est premier dans Z,, on a soit p |, %, soit

p |p §. Le premier est impossible car il revient & a = pa’ or pa’ = /p < a. Le

deuxiéme est impossible car il revient a a = pb, mais les valuations p-adiques
)

sont différentes (rappel : p ne divise pas b). Il s’ensuit que si p est premier dans

Zy, alors p = p% avec p qui ne divise pas a’, c’est-a-dire % €L,
Réciproquement, si p = pv avec v € Z,;, alors si p |, aB, il existe k = % € Zp
tel que pr = afBv! = 2o% ennotant o = §, B = 5 et v = 2. Donc placvl
(dans Z). Mais v et [ sont des dénominateurs dans Z, : ils ne sont pas divisibles
par p. Donc plac, et comme p est premier dans Z, pla ou plc, disons a = xp,
x € Z. Donc p |, a car p x § = ¢ = o. Ensuite, comme v est inversible :

PU X 0*1% = «, donc p |, . Ainsi, p est bien premier dans Z,.

3.13 Arithmétique, Algebre générale

Exercise 3.24 (Fonction de Mébius). Pour faciliter 1’écriture, on notera u(n)
au lieu de u,, le n-iéme terme d'une suite. On munit les suite CY du produit de
Dirichlet : (uxv)(n) = 34, u(d)v("/d). Montrer que (CN, 4+, %) est un anneau
commutatif. Soit 1 la suite définie par ¥n, 1(n) = 1. Pour u € CN, calculez 1xu.
Soit u la suite de Mobius définie par (1) = 1, u(n) = 0 si n est divisible par
un carré, u(pips...pr) = (—1)* pour des nombres premiers py, ..., pp différents.
Montrez que p est inverse de 1 dans (CN, x). Pour u € CN, comment calculer
u(n) si on connait 3, uy pour tout m?

Exercise 3.25 (Solution). (CN,+) est classiquement un groupe. x est une loi
de composition interne. x est distributif sur + car ((u+v)*w)(n) = 3, (u(d)+
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v(d))w(rfa) = 3 g, wld)w(t/d) +3 g, v(d)w(m/d) = (uxw)(n) + (vxw)(n). En-
suite, « est bien associative, pour ce faire, préférons noter >, , _ u(di)v(dz).
Ensuite :

(ux (vxw))(n) = > u(d)(v*w)(dy)

d1 d2 =n

= > uld) Y v(ds)w(ds)
dido=n dzdy=d>
= > ud)v(ds)w(dy)

d1 d3d4:n

On obtient une expression symétrique en u, v et w, donc 'opération est bien
associative. En outre, 'expression ), ; _ u(di)v(dz) est symétrique en u et v,
donc I'opération est commutative. Donc (CN, +, %) est anneau commutatif.

Dans cet anneau, la suite I définie par I(1) = 1 et I(n) = 0 sinon, est
I’élément neutre pour *. En effet, (Ixu)(n) = >, 4,—, I(d1)u(d2) = I(1)u(n) =

Onalxu= Zd‘nu(d), il n’est pas possible de dire mieux pour une suite
quelconque.

La suite de Mobius est bien définie grace a la propriété de décomposition en
produit de facteurs premiers (et & son unicité). Pour n = pi*p32...p%", on veut
calculer (1 u)(n) = 3_,, 1(d), on a besoin d’établir quels sont les diviseurs de

n qui ne sont pas divisibles par un carré. Un diviseur de n s’écrit d = plf pg"‘...pfi"

avec Vi, b; < a;. Un nombre k est divisible par un carré si et seulement si il
existe p tel que v,(k) > 2 (car alors p?|k). De fait, d divise n et n’est pas divisible
par un carré si et seulement si d = pi'p§?...p5" avec ¢; € {0,1}. Ainsi, ensemble
des diviseurs de n qui ne sont pas divisibles par un carré est en bijection avec
ensemble des parties de [1,7] : c’est 'ensemble {[],.;pi ; I C [1,7]}. On peut
donc réécrire notre somme, pour n # 1 :

@ p)(n) =3 ul(d)

dn

= ()

IC[1,r] iel

> (-y#

IC[1.r]

Il
(]
N
> =
N———
)
x>

Pour n=1,0ona (1xpu)(1) = 1(1)u(l) =1.
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Finalement, 1 x 4 = I, donc p est l'inverse de 1 dans ((CN,*). On peut se
servir de cela pour obtenir inverser la relation U(m) = 3, u(d). En effet,
cette relation s’interprete comme ux1 = U, donc, en composant a droite par p,
on trouve u = U % pi. Il en découle que u(n) = 3_,, U(d)p("/a) : si on connait
les 3 gj, u(d), on a une formule explicite pour retrouver u(n) pour tout n.

3.14 Arithmétique, Théorie des groupes

Exercise 3.26. Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts impairs vérifiant
p|22 — 1. Montrez que 2q|p — 1.

Exercise 3.27 (Solution). Si p|27—1, alors cela signifie que 27 = 1 [p]. On note
w(2) Pordre de I’élément 2 dans le groupe multiplicatif des nombres modulo
p (la plus petite puissance non nulle telle que 2* = 1 [p]). On écrit la division
euclidienne de ¢ par w(2), soit 7 le reste et a le quotient. Alors 2" = 29~ (2) =,
par minimalité de w(2), r = 0 : w(2)|g. Comme p est premier, on a donc w(2) = g
(on ne peut pas avoir w(2) =1 car 2 # 1 [p]).

Comme on a un groupe fini, on sait que 'ordre d’un élément divise le cardinal
du groupe (théoréme de Lagrange sur les sous-groupes). De fait : ¢ = w(2)|p—1
(cardinale du groupe multiplicatif des nombres modulo p).

Par ailleurs, p — 1 est pair car p est impair. Comme 2 A ¢ = 1 car q est
premier impair, donc d’apres le lemme d’Euler, 2¢|p — 1.

Reste le cas ou p ou ¢ vaut 2.

e Sip=2,alors g =1 car sinon 27 — 1 est impair. Cela contredit le fait que
q est premier.

e Si g = 2, alors p|3, donc p = 3 et 2¢ = 4 ne divise pas p — 1 = 2 (mais
glp — 1 reste vrai, et on le savait déja).

4 Complexes

4.1 Complexes

Exercise 4.1 (Identité de la médiane). Montrez que |z + 2/|> + |z — 2/|? =
2(|z]2+|2'|?). Interprétez géométriquement. Soit u € C tel que u? = zz’, montrez

— 42’ +2'
que|z|—|—|z’|—’u+z z ‘—i—‘u—%

2

Exercise 4.2 (Solution). On a :

|z2+2' P+]2 =2 > = (242") (2 + 2/)+(2—2") (2 — 2) = 222+2"2 =2 (|2)* + |#/|?)
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Ensuite, en utilisant le précédent résultat et u? = 22’ :

( z 42 z+z’>2
u + U —
2
242 |? 242 |? o 2242742z
=lut | +|u- +2u? -
Z+Z/|2 |Z—Z/|2
lul® + 5 + 5

1
=2|z"[+ 5 (I - ZP 2+ 2%

=(|z] + |2'])

4.2 Complexes

Exercise 4.3. Trouvez les nombres complexes z tels que les points d’affixes z,
2% et z* sont alignés.

2422
22—2

Exercise 4.4 (Solution). On regarde le nombre = 22 + 2. Les points

d’affixes z, 22 et z* sont alignés si et seulement si ce nombre est réel. On cherche
donc les solutions des équations 22 + z — A = 0 avec A € R. En résolvant :
z = 3(—1+ V1 +4X). Donc les points d’affixe z, 2% et z* sont alignés si et
seulement z € (RU {7;R(7) = —1/2}). A dessiner dans le plan complexe !

R}

<
N
=

4.3 Complexes

Exercise 4.5. Soit (E) I'équation (z — 1)" —(z+1)" =0 (n € N, n > 2).
Montrez que les solutions de (E) sont des imaginaires purs. Montrez que si z
est solution de (F) alors —z aussi. Résoudre (E).
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Exercise 4.6 (Solution). (z+1)"=(z—1)"=|z+1"=|z—-1"= |2+ 1| =
|z—1| Donc le point d’affixe z est équidistant de 1 et de —1 : il est sur la verticale
R(z) = 0, ¢’est un imaginaire pur. Ensuite, si z est solution de (E), alors on a :
(<2 =17~ (=2 + 1) = (<17 (= )"+ (2 + 1)) =0

Pour résoudre, on constate que (E) < (j‘“) =1, donc (E) & Jk €

[0,n —1], 2 ¢ et z # 1. Ainsi, on trouve que I'ensemble de solution :
S—{lcotan( ),12/{271—1}

:\;r ||

4.4 Complexes

1+

o | = L

Exercise 4.7. Soit A # i. Montrez que )\ € R si et seulement si

Exercise 4.8 (Solution). Si A € R, alors en passant simplement en forme

1+)\z _
=i =1

Réciproquement, si |1 4+ Ai| = |1 — Ai|, alors : |\i — (— )| = |Ai — 1], donc
i € iR (M est sur la médiatrice du segment [—1, 1]). Finalement A € R.

trigonométrique (angle de moitié), on trouve bien que ‘

4.5 Complexes
\3
Exercise 4.9. Soit a € ]—g;—l—g[. Déterminez les solutions de (%) =

1+itan o
l—itanao”
Exercise 4.10 (Solution). Le membre de droite vaut e** (passer en forme
trigonométrique). De fait, ’équation équivaut a l'existence de k € {0, 1,2} tel

que % = Wi avec wy = ¢i(3F+%%)  Lensemble des solution de I’équation est
ainsi § = “:));11 k € {0,1,2}}. On peux calculer explicitement que :

wr — 1 a km
—  —_—tan| - + —
i(wr +1) 3 3
On constate d’ailleurs que les trois solutions sont réelles. On peut relier cela

l1+itan o =1
l—itana| — *°

avec ’exercice 120 et se rendre compte que ‘

4.6 Complexes

Exercise 4.11. On pose la relation binaire sur H = {z € C;3¥(z) > 0} :

ZRZ & eR, 2 = % Montrez que R est une relation d’équivalence.

Exercise 4.12 (Solution). On prendra bien évidemment le temps de véri-
fier que si z est dans H, alors z’ aussi! Pour cela, on montrera que (z') =
S(2) > ()
|cos@—zsinf]2 = ~°
La réflexivité est évidente.

! . .y
La symétrie peut étre obtenue en prenant @ = —6, on a alors z = 2-cos04sin6

cos@—z’sinf "
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La transitivité est bien plus casse-pieds... Si z — 2’ via 6 et 2’ — 2 via ¢’,
on a aussi (& vérifier) z — z” via §” = 6 4+ ¢'. La meilleure maniére de le voir
est de faire une représentation matricielle.

4.7 Complexes
Exercise 4.13. Montrez que (et que pensez-vous de la réciproque?) :
V(z1,22) € C,(Jz1] = |22] =1 et |24 z122| =1) = 2120 = —1

Exercise 4.14 (Solution). Supposons 'assertion de gauche vérifiée par z; et
z9 fixés. On utilise alors I'inégalité triangulaire pour avoir : |2 + z129| > |2] —
|21]]z2] = 1. On est donc dans le cas d’égalité : 2 et z1 25 sont alignés, c’est-a-dire
z129 € R. 1l s’ensuit que zo = ZA avec A € R. On obtient immédiatement que
2—-A =1dou e {-3,—1}. La premiere possibilité est hors de propos car
elle contredit |z1]| = |22|.

La réciproque est fausse, on pourra prendre par exemple z1 = 2 et 29 = _71
Par contre, elle est vrai en supposant zq, 2o € U.

4.8 Complexes

Exercise 4.15. (ESSIM ’93) On définit sinh, cosh et tanh sur C par les mémes
formules que sur R. Donnez I’ensemble de définition de tanh. Résoudre tanh z =
0. Résoudre dans C le systeme [3(z)| < § et |tanh z| < 1. En déduire que tanh
réalise une bijection de A = {z € C;[3(2)| < §} sur D = {z € C; |2| < 1}.

Exercise 4.16 (Solution). On résout déja cosh(z) = 0, on trouve z € i (£5 + 7Z).
Ensuite, tanh z = 0 si et seulement si sinh z = 0 (et cosh z # 0), donc si et seule-
ment si z € i7Z.

En écrivant z = = + iy et en décomposant les exponentielles complexes, on
obtient |tanh z| < 1 < cos2y > 0. Par suite, [tanhz| < 1 et [3(2)| < § & 2z €
A.

Soit z € A. Par 1), tanh z existe, et par 3), | tanh z| < 1, donc tanh : A — D.

Si Z € D, alors z =1/21n 1+Z‘+’Larg(1+z)/2 vérifie z € A et tanhz = Z.

2z _ 14Z
=1z et

2 .
comme Z # 1, 2R (HZ) = % > 0. Donc e?® = r et e?¥ = ¢, D’apres
la définition de A, on se rend compte qu’il n’y a au plus qu’une seule solution.
Ainsi, tanh : A — D est une bijection. Faire un dessin !

En outre, si tanhz = Z (avec z = x + iy et % = re'e), alors e

4.9 Complexes

Exercise 4.17. Montrez que les solutions de 1+ z + 22 + ... + 2" 1 —nz" =0
sont de module < 1. Y a-t-il des solutions de module 1?

Exercise 4.18 (Solution). Supposons |z| > 1, alors |1 + .. + 2"~} < |1| +
2" < nlz"7 Y, or n|z™| > n|z"7Y, donc z ne peut par étre racine du
polynome.
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Si|z| =1,alorsona|l+..+ 2" 1| <net|nz"| =n, donc on doit étre dans
le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire : tous les 1, z, 22,..., 2"~ ! sont alignés.
On en déduit que z est réel et donc que z = £1. Il suffit maintenant de vérifier :

1 est bien racine du polyndéme, mais —1 ne l’est pas.

4.10 Complexes

Exercise 4.19. Soient n € N et A € C. Donnez une CNS pour que les solutions

AN
de (ﬁ—ﬁ) = A soient toutes réelles.

Exercise 4.20 (Solution). Si z € R, alors 1 +iz = 1 — iz, donc ‘% =1let

1

|A| = 17 puis qu'’il existe a € R tel que A = e’

Réciproquement, si A = e**, alors I'ensemble des solutions de ’équation est
.a+2km

z = —i% = tan
+1

= 1. On en déduit que

“+2’”e avec 0 < k < mn — 1. Ainsi, la CNS pour que

6
I’équation n admette que des solutions réelles est A € U.
c 2k
Soit a tel que a™ = A, on a alors les racines n-ieme de A : {ay 1= ae’™w ;0 <

k <n—1}. On résout maintenant : 1+ iz = ax(1 —iz). On trouve z = —ZZZJ&

4.11 Complexes
Exercise 4.21. Résoudre le systeme x +y =141 et xy =2 — 1.

Exercise 4.22 (Solution). On pose S =1+iet P =2—1i. x et y sont alors les
deux racines du polynéme 72 — ST+ P. On calcule A = S2 —4P = 2i —8+4i =
—8 4 6i = 2(—4 + 3i) = 10" avec cosf = _?4 et sinf = 3 On cherche une
racine carré de A, par exemple : § = /10e"/2 S+‘5 %.

.Déslors:x— ety =

4.12 Complexes

Exercise 4.23. Déterminez les valeurs de f : z — Z'Hzl
Exercise 4.24 (Solution). On a f(0) = 0, et f(pe'’) = pcos 2. Donc si
Z = re'®, alors avec ) = 2a et p = =, ona f(z) =Z. L apphcatlon f est
donc surjective.

Est-ce que f est injective? Si f(pe'®) = f(re'®), alors g = ¢ [27], donc

e = ¢’ puis p =r. f est donc injective.
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z+ |z

4.13 Complexes
Exercise 4.25. Calculez >°;_, (37).

Exercise 4.26 (Solution). On pose So = > (37), S1 = 3 (3321) et Sy =
> (3k+2) On a (avec j3 = 1) :

3
1.8 + j.S1 + j2.85 = ij< :)

= (1+4)*
N 1 + 7,\/3 n _ (ei%)fin
= 5 =
~ ()"
De plus, j = j2, donc 0 = $(1.8p + 4.51 + j2.52) = S(j)(S: )eton
en déduit S; = S5 (qui sont des réels). Puis (—1)" = R(1.5p + J. 51 +52.85) =

So — 381 — 382 = So — S1. Enfin, So + S1 + 8> = 3 (%) = 2%"(= So + 251).
Ainsi : Sy = Sy = £ (25" — (=1)") et Sp = 3 (2°" + 2 x (—1)"). On pourra
prendre le temps de vérifier que ces nombres sont bien entiers.

4.14 Complexes
Exercise 4.27. Résoudre dans R :

cosa +cosb+cosc=0
sina +sinb+sinc =0

Exercise 4.28 (Solution). Supposons que a, b et ¢ vérifient le systéme. On pose
Zape = (cosa+cosb+cosc) +i(sina+sinb+sinc) = e + ¥ + ¢ = 0. Donc,
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en particulier [e® + €| = | — ™| = 1, donc [2cos %52 = 1, puis (a — b) €
(:t%’r + WZ).

Par suite, e = je'® ou e’ = j2¢®. On en déduit la valeur de c en ré-injectant
dans 1’équation de départ e*® + e* + ¢ = 0.

L’ensemble solution est alors :

2 2
S c {(a,a+s;+2kw,a—5;+2k’w> ja € Rye e {1}, (k, k) GZZ}

L’inclusion inverse se vérifie rapidement.

4.15 Complexes

Exercise 4.29 (Théoréme de Napoléon). Soit un triangle ABC quelconque.
Soient A’, B’ et C’ trois points tels que CBA’, ACB’ et BAC' soient équila-
téraux (extérieurs & ABC). Soient D, E et F les centres de CBA’, ACB’ et
BAC'. Montrez que DEF est un triangle équilatéral. Montrez que le centre
de DEF est aussi celui de ABC. Faire de méme en construisant les triangles
équilatéraux intérieurs (noté ABC, BCA et CAB de centres D, E et F ), puis

comparer les aires de DEF et de DEF.

Exercise 4.30 (Solution). On notera avec des minuscules les affixes des points
correspondant en majuscule.

&

e

g
F

Comme D est le centre du triangle équilatéral CBA’, B est I'image de C
par la rotation de centre D et d’angle +2 ., donc (avec j* = 1 usuel) : (d—b) =
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j(d—c). Deméme (e—c) = j(e—a) et (f—a) = j(f—b). Ainsi: (1—5)d = b—jc,
(1-j)e=c—jaet (1—j)f=a—jb.
On veut montrez que F est I'image de E par la rotation d’angle +% de centre
D. Or +7% est l'angle de —j5%, avec 1+ j + j* = 0 (en particulier 1 + j = —j5?)
et |—j%=1:
o _e—d 2% c—j.a—(b—]:c)
f—d a—jb—(b—jc)
o —ja—bt (4]
J a—(1+7)b+jc

=1

Ainsi, DEF est bien équilatéral. Quitte a échanger a <+ b, b <> cet c <> a
dans les expressions de d, e et f, on obtient immédiatement que DEF est aussi
équilatéral.

Le centre de DEF est le point d’affixe : w = @. Ona:

(b—jc)—|—(c—3ja)—|—(a—jb) :(1—j)a+§+c

Ainsi, les centres de ABC, DEF et DEF sont identiques.

(1w =

N C

G’i I

Pour ce qui est du calcul des aires, on utilise la formule (bien connue) :

Asapc = %U) — al? (et idem pour les autres triangles équilatéraux). On peut
retrouver cette formule en regardant les hauteurs. Dés lors :
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5 Uper = Apge) = (e~ dld—e) — (A~ &)= d)

(b—je—c+ja)b—j*c—c+j%a) (c—jb—a+jc)(c—j*b—a+ ;%)
(1 =7)(1 =32 (T=7)(1—3%)
=3((b—c)+jla—=e)((b—c) +5°(a—c)) = 3((c — a) + j(c = b))((c — a) + j*(c = b))
=3(—j + )b —c)a—c)+3( —5°)(a—c)(b—c)

=2x3V3R((b—¢)(a—c))

4 _
= A
\/g ABC

Finalement, la différence des aires des deux triangles équilatéraux est exac-
tement laire algébrique du triangle de départ.

4.16 Complexes

Exercise 4.31. Décomposez le polynome 2% — 223 cosf + 1 en produit de 3
polynoémes de degré 2 a coeflicients réels.

Exercise 4.32 (Solution). On pose Z = 23 et on résout Z2 —2Z cosf +1 = 0.
Les solutions sont Zy = € et Zy = e~%?. De fait, les 6 solutions de I’équation
de départ sont les complexes qui vérifient 22 = Zy ou 23 = Zj, c’est-a-dire :
{3 e= 1, jel®fy jemi; 26105, j2¢=13) avec j = €' . Ainsi, en réunissant
les racines conjuguées que 2% — 223 cos§ + 1 se factorise en :

T 1>

0 0+2 0+4
<z2 —22cos§ + 1) <z2 — 2z cos +3 LI 1) (z2 9z c0s LT
4.17 Complexes

Exercise 4.33. Pour z € C, on pose w = %J_ri Quel est I’ensemble des points

d’affixe z lorsque |w| =17 Lorsque |w| =27 w € R? w € iR?

Exercise 4.34 (Solution). En écrivant z = x + iy, on obtient (attention, on
enlévera le point (1,0) de chacun des lieux car z # 1) :
e (Jw| = 1) Cette condition équivaut a (1+z)2 +y? = (1 — x)% + 32, ce qui
revient a z = 0. Le lieu recherché est I’axe des abscisses.
o (Jw| = 2) Cette condition équivaut a (1 + )% + y? = 4(1 — )% + 492, ce

. . N 2 . ’
qui revient a (a: — %) +y? = 136. Le lieu recherché est le cercle de centre

(3/3,0) et de rayon 4/3.

e (w € R) Cette condition équivaut a (14 2)(1 —z) = (1 — 2)(1 4+ Z), puis
z = Z, ce qui revient a z € R. Le lieu recherché est ’axe des abscisses.

e (w € iR) Cette condition équivaut & (14+2)(1—2) = —(1 — 2)(1 + %), puis
zZ =1, ce qui revient a z € U. Le lieu recherché est le cercle unité.
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On pourra essayer de résoudre les premier, troisiéme et quatriéme cas avec
un point de vue purement géométrique.

&2

R}

lw| =1 |w| =2 weR w € iR

4.18 Complexes

Exercise 4.35. On définit la suite (z,), par récurrence : 2,21 € C fixés et
Zn+1 — 2n = (2, — 2p—1). Déterminez une CNS sur a € C telle que (zy,), soit
périodique.

Exercise 4.36 (Solution). On oublie les cas triviaux : zg = 2;.

On a forcément « # 1 car sinon la suite est arithmétique de raison z; — 2,
donc pas périodique.

On montre ensuite par récurrence que z, — 20 = 5o (21 — 20). Ainsi, si
la suite est périodique, alors il existe un rang ng > 2 tel que z,, = 2p, d’olt
a =1, c’est-a-dire a € {J,,c Un(# U).

Réciproquement, si o € [ J,,cry Un, alors (z,,), est bien périodique car zy,4,, —
1—a™0
2p = T2~ (Zn41 — 2n) = 0.

On pourra s’intéresser au cas ou (z, ), est seulement ultimement périodique

(3N,p,¥n > N, zptp = 2n).

1—a™

4.19 Complexes

Exercise 4.37 (Probleme de Thébault (n°2)). Soit un carré ABCD. Soient E et
F tels que BCE et CDF soient équilatéraux (extérieurs au carré). Montrez que
AFFE est équilatéral. Soient G et H tels que BGC et CHD soient équilatéraux
(intérieurs au carré). Montrez que AHG est équilatéral et comparez les aires de
AFE et AHG.

Exercise 4.38 (Solution). On note les affixes complexes avec des minuscules
pour les points correspondants en majuscule. On place le repére tel que a = 0.
On utilise abondamment 1 + j 4+ j2 = 0.

D est I'image de B par la rotation de centre A et d’angle +7 : d = ib. De
méme, ¢ = d+ b = (1 4 4)b. Ensuite, E est "image de B par la rotation de
centre C et d’angle +% : (e —¢) = —j2(b—c) puis e = b(1 +i+ij*) = (1 —ij)b.
Pareillement : f = d — j(c — d) = (i — j°)b.
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Pour montrer que AEF est équilatéral, il suffit de montrer que (f —a) =
—j2(e—a), or —j%e = (—j%+i)b = f. Pour le triangle intérieur, on peut raisonner
exactement de la méme maniére avec e’ = (1—j%i)bet f/ = (1+i—52)b = (i—j)b.
D’on, ici un triangle équilatéral AF’E’ (attention & lorientation).

Pour calculer les aires, on utilise la formule bien connue pour un triangle
équilatéral de coté de longueur [ : A = @lZ. Donc,ona: Aapr = §|b|2(2+\/§)
et Aaprpr = §|b|2(2 —/3) (on prendra garde & vérifier que c’est positif!).

On remarquera aussi sur la figure que A, E’ et F sont alignés, tout comme
A, F' et E. 1l suffit pour le montrer de voir que g € R (idem 77 € R). En effet :

i — 52)b 1+4(2 3
AN Gk i LN (5 ) NP P
e (1 —3420)b 2 -3+
Par symétrie, on a aussi que % = 2+ /3 € R. On en déduit une nouvelle

fois que Aup g X (2 + \/§)2 = AsgF.

4.20 Complexes

Exercise 4.39 (Construction du pentagone régulier). Soit w = ei%ﬂ7 a=wtw?
et b = w? + w3. Déterminez une équation (du second degré) de solutions a et b,
puis calculez cos 27/5, cos47 /5, cos7/5 (idem sin).

Le cercle de centre €2 d’affixe —1/2 passant par le point M d’affixe i recoupe
I’axe des abscisses en deux points I et J. Montrer que 7+ x5 =27 X x5 = —1
et en déduire une construction a la regle et au compas du pentagone régulier
usuel.

On appelle ABCDE ce pentagone. La diagonale [AC] est recoupée par les

diagonales [BD] et [BE] en F et G. Calculez ‘g—g et £C.
Exercise 4.40 (Solution). On a a = 2cos 2F et b = 2cos 2*. En notant w =

¢, on sait que 1+ w+w? +w3+w* =0, donc a+b = w+w? +w3+w? = —1. En
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outre, ab = w3+ w* + w8 +w” = —1 grace 4 w® = 1. Ainsi, a et b sont les racines
de X2+ X — 1, c’est-a-dire : {a,b} = {%\/5, %‘/5} Comme 2 € ]0, [, on
en déduit que a > 0, d’ou :

-1+5 -1-+5
o= etb=—rp—
R /5 \ 25 \ A5 \

On obtient : | cosz 1/4(1 ++/5) Us(—=1++/5) | Ya(—1—+/5)
sinz || Yav/10 — 2v/5 | 1410+ 2v5 | 1/43/10 — 2/5

Le cercle C(2, QM) a pour rayon |QM| = |—1/2—i| = \/g = % Comme 2
est déja su ’axe des abscisses, on en déduit : z; = o+ R = %\/g = 2cos 2?” et

ry=xq— R= ’1%‘/5 = 2cos %’T. Ainsi, pour construire le pentagone régulier,

il suffit de tracer C(O, 1), puis les médiatrices de [O,I] et [O, J], ce qui nous
donne 4 sommets du pentagone, le cinquiéme étant le point d’affixe 1.

1.5
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Pour calculer ﬁ—g, on peut utiliser le théoréme de Thales. On appelle FGHK L
le pentagone intérieur. Alors, si on regarde AF'L et AC D, on obtient % = %.

Puis, en regardant KCD et K BE, on obtient g—g = %—g. Enfin, avec les égalités

de longueur BE = AC, KC = AF, KE = CF et FL = FG, on peut poser
x:ﬁ—getona:
_AF _FL _ .. (BExAF\™' _(1-21)(1-u)
"TACc T cD "~ FC T Ixa

(A la derniére étape, on a divisé en haut et en bas par AC2.) D’ott 22 — 3z +
1:0puisac:3_—2‘/g (car z < 1).

On procéde de méme pour y = %. Onay= en divisant en haut et
—14+V5

2

1-2z
T

en bas par AC. D’ou finalement le nombre d’or : y =

4.21 Complexes

Exercise 4.41 (Construction de Diirer). Que pensez-vous de la méthode de
Direr (on montrera qu’elle construit un pentagone presque régulier, avec une
erreur de 4/1000) :

Placer A et B tracer les cercles C; = C(A4, |AB|) et C; = C(B, |AB|), d’in-
tersection F' et G; tracer C(G,|AG|) qui coupe Cy en I et (FG) en K; (IK)
coupe Cy en C'; puis on clot le pentagone.

Exercise 4.42 (Solution). On commence par tracer la figure et poser quelques
noms.
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Le plus efficace est de placer 'origine du repére au milieu du segment [A, B].
On note par des minuscules les affixes complexes des points en majuscules et 4
et j les nombres complexes usuels (i2 = —1, j3 = 1).

On sait, par construction que les segments rouges ont tous la méme longueur.
Néanmoins, il convient de mesurer I’angle entre eux, au niveau de B par exemple.
On veut donc les affixes de A, B et C. Soit [ la longueur du segment rouge [A, B].
On a immédiatement, dans notre repére : a = —1/2] et b = +1/21.

Reste c... En raisonnant avec les triangles équilatéraux AGB puis AMG, on
obtient g = —v3/li et m = g — —j%(a — g) = —1j. K est a la verticale de G &
une distance [ : k = (1 — v3/2) . Ainsi, comme C' est sur la droite (M K), on a
d’une part I'existence d’un réel ¢ tel que

c V3 3 V3 V3.
lk+t(km)12+t(2 5+ )
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En outre, C est & une distance [ de B :
2

1
b2 =12 puis |S—2| =1
lc — b puis ‘l 5

En remplacant, on obtient que ¢ vérifie :
(15 — 6v3)t2 +4(3 — 2v3)t —2v3 =0

Ainsi, on trouve 2 valeurs de ¢ possibles, on sait qu’on veut la plus élevée étant

—2(3—-2v3)+1/48—18V3

donné 'endroit ot on souhaite que soit le point C' : ¢t = = o3

On a tous le matériel pour conclure : on veut que Z:z = ¢e'5 . Ce qui nous

donne : \fH(Z\[pzf)

it 1
2
On peut comparer (avec une calculatrice) 5;8 des deux membres, c’est-

a-dire la tan dans l’angle en question. On trouve un angle correspondant de
109.0278° au lieu des 108° attendus, soit 0,95% d’erreur relative.

4.22 Complexes

Exercise 4.43. Calculez C,, = Y, _, cos(kf) et S,, = >_;'_,sin(kf) pour 6 € R.
Calculez A,, = Y"}'_,cos?(kf) et B,, =Y ;._,sin®(k6) pour 0 € R.
Exercise 4.44 (Solution). Ona: C, =R>,_,e* et S, = 3> _,e*?. Or:

. L. - (n+1)0 i
1— eilnt)0  9jgin D0 itngs gy (n1)6

n
3 et = _ 3 _ 3 ine
1—et? 2 sin gei% sin /2

Il s’ensuit :

sin ("';1)9 néd

~ sinfp 2
sin (n+1)0 no

Sy = ——2—sin —
" sin0/2 2

Outre la méthode classique, prenons le temps de présenter une réflexion
uniquement avec de la trigonométrie :

2sin QC = i 2sin o cos(k@)
2 k=0
= [sin ((k + 1/2)0) — sin ((k — 1/2)0)]
k=0
= sin ((n + 1/2)0) — sin -0

2
(n+1)6 nd

= 2 i
Sin B) COs B)
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On en déduit que si 0 ¢ 277 :

gip (pEDO o no

On = 2 2
sin /2

Si 0 € 2nZ, alors cos(kf) = 1, donc Cp, = n+ 1 (le nombre de terme dans la
somme).
(Je vous laisse chercher pour S,,...)

Pour ce second calcul, on remarque que, pour 6 ¢ 77 :

Ap+ By =1, [sin?(k0) + cos?(k0)] =37 _1=n+1
A, — By, = [sin?(kf) — cos?(k0)] = Yop_, cos(2kf) = Snllnrl)i) cos(nd)

sin 6

La seconde égalité provient de ’exercice précédent.
On en déduit donc :

sin((n+1)6) cos(nd)

An :% n+ 1+ sin 6
B, =1 "+1_W

Pour finir, si 0 € 77, alors on a rapidement :

A, =n+1
B, =0

4.23 Complexes

Exercise 4.45. Soit P, le polygone régulier a n c6tés. Montrez que le nombre
de pentes induit par les sommets de P,, est exactement n. La pente est le vecteur
directeur de la droite reliant deux points.

Pour n impair, en déduire qu’il est possible de disposer n points dans le plan
de maniére a définir n — 1 pentes.

N.B. : n pentes pour n pair et n — 1 pentes pour n impair est le minimum
possible pour I'ensemble de configurations de points du plan (1982).

Exercise 4.46 (Solution). On peut regarder le polygone P,, = {wk ; keo,n— 1]]}
avec w = e . L'ensemble des pentes est donné par les nombres complexes
Qe = wk — Wl et deux pentes sont les mémes si et seulement si les nombres
complexes sont des multiples réels I'un de 'autre : oy ¢ ~ oy o si et seulement

si Skt R,

Qpt ot

Or, si k < ¥, on pose 6 = ¢ — k, alors :
k V4 k i28m . om §25 (k46 /2)
A=W —Ww =w (1—@ n):—Qsm R,
n

Des lors, on remarque que :

e S5i 0 =2p+1 est impair, alors ag ¢ ~ Qpyp, ktpti-
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e Si d = 2p est pair, alors ag ¢ ~ Qkyp—1, ktpt+1-

Comment utiliser cela ?

Regardons la diagonale Dy, ¢ entre w” et w’ dans P,. Elle sépare les sommets
de P, en deux parties. § désigne le nombre de cotés entre w* et w’ dans le
polygone P, : il y a deux valeurs possibles (qui donne le méme résultat pour
ag,¢). Sil'un de ces nombres de coté est de cardinal impair, alors, D est parallele
a I'un des coté. Si aucun des nombre de c6té n’est impair, alors D est parallele
a I'une des diagonales extrémes (entre un sommet w® et le sommet w?*2),

* Il s’ensuit que si n est impair, alors toute diagonale intérieure est parallele
a 'un des cOté du polygone car toute diagonale sépare l’ensemble des som-
mets en deux parties de parité différentes, donc I'une est impaire. Les cOtés ne
sont pas paralleles entre eux car sinon, on aurait ay g1 ~ Qqq+1 pour k,a €
[0, — 1], Cest-a-dire e/ F+Y/2) = i3 @+ soit 2 (k+ 1) = 2 (a + 1/2)
ou 2 (k+1/2) = 2 (a+1/2) + 1, la premitre équation donne k = a et la seconde
est impossible car n est impair. Il y a donc exactement n pentes

* En revanche, si n est pair, les diagonales extrémes ne sont pas paralleles
& cOté (ni entre elles), mais toute autre diagonale est paralléle soit & un coté,
soit a une diagonale extréme. Il semble donc y avoir 2n pentes. Cependant, P,
possede une symétrie centrale lorsque n est pair, donc ces pentes sont deux a
deux identiques : il n’y a que n pentes au plus. Pour savoir s’il y en a moins que
n, on peut écrire le méme type d’équations que dans le cas impair :

® Qppp1~ Qaap < 5 (k4 g) =5 (et z) oud(k+3) =7 (at3)+1.
Les deux équations admettent chacune une unique solution. Ces deux so-
lutions correspondent aux deux pentes identiques par la symétrie centrale.

® Qpitz ~ Qgat2 & 2(k+1)=2(a+1) ou2(k+1) =2(a+1)+1.
Idem pour les solutions.

o (O jt1 Naa7a+2©%(k‘+%) = %(a—i—l) ou%(k:—i—%) = %(a—l—l)—i—l.
T

Aucune solution n’est ici possible car n est pair.

Il y a donc bien exactement n pentes.

Pour trouver une configuration de n points avec n — 1 pentes pour n impair,
il suffit de prendre P,_1 (n — 1 est pair) et d’ajouter le point 0. En effet, il y
a déja dans P, les pentes ay k42 ~ et (k1) — k1 Done toutes les pentes
entre 0 est w” sont des pentes qui apparaissent déja dans celles de P,_; : on n’a
ajouté aucune pente a P, _1 en ajoutant le point 0, il y en a bien exactement
n—1.

Pour illustrer, on peut regarder '’hexagone et I’heptagone régulier. En pre-
mier est dessiné I’ensemble des pentes, en second les classes de parallélismes
(une couleur par classe) et en dernier une seule droite par valeur de pente. On
remarquera que, pour I’hexagone, le point 0 "apparait' directement et est relié
aux sommets par des pentes déja présentes.
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5 Dénombrement

5.1 Dénombrement

Exercise 5.1. Déterminez #GL,,(%/pz).

Exercise 5.2 (Solution). On essaye de construire une matrice de GL,,(%/pz)
colonne par colonne.

Pour la premiere colonne, tout est possible, sauf la colonne nulle, on a donc
nP — 1 possibilités. Une fois fixée la premiere colonne qu’on note Cq, la se-
conde colonne doit simplement ne pas étre multiple de celle-ci, c’est-a-dire
Cy ¢ {0C1,1C1,...,(p — 1)C4}, il y a p colonnes interdites, donc n? — p co-
lonnes possibles. Plus généralement, si on a choisi les £ premiéres colonnes, et
qu’on veut compter le nombre de possibilités pour Cjy1, on sait qu’elle doit
former une famille libre avec (C, ..., C) (qui elle méme est libre). Une colonne
qui est liée avec (Ch,...,Ck) est une colonne qui s’exprime comme 2?21 a;C;
ot aj € Zfpz, il y a donc p* colonnes qui feraient de (C1, ..., Cx41) une famille
liée, on a donc n? — p* choix qui en feraient une famille libre.

Ainsi, le nombre #GL,,(2/pz) vaut HZ;& (n? — p*).

5.2 Dénombrement

Exercise 5.3. On possede n emplacement et 2k boules. De combien de manieres
peut-on disposer les boules par paires (c’est-a-dire qu’on pose les boules deux
par deux, toujours dans des emplacements voisins) ?

Exercise 5.4 (Solution). Disposez 2k boules par paires dans n emplacement
revient & disposer k (paires de) boules dans n — k emplacement. Pour le voir,
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on regarde la bijection entre les deux qui consiste a supprimer toutes les boules
de droites des paires disposées (réciproquement, & dédoubler les boules). Ainsi,
on a (”;k) manieres de procéder.

5.3 Dénombrement

Exercise 5.5. Montrez qu’il y a autant de partitions d’un entier n en entiers
impairs qu’en entiers distincts (utiliser la décomposition binaire).
Calculez par récurrence le nombre de partition en entiers impairs.

Exercise 5.6 (Solution). On va utiliser ’écriture binaire.

Si on dispose d’une partition en parts distinctes, on peut fabriquer une par-
tition en parts impaires comme il suit : & chaque part paire 2k, on associe
les deux parts k et k. Si k est impair, on a obtenu une partition en parts
impaires, sinon on recommence ce méme processus sur toutes les parts paires
restantes. Pour la partition 11 = 6 + 4 + 1, on obtient les étapes successives
11=0B+3)+(2+2)+1=34+3+1+1+1+1+1.

Il faut maintenant vérifier que ce processus est bijectif. Or on dispose d’une
bijection réciproque explicite : pour une partition en parts impairs, soit k une
part apparaissant p fois, on écrit p en binaire (somme de puissances de 2 dis-
tinctes) et on associe a ces p parts de taille k les parts kx chacune des puissances
qui apparaissent dans la décomposition de p en base 2. Il faut vérifier que c’est
bien I'application réciproque du processus décrit ci-dessus.

Reste a compter celui qui est le plus simple : il est difficile de donner une
expression explicite pour ce nombre, mais si on appelle p, , le nombre de par-
titions de n en parts distinctes dont la plus grande part est exactement k, et
Pn (= D p— Pn.i) le nombre de partitions de n en parts distinctes, on peut voir

par récurrence forte que :
k—1
Pnk = E Pn—k,j
j=1

(NB : on a posé p,r =0si k> n.)
Il n’est pas demandé de résoudre cette récurrence! On peut aussi regarder
la récurrence pour les partitions en parts impaires (on notera tout avec des '),

pour k impair :
k

p;z.,k = Z p’/n,fk‘,j

j=1, j impair
Pour £ pair, on a p, ; = 0.
La bijection nous donne le fait (peu évident) p,, = pl,, c’est-a-dire :

n k—1 n k

/
E : E :pnfk,j = E E Pn—k,j
k=1 j=1 k=1, k impair j=1, j impair

Attention, les p, i et les p;’k ne sont pas égaux!
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5.4 Dénombrement

Exercise 5.7. Soit B = (b1, ba, ..., b,) € N*. On définit I’écriture en base B d’un
nombre comme une suite (ai, as, ..., a,) avec Vi, 0 < a; < b; et :

n

a1ag...ay = E aiHbj

i=1 i<j

Montrez que le nombre de nombre qu’on peut exprimer avec cette écriture
ne dépend pas de 'ordre des (b;) dans B, mais que Iécriture oui.

Plus précisément, montrer que cette écriture induit une bijection entre le
produit cartésien [[,[0,b; — 1] et I'ensemble [0,]], b; — 1] (vérifier qu’ils ont
bien le méme cardinal).

Comment utiliser cette écriture pour fournir un algorithme d’énumération
efficace de [[,[0,b; — 1] ?

Exercise 5.8 (Solution). Fixons B. Comme on manipule des nombres positif,
on constate que toute augmentation de I'un des a; entraine une augmentation du
nombre @1a3.-.-a,. Plus précisément, soit < la relation d’ordre lexicographique
sur N* et ¢ : [[,[1,b;] — N la fonction ¢ : (a1, as, .., a,) + @1G2...G,. Montrons
que cette fonction est strictement croissante.

Soient (a1, ag,..,an) et (af,ah,..,al,) tel que (a1,as,..,a,) < (a},ab,..,al).

Y n

Soit & le plus petit entier tel que a; < aj.. On a alors :

k—1 n
v ((a,az,..,a,)) = aiHbj +akHbj+ Z a,-Hbj

i=1 i<y k<j i=kt1 i<j
k—1 n

< aiHbj —|—akHbj—|— Z (bi_l)Hbj
i=1 i<y k<j =kt 1 i<j
k—1 n

< aiHbj —|—akHbj—|— Z Hbj — Hbj
im1 i<y k<j =k 1 i<j i<j
k—1

< aiHbj +akHbj+Hbj—1
i=1 i<j k<j k<j
k—1

< ai [Jo; | + (@ + 1) ]
i=1 i<j k<j
k—1 n—1

<Z a;Hbj +G%Hbj+ Z a;Hbj
i=1 i<y k<j =kt 1 i<j

(a, aj, .., ap))

A
AS)

o1



Dés lors, comme ¢ est strictement croissante, elle est injective. On peut
regarder ses bornes : ¢((0,0,...,0)) =0 et

n n

@((br=1, . bn=1) =>_ [ @ =D Lo | =D [ TT% - [ :Hbi—l

i=1 i<j i=1 \i<j i<j

On a donc une fonction injective de [[,[0, b; — 1] vers [0, [[, b; — 1]. Comme
on a égalité des cardinaux des deux ensembles, ¢ est une bijection.

Ainsi, on peut utiliser un algorithme semblable a la décomposition binaire
pour associer & un nombre entre 0 et [[,b; — 1 un élément de [[,[0,b; — 1].
Prenons n € [0, ][, b; — 1] puis calculons :

1. a; =n mod b

2. ny = I_%J

3. as = n; mod by
4. Ng = I_%J

5. ..

Un tel algorithme permet de construire en temps O([], b;) (soit le temps
optimal) les éléments d’un produit cardinal. L’avantage est que occupation
mémoire demandée est minimale (un seul entier) : on construit I’élément pour
n = 0, on fait le traitement souhaité; puis on construit pour n = 1, on fait le
traitement ; puis pour n = 2, etc. A chaque étape, on n’a besoin de retenir que
n (en plus de la mémoire occupée par le traitement).

5.5 Dénombrement

Exercise 5.9. Montrez que si un diagramme de Venn a n ensembles est symé-
trique, alors n est premier.

Exercise 5.10 (Solution). Le diagramme est obtenu par rotation d’angle 2~
d’une forme initiale (patate). De fait, si on regarde les (}) parties qui sont les
intersections de k patates (1 < k < m), on sait qu’on en a le méme nombre sur
chaque patate : Vk € [1,n], n| (Z) Cela induit que n est premier. En effet, dans

le cas contraire, soit p un diviseur premier de n. On regarde v, (1 (Z)) Comme

l(z) € Z, on sait que v, (%(;)) > 0. Or

w(5(2) = I #| - wi

k=n—p+1

=0—p(p)
<0
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En effet, il n’y a pas de multiple de p dans [n —p + 1,n — 1], et comme p
est premier, il est premier avec tous les k € [n — p+ 1,n — 1], donc avec leur
produit.

Ainsi, n est premier car il n’admet pas d’autre diviseur premier que lui méme.

5.6 Dénombrement

Exercise 5.11. Démontrez par le calcul et la bijection la formule de Chu-
Vandermonde : Y, () (,” k) = (a';b). Généralisez.

Exercise 5.12 (Solution). On a, par récurrence sur la valeur de a + b :
a+b+1Y\ a—l—b a+b
I+1 ) I+1
l+1 a b
kJ\I+1-k
b a b+1
_|_
()(( Do) ()
-2 ()0
= \k/\+1-k

Ainsi; sia+b=n (1 < a,b), soit a’ et b’ tels que @’ + =n+ 1, on pose
a=a et b=">b —1 (sauf si ¥ = 1, auquel cas, on pose a = a’ —1 et b =¥').
Pour I € [1,a’ + b + 1], le calcul précédent assure par récurrence que la formule
est respectée : (* Tb) =>: (%) (lfk). Pour [ = 0, I’égalité est de toute facon

évidente = 34, (7) (o24) = (5) (6) =1 = ("3")-

Par ailleurs, choisir [ éléments parmi a + b éléments, cela revient a choisir
d’abord k éléments dans les a premiers, puis [ — k dans les b suivants. Ainsi, on a
une bijection entre les parties & [ éléments de [1,a+b] et les paires de parties & k
éléments dans [1, a] et les parties [ — k éléments dans [1,b]. Ainsi, si on compare
les quantités, on trouve 1’égalité souhaitée. On peut généraliser immédiatement

()66

i1t+io+...tip=l

I
M~ H

-~
i1

5.7 Dénombrement

Exercise 5.13. Combien y a-t-il de plateaux d’échecs possibles ? (La promotion
de piéce est interdite.)

Exercise 5.14 (Solution). Cet exercice se complique au fur et & mesure qu’'on
précise le sens de "plateau". Dans
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Un premiére question "simple" serait de dire que toutes les piéces d’échec sont
différenciées : les pions blancs s’appellent "pionl", "pion2',..., "pion8", de méme
pour les tours, les cavaliers, les fous, et les pieces noires. Un plateau est alors
une disposition des pieces d’échecs sur I’échiquier. Il y a 32 pieces différentes,
et 64 cases. Si toutes les pieces sont présentes, un plateau revient a choisir 32
cases parmi 64 (qu’on ordonne par 'ordre alpha-numérique de al a h8), puis une
permutation des 32 piéces (pour choisir quelle piéce va sur quelle case). Il y a
donc ( ) x 32! = gg: ~ 4.8 x 10%3 plateaux d’échecs avec 32 pieces différenciées.

Un plateau peu aussi contenir moins de pi¢ces (au moins les 2 rois légalement,
mais ici la 1égalité des plateaux ne nous importe pas), disons k entre 0 et 32.
Des lors, un plateau revient a choisir k£ cases parmi 64, puis k pieces parmi
32 et enfin une permutation de ces k pieces : il y a (64) (f)k! = %
plateaux a k pieces différenciées. Donc il y a N plateaux d’échecs avec des pieces
différenciées :

32

4' x 32 1
N = = 64! x 32! ~ 1.2 x 10°*
Z (64— k)1(32 — k)IK] x kz;) 32+ k)1(32 — k)IK! .

Méme s’il semble qu’il y a finalement "peu" de plateaux avec n’importe quel
nombre de pieces par rapport au nombre de plateaux a 32 pieces, ce résultat est
juste et on peut s’en persuader en considérant qu’il y a "seulement" 2.1 x 10%°
plateaux a 25 pieces, ce qui est largement négligeable.

Maintenant, on peut essayer de compter les plateaux dans lesquels les pieces
ne sont pas différenciées : échanger les deux tours blanches de place ne change
pas le plateau. Imaginons que quelqu’un rentre dans la piéce et trouve un plateau
d’échecs avec les piéces placées dessus, il ne saurait pas dire "cette tour est la
tour blanche de gauche et celle-ci, la tour blanche de droite", il dira simplement
que ce sont les deux tours blanches.

Dans ce cadre, commencons par compter les plateaux a 32 pieces. On appel-
lera plateau différencié un plateau dans lequel on considere que les pieces sont
différenciées, et plateau non-différencié sinon. Fixons un des (23)32! plateaux
différenciés précédents. En échangeant les deux tours blanches, on obtient un
autre plateau différencié, mais le méme plateau non-différencié. De méme, on
pourrait échanger les pions blancs entre eux, les cavaliers, les fous, ou I’équivalent
en noir. Deés lors, combien de plateau différenciés donnent le méme plateau non-
différencié ? Pour 1 plateau non-différencié, on a 2! possibilités pour les tours
blanches, 2! pour les cavalier, 2! pour les fous, 8! pour les pions, et pareil pour
les noirs : (2! x 2! x 2! x 8!)? plateaux différenciés donnent le méme plateau
non-différencié. Ainsi, le nombre de plateaux non-différenciés & 32 picces est :

321 7 (2! x 21 x 2! x 8!)2

~ 4.6 x 10*?

En notant P l'ensemble des plateaux différenciés et P les non-différenciés,
on vient d’expliquer qu’il y a une bijection :

PP ox (S xSg)°
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Reste a compter les plateaux non-différenciés a k pieces. Le probléeme est
qu’on ignore quelles sont les pieces choisies : on ne peut pas dire "il y a 2 tours
blanches donc on divise par 2!" car on ignore s’il y a belle et bien les 2 tours
blanches parmi les k piéces choisies. Prenons le probléme dans I'autre sens : plu-
tot que de raisonner a k fixé, regardons combien de plateaux (non-différenciés)
peut-on construire avec ny, tours blanches, ne cavaliers blanc, n sy fous blancs,
etc? Notons 7 = (Tb, Neebs T f, Ndbs Torbs Topb, Ntns Meens M s Tdn s Ty Tpn ) aVEC b

non

pour "blanc', n pour "noir", et t, ¢, f, d, r, p pour "tour", "cavalier", "fou", "dame",

"roi", "pion". Deés lors, pour 7 fixé, on peut noter S(77) la somme de ses coordon-

nées et P(7) le produit des factorielles de ses coordonnées. Le nombre de plateau
s .z - 64 32\ S(i)

non-différenciés pour 7 est alors ( S(ﬁ)) (S(ﬁ))Wﬁ)' Enfin, regardons l’eélsemble

des valeurs possibles pour 7 : il sagit de X = ([0,2]* x [0,1]* x [0,8])". Ainsi,

le nombre de plateaux non-différenciée est :

% (o) (st0) 765

Ce nombre est bien plus facile a calculer qu’il n’y parait (avec un ordinateur
cela dit) : il y a 944 784 termes. Beaucoup sont identiques, mais laissons cela de
cOté. Avec un programme Python, on obtient rapidement (1 minute ou 2 quand
méme, mais je n’ai pas programmé cela treés intelligemment) qu’il y a environ
4.6 x 10*6 plateaux non-différenciés.

5.8 Dénombrement

Exercise 5.15. A une féte, n personnes sont invitées. Elles peuvent se ren-
contrer ou non. Montrez qu’au moins 2 invités ont rencontré le méme nombre
d’invités.

Exercise 5.16 (Solution). On va utiliser le principe des tiroirs.

Posons N(P) le nombre d’invités que I'individu P a rencontré pendant la
féte. Une personne P fixée peut rencontrer entre 0 et n — 1 invités, ce qui fait n
possibilités pour N(P). Et il y a n personnes, donc on pourrait, a priori, avoir
1 personnes par N(P) possible (c’est-a-dire que N serait une bijection entre P,
Iensemble des invités, et [0,n — 1]). Cependant, un tel cas n’est pas possible,
parce qu'alors il y a quelqu’un, disons P, avec N(P) = 0, et quelqu’un d’autre,
disons @, avec N(Q) = n — 1. Mais alors, @) a rencontré tout le monde, dont P,
mais P, lui, n’a rencontré personne : c’est une contradiction.

Ainsi, on sait que N : P — [0,n — 1] a pour image un ensemble de cardinal
au plus n—1 : N n’est pas injective d’apres le principe des tiroirs. En particulier,
deux personnes différentes, disons P et @, sont telles que N(P) = N(Q) : (au
moins) deux personnes différentes ont rencontré le méme nombre d’invités.

5.9 Dénombrement

Exercise 5.17. On considere les nombres a 2 chiffres. Parmi eux, on en prend
un ensemble X de 10 nombres quelconque. Montrez qu’on peut trouver deux
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sous-ensembles distinct A et B de X tel que la somme des nombres de A est
égale a celle des nombres de B.

Montrez que dans lensemble de 7 éléments X = {1,2,4,8,16,32,64} ne
posseéde pas deux parties disjointes A et B dont les sommes sont les mémes.

Exercise 5.18 (Solution). On va utiliser le principe des tiroirs.

Combien de sommes sont possibles, quand X et A varient? A peut étre, a
priori, n’importe quel ensemble d’au moins 1 nombre et d’au plus 9 nombres (a
deux chiffres). La somme la plus petite est donc 10 et la plus grande 99 + 98 +
974+96495+94+93+92+491 = 855. Il y a donc 846 possibilités pour la somme
de A. Seulement, comme X a cardinal 10 et A est une partie (qui n’est ni @, ni
X) de X, on a 2'0 — 2 = 1022 possibilités pour A.

Des lors, on sait que, parmi les 1022 parties (non triviale) de X, il y en a
au moins deux qui ont la méme somme par le principe des tiroirs car il n’y a
que 846 sommes possibles. Nommons A; et B; deux parties de X qui ont la
méme somme. Si A; et By ne s’intersectent pas, on a trouvé une solution a
notre probléme. Sinon, soit A = A;\(A1 N By) et B = B1\(4; N By). Comme
on a retiré de A; et de By les mémes nombres pour définir A et B, les parties
A et B ont encore la méme somme : notant S(...) la somme d’une partie, on a :

S(A) = S(A1) = S(A1N By) = S(B1) — S(A1 N By) = S(B)

Les parties A et B étant non triviales (car A; et By sont différentes), on a
bien trouvé une solution a notre probléme.

Pour X = {1,2,4,8,16,32,64} (X contient des nombres & 1 chiffres, nous ne
nous intéressons plus au méme probléme), on remarque qu'il s’agit de la suite
des puissances de 2. Des lors, on sait, d’apres le principe de I’écriture binaire, que
chaque entier de [0, 127] s’écrit de maniére unique comme somme d’éléments de
X. Grace a I'unicité, on en déduit que deux parties différentes de X (méme non
disjointes) ne peuvent pas donner la méme somme.

5.10 Dénombrement, Arithmétique

Exercise 5.19 (Indicatrice d’Euler). Soit ¢(n) = #{k ; kAn = 1}, I'indicatrice

d’Euler. Montrez que de ¢(d) = n (on pourra raisonner sur les fractions
12 ﬂ)
ey ).

Exercise 5.20 (Solution). Il y a n fractions %, %, ey Ecrivons-les sous forme

irréductibles : chaque dénominateur est un diviseur de n. Il y a ¢(d) fractions
avec d pour dénominateur : en effet, pour k premier avec d, la fraction % apparalt
comme k"T/d (car n/d est entier) et une méme fraction ne peut pas apparaitre
deux fois. Ainsi, pour chaque d tel que d|n, on peut associer ¢(d) éléments de
Pensemble { £ ; k € [1,n]}. Réciproquement, on peut associer & chaque élément

de {% ke ﬂl,nﬂ} un d, diviseur de n, et un k premier avec d (et inférieur &
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d). Finalement :

%md):#{z e ul,n]]} .

5.11 Dénombrement, Coefficients binomiaux

Exercise 5.21 (Théoréme de Singmaster). Pour k # 1, soit N (k) = # {(n,7) ; k
Montrez que N (k) = O(logk).

Exercise 5.22 (Solution). Remarquons d’abord que N(k) < oco. En effet, si
n > k, alors (:) > k pour r ¢ {0,n}, et (g) = (Z) =1 # k. Donc si (:) =k,
alors n < k, d’ou N (k) < @ (c’est le nombre de coefficients binomiaux ne
valant pas 1 dans les n premieres lignes du triangle de Pascal).

Ensuite, regardons, pour a fixé, 'application b — (‘H'b). Elle est strictement
a+b)
a

a
= k admet au plus 1 solution (peut-étre 0) quand a est

fixé et b varie. De la méme maniere, pour b fixé, 'application a (“zb)

croissante, donc (
est
strictement croissante. Donc (a:b) = k admet au plus 1 solution quand b est
fixé et a varie. Supposons maintenant que k < (2;), alors si (“Ib) =k, on a
a < setb<s Done N(k) < 2s (chaque choix de a donne au plus 1 solution,
chaque choix de b aussi et il y a s choix possibles pour a et s choix possibles pour
b). Reste a estimer s en fonction de k. Un constat (algébrique ou combinatoire)
rapide donne que 2 < (277:) Donc si s est le plus petit entier tel que k < (2:),
alors en particulier (2(;__11)) < k, donc 2571 < k puis s < 1+ log, k. Ainsi :
N(k) <2s <2+ 2logy k = O(logk).

Des estimations plus précises sont connues, la meilleure (en février 2021)

étant N(k) = O (WIOg k), mais il est conjecturé que N(k) = O(1)

(c’est-a~dire que N(k) est borné) et la plus grande valeur de N (k) qu’on ait
trouvé est N(3003) = 8 (testé jusqu’a 248).
5.12 Dénombrement, Ensembles dénombrables

Exercise 5.23. Les grenouilles et les nénuphars.

6 Dérivation

6.1 Dérivation
Exercise 6.1. Etudiez la fonction f : z — \/%.

Exercise 6.2 (Solution). f est définie, continue et dérivable sur R\[0, 1]. Elle
est aussi définie et continue en 0 et de limite +00 en 17.
Calculons le taux de variation en 0~ :

f(=m)—f(0) 1 ( (—h)?

h
7o-(h) = ~h—-0  —h —h—10>_ h+1—>0

o7

(

n
I

)}


https://www.youtube.com/watch?v=X3HDnrehyDM

f est bien dérivable sur son ensemble de définition. On peut calculer sa
dérivée, le plus simple est de la calculer en logarithmique :

fll@) 1/3 1 223
flz) 2 - 2x(x—1)

Comme f(z) est toujours positif, on obtient le tableau de signe de f’ et le
tableau de variation de f.

r x—1

z —0 0 1 3/2 +00
f'(x)
f
y
f
x

6.2 Dérivation

Exercise 6.3. Soient f, g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur

Ja,b[. Soit A =z = (f(a) = f(2))(g(b) — 9(x)) — (9(a) — g(x))(f(b) — f(x)).
Montrez que A est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b] et calculez sa dérivée.
En déduire qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que : 5,8 = %

Remarquez ce qui se passe quand g : © — x.

Exercise 6.4 (Solution). A est continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b] par
produit. On a :

Ax) == f(2)(g(b) — g(x)) — ¢'(x)(f(a) = f(2))
+9'(@)(f(b) — f(2) + [ (2)(9(a) — g(x))
=f'(x)(g(a) — (b)) + ¢'(z)(f(b) — f(a))
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On a aussi A(a) = A(b) = 0, donc on peut appliquer le théoréme de Rolle

pour obtenir :
(¢ b) — f(a
ey, 1O S0 - T@
g'(c)  g(b) —g(a)
Lorsque g :  +— «, on retrouve ’égalité des accroissements finis. Ce théoréeme
en est une généralisation.

6.3 Dérivation

Exercise 6.5. Montrez que la dérivée n-ieme de f : z — 2™(1 — )™ existe et
2 -
est izl ((4)’6(;;) (1—a)" kzk).

En déduire la valeur de Y ) _, (2)2 (: (2:)) (regarder le terme en 22" dans
le développement de z™(1 — x)™).

Exercise 6.6 (Solution). On applique la formule dérivation de Leibnitz :

e =3 () (i) (oo -r)

=0

On peut l'utiliser pour k = n, et on obtient :

3t (n—j)!

=nl j}}(—ni (?)Qwu — )

Par ailleurs, on peut regarder le développement en somme de 2™ (1 —z)", qui
est un polynéme. On constate qu’il n’y a qu’un seul terme d’ordre 2n, le terme
dominant, et son coefficient est (—1)". De fait, dans f(™), le terme d’ordre n
est obtenu en dérivant n fois le terme d’ordre 2n de f, son coefficient est donc
(=) x 20— (—1)m 22! Dyautre part, dans le membre de droite de I'égalité

(2n—n)! n!
ci-dessus, le terme d’ordre n vaut : n! " (~1)/ (’;)2 x (=1)n=d.

Il s’ensuit Pégalité : Y, (2)2 = (>").

n

J () = _ T

6.4 Dérivation

Exercise 6.7. Soit f continue croissante Ry — R avec @ — k < 1 quand

z — +oo. Etudiez la suite définie par Unt1 = f(un).

Exercise 6.8 (Solution). Si u; < wuyp, alors, du fait de la croissance de f, on
démontre par récurrence que (u, ), est décroissante positive donc convergente,
disons vers £ ; et par continuité de f, on a f(£) = £.

Siuy > ug, alors (uy,), est croissante. On va montrer qu’elle est convergente
car majorée. Supposons qu’elle ne soit pas majorée, alors elle tend vers +oo.
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Mais alors, a partir d’un certain rang, fi“") < k+e¢e avec k + ¢ < 1. Mais dans
ce cas, Up+1 < (k+¢&)u, < up, ce qui contredit la croissance. Finalement, (u,)n
est bornée et donc convergente (vers un point fixe de f).

Dans tous les cas, (u,), converge. On vient au passage de montrer que f a

un point fixe.

6.5 Dérivation

Exercise 6.9. Soit f une fonction s’annulant n fois, en 1 < z3 < ... <z, et n
fois dérivable sur [z1,x,]. Soit a € [z, z,]. Montrez qu’il existe A €]y, x,[ tel
que :

(n) n
fa) =Y T )
k=1

n!

Exercise 6.10 (Solution). Sia € {xy}k, c’est évident car on a 0 des deux cotés.

On pose A = % et oz f(x) — A[[,(x — x1). La fonction ¢ est
k

n fois dérivable et s’annule en n + 1 points distincts. Par le théoréeme de Rolle
(appliqué sur les n différents intervalles), ¢’ est dérivable n — 1 fois et s’annule
n fois. De le méme maniére ¢” est dérivable n — 2 fois et s’annule n — 1 fois.
En poursuivant, on montre par récursion que ¢(™ au moins un zéro, disons
A €]z1, 2,[. On a alors :

PP) = SN —nlA = O () =t T
p1(a — k)

Puis :

(n) n
f@) =N - )

n!
k=1

6.6 Dérivation

Exercise 6.11. Soit f € C!([a,b],R) telle que W = SUPuepqy [ (7).
Montrez que f est affine.

Exercise 6.12 (Solution). f’ étant continue, elle est bornée sur [a,b], on peut

donc poser M = sup, f'(x). On construit g la fonction affine qui prend les
mémes valeurs que f en a et end: g(x) = W(z —a) + f(a). Enfin, soit
h = f —g. On remarque que h(a) = h(b) = 0. En outre, h est continue et
dérivable sur [a, b] avec W' (z) = f'(x) — W.

Supposons que M = w, alors h'(z) = f'(x) = M < 0 : h est dé-
croissante. Sauf que h(a) = h(b) = 0. De fait, h est constante et méme nulle.

Finalement, f = g, f est affine.
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6.7 Dérivation

Exercise 6.13 (Théoréme de Darboux). Soit f dérivable (pas forcément C!).
Montrez que I'image d’un intervalle par f’ est un intervalle.
(Utilisation de la méthode) Soit I = [a,b] et f dérivable telle que f(a)f'(b) >
0 et f(b)f'(a) <0. Montrez que f’ s’annule.

Exercise 6.14 (Solution). Soit z,y € I (U'intervalle de définition de f) et
X € [f'(x), f'(y)] (on suppose f'(x) < f'(y), 'inverse fonctionne aussi). On pose
gr : & — f(x) — Az. gx est dérivable (comme somme), et on a g} = f' — A.
Donc ¢4 (z) < 0 et ¢4 (y) > 0. De fait, gx ne peut étre injective car une fonction
injective est strictement monotone (donc g} aurait un signe fixe). Des lors, il
existe deux abscisses a, § telles que gx(a) = ga(8), donc on peut appliquer le
théoreme de Rolle et on obtient que g4 s’annule, disons en ~. Alors : f/'(y) = A.
Ainsi, on a montré que F = {f'(x);x € I} est un intervalle car E respecte la
propriété suivante : Ya,b € E,Vc € [a,b],c € E.

On peut appliquer directement la méme méthode pour résoudre I’exercice.
On veut montrer que f ne peut pas étre injective. Si c’est le cas, on pourra
appliquer le théoréme de Rolle et montrer que f s’annule. On va raisonner par
I’absurde et supposer que f est injective. Or si f est injective, comme elle est
dérivable, sa dérivée est de signe constant, disons positif c’est-a-dire f croissante.
Alors, f'(a) > 0 et f/(b) > 0 d’apres I’énoncé, donc f(a) > 0 et f(b) < 0. Or,
comme f est croissante, on a en plus f(a) < f(b), ot 0 < f(a) < f(b) <0,
et les inégalités sont des égalités : f(a) = f(b) = 0, et on a une contradiction
car on a supposé f injective. Finalement, f ne peut étre injective, donc on peut
appliquer le théoréme de Rolle et trouver un point d’annulation pour f’.

6.8 Dérivation

Exercise 6.15. Soit f définie et dérivable sur [a, b] avec f(a) = f(b) et f'(a) =
0. Montrez que 3¢ €la, b[, f'(c) = W
Donnez une interprétation géométrique.

Exercise 6.16 (Solution). On pose ¢ la fonction définie par p(a) = 0 et p(z) =

W sinon. Elle est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[ avec ¢(a)
¢(b) = 0. D’apres 'égalité des accroissements finis, il existe ¢ tel que ¢'(¢) =
200 _ . Or ; /() = LOLA=UE=I) oy

—a

L’existence de c signifie que la tangente en ¢ a la courbe représentative de
f est parallele & la droite passant par (a, f(a)) et (¢, f(¢)). En fait, ces deux
droites sont confondues et cet exercice est équivalent a 1’exercice ?77.
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6.9 Dérivation

Exercise 6.17. Soit f une fonction dérivable sur R & valeurs dans R vérifiant
f(0) = f(a) = f'(0) = 0 pour un certain a # 0. Montrer qu’il existe un point
distinct de O de la courbe représentative de f en lequel la tangente passe par
Porigine.

Exercise 6.18 (Solution). On prendra a > 0 pour raisonner et faire des dessins
(si a <0, on peut regarder z — f(—=x)).

L’équation de la tangente en zy & la courbe de f est y = f/(xo)(x — o) +
_ f(=zo)

f(zo). Elle passe ainsi en (0,0) si et seulement si f/(xo) .~ - Faire un

dessin! On pose la fonction g : = — % si x # 0 et g(0) = 0. D’apres les
conditions f(0) = f’(0) =0, g est continue en 0.

Ainsi, g est continue sur [0,a] et dérivable sur |0, a[ avec g(0) = 0 = g(a).
On applique le théoréme de Rolle pour trouver zq en lequel ¢'(xg) = 0. Comme
xo # 0, une simple dérivation donne 1’égalité recherchée : zqf'(xg) — f(zo) = 0.

Y

6.10 Dérivation

Exercise 6.19. Soit f € C' telle que f(f(z)) = % +3 pour tout z. Montrez que

f' est constante puis déterminer f (on remarquera que f (% +3) = @ +3).
Exercise 6.20 (Solution). On remarque premiérement que :
T flz
veeR [ (2 43) = f(ro f@) = fo s = T2 43
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(x) ()

On peut dériver cette égalité pour obtenir : Vo € R, f (% ) (z). Soit
maintenant (uﬁf’))n la suite définie par uy’ = z et u, [, = 5“” S 3 La suite

est arithmético-géométrique et converge vers 6 (: % = 1_31 /2).
Finalement, par continuité de f’, on a : f’(u%x)) — f'(6) quand n — +o0.
Mais on sait que ( f (u%x))> est une suite constante, donc on en déduit f/(z) =
n

f’(u(()w)) = f'(6). Ainsi, on a montré que f’ est constante! f est donc une fonction
affine : f(x) = ax + 8.
Réciproquement, si f(z) = ax + 3, alors f est solution au probléme & condi-
tion que :
Vo, (042—1/2):U+aﬁ+ﬁ—320

Cela nous donne les deux seules solutions au probleme :

fpx»—)%x—i—?)@—\/i)

1
ﬁx+3(2+f)

Y

fg T —

6.11 Dérivation

Exercise 6.21 (Fonction de Lambert). Développer la fonction W de Lambert
au voisinage de 0. La fonction W de Lambert est 1'unique solution W (x) de
léquation x = we® d’inconnue w > —1 et de parameétre z > —1!/e. On commen-
cera d’abord par en trouver un équivalent, puis une équation différentielle que
satisfait W.

Exercise 6.22 (Solution). On pose la fonction f : z +— ze® W en est la
réciproque sur [—1/e, +00[, & valeur dans [—1, +oo[. En particulier, on a la déri-
vabilité de W comme réciproque d’une fonction dérivable dont la dérivée vaut
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() = (14 x)e* # 0 pour > —1/e. Ainsi, on a :

, _ 1 _ 1
W(z) = A+ W(x)eW@ x4 W)

Or on a W(0) = 0 car 0 est 'unique solution de 0 = we®* d’inconnue w.
Donc W'(0) = 1, et W(w) ~¢ x. Pour aller plus loin, on peut remarquer que,
pour = # 0, W(z) # 0 (déja parce que W est croissante comme réciproque d’une
fonction croissante, et aussi parce que W est injective et qu’on a déja trouvé
la pré-image de 0), donc on peut écrire que "' (®) = W”Ex) pour x # 0, ce qui
induit :

_ W)

~ 2(14+ W ()

Cela donne I’équation différentielle dont W est solution : z(1 + y)y' = y. Il
est maintenant bien plus facile d’extraire les coefficients du développement de
Taylor de W.

W'(z)

Y

6.12 Dérivation

Exercise 6.23. Soir un fonction f dérivable telle que f'(z) + f(z) — 0 quand
x — 400. Montrez que f'(x) — 0 et f(x) — 0 (on pourra poser g(x) = e” f(z)).

Exercise 6.24 (Solution). Soit g : = +— e f(x). g est dérivable et ¢'(z) =
(f'(x) + f(z))e® = o(e”). Soit € > 0 et A > 0 tel que :
Vo > A, —ee® < g'(z) <ee”

Alors en intégrant sur [A, 7] : (e® — e?) < g(x) — g(A) < (e — ).

64



Finalement : g(A)e™® —g(1 — A7) < g(x)e™® < g(A)e ™ + (1 — eA77).
Les deux termes d’encadrement tendent vers e lorsque x — +oo, donc a
partir d’un certain rang B :

Ve > B, —2 < f(z) =g(z)e™™ < +2¢

Ainsi, f(z) — 0 et par suite f'(z) = (f(z) + f'(z)) — f(z) — 0 quand
T — +00.

6.13 Dérivation

Exercise 6.25. Soit f une fonction C?([a,b], R) trois fois dérivable. Montrez
qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que :

®) () (b — a)®
(@) + 1))~ L0 =08

Tr—a

2

(On trouvera le bon A pour utiliser la fonction g : z — f(z) — f(a) +
B5(f'(a) + /(1)) = Alz — a)*)

On donnera une interprétation géométrique lorsque f est vue comme une
primitive de f.
Exercise 6.26 (Solution). Posons g : x +— f(x) — f(a) — 552 (f'(x) + f'(a)) —
A(z — a)® avec A tel que g(a) = g(b), ce qui est possible en posant A =
Gmays (f(0) = fla) + 25° (f'(a) + £())).

g est C! et deux fois dérivable, avec :

Tr—a

g'(x) = f'(z) — %(f’(x) +f'(a)) - f'(x) = 3A(z — a)?

r—a

g'(@) = 7 (-124 - fO(@))

On constate que ¢'(a) = 0, et en outre, comme g(a) = g(b), que g est continue
sur [a,b] et dérivable sur ]a,b], il existe, par le théoréme de Rolle d €]a, b] tel
que ¢'(d) = 0. Ainsi, on peut appliquer le théoréme de Rolle sur [d, a] pour ¢,
et on il existe ¢ €]d, a[ tel que ¢"(c) = 0, c’est-a-dire :

1

—__— 3
A= -9

En écrivant explicitement g(b) = 0, on trouve I’égalité souhaitée.

Si on prend F une primitive de f, alors cette égalité donne :

b—a 1

L (f (@) + FB) = 51" (€) b~ a)?

S e, b, / " H)di =
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Cela signifie que aire du domaine entre z = a, z = bet y =0, y = f(x)
(c’est-a-dire A; = fab f) est "bien approchée" par l'aire Ay du trapéze défini par
les 4 points (a,0), (a, f(a)), (b, f(b)) et (b,0), au sens ot :

—a)?
|A1 — Ag| < ( sup f”(z)|> (bli)

z€la,b] 2

On a ici une approximation a l'ordre 3 en (b — a) alors que "approximation
par la méthode des rectangles ne donne qu’une approximation a l’ordre 2.

Y

6.14 Dérivation

Exercise 6.27 (Méthode du point médian). Soit f deux fois dérivable sur [a, b].
Montrez que, pour z € [a, b], il existe ¢ €]a, b[ tel que :
b\* f"(c)
2
+b
2

=) ) ()

(On ponma poser g 91> 14y (F(0) = 7 (52) = (= 4%) ' (+5%)) )

Montrez ensuite que, avec Mz = supy, 4 [ f”[, on a :

/abf(t)dt < (b—a)f <a + b) N (b— a)3M2

2 24

Donnez deux interprétations géométriques de la formule ci-dessus : une en

tragant I’horizontale y = f (GT“’) ; une en tracant la tangente passant en %

Exercise 6.28 (Solution). L’égalité est simplement le théoréeme de Taylor-
Lagrange (sans reste intégral) sur [‘%b,x} On peut le redémontrer en posant
g:t— @ (ft)—f (“TH’) —(t— ‘%rb) 1! (QTH’)) La fonction g est alors
deux fois dérivable par les théorémes généraux, et 'application de I’égalité des
accroissements finis sur [%£2, 2] donne l'existence de ¢ €)%t 2[Cla, b] et I'éga-
lité souhaitée.

Attention, ¢ dépend de z, et on notera ¢, pour 'indiquer.
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On intégre la formule obtenue sur [a, b] :

/abf(t)dt_(ba)f <“;b>+f’(“;b) /ab <ta;rb>dt
+/ab <t—a—2tb>2f/’;q)dt

<(b—a)f<a+b>+0+Mz/ T2
_b=a

2 2
<o-ar (457) + 50

On peut donner deux interprétations de ce résultat. Premierement, 'inté-
grale de f sur [a,b] est trés bien estimée par le rectangle qui passe par le point
médian. Ce résultat est un peu surprenant parce que ce rectangle ne semble
pas capturer les variations de f (notamment, la méthode usuelle des rectangle,
dont la hauteur du rectangle est fixée par le point de gauche ou de droite donne
une erreur de Pordre de (b — a)?, ce qui est beaucoup moins bien). Ce résultat

s’explique par une deuxiéme interprétation : (b — a)f (GT'H’) est aussi, d’apres

notre calcul intégral, laire sous la tangente a la courbe en %

Y Y

6.15 Dérivation
Exercise 6.29. On pose f : z — e~ '/*". Montrez que f est C* sur R.

Exercise 6.30 (Solution). f est C*> sur R*, le probléme est en 0.

Si on réussi & prouver que f(™ (z) converge quand = — 0, alors on aura
prouvé (par récurrence) que f € C"(R) pour tout n, c’est-a-dire C*°(R). Apres
avoir calculé les premieres dérivée, on se rend compte qu’on doit montrer par
récurrence que (H,) : Vo # 0, f(™(z) = P;%(f)e*l/“ avec P, un polynome.

(Hyp) et (Hy) sont vraies par un simple calcul.

Supposons (H,,) vraie, alors on a :

1 1
n+1 _ 2 3 — =5

67



On a montré par récurrence, en posant P, 1 = (2 — 2nX?)P, + X3P/, que
fO)(z) = %(5)671/22. Dés lors, f(™(z) — 0 quand = — 0. Ainsi, d’aprés le
théoréme de prolongement C™, on a bien démontré que f € C*.

N.B. : On remarquera qu’on a ici une fonction dont toutes les dérivées sont
nulles, donc f(z) = o(z™) pour tout n quand x — 0, sans que la fonction
soit nulle (la fonction tend méme vers +oco, et ne s’annule que en 0). C’est
un exemple trés classique en analyse d’une fonction localement nulle
mais pas nulle.

<

e}

7 Développement de Taylor

7.1 Développement de Taylor
Exercise 7.1. Comparez au voisinage de 400 : e avec Iy et dt.

Exercise 7.2 (Solution). On a : Vt € [0, ],t* < tz, donc :

x x 1
0< / efdt < / erdt = — (ezz - 1)
0 0 z
Au voisinage de 400, on a donc [ et’dt = o (ezz)

7.2 Développement de Taylor

Exercise 7.3. Soit f la fonction définie par :

cosy—xr six <0
x+—> < coshyax siz>0
1 siz=0

f a-t-elle un développement limité en 0, si oui lequel (ordre n)?

Exercise 7.4 (Solution). On écrit le développement en 0% de f : pour z > 0,
flz) =372 (g—,:), + o(z™), donc f est prolongeable en 07 en une fonction C*.

De la méme maniere, pour z < 0, f(z) = > ,_, (57,:), + o(z™), donc f est
prolongeable en 0~ en une fonction C*°.

Finalement, comme les prolongements ont le méme développement limité
en 0~ et en 0T, la fonction est une fonction C* sur R en entier, avec pour

développement limité en 0 : f(z) = >}, (29”7,5)‘ + o(z™).
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7.3 Développement de Taylor

dt
1+¢t2°

2
Exercise 7.5. Donnez un développement a 'ordre 4 en 0 de f : = — f;

Exercise 7.6 (Solution). En notant F une primitive de ¢t ﬁ, on a

f(z) = F(2%) — F(x) et f est dérivable, avec :
2x 1 1
"(z) = 22F'(2*) — F'(2) = - =142+ —2% + o(z?
R 4% ol
En intégrant, on obtient : f(z) = f(0) — z + 2% + $2® + o(z*). Un calcul
rapide donne f(0) = 0.

7.4 Développement de Taylor

Exercise 7.7. On pose f :  +— 2tan x—x. Montrez que f admet une réciproque
impaire sur ]_T”, %[ de classe C*°. Calculez le développement de f~! & l'ordre
6.

Exercise 7.8 (Solution). f est strictement croissante sur ]‘T’T, 3 [, et C, et

impaire. On a aussi : f(] 5%, Z[) = R par un calcul de limites. f admet donc

une réciproque définie sur R, a valeur dans }*7", 5 [, impaire et C*°.

Le développement & I'ordre 6 de f en 0 est : f(2) =z + 22 + Za° 4 o(zF).
On note en outre le développement & l'ordre 6 de f~! : f~1(z) = a1z + azx® +
asx® + o(z%). On sait que f~1 o f(x) = x, d’olt, par unicité du développement
limité :

aq =1

%04 + as =0

%al +2a3+as =0
: 4 o _ 2 _ 16 ., .
Finalement, on résout : a; =1, a3 = —5, a5 = 13 et :

2 1 |4
Tl z) =z~ §x3 + Tgx‘) + o(z°)
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7.5 Développement de Taylor

Exercise 7.9 (Approximant de Padé). Déterminez a,b € R pour que la partie

principale du développement de cos x — ii‘;;f soit du plus grand degré possible.

Exercise 7.10 (Solution). On peut développer ii‘gij :

1+ az?

T2 1+ (a —b)z* + b(b — a)z* + b*(a — b)z® + o(z")

Par unicité du développement limité, on obtient que si on veut que la partie
principale est du plus grand degré possible, il faut d’abord que a — b = —% et

b(b—a) = 51, donc : . ,
= etb=—
TR T

. 2 . . . . .
On obtient alors : cosx — ﬁ% ~ ﬁxﬁ, et il est impossible de faire mieux.

Y
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7.6 Développement de Taylor

Exercise 7.11. Soit (E) : 2zy” — 3’ + 2%y = 0. On suppose qu’il existe une
fonction f solution de (FE) possédant un développement limité & tout ordre.
Trouvez f. En déduire le changement de variable adéquat et résoudre cette
équation sur R_ puis R, et enfin R.

Exercise 7.12 (Solution). Notons y(z) = > _,_, axz® + o(z™). Puis :

n+1
2zy" (z) = Z 2k(k — Dagz" " + o(z™)
k=2

n+1
y'(z) = Z kapz"=t + o(z™)
k=0

n—2
z2y(z) = Z apx" T2 4+ o(z™)
k=0
En sommant, (F) induit :

—a1 + 2asx + Z ((k+1)(2k — Dagr1 + ap—2) z* = o(z™)

k=2
Par unicité du développement limité, on trouve : ay = as = 0 et Vk >
2, G541 = W%k—l)a’k—l' Cela nous donne pour tout p € N, azp41 = azpp2 =0

—1)PoP
et azp = Wao.

On peut constater que toutes les fonction x — A cos (%x?’/ 2) sont solutions

sur R et oz — Acosh (%(—x)%). On a trés envie de poser le changement de

variables ¢ = gx% et y(x) = z (?zs/z), on obtient que z” + z = 0 et donc

y(x) = Acos <\fx3/2> + psin <\fx3/2>

*
sur R :

Puis sur R* :

y(x) = Acosh (f(m%) + Bsinh (f(z)%)

Pour résoudre le probleme de raccordement sur R, on se rend compte grace
au développement limité qu’il faut et qu’il suffit que A=A et u= B =0.
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7.7 Développement de Taylor

Exercise 7.13. La fonction x — arccos z admet-elle en 1 (& gauche) un déve-
loppement limité d’ordre 0 7 d’ordre 1 ? Donnez un équivalent simple de arccos x
en 1.

Exercise 7.14 (Solution). arccosz = o(1) (développement limité a l'ordre 0 en
17), mais la fonction x +— arccos z n’est pas dérivable en 1 et n’admet donc pas
en 1 un développement limité d’ordre 1.

Puisque arccosz = o(1), on a arccosx ~ sin(arccosz), d’ot, en 1~

arccosz ~ V1 —22=vV1+a2vVl—z~V2/1 -z

Y
arccos T

7.8 Développement de Taylor

Exercise 7.15. Calculez le développement limité & Pordre n en 0 de f(x) =
m Soit ay, le k-éme coefficient. Montrer que aj est le nombre de solu-
tions dans N? de I’équation p + 2¢ = k.

Exercise 7.16 (Solution). On effectue une décomposition en éléments simples :

1 1 1/2 1/4
o242 1-2z (=22 1+2

Donc, comme on connait le développement de chacun des fractions (le déve-
loppement de ﬁ s’obtient en dérivant celui de ﬁ), on obtient pour tout
n:

n _1)k
f($)zz—2k+3i_( D 2" + o(z")
k=0

D’autre part, on constate que f(x) = W, donc on a aussi :

1—22)

x):<2x1> Zx% +o(z :Z Z 1x1| 2%+ o(z")
=0

k=0 \i+2j=k

Finalement, en identifiant les coefficients, on trouve quil y a § (2k+3+(—1))
manieres d’écrire k sous la forme k = p + 2q avec p,q € N.
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7.9 Développement de Taylor

Exercise 7.17. Soient a > 0 et b > 0. Pour n € N* et x € R, on pose
fulz) = (1 + %)n Donnez un équivalent simple quand n tend vers +oo de

fn(a+0b) — fn(a)fn(b). Méme question pour e~ f,(a) — 1 + %

Exercise 7.18 (Solution). On a, quand n — 400 :

fn(a) = exp (nln (1 + %))

S 0)
=expla—-—+o|—
2n n

Des lors, on trouve :

o saa - ) ()2 1) (]
=t (2171((‘1 +b)?+a® + b2)> +o (Tll)
e

Comme ab # 0, on a bien trouvé un équivalent de f,(a +b) — f,(a)fn(b).

Pour estimer e~ *f,(a) — (1 — —n), on doit pousser un cran plus loin le

¢ fula) =€ exp( *+ 270 ( )>
=1+(_+3Ci2>+ (;)
PN

Pour a > 0 (et méme a ¢ {0, —8/3}), on a trouvé un équivalent de e~* f,,(a) —

développement limité de In et de exp :
1
n?

1 — 2 ). On constatera d’ailleurs que cette suite ne converge pas tres rapide-

ment vers I’exponentielle.
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i

n € {3,5,10,50}, =+ ¢*

X

7.10 Développement de Taylor
Exercise 7.19. Soit f(z) = 1+ 2+ 22 + 2%sin 5 si # # 0 et 1 si z = 0.

z2
Montrer que f admet en 0 un développement limité d’ordre 2. Montrer que f
est dérivable sur R. Montrer que f’ n’admet en 0 aucun développement limité

d’aucun ordre que ce soit.

Exercise 7.20 (Solution). On a |sin 25| < 1, donc 2’ sin 5 = O(z?) = o(2?),
d’ot, au voisinage de 0 : f(x) = 1 +x + 22 + o(2?).

f est continue et dérivable en 0 car elle admet un développement limité
d’ordre 1. On obtient au passage que f’(0) = 1. Elle est dérivable sur R* par
composition et somme. Pour x # 0, on a :

/ 9 . 1 1
f'(z) =14 22 + 32" sin — — 2cos —
x T
f' n’est donc pas continue au voisinage de 0. Pour le constater, on peut

regarder que f’ (\/217?) — —let f’ (m) — 1 alors que les deux suites

d’argument tendent vers 0. On ne peut donc pas trouver de développement
limité d’ordre 0 pour f’.

Mon ordinateur a beaucoup de mal & tracer la courbe sur [71, %]
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7.11 Développement de Taylor

1
arcsinz *

Exercise 7.21. Etudiez au voisinage de 0 la fonction f : z % —
Existe-t-il une tangente ?

1
1—22°

Exercise 7.22 (Solution). On connait la dérivée de s +— arcsinz : = —
On a le développement a 'ordre 4 en O :

1 _ 1 2 34 5
7w—1+§$ +§l‘ +0(.’L‘)

On integre ensuite en calculant arcsin(0) =0 :

1 3
arcsinz = x + gxg + Ex‘r’ + o(z%)
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Des lors, on peut calculer :

1 1 1
arcsinz 1+ a2 + Sat 4 o(a?)

2
1 1 3 1 3
L T G N T R 3
x<+< 6" 40m)+<6x 0% ) | el
11T
= -~ 5% " 350% + o(x?)
Finalement, f(z) = $a+452°40(2?), donc on peut prolonger f par f(0) = 0

et Cy admet alors une tangente en (0,0) de pente +%. La courbe traverse (avec
inflexion) sa tangente.

7.12 Développement de Taylor

. xT x 1 x
Exercise 7.23. Etudiez de la fonction f : x (%) / avec 0 < a < b des
réels fixés.

Exercise 7.24 (Solution). En 0, on a :

1

zln f(z) =In <

2(6zlna +ezlnb)>

2
=1In <1 + g(lna +1nbd) + %(lnz a+1nb) + o(xz))

2 1 2
=1+ zInVab+ %(ln2a+ln2b) —3 (xln\/c%) + o(z?)

2?2 ,a
:xln\/c%—i-gln Z—i—o(xg)

f(x) =exp (ln\/%-i- gln2 % +0(x)> =Vab (1 + §1n2 % + o(x)
insi 41 _ Vab1,2
f est ainsi prolongeable par v/ab en 0 et dérivable avec f’ (0) =¥ In" 7 > 0.

En +o00, on a (avec 0 < a < b) :

1 x
In f(z) = (mbx ~—In2+1n (1+ ‘b‘1>> — Inb
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De fait, f converge vers b.
En —oo, on peut écrire f(—x) = f(EZ) pour conclure que f(z) = _oo a.

Reste a calculer la dérivée pour x # 0. f étant strictement positive, on peut
déterminer ses variations en regardant (In f)’(z) :

-1 a® + b* la*Ina+b*Inb
1N =
(In f)(z) = = ln( 5 ) T

On pose g(x) = 2%(In f)'(z) dont on cherche le signe. g est définie, continue
et dérivable sur R* avec :

(ab)®(Ina — Inb)?
(a:r + bz)Q

g'(x) ==

Il s’ensuit que g admet un minimum global (strict) en 0 (plus précisément
sa limite en 0 est son infimum sur R) : g(z) — 0 quand = — 0, et ainsi g > 0
sur R, et f/ > 0 et f strictement croissante.

NB : On remarquera que l'inégalité lim_., f(z) < f(—1) < f(0) < f(1) <
lim, o f(x) redonne I'inégalité bien connue entre a, b et les moyennes harmo-
nique, géométrique et arithmétique.

7.13 Développement de Taylor

Exercise 7.25. Soit f de classe €2 et z fixé. Déterminez la limite quand h — 0
de LE=h)+f(z+h)—-2f(z)
Rz :

En déduire une méthode pour approximer la solution d’un probléme de Cau-
chy pour une équation différentielle d’ordre 2 (en vous inspirant de la méthode
d’Euler).

Exercise 7.26 (Solution). On a :
2
Flw —h) = f() — hf(@) + o (@) + o(h?)
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Fa+h) = 1(&)+ (@) + 2 P'(@) + olh)

Donec :

fla—h) + f(z+h) = 2f(z) + h* f"(x)

Ainsi : 75 (f(x — h) + f(z + h) = 2f(z)) — f"(z) quand h — 0.

En particulier, si on prend une équation différentielle du second ordre, on
peut lécrire de la forme (E) : y"’(z) = F(z,y(x),y'(z)). Imaginons qu’'on
connait la valeur d’une solution f en z( (soit qu’elle soit donnée par les condi-
tions de Cauchy, soit qu’on ait calculé une approximation de la solution jusqu’en
xo), on souhaite alors déterminer une valeur approchée de la solution en g+ h
pour un pas h fixé a Pavance (h trés petit). Si on connait f(xg — h) et f/(xo),
pas de probleme :

f(zo+ h) = 2f(x0) + h*F (w0, f(x0), f'(x0)) — f(zo — h)

Maintenant, 1’idée est la suivante :
e On part de F et d’une condition initiale (zq, f(xq), f'(20)).
e On pose f(zo+h) = f(zo) + hf'(z0) et f'(zo + h) = f'(z0) (méthode
d’Euler)
e On pose f(xo +2h) = 2f(xo + h) + h*F [xo + h, f(zo + h), f'(x0 + h)] —
f(xo) puis f'(z + 2h) =  [f(wo + 2h) — f(zo + h)]
e On continue f(zo+(k+1)h) = 2f(zo+kh)+h?F [xo + kh, f(xo + h), f'(zo + kh)]—
flzo+(k—=1)h) puis f'(z+(k+1)h) = 1 [(f (w0 + (k + 1)h) — f(zo + kh)]
La valeur de f(xo+ kh) est de plus en plus éloignée de la solution véritable,
mais ’erreur diminue quand on diminue h.
Dans la pratique, cette méthode (et surtout ses variantes) est légérement
meilleure que la méthode d’Euler mais assez peu utilisée car on dispose aujour-
d’hui des méthodes de Runge-Kutta.

7.14 Développement de Taylor

Exercise 7.27 (Régle de Worthington). Montrez que le développement de
tan~! & l'ordre 6 est tan~'z =z — $2% + L2 + O(2").

Montrez que le développement de f : x +— 1+23T11+7 a ordre 6 est f(z) =
z— 3% + La® 4+ O(2").

Application : Prenons un triangle rectangle dont le plus petit angle est A.

Soit a le coté opposé a A, b le coté adjacent et ¢ ’hypoténuse. Montrez que

~ _3a
A~ b+2c*

Exercise 7.28 (Solution). L’application tan est impaire, € et bijective de
}fg, 3 [ — R. En particulier tan™! est impaire et 4>, donc admet un dévelop-
pement & Pordre 6 de la forme tan™' z = az + bz + cz® + O(27).

Or on sait que :

1 2
tanx = ¢ + §x3 + Bx5 +0(2")

8
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On peut regarder ou bien tan"!'otanz = z ou bien tanotan™'z = z. La
premieére équation est plus aisée. On obtient en substituant :

3 5
1 2 1 2 1 2
x:a<x+3x +15x>+b<x+3x +15 5) +c<m+3x +15x5> +O0(z")
:az+(g+b>x3+ 20 +3><9+c 5+ 0(z")
3 15 3

On peut alors résoudre le systéme (I'identification se justifie par 'unicité du
développement limité) :
a =1
g+0 =0
2 _
T+b+c =0
Dou:a=+41,b=—-13etc= +1/5 En fait, tan~! admet un développement

limité & n’importe quel ordre : tan™! z = o 0 (Qki)l 4l o (x2"+1).

On remarque que la fonction f est aussi impaire et €. Pour en avoir un
développement limité a l'ordre 6, il faut calculer un développement limité de
1+ 22 alordre 5. On a :

1 1
\/1+x2:1+§x2—fa:4+0(a:6)

8
1
h+h2 =R+ h*—h +0O0S
1+h + + +O(R7)
1 1
1+2v1+ 22 1+ 322 — Lat + o(aF)

=1-
1
=3
_1 1- m —i4 + lxz—im‘l : + O(z5)
3 12 3 12

_1
3
1
E:

1 1 1
g (12 + 9> 374) +O($6)
1-— % 2 :U4> + O(2%)
1 7
T B 7
f(x) 3% +36x +0(z")

Ainsi, on constate que f(z) est une approximation raisonnablement précise

de tan~! z pour z petit Notamment leurs développements concordent a 'ordre
1_ 7 7 - _

4etona i =L ~ L avec & <1 Defait: f(z)~tan 'z avec f(z) < tan™ 'z

pour z suffisamment petit. En poussant le développement de f plus loin, on se

rend compte que les coefficient ne s’éloignent de ceux tan~! que treés lentement,

ce qui donne un trés tres bonne approximation, méme pour des z assez grands.
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Dans un triangle rectangle, on a : tan A = PP — 2 Comme A est
’ adjacent b

le plus petit des trois angle, sa tangente est la plus petite des trois (tan est
croissante), donc ¢ peut étre considéré raisonnablement petit (on peut toujours

choisir Pangle de sorte que —FE2¢ < 1) Dés lors :
adjacent

3a/b 3a

a
A=tan" ! = = =
1492 1+(a/b)2 b+ 2c

b

On a l'avantage d’avoir une forme tres facile a calculer & la main (méme pas

de carrés a calculer) qui donne une bonne approximation des trois angles. Sur

12 figure ci-dessous, I’angle A vaut tan—! % ~ 0.6435 et on a % = % =

11 ~ 0.6429 alors qu’on a pris (volontairement) un triangle avec § tres grand.

b=4
Regardons & quel point tan~! est bien approximé par f :

Y

2 4
tan~—!

8

1-2

7.15 Développement de Taylor

Exercise 7.29 (Extrapolation de Richardson). On cherche & estimer un nombre

A € R et on posséde une fonction f tel que, quand h — 0, on ait : f(h) =

A+ a1 hF + agh®2 + .+ a,hfn + 0O (hk“ + 1) dont les k; sont connus mais les

a; sont inconnus.

t*Lf( /1)~ f ()
th1—1

Estimez . En déduire une méthode pour avoir une estimation

de Aen O (hk" + 1). En quoi cette méthode peut souvent étre meilleure que de
juste calculer f(h) avec h plus petit ?
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Comment estimer ki si les k; sont inconnus ?

Exercise 7.30 (Solution). On a :

f(h) = A+ a1h* + aoh® + ..+ a,hF + O (W~ + 1)

h TN S Lok, kn
f (t) :A+t71a1h —|—t72a2h ++tTnanh +O(h ’+1)
k h k th k k
tf (3 —fhy=(t" —1) A+ L azh® + ...+ O (h*" +1)
ki £ (/) —
270 — J(h) ik{t)_ 1f(h) = A+boh™ + 4 byh + 0 (WP +1)

On remarque que le terme en h*1 a disparu : on a gagné (ky — ki) ordres
dans 'approximation.

k x —
On peut poursuivre I’élimination : posons fi : z +— W On possede
un développement de f qui commence par A + boh¥2. On élimine se terme en

£°2 f1 ("/)— f1 (h) 2 hEM—f@) o
th2 —1 th2 —1 )

ainsi de suite. On aura bien A = f,(h) + O (h*»!). On pourrait aussi changer
le t a chaque étape, mais cela comporte assez peu d’intérét.

Imaginons qu’on évalue f en h, on a alors |A — f(h)| ~ a;h*'. Si maintenant
on évalue fi en h, on a |A — fi(h)| ~ beh*2, donc, si on voulait avoir la méme
approximation en utilisant f, il faudrait 'évaluer en s tel que : a;s* = byh*2,

considérant . On continue en posant fo : x —

l/k,
soit s = (%) R/ Or ki < ko, donc, pour h petit, s est trés trés petit.
Notamment, évaluer f; en h a demandé d’évaluer f en h et en 7/t (ou t est une
constante), donc si s < /¢, il sera plus facile d’évaluer par fi; que par f pour
la méme qualité d’évaluation (en supposant qu’évaluer f de plus en plus proche
de 0 est de plus plus difficile). Comme on connait la formule de by, on obtient

la condition :
o Fi—k2 _ 1\ F1 & h
% ! ti hﬁ < —
aq thr — 1 t

1 1
as \ *r thi—k2 _ 1\ F1 1_ k2
AR i Y
(al) ( thr — 1 '

Ce n’est pas évident que cette méthode est meilleure, mais, dans la pratique,
h est trés petit, on s’arrange souvent pour prendre f paire, donc k2/k, est rai-
sonnablement plus grand que 1, et ¢ = 2 donne de bons résultats (notamment
parce qu’il s’implémente bien dans le langage binaire des ordinateurs). Les a2/a;
ne peuvent pas étre trop grands pour des raisons de convergences (voire le cours
sur les séries entiéres en Spé).

Cette approximation permet souvent de passer d’une dizaine & une centaine
de chiffres apres la virgule sur des constantes difficiles a calculer.

-

Soit :
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Lorsqu’on ne connait pas ki, cette approximation permet de ’estimer de
plusieurs manieres. En effet, méme si on ne peut pas construire f car sa formule
fait intervenir ki, on peut poser g; : x — W pour h (petit) et ¢t (par
exemple 2) fixés, puis incrémenter j. On devrait obtenir g;(h) ~ A+ tTl,lhkl (une
constante vis-a-vis de j), ce qui donne déja une idée de k; méme sans la valeur
de A. Quand on arrive & j = ki, la valeur de g’ (h) change brutalement, ce qui
se voit sur le tracé graphique. Une autre méthode, est dévaluer g/ en plusieurs

points proches et de voir quel est 'ordre des variations.

7.16 Développement de Taylor

Exercise 7.31. Soit f : R; — Ry continue avec : f(x) = z — az® + o(z®) au
voisinage de 0 (a > 0, a > 1).

Soit (uyn)n définie par ug € Ry et up41 = f(u,). Montrez que si ug est
suffisamment petit, alors (u, ), est décroissante et converge vers 0.

Soit 8 > 0, on pose x,, = u% — % Trouvez un équivalent de (x,),. En

n

n+1
choisissant 8 et en utilisant le théoréeme de Césaro, trouver un équivalent de

Appliquez 'exercice ci-dessus avec f = sin.

Exercise 7.32 (Solution). Les équivalences f(z) ~ = et f(z) —x ~ az®

prouvent qu’il existe un voisinage de 07 tel que Vx €]0,7], 0 < f(z) < z. Donc

[0, 7] est stable par f : si ug € [0,7], alors Vn, u, € [0,7], et upt1 = f(un) < Up.

Ainsi, u,, est décroissante et minorée par 0, donc elle converge, disons vers £.

Alors, comme f est continue, on a f(¢) = ¢, mais si £ # 0, comme (par passage

a la limite) £ € [0,7], on a f(£) < £, ce qui est une contradiction. Ainsi, ¢ = 0.
Ensuite, on a :

Tn = (up, — auly + o(ug))_ﬁ —u?
=u,’ ((1 —au® ' +o (u%_l))75 — 1)

~ apulF1

Pour f =a -1, 0n a z, — a(a — 1). Or, comme u,, — 0 :

1 n—1 1 n—1 1
_ -8B -B -8
w2 =2 (vl - ) ~ D

D’apres le théoreme de Césaro, pour f = a — 1 : %Zz;é Tn — alo— 1).
Donc :

a—1 1 1 a—1
nuld '~ ——— et enfin up, ~ | ———~
ala—1) na(a — 1)

Pour f =sin, on a:

1
sinx =x — 6953 + o(x?)
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En outre : Vo > 0, sinz < x, donc Vx €]0, 7], 0 < sinz < z.

De fait, si ug € [0, 7] et up41 = sin uy,, alors u,, — 0 avec u, ~ \/g

7.17 Développement de Taylor

Exercise 7.33. Montrez que, pour tout n € N*, I’équation ¢ +x —n = 0
admet une unique solution sur R, qu’on notera u,. Montrez que u,, — +0o0
quand n — 400, puis que u, ~ Inn. Trouvez un équivalent de v, = u, —Inn
puis montrez qu’il existe des nombres a, b tels que u, = alnn + bl“" +o0 (ln”).

Exercise 7.34 (Solution). La fonction f : x — e” +z est strictement croissante
sur Ry et son image est [1,+oo[. En particulier, pour tout n € N*, il existe
u, € Ry tel que f(u,) =mn, ie. e +u, —n=0.

On remarque que e*" +u,, < e2un car u,, > 0, doncn < e2un puis u, > Inn/a.
De fait : u, — 400 quand n — +oc.

Des lors, u, = o(e*"), d’ot n = e"" 4 o(e""). Dés lors,
passe au logarithme :

=1+0(1). On

_n_
eltn

eln

Il ’ensuit : Ine*» =Inn + o(1), soit u, ~ Inn.
Ensuite, on a (car v, = o(1)) :

n=ne’" +Inn+ v,
n(e’ —1)=—-lnn—v, ~—Inn
Finalement, en remplagant et en utilisant e* — 1 ~ x :

Inn
Up ~em —1~ ———
n

Inn (lnn)
U, =Inn— —+o| —
n n

7.18 Développement de Taylor
Exercise 7.35. Montrez que exp (ha%) f = f(...+h). Pas possible en Sup.

Exercise 7.36 (Solution). Cet exercice est plus une remarque qu’un véritable
exercice. On a le développement en séries entieres :

0 hk ok hk oF f
o (g ) 1= | 2 fraws | £ = X ot

k>0

Des lors, si f est développable en séries entiéres au voisinage de x, on a alors :
0 Lk ok f
h— h
(o0 (1) 1) ()= > et = fla )
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8 Ensembles ordonnés et relations d’équivalence

8.1 Ensembles ordonnés et relations d’équivalence

Exercise 8.1. Soit la relation sur R? : (z,y) < (2/,¢y') & 2 < 2’ ety < ¢'.
Montrez que < est une relation d’ordre partielle sur R2. Le cercle unité a-t-il
des majorants 7 Une borne supérieure 7 Un maximum ? Donnez une CNS pour
qu’un sous-ensemble du plan ait un maximum.

Exercise 8.2 (Solution). La relation est évidemment réflexive et antisymé-
trique. Pour la transitivité, il suffit de I’écrire.

Y Le cercle unité U contient les points
(0,1) et (1,0) : tout majorant doit
avoir ses deux coordonnées supérieures

Majorants a 1. Inversement, si (z,y) € M =
{(a,b) ; a > 1,b > 1}, alors soit
(2,t) € U. En particulier 2 < 1 < z et

,,,,,, P S
t <1 < y. Ainsi, M est bien ’ensemble
des majorants du cercle unité. Le mi-

\
‘ r nimum de M est (1,1), qui est donc
: la borne supérieure de U. Comme ce
|
|
|

point n’est pas dans U, ce dernier n’a
pas de maximum.

Pour d’un sous-ensemble D du plan ait un maximum, il faut et il suffit qu’il
ait un point "en haut & droite", c’est-a-dire que le point (max(, yyep @, max( yyep ¥)
soit dans D. La démonstration en est évidente.

8.2 Ensembles ordonnés et relations d’équivalence

Exercise 8.3. Une relation R est un pré-ordre si elle est réflexive et transitive.

Soit R un pré-ordre et 7 la relation : 27y < (zRy A yRz). Montrez que T
est une relation d’équivalence.

Soit X et Y deux classes d’équivalence modulo 7. On définit la relation
XSY par dzr € X, 3y € Y, 2Ry. Montrez que XSY & Vo € X,Vy € Y, 2Ry.
Montrez que S est une relation d’ordre sur I’ensemble des classes d’équivalences
modulo 7.

Montrez que la relation de divisibilité sur Z est un pré-ordre, précisez la
relation d’équivalence et la relation d’ordre qui s’en déduisent.

Exercise 8.4 (Solution). T hérite de la réflexivité et de la transitivité de R.
Pour ce qui est de la symétrie, elle vient de la commutativité de A.

Soient X et Y tels que XSY. Soient x € X ety € Y. Soient g € Xetyp €Y
tels que xoRyg. Alors, on sait que xT xg, donc xRxg A xoRx. Par transitivité,
on a en particulier xRyg. Pareillement : yRyo A yoRy et en particulier yoRy.
Ainsi, par transitivité, xRy.
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S est réflexif (trivial); anti-symétrique car si XSY A YSX, alors Va,y €
X XY, 2RyAyRx (i.e. zTY),donc X =Y (comme classes d’équivalence modulo
T); et transitive (héritage de R). C’est bien une relation d’ordre.

La relation R = | est bien un pré-ordre sur Z (attention, c’est un ordre sur
N mais pas sur Z).
On obtient 27Ty & = = ty < |z| = |y| et donc les classes d’équivalence

C(z) = {—z,z} (pour x € Z).

On obtient C(z)SC(y) qui est bien une relation d’ordre car on a levé 'ambi-
guité qui empéchait | d’étre anti-symétrique. On peut voir en fait que les classes
d’équivalences de T sont paramétrées de maniére unique par les entiers natu-
rels. Formellement, on a la bijection 9 : X — max,cx x dont la réciproque est
@z — C(x). ¢ est croissante pour les relations | et S. Inversement, on peut
dire que XS8Y < ¢(X)|v(Y).

On aurait pu procéder de méme avec la divisibilité dans les polyndmes, les
matrices, ou avec plein d’autres pré-ordres.

8.3 Ensembles ordonnés et relations d’équivalence

Exercise 8.5. Etudiez les relations suivantes : zRy < cos?z + sin’y = 1 sur
R; 28y < dp,q € N*,y = pa? sur R\] — 1;1].

Exercise 8.6 (Solution). On a 2Ry < sin? x = sin? y. La relation est donc bien
réflexive, symétrique et transitive, c’est une relation d’équivalence. La classe
d’équivalence de x est C(z) = (z+7Z) U ((m — ) + 7Z). Un dessin est le
bienvenu !

La relation S est réflexive, transitive et anti-symétrique : c’est une relation
d’ordre. Pour prouver qu’elle est ant-symétrique, on regarde les fonctions f, 4 :
x — pxd. Elles sont strictement croissantes sur [1;+oo[ si et seulement si p ou
q > 1. Par contraposée, si xSy et ySx et z,y > 1, alors = y. On peut raisonner
de méme dans | — oo; —1]. Pour combiner les deux, on se rend compte qu’il est
impossible que xSy et ySx avec x < —1 et y > 1 car si ySz et y > 0, alors
x > 0. Cette relation n’a ni minorant, ni majorant (méme si on la restreint &
] —o00; —1] ou & [1;+00), elle est partielle, et méme pour tout élément x, on peut
trouver un élément y tel que ni Sy, ni ySz. Comme 1/2 = 2x /s et 1/a = (1/2)%,
R n’est pas anti-symétrique sur R.

8.4 Ensembles ordonnés et relations d’équivalence

Exercise 8.7. Soit R la relation suivante sur R : 2Ry < xe?¥ = ye®. Montrez
que R est une relation d’équivalence et dénombrez ses classes d’équivalence.

Exercise 8.8 (Solution). La relation est évidement réflexive et symétrique.

Pour la transitivité, il suffit de 1’écrire.
Ensuite, on trace la fonction x +— ze™

d’équivalence de = contient :

7 et on se rend compte que la classe

e 1 élément six <0oux=1.
e 2 éléments si x > 0 et x # 1.
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8.5 Ensembles ordonnés et relations d’équivalence

Exercise 8.9 (Coupures de Dedekind). Soit (E,<) un ensemble totalement
ordonné. Une coupure sur F est une paire A, B € P(E), noté (A|B) avec :

e ANB=0et AUB=E
e Vac AVbe B, a<b

Soit C(E) I'ensemble des coupures sur E. On définit une relation sur C(E)
par (A|B) <X (C|D) & A C C. Montrez que c¢’est une relation d’ordre totale.

On définit I’amalgame de E par A = E U C(FE), muni de la relation < qui
étend la relation précédente avec pour z € E et (A|B) € C(E), z < (A|B) &
z € A, et (A|B) < z & z € B. Montrez qu’il s’agit d’une relation d’ordre total
sur A.

Montrez que E est dense dans A.

Exercise 8.10 (Solution). La relation < est :

o Réflexive : (A|B) < (A|B) car A C A.

e Symétrique : Si (A|B) <X (C|D) et (C|D) < (A|B), alors A C C et C C A,
donc A= C, puis B= E\A = A\C = D, donc (A|B) = (C|D).

e Transitive : Si (4|B) = (C|D) et (C|D) <X (X|Y), alors A C C' C X, donc
(AlB) = (X[Y).

e Total : Si (A|B) et (C|D) sont des coupures, alors soit AN C # 0, soit
BNC # 0. Dans le second cas, soit ¢ € C'N B, dans ce cas, Va € A, a < c,
donc A C C. Dans le premier cas, comme AU B = FE, on a C C A. Ainsi,
soit (A|B) < (C|D), soit (C|D) < (A|B).

La relation < est :

e Réflexive : Si z € F, alors z < z car z < z; si (A|B) € C(E), alors
(A|B) < (A|B) car (A|B) =< (A|B).

e Symétrique : Soient z,y € A, tels que x € y et y < z. Si z,y € F, alors
xr=y.Sixz,y€C(E),alorsz =y. Siz € Fety=(AB) € C(E), alors
x € A car z < (A|B), et © € B car (A|B) < z, sauf que AN B = (), donc
ce cas est impossible. Le cas © € C(E) et y € E se traite pareillement.

e Transitive : Soient x,y,z € A avec z < y et y <€ 2. Si z,y,2 € F ou
z,y,2 € C(E), alors ¢ < z. Siz,y € Eet z = (A|B) € C(E), alorsy € A
et x <y, donc x € A sinon on aurait € B mais & < y ce qui contredit
Ya € AVb € B, a < b. Donc x < z. Les 5 autres cas se traitent de
maniere similaire.

e Total : Soient z,y € A. Siz,y € E, alorsz K youy < z. Si z,y € C(E),
alors z < youy K z. Sixz € E et y=(A|B) € C(E), alors soit x € A et
T < y, soit x € B et y < x. L’ordre est bien total.

Montrons la densité de E dans A, c’est-a-dire que pour z,y € A fixés avec
r K y et x # y, on cherche e € F tel que x < e < y. Si x € E, c’est évident
(prendre e = x). Si y € F, idem. Reste le cas x,y € C(E). Notons = = (A|B) et
y = (C|D). Comme z < y, on a A C C, et comme x # y, on a C\A # (. Soit
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donc e € C\A(C E). Dans ce cas, e € E\A = B, donc = < e. Comme z € C,
on a aussi e K y, soit ¢ < e < y comme on le souhaitait.

Pour aller plus avant dans cette idée de coupure, on notera que ’amalgame
de Q est R (c’est d’ailleurs une construction usuelle de R), et on pourra lire
Pexcellent (mais un peu compliqué a ce stade) papier sur les nombres de Conway.

9 Equations différentielles

9.1 Equations différentielles

Exercise 9.1. Soit g une fonction continue R — R.

On pose f:z — foz sin(z — t)g(t) dt. Montrez que f est dérivable et que
f(x) = [ cos(z — t)g(t) dt. En déduire que f est solution de I'équation diffé-
rentielle y” + y = g(x). Conclure en résolvant 1’équation.

Exercise 9.2 (Solution). On peut soit utiliser les expressions trigonométriques,
soit les nombres complexes afin de développer le sin(x —t). Le but est de ne plus
avoir de x dans 'intégrale :

T ei(x—t) _ e—i(:c—t)
t)dt
/O ( 5; )g( )

Lo [Tg() [ /I it
—e'” —dt — —e™ " “a(t)dt
2i ¢ /0 e M= ge | etglt)

f est donc bien définie et C*(R). On a sa dérivée :
1 i [ gt iz 1 [T , ,
f(z)= % (ie”/o %dt + e X g;(;?) ~ 5 (—z’e_””/o etg(t)dt + e x e“”g(x))

1w [F9(®) Lo 7 i
= 3¢ /0 it dt+§e ; eg(t)dt

f(z)

= /x cos(z — t)g(t)dt
0

Non seulement on a ’expression souhaitée, mais en plus on constate qu’on peu
facilement calculer la dérivée seconde par le méme procédé (en repartant de
Pavant derniére ligne) :

1 . gt . 1 . o . -
/' (z) = B (ie”/ ﬁit)dt + e x Q(Z)) + = (ie”/ etg(t)dt + e ™ x 6ng(x)>
0o € e 2 0

2 1 . [Ta9(®) l i [ a
2g(x) (22,6 /0 it dt 57¢ /Oeg(t)dt

=g(z) — /OI sin(z — t)g(t)dt
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Ainsi, f est solution du probléme de Cauchy : f” + f = g avec f(0) =0 et
f(0) =0.

On sait désormais résoudre entierement cette équation car on vient d’en
exhiber une solutions particuliere. Les solutions sont exactement les fonctions y
telles que :

I\ p, Vo, y(x) = Acos(z) + psinz + f(x)

Pour résoudre le probleme de Cauchy associé avec y(0) = a et y'(0) = 5,
par exemple, il faut et il suffit de prendre A\ = o et = 3.

9.2 Equations différentielles

Exercise 9.3. Intégrez I'équation suivante (sur tout intervalle ne contenant pas
1) (14 + (14 2)y —2=0

Exercise 9.4 (Solution). On pose z = ¢/, on a une équation d’ordre 1 en z. La
solution homogene est )\Z%Ll, et une méthode de variation de la constante méne
a:

1
2(x) = ——(2In|l+z|+ A
(@) =~ @11+ a]+ 2)
On integre donc pour trouver finalement sur tout intervalle qui ne contient
pas —1:
y(z) =102 |z + 1|+ M\ In |z + 1] + \o

Y

y(x)
A =2
Ao = —1

9.3 Equations différentielles

Exercise 9.5. Résoudre sur R* puis sur R% puis sur R I’équation différentielle :
2]y’ + (@ — 1)y = .
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Exercise 9.6 (Solution). Sur R* , I'équation revient a (%y)/ = ze®. Les solu-

tions de (E) sur 0, +o0[ sont les fonctions de la forme x — 22 — x4+ Aze™* avec
A€eR.

Sur R* | I’équation revient a (—ze y)/ = z°e~*. On résout alors le pro-
bleme de la solution particuliére en la cherchant de la forme polynéme (de
degré 3)xe~*. Les solutions de (F) sur | — oo, 0] sont les fonctions de la forme
x»—>x2+3x+6+@ avec p € R.

Si on souhaite effectué un recollement C!, on se rend compte (continuité)
qu’il faut que y(0) = 0 et par suite 4 = —6. En outre, on a les dérivées a gauche
et a droite de 0: —1+ X et 3+ (—6) x % = 0. Ainsi, A = 1 est la seule possibilité.
Il existe donc une unique solution C! sur R pour cette équation :

—x 3

. 22 —x+ze®siz <0
22 4+324+6-6Lsiz>0

x

9.4 Equations différentielles

Exercise 9.7. Intégrez ’équation différentielle :
xz + y2 — 2xyy’

Exercise 9.8 (Solution). On pose z = y2, alors 2 + z = 22, ce qu’on résout
en z(z) = Az + 2? sur R% ou sur R* . Cela donne donc y(z) = £v/22 + Az.

Si on souhaite intégrer cette équation sur R en entier avec y € C!, alors, par
continuité, on sait que y garde un signe constant sur tout intervalle ou elle ne
s’annule pas, et qu’elle se prolonge par continuité en 0 par 0. Ainsi, il existe
A, At € R tels que :

(z) = +/x2+ A _xsixz<0
Y\ = T2+ Axsiz>0

Supposons A_ < 0, alors y(x) n’est pas dérivable en —\_, donc pas C*. On

en déduit A_ > 0 et pareillement Ay > 0. On teste la dérivée en 0 : y/(z)
2+ + _

24/ T2+t

puis y(z) =z ou y(x) = —z sur R (qui toutes deux fonctionnent).

. Pour que y soit contintiment dérivable en 0, on en déduit Ay = 0,

9.5 Equations différentielles

Exercise 9.9. Soit a un réel non nul. Soit f continue sur R et périodique de
période T # 0. Montrez que I’équation différentielle 3’ 4+ ay = f admet une et
une seule solution périodique sur R et qu’elle est de période T

Exercise 9.10 (Solution). On sait que les solutions de I’équation différentielle
proposée sont de la forme

g:x— e W —|—67‘”/ e f(t)ydt A ER
0

89



Donc pour un réel x fixé :

T x+T x
92+ T) — gla) = e (=T — 1) 4 ¢=(=+D </ o+ | e“tm)df)eam/ e (1)t
0

0 T

T
_ )\e—ax(e—aT _ 1) + e—a(;c—i—T)/ eatf(t)dt
0

On a effectué un changement de variable dans la seconde intégrale avec
u=t—-T. .

Ainsi, g est T périodique si et seulement si A\ = 127:” fOT et f(t)dt. Cette
constante existe car a # 0 et T' # 0. Finalement :

—a T T
g(x) = <leeTaT‘/O e“tf(t)dt> e~ —|—e_’””/ e f(t)dt

0

9.6 Equations différentielles

Exercise 9.11. On consideére I'équation (1—x2)y” —zy’+y = 0. Intégrez-la sur
] —1,1[ en posant x = sint. Intégrez-la sur | — oo, —1[ puis sur |1, +oo[. Etudiez
le probléme du recollement.

Exercise 9.12 (Solution). En posant x = sint,on a z(t) = y(sint), donc 2'(¢t) =
costy’(sint) puis 2”(t) = cos®ty”(sint)sinty (sint). Il s’ensuit que 1’équation
équivaut & z” + z = 0, et on trouve les solutions de la forme z(t) = Asint 4+
Bcost, ce qui redonne y(z) = Az + Bv/1 — 2?2 en utilisant Parcsin.

Pour x > 1, on peut poser x = cosht, et on a 2z’ — 2z = 0, puis 2(t) =
acosht + Bsinht. Cela donne y(z) = az + fv/x? — 1. En remarquant que si y
est solution de 1’équation, alors & — y(—x) aussi, on trouve que les solutions
pour x < —1 sont précisément de la méme forme.

Un recollement C' sur R n’est pas possible, par contre on peut construire
plein de recollements continus.

9.7 Equations différentielles

Exercise 9.13 (Fonctions de Bessel de premiére espéce). On pose 1'équation
différentielle non-linéaire (E,,) : 2%y” + 2y’ + (22 — n?)y = 0.

Soit la suite de fonction (J,), € F(R)N telle que Jy soit solution de (Ep)
et Jpp1(z) = %(I) — J/ (x). Montrez que J,, est solution de (E,). Montrez
que Joi1(z) + Joo1(z) = 22J,(x). En déduire que J,11 — Jp_1 = —2J! puis

T

4 (2" J,(2)) = 2" J,—1(z). Calculez J,(0)(= 0) pour n # 0.

Exercise 9.14 (Solution). On va raisonner par récurrence. On fixe f = %(I) -

J! (z). Il s’agit de montrez que f vérifie (E,41). Calculons déja J;/" en dérivant
(En) :
Vo, 22J) + 22T + I+ ad! + 22 d, + (2% —n?)J, =0
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Ainsi :
Vo, —2?J! =3xJ! + (2* —n® +1)J. +22J,

Ensuite, on a :

2ndy,

22 f"(x) = anJ!! — 2nJ!, + L z2J!"
T

2
=aJ/(n+3)+ J, (2> —n®> —2n+1)+ J, (:+2x>

Puis : n
of' (z) = —aJ] + nJ), — ;Jn

Ainsi :

$2f”+$fl+($2 —n2)f

nd,

— 2 I (n+2) + Iz —n? —n 1)+, <£+2x) ~ (2%~ (n+1)?) ( —J;,>
n x
2
= 2J"(n+2) + J.(n+2) + (2% — n2)J, +
x
=0
On obtient la derniére égalité en multipliant la ligne par 43 et en utilisant
I’hypothése de récurrence : J, est solution de (E,). On a bien montré que

nJy

Jny1 = "5 — J,, est solution de (Eyy1).

Gréce a cela, on exprime % — Jpt1 en fonction de J,_1. D’une part :
. . —1)Jp_ nJ! _
% —Jpy1 = "i" + J/,. Ensuite, on a aussi : % = nln xg n=l — —=1 On
Py 4o : / (n=1)J;,_, (n=1)Jn_1 "
peut aussi dériver 1’égalité pour obtenir : J), = = — 2 —J_1.
Ainsi :
2nd, J nd, iy
_ L= —2
T n+ T n
! /
_ n(n — 1)J7L—1 _ an—l + (n — 1)‘]7171 _ (n — 1)Jn—1 _J"
o x2 x T 2 n-l

—1
=— (@1 +aJ,_ —(n—1)"Jy1)

=Jn1

On a utilisé (E,_1) pour obtenir la derniere ligne.
Ensuite, on a un systéme de deux équations. On en déduit :

In-1(x) + Jns1(x) = 2?"]”(33)
Jpn—1— Jn-i—l = 2J1I~L
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Pour calculer la dérivée souhaitée, on a :

% (z" o () = na™ 1T, (x) + 2™ T, ()
z" <2an(x) N 2J7,1>

2 T

=a"J,—1(2)

On a simplement sommé les deux égalités précédentes pour obtenir la der-
niere ligne.

La valeur de J,(0) pour n # 0 peut étre obtenue en faisant tendre z — 0
dans D'équation différentielle. On obtient immédiatement que —n2J,(0) = 0.
On notera aussi que J/ (0) = 0 pour n > 1 grace aux égalités précédentes. En
fait, on peut aller beaucoup plus loin dans le développement de Taylor en O :
Jo(x) € o(z" 1) et méme J,(x) € O(z"~ 1), voire J,,(2) = —=a™ + O(z"+2).

nl2n

Les fonctions de Bessel de premieére espeéce ont encore plein d’autres pro-
priétés. On pourra les voir en Spé par exemple. Il en existe aussi de "seconde
espece’, mais elles sont bien plus loin du programme. Ce sont des réponses a
des problemes physiques de mécaniques ondulatoire en particulier. On notera la
formule générale (qui donne les valeurs explicites de Jy) :

1 ™
In(z) = — / cos(nt — xsint)dt
0

™

9.8 Equations différentielles

Exercise 9.15. Soit (E) une équation différentielle homogene linéaire du 274
ordre (pas a coefficients constant) dont on connait une solution yy qui ne s’annule
pas. On pose z : y(z) = z(x)yo(x). Résolvez (E).
Exercise 9.16 (Solution). On pose (E) : a(x)y”(z) + b(x)y'(z) + c¢(x)y(z) =0
d’inconnue la fonction y. En posant z tel que y = z.yg, on a :
ay” +by' + cy = a(z.y0)" +b(2.90)" + cz.y0
=a(z" yo + 22" yy + z.yy) + b(2"yo + 2.y() + cz.90
= (ayo)z" + (2ayp + byo)z" + (ayg + byo + cyo)z

Comme g est solution, on obtient donc que 2’ vérifie ’équation linéaire en
f du premier ordre : a(x)yo(z) f/(x) + (2a(z)y(z) + b(x)yo(x))f = 0. Ce qu’'on
sait résoudre !

9.9 Equations différentielles

Exercise 9.17. Soit ¢ une fonction C' tels que : 34 € R,Vx > A, q(z) >
0 et ¢’(x) > 0. Montrez que les solutions de 3" + g(x)y = 0 sont bornées au
y'(z)?

voisinage de +oo. (Considérez z(x) = y?(x) + “)- pour T > A).
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Exercise 9.18 (Solution). Si y est solution de I’équation, on a alors :

/ //1

!
2 (2) =2y — L+ 2y
q q
29
= "
<0
Par suite, z est une fonction positive et décroissante au voisinage de +oo :

elle y est bornée. L’inégalité Vo > A,0 < y%(z) < z(z) prouve alors que y est
bornée au voisinage de +oc0.

9.10 Equations différentielles

Exercise 9.19. Avec u = 2’ + iy, résolvez :

" /

' =wy
"= —wa! (avec conditions de Cauchy en 0)
2" =0
Exercise 9.20 (Solution). Avec u =z’ +iy’, on a v’ = —iwu, puis :

u = upe™’ = (2'(0) coswt — ' (0) sinwt) + i (2/(0) sin wt + y'(0) cos wt)

Ainsi, on obtient en intégrant :

x(t) = @ sinwt + @ coswt + z(0) — y/o(JO)
Et : , , ,
y(t) = 7$£]0) coswt + # sinwt 4 y(0) + xf}O)

L’équation sur z s’intégre indépendamment en z(t) = 2'(0)t + z(0).

9.11 Equations différentielles

Exercise 9.21. On considére I’équation y' = y + 22y? pour laquelle on admet
le théoréme suivant : pour tout (zg,y0) € R?, il existe un unique couple (I, f)
appelé solution mazimale tel que f soit solution de 'équation sur I avec f(xq) =
Yo et f n’admet pas de prolongement (qui reste solution) & un intervalle qui
contient strictement I.

Donner 'expression des solutions maximales de cette équation.

Exercise 9.22 (Solution). On fixe (xg,y0) € R? et (I, f) I'unique solution
maximale associée. Si yo = 0, alors la solution f = 0 et I = R convient, et
par unicité, on a (I, f) = (R,z — 0). On se place du coup dans le cas ou f ne
s’annule pas sur [ :

f/

f

:x2

|



Des lors, g = 1/r vérifie ¢’ + g = 2. En intégrant, il existe \ : g(z) =
Ae™®—x2+42x—2. Or on a aussi g(zg) = 1/y0, donc A = 0 (y%) +x3 — 270 + 2).

Finalement, f(z) = m sur le plus grand intervalle (contenant
xo) sur lequel le dénominateur ne s’annule pas.

Ce raisonnement permet de traiter les équations différentielles, dites de Ber-
noulli, de la forme : y' = a(x)y + b(x)y™.

9.12 Equations différentielles

Exercise 9.23. Soit f € C?(R). Montrez qu'’il existe au plus une application
g € C?(R) telle que (puis appliquez avec f = cos) :

Y, g(x) = /Oz(fv —t)g(t)dt + f(z)

Exercise 9.24 (Solution). On pose F une primitive de t — tg(t) et G une de
t+— g(t). On a alors g(x) = 2G(z) — 2G(0) — F(z) + F(0) + f(z).

En dérivant deux fois, on obtient que g est solution au probleme de Cauchy
9" (x) — g(x) = f"(x) et g(0) = £(0) et ¢’(0) = f'(0). De fait, si une solution
existe, alors elle est unique (attention, elle n’existe pas forcément).

Les solutions homogenes sont de la forme Ae™™ + pe®, donc pour f = cos,
on obtient g — g = — cos, puis g(z) = Ae™ + pe” + 3 cos x. Avec les conditions

initiales, on trouve A = p = 1, d’'ott g(x) = % (coshz + cosz).

10 Espaces euclidiens

10.1 Espaces euclidiens

Exercise 10.1. Soit F un espace euclidien. Soient (u;); unitaires tels que Vi #
Js (uiluj) = a # 1. On cherche o quand (u;); est liée.

Montrez que ), u; = 0, puis en déduire a.

Donnez un exemple (en dimension 2, voire 3) d'une telle famille et déterminer
la taille d’une famille équi-angulaire.

Exercise 10.2 (Solution). On sait que la famille est liée. Soit (A;); tels que
>_iAwu; = 0. Pour tout j, on a d'une part : (32, Aiugluy) = Aj + 32,5 @\
et d’autre (3, Ajus|lu;) = (Olu;) = 0. On appelle A = 3. A;, et on a donc :
Aj + a(A — ;) = 0. Ainsi, on obtient :

—a
A=
J 11—«
C’est une valeur qui ne dépend pas de j, donc on peut poser A = A\; = ... = A\,

et on obtient > . Aju; = Y . Au; = A, u;. Finalement : ), u; = 0.
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Ainsi, on peut maintenant regarder I’égalité sur la norme de ), u; :

2

I
]
U

= > (uluy)
= Za—l—Zl

i#j i=j
=n(n—1la+n
On en déduit immédiatement o = n_—}l Attention, n est ici la taille de
la famille, pas la dimension de 1’espace E'! On sait que la famille est liée,
donc dim(Vect((u;);)) < n — 1. En dimension 2, on peut par exemple prendre
un polygone régulier (disons un triangle équilatérale), et prendre wu; les vecteurs
du centre du polygone a ces sommets. En dimension 3, on a la méme chose avec

les polyedres réguliers.

10.2 Espaces euclidiens

Exercise 10.3. Travail sur la transposée de f : E — F, & savoir ! f : I'* — E*
définie par ' f(I) =1lo f.

10.3 Espaces euclidiens

Exercise 10.4. Soit A = ch IZ € M3(R). On définit ¢ : R? — R par

® ((il) , (zl>> = azx1y1 + b(z1y2 + x2y1) + cxay2. Montrez que ¢ est un
2 2

produit scalaire si et seulement si tr(A) > 0 et det(A) > 0.

Exercise 10.5 (Solution). Quoi qu’il arrive, ¢ est bi-linéaire et symétrique,
avec ¢(0,0) = 0, quelque soit les valeurs de a,b et c.

@ est définie positive si et seulement si ¢ ((?) , <§1>) > 0 pour tout
2 2

T X
() () ot

Pour (') = 1 , on obtient a > 0. Pour ) 0 , on obtient ¢ > 0.
i) 0 €To 1
Ainsi, tr(A) > 0.

x1,%2. Oron a :

95



Pour le déterminant, on peut utiliser un argument de Cauchy : on regarde le

polyndme de degré 2 at? + 2bt +c = ((i) , <i)> > 0. Comme ce polynoéme
ne s’annule pas sur R (il est toujours > 0), son discriminant est strictement

négatif, or A = 4b? — dac = —4 det(A). Donc det(A) > 0.

1
garde un signe (strict) constant quand ¢ varie. En particulier, pour ¢t = 0, on en
déduit que ce polynome est du signe de sa valeur en 0 : ¢. Or, comme tr(A) =
a+c>0etdet(A) = ac— b2 > 0, on en déduit ac > 0 d’olt a et ¢ de méme

signe et comme a+c¢ > 0, a > 0 et ¢ > 0, et finalement Vy, ¢ ((i) ; (i)) > 0.

Travaillons sur la réciproque maintenant. Si det(A) > 0, alors ¢ ((i) , (t>>

En outre, ¢ <<(1)> , <(1))> = a > 0. Ainsi, soit 1,22 € R. Si x5 # 0, alors soit

t= %, on a <2> = x5 (i), donc :

RGO
()6

A((5)(5)) =12((0) () -

On a prouvé que ¢ est un produit scalaire si et seulement si tr(A) > 0 et
det(A) > 0.

Z1
X2
1

0

10.4 Espaces euclidiens

1 1
Exercise 10.6. Onpose u = | 0|, v = | 1]. Calculez {u}*, {v}+ et {u,v}*.
0 2
0 0
Exercise 10.7 (Solution). dim{u}! = 2, et on a une base évidente 11,10
0 1
0 )
dim{v}* = 2, et on a une base 2 1,11 . Pour trouver une telle
-1 2
0
base, on prend d’abord un vecteur orthogonal & v, disons w = | 2 |. Ensuite,
-1
on cherche un vecteur qui est orthogonal a v et a w. Pour ce faire, nommons
a
ce vecteur e = | b |. On doit respecter les deux égalités (v|e) =a+ b+ 2c =0
c
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et (wle) = 2b — ¢ = 0. On sait aussi qu’on peut choisir 'un des coefficients
librement (non nul) car dim{v,w}*+ = 1. Le plus simple est de prendre b = 1,
alors c=2 d’apres 2b —c =0, et a = —5 d’aprées a+ b+ 2c = 0.

a
dim{u,v}* = 1 car u et v sont libres, et on a une base (f) = b
c
0
Alors on doit avoir (u|f) =a=0et (flv) =a+b+2c=0. Ainsi, f = | -2
1

10.5 Espaces euclidiens

Exercise 10.8. Soit u et v deux vecteurs distincts d’un espace euclidien F tels
que ||u]| = [|v]]. Soit H ={x € E; ||u — z|| = ||[v — z||}. Faites un dessin dans
le plan et dans I'espace. Montrez que H = {u — v}, en déduire la dimension de
H. Montrez que v est I'image de u par la symétrie orthogonale vis-a-vis de H.

Exercise 10.9 (Solution). Il est fortement conseillé de faire des dessins!
On obtient la construction de la médiatrice et du plan médiateur.
On a la suite d’équivalence :

re H
Sllu—zl| = [lv - =]
S(u—zlu—2x) = (vy]vs)
Sllull® = 2(ulz) + |lz|]* = ||v]|* — 2(v]z) + [|=[|?
& (ulz) = (v|z)
S(u—v|r)=0

On a utilisé 'hypothese ||[u|| = ||v||. Ainsi, on a bien H = {u —v}*. On
en déduit que H est un hyperplan, que sa dimension est dim EF — 1, et qu’on
peut fabriquer une base orthogonale de E en prenant une base orthogonale de H,
disons (e;)1<i<n—1 €t en lui adjoignant un vecteur normal & H, par exemple u—v.
Alors, la symétrie orthogonale a H est ’application linéaire sy qui s’exprime
dans cette base par :

{ Vi, sp(ei) =e;

sp(u—v)=—(u—0)

On exprime maintenant u dans cette base : u =3, ﬁ;‘j‘g e;+ mf;ﬁg (u—w).
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Dés lors, on peut calculer sg(u) :
(ule;) ulu — v)
SH(U):Z||6||2 H( )+MSH(U—U)
(ule;) —(ulu —v)
= e; + u—v
=2 e Tt )
(vle:)) . (v]u—w)
= e + (u—v)
Zi:H@in [lu = ol

=V

Pour le terme de gauche, on a utilisé e; L (u — v), donc (ule;) — (v]e;) = 0.
Pour le deuxiéme terme, on a utilisé (vju—v) = (v|u)—|[v]|* = = (||u||? = (v|v)) =
—(u — v|u).

10.6 Espaces euclidiens

Exercise 10.10. Soit F un espace euclidien. Montrez qu’'une application li-
néaire qui est orthogonale et auto-adjointe est une symétrie orthogonale. "auto-
adjointe’ signifie que Ve, y, (z] () = ((x)ly) et "orthogonale’ Va, y, (f(z)]f (1)) =
(aly)-

Exercise 10.11 (Solution). Soit g Papplication en question.

On pose (e;); une base orthonormée de Ker (¢ — Id) et on la compléte en
une base orthonormée de E : B = (e, ..., €k, fit1, - fn). On veut montrer
que Vi, g(e;) = e; et Vj,9(f;) = —f;. La premiere égalité est évidente dans la
mesure ol e; € Ker (g — Id). Soit maintenant p fixé. On calcule les coefficients
de ¢g*(f,) dans la base B grace au produit scalaire. On note que (f(f(z))|y) =

(f(@)|f(y)) = (z|y), donc :
Vi, (g (fy)lei) = (fole:) =0

Vi, (G (Fo)lf3) = (fol f5) = s
Donc g?(f,) € Vect(f,). Onpose A tel que g(f,) = Afp. Onaalors (¢%(f,)| fp) =
A2, d’ott A? = 1 par I'égalité au-dessus. Comme f, ¢ Ker (g — Id) d’apres la
maniére dont on I’a définit, on obtient que A = —1, et ainsi g(f,) = —fp. g est
bien une symétrie orthogonale.

10.7 Espaces euclidiens

Exercise 10.12 (Fonction scalaire de Leibnitz). Soient (a;); € R™ de somme
non nulle et (A4;); € E™ d’un espace euclidien E. On construit f : E — R
définie par f(M) = >, a;MA? = 3. a;||M — A;]|*>. On pose G le barycentre
e {(4;,a;)},, c’est-a-dire 'unique point tel que ), a,GA; = 0. En déduire que
FM) = £(G) + (35; a:) MG?.
Soient A et B deux points du plan et a et b deux réels. Quel est le lieu des
points M du plan qui vérifient a AM? + bBM? = k ou k est une constante ?
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Exercise 10.13 (Solution). On regarde (3, a;) MG? grace la définition de G,
qu’on peut réécrire pour plus de clarté ), a,G =", a; A;

@) =Y a (IGI7 + |4 - 2(G1A))
- ZaiHAiHQ +ZCM||GH2 -2 (G ZaiAi>

= allAill* + ) ail| Gl -2 <G Za¢G>
= Zai”Ai”Q +Zail|G\|2 - QZai(G|G)
= Zai (I1Al1* = |GI1?)

Ainsi, on peut calculer que :

(Z ai) MG? = (Z ai> (1M]]* +[|G]]* — 2(M|G))
= (Za) ||M|2+§;ai|a||22<M G)

= (Zai>IIM|2+Za¢IGll2—2<M Ai)
—Zaz (M7 + []A][* — 2(M] A;)) Zazllz‘lI\“rzazl\Gll2

- (z ) VAT £(6)

On obtient bien la formule désirée.

En particulier, si on cherche 'ensemble des points M du plan tel que a AM?+
bBM? = k, en supposant a + b # 0, on obtient que correspond aux points du
plan tels que (a + b)MG? = constante, c’est donc un cercle de centre G (le

barycentre de {(A,a); (B,b)}). Son rayon vaut \/%Jr(bc) = \/%ﬂ;}ﬁm

Dans les cas extrémes, ce cercle peut se réduire au point G ou méme a I’ensemble
vide (théoréme de Leibnitz).

10.8 Espaces euclidiens

Exercise 10.14. Pour i, j, calculez Iif) 2% (2%)Z (%)J Pour P,Q € R[X],
calculez ;20 57 P (55) Q (35)- On note (P|Q) cette quantité. Montrez que
c’est un produit scalaire. Montrez qu’il n’existe pas de @ € R[X] tel que VP €

R[X], (P|Q) = P(0). Commentez.
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Exercise 10.15 (Solution). Fixons 4,j. Alors :

+o0o 1 1 A 1 J +oo 1 k 1 21+i+j
;27 <2k) (2’“) =2 (21+i+j) T 1t ol — ]

k=0

Ensuite, écrivons P =3, p; X; et Q = 3_, ¢;X’, on trouve :

+oo ¢ J 1+i+j
1 1 1 1 pig; 2T
2 7’ <2k) ( ) Zp?q] sz‘) <2k> <2k> - QI ]

k=0

Cette quantité définit bien un produit scalaire :

Api j21+i+] 45 -

e (A\P|Q) = Zi,j é’ﬁiiﬁ = )\Z” %ﬁ AMP|Q)
i+ oltity ; oltiti 7 oltity
e (P+R|IQ) = Zi,j% = > B+ 2y ot =
(PIQ) + (RIQ)

; j21+1',+_7‘ ; j21+i+.7‘ -
d (P\Q):Z‘j%ﬁzzij%ﬁ*(ﬁp)
o (P|P)= ;:03 7 P% (55) = 0 (tous les termes sont positifs)

Si (P|P) =0, alors on a une somme de termes positifs qui est nulle, donc
tous les termes sont nuls : Vi, 5xP? (5x) = 0, donc P a une infinité de
racines, donc P est le polynéme nul.

Supposons qu'il existe @ € R[X] tel que VP € R[X], (P|Q) = P(0). Alors,

n(n+1)

notons M = supyg 1) |Q| qui existe car @ est continue. Soit P, = (— 1)”+12 (X—
1) (X — %) (X — —) . (X — —) le polynéme qui vaut 0 sur tous les 27 pour
i€0,n] et 1en0. Pouri <mn <k, ona:|z5x—q5|< -| = &, donc

| P, (1/2%)| < |P,(0)] =1 en effectuant le produit. Dés lors :

1 1 1 1 M
ZM”(%)Q(%)‘SZ%XlxM:wﬁO

k>n k>n

Vn, |[(P|Q)] =

Cela contredit 'hypotheése (P,|Q) = P,(0) = 1. Dés lors, il ne peut pas
exister de @ tel que VP € R[X], (P|Q) = P(0).

Autre méthode, proposée par Mathilde Colin de Verdiére : Si ) est
tel que VP € R[X], (P\Q) P(0), alors en particulier, (XQ|Q) = (XQ)(0) =
Sauf que (XQ|Q) = Zk o 2% Q? (zlk) est une somme de termes positifs. Donc
si cette somme est nulle, alors tous les termes sont nuls, et en particulier :
Yk, Q? (2%) = 0, donc @ a une infinité de racines. Il s’ensuit que Q = 0
(le polynéme nul). Mais alors VP € R[X], (P|Q) = (P|0) = 0, ce qui n’est
pas ce qu'on veut. Ainsi, il n’est pas possible de trouver @ € R[X] tel que
VP € R[X], (P|Q) = P(0).

Cela donne un produit scalaire tres étrange : il contrevient au théoreme de
Riesz. Le théoreme de Riesz dit que si E est de dimension finie, toute forme

100



linéaire ¢ : E — R s’écrit comme ¢ = (z|-) pour un certain z € E. Ici, on
a un espace R[X] (de dimension infinie) et une forme linéaire ¢ : P — P(0)
qui ne s’écrit pas comme "un produit scalaire contre quelque chose". On a donc
montré que le théoreme de Riesz n’est plus vrai en dimension infinie. Il existe
des versions du théoréme de Riesz en dimension infinie, mais elles sont bien plus
compliquées.

Notons que tout argument montrant que trouver @ (tel que VP, (P|Q) =
P(0)) est impossible doit utiliser une infinité de dimension : nos arguments
doivent échouer en dimension finie. Dans la premiére méthode, on voit bien qu’on
a besoin d’une infinité de dimension pour construire les P,. Pour la deuxiéme
méthode, c’est plus subtile : imaginons qu’on essaye de faire fonctionner cet
argument dans F de dimension finie (on peut réfléchir comme si F C R,[X]
pour un certain n, ce n’est pas forcément le cas, mais I'idée est la méme) alors
il est possible que X@Q ¢ F, ce qui fait échouer argument. C’est parce qu’on
peut toujours prendre X @ dans R[X] que 'argument y fonctionne.

N.B. : On peut se poser la méme question avec d’autres produits scalaires.
Avec le produit scalaire terme a terme, (P|Q) = >, prqk, prendre @ = 1 donne
(P|Q) = P(0). Avec le produit scalaire intégral, (P|Q) = fol PQ), ce n’est pas
possible : toujours avec M = supyy 11 |Q|, et P, = (1 — X)", on a [(F,[Q) | <

fol M(1 - z)"dz = ;25 — 0 alors que P, (0) = 1.

10.9 Espaces euclidiens

Exercise 10.16. On pose U, U = arccos (%) Si dim F > 3, montrez qu’il

n'existe pas ui, us, uz € E tels que Vi # j, u;, u; > 2.

Exercise 10.17 (Solution). L’angle ne change pas en renormalisant les vec-
teurs, donc on peut choisir uy, us, us de norme 1.

Si w1, ug et ug sont sur une méme droite, i.e. dim Vect(uy, us,us) = 1, alors
u; = Fu; car les vecteurs sont unitaires. Donc l'angle entre u; et u; est 0 si

u; = u; ou 7 si u; = —uy. Mais si deux des angles valent 7, alors le troisieme
. —_— —_— —_—
vaut 0 : disons que uy, us = uy,uz = 7, alors us = —uy; = ugz, donc ug, uz = 0.

En dimension 2, les vecteurs unitaires correspondent a des points du cercle
unité. il n’est pas possible de placer 3 points a strictement plus d’un tiers de
cercle les uns des autres (un dessin fonctionne).

En dimension 3, considérons u}, le projeté orthogonal de uz dans le plan
P = Vect(uy,uz). Complétons (u;) et une base orthonormée (uq,e2) de P. On a
ufh = (us|ur)ur + (uglez)es. Donc (uf|ur) = (us|ui). Mais par un raisonnement
analogue : (uf|ug) = (us|uz). Donc on a trois vecteurs us, ug, u5 en dimension 2
avec des angles de strictement plus que %’“ : ce n’est pas possible.

Finalement, comme on n’a que trois vecteurs, ’espace qu’ils engendre est de
dimension au plus 3 : on a traité tous les cas.

On pourra aussi essayer de montrer qu’une famille (uq, ..., u,) qui est obtuse,
ie. (u;|uj) <0, vérifie toujours p < n+1 ot n = dim Vect(u1, ..., up).
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10.10 Espaces euclidiens, Cauchy-Schwartz

Exercise 10.18. Soit E un espace euclidien avec son produit scalaire (-,-).
Soit P € Z(FE) de norme < 1 (i.e. Vo € E,||Pz|| < ||z||) et auto-adjoint
(Vz,y € E, (z, Py) = (Px,y)). Montrez que (z|y)px = (z|(idg — AP)y) est un
produit scalaire pour tout 0 < A < 1.

Exercise 10.19 (Solution). (-
P est auto-adjoint :

(Ylz)pr = (y,2) — Ay, Pz) = (z,y) — Az, Py) = (z|y) pa

-)p,a est linéaire & gauche. En outre, on a, comme

Ainsi, (+]-)px est symétrique. Cela montre que (-|-) p, est bilinéaire.
Soit x € F, alors, d’aprés Cauchy-Schwartz et 'inégalité sur la norme de P :

(@lz)px = [lall* = Mz, Px) > [Ja]|* - [| Pl x [lz]| > ||2[]* = [l2[| x [lz[| = 0

Ainsi, (|)p.x est positive. Vérifions qu’elle est définie positive. Soit u # 0
tel que (z|z)p,x = 0, alors, par Cauchy-Schwartz :

1
Fll? = (@, Pa) < flz]| x || Pz]|

[| Pz
. lel . . 7’ . . 7z . o .
ce qui n’est pas le cas. Ainsi, on en déduit que (+|-)p,x est bien définie positive :

c’est un produit scalaire.

Il s’ensuit que : > %, donc la norme de P est plus grande que % > 1,

10.11 Espaces euclidiens, Cauchy-Schwartz

Exercise 10.20. Soient z,y,z € R tels que 22 4+ 32 + 22 < 1. Prouvez que
(x4 2y + 32)? < 14 et étudiez les cas d’égalité.

On suppose maintenant que x?+2y?+32% < 1. Prouvez que (z+y+2)% < 11/6
(on pourra poser ¢(x,y) = x1y1 + 2x2y2 + 3x3ys et montrez qu’il s’agit d’un
produit scalaire).

Exercise 10.21 (Solution). On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwartz avec :

T 1 2 2\ |2 1\ |[?
(z+2y+32) = | |y 2 <y 2 < 1x(1242%43%) = 14
z 3 z 3
T 1
Le cas d’égalité est obtenu lorsque | y | est colinéaire a | 2
z 3

Inversement, ¢ est bien un produit scalaire (on peut regarder I’exercice sur les
produits scalaires issus de matrices 2 x 2), donc on peut 1'utiliser pour regarder
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x 1
I'inégalité de Cauchy-Schwartz sur le produit scalaire ente | y | et | 1/2

z 1/3
z 1 2 2\ |I° NIE
(ety+2) =9 | (v ]| [ 2] | <||v 2 ||| < 1x(1242x17+3x1/5%) = 11/
z 3 z/ ], 3 o

10.12 Espaces euclidiens, Cauchy-Schwartz

Exercise 10.22. Soient a < b deux réels. Etablissez I'inégalité suivante puis

ses cas d’égalité :
b 2 b
(/ f(t)dt) < (b—a)/ FA(t)dt

Exercise 10.23 (Solution). On peut écrire 'inégalité de Cauchy-Schwartz avec

le produit scalaire sur les fonctions (f|g) = f; fg. On regarde le produit scalaire
entre fet1l:x—1:

b 2 b b b
( / f(t)dt> — (f]1)? < / 12dt x / F()dt = (b— a) / P2t

10.13 Espaces euclidiens, Cauchy-Schwartz
Exercise 10.24. Soit n un entier. Prouvez que VA € M, (R), tr(A) < /ny/tr(*tAA).

Exercise 10.25 (Solution). On sait qu’on a un produit scalaire sur M,,(R) via
(A|B) = tr(*AB) En particulier, on peut faire le produit scalaire entre A et I,
puis appliquer 'inégalité de Cauchy-Schwartz :

tr({I,A) < \/tr(t1,I,)\/tr(tAA) = /nVtAA

10.14 Espaces euclidiens, Cauchy-Schwartz
Exercise 10.26. Montrez l'inégalité de Minkowski ((a;) et (b;) des réels) :

V2o (ar +be)? < V3T 6+ V3 b
Exercise 10.27 (Solution). Il s’agit de montrer la version itérée d’une inégalité
déja fort utile : a® + b2 > 2ab. En effet, cette inégalité revient & a? — 2ab +
b* > 0, ce qui est le cas (le membre de gauche étant (a — b)?). On pose A =
>, ai et idem pour B. On a donc : Y, (a +br)> = A+ B+2>", apbg; et a
droite : (VA++vB)? = A+ B+ 2VAB. On veut donc comparer (3, arbr)’ et
AB = (X3, a}) (3, b1). Clest exactement I'inégalité de Cauchy-Schwartz dans
al b1

R"™ pour les vecteurs a = et b et le produit scalaire usuel :

ap, by

-,

(@lb) = >, axby.
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Pour la culture, on pourra essayer de démontrer les inégalités plus générales
de Holder et de Minkowski, pour p > 1 et % + % =1:

o=

Sl < (o @bkw)é
(Z jax +bk”>; < <Z aklp> % + (Zlbklf’);

k k k

10.15 Espaces euclidiens, Matrices

Exercise 10.28 (Matrice de Gram). Soit e; € E et G = [(eile;)], ;. Si B = (€i)i
est une base orthonormée, montrez que pour z,y € E et X, Y € R" leurs
coordonées dans B, on a (z]y) = *XGY. Montrez que u € Z(F) est orthogonale
ssi G(ey,...,en) = G(u(ey),...,u(e,)) pour une base (e;);. On note G = det G.
Soit M la matrice de (e;); dans une base orthonormée, montrez que Montrez
que G = *MM, et que G(ey,...,en) # 0 ssi (e;); est libre. En déduire que G est
le carré du produit mixte. Pour (e;); libre, soit F' = Vect(e;); un sous-espace de

E, et x € F. Montrez que dist(z, F)? = gg(?;iezs)

Exercise 10.29 (Solution). On a X = ((z|e;)); et Y = ((yle;)):, donc :

XQY = (ales)(eiles)(yles)

= Z (Z(»ﬂ@i)@i €j> (ejly)

%

= > (ale))(wley)

=z |>_(wlej)e;

= (zly)

Siu € Z(F) est orthogonal, alors pour tout x,y, on a (u(z)|u(y)) = (z|y),
donc pour toute base (e;);, on a :

G(u(er), .., ulen)) = [(ule:) [ule;))]; ; = [(eiles)]; ; = Gle, ... en)
Réciproquement, si G(u(e1),...,u(en)) = G(ey,...,e,) pour une base (e;);
orthonormée, alors soit x,y € E. Alors, en notant U la matrice de u dans la

base des (e;); :

(u(@)lu(y) = “UX)GUY) = 'X(UGU)Y
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Or on sait ce que vaut ‘UGU : la matrice U est [(u(e;)|e;]. -, donc dans la

ij?
cellule 7,5 de 'UGU, on a ‘U;GU; ou U; est la i-itme colonne de U. Comme
EXUY = (z|y), on trouve que la cellule 4,5 de 'UGU est (U;|U;), c’est-a-dire
(u(ei)|u(e;)). Donc 'UGU = G(uley,...,u(e,)). Comme G(u(er),...,u(e,)) =

G(e1,...,ey), on trouve :
(u(@)lu(y)) = 'X(UGU)Y = 'XGY = (z|y)

Ainsi, u est bien orthogonale.

D’ailleurs, on a prouvé que si G(u(ey),...,u(e,)) = G(ey,...,e,) pour une
base orthonormée fixée, alors w est orthogonale, donc G(u(e}),...,u(e})) =
G(él, ..., e},) pour toute base orthonormée.

Soit fi, ..., fn une base orthonormée et M = [(e;lefi)]; ; la matrice de (e;);
dans cette base. Alors :

MM = [Z(eilfk)(eﬂfk)] = Kej

k

Z(&'Vk)fk)] = [(eiley)],; = G

k

Ensuite, (e;); est libre si et seulement si M est inversible, si et seulement si
det M # 0, si et seulement si G = det G = (det M)? # 0.

On remarque aussi qu'une fois choisie une base (f;); pour orienter E, on a
G = (det M)2, donc G est bien le carré du produit mixte.

Cela donne une maniere tres efficace de calculer le volume du parallélotope
engendré par la famille (e;); sans avoir besoin d’une base.

Premiérement, si « € F, alors d’un part dist(z, F) = 0, et d’autre part
la famille (x,e1,...,ep) est liée, donc G(z,eq,...,e,) = 0 d’apreés la conclusion
ci-dessus.

Supposons que = ¢ F et notons d = dist(x, F'). Alors soit (f;); une base
orthonormée de F' : le projeté orthogonale de = sur F est p(z) = Y, (x| fx) fx-
D’apres le théoréme de Pythagore || (x)||? + d? = ||z||?. Par ailleurs, comme
v = (v —7p(x)) + 7r(z) avec 7p(z) € F et (z — 7p(z)) € FL, et que les e;
sont dans F', on a (z|e;) = (wp(x)|e;) pour tout i. Donc le déterminant de Gram
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s’écrit (on note G = g(ey, ..., e,) par soucis de place) :
(zle1)
Gler,...,en,x) = G

(zlen)

(zler) o (zlen) ||zl
(mp(z)ler)
_ G :

( <:c>|en>
(rp@)ler) . (mp(@)len) llmr(@)|]? +d?
)

((I)

<7rp<5c>|en>
(rr(@)ler) .. (mr(@)len) lmr(z)l? (mr(z)le1)
=G(e1, ., n,Tr(x)) + d* X Gleq, ..., en)

Or le premier déterminant est nul, car mp(z) € F = Vect(ey, ...e,), donc

la famille (eq, ..., en, Tr(x)) est liée. On est ramené a Dégalité : dist(z, F)? =
g(ei,...en,z)
Glei,...en) °
On est capable de calculer immédiatement la distance de x a un sous-espace

vectoriel grace a une base de ce sous-espace.

N.B. : Ici, on peut utiliser le produit mixte pour conclure plus subtile-
ment. Il est conseillé de dessiner le raisonnement qui va suivre dans R3. En
effet, G(ey, ...en, x) est le (carré du) volume engendré par (e, ...e,, x) alors que
G(eq,...en) est le (carré du) volume engendré par (eq, ...e, ). On sait (on le faisait
au collége) que le volume engendré par (e, ...e,, ) s’obtient comme le volume
engendré par (eq, ...e, ) multiplié par la "hauteur' de x par rapport au "plan" des
(ei): (& Vespace engendré par les (e;);). Donc le rapport des deux volume donne
la hauteur, ou encore, mis au carré : dist(z, F)? = % Le calcul de
déterminant ci-dessus justifie algébriquement cette construction géométrique.

10.16 Espaces euclidiens, Matrices

Exercise 10.30. Soit M € GL,(R). Montrez que M = QR pour une unique
matrice @ € O,, et une unique matrice triangulaire supérieure R a coefficients
diagonaux positifs. Soit E euclidien, B = (e;)1<i<n une base orthonormée de FE,
(ui)1<i<n € E™. Montrez que |detp(u;)i| <[], [[ull-

Exercise 10.31 (Solution). Notons a, ..., a, les colonnes de M. Alors, d’apres
le procédé de Gram-Schmidt, il existe une unique famille orthonormée (ey, ..., ;)
vérifiant Vi, Vect(a,...,a;) = Vect(ei,...,e;) et (a;|u;) > 0. Comme M est
inversible, (e;); est une base. On peut écrire () la matrice dont les colonnes
sont les e; et R = [(aile;)]; ;. Alors @ est un changement de base orthogonal,
donc @ € O,, et R est triangulaire supérieur (en vertu de Vi, Vect(aq,...,a;) =
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Vect(eq, ..., e;)), & coefficient diagonaux positifs (en vertu de (a;le;) > 0). Les
coefficients de R sont bien strictement positifs car M est inversible.

Réciproquement, la donnée de ) et R donne un procédé de Gram-Schmidt,
donc on a bien l'unicité.

Pour informations, si la matrice M n’est pas inversible, elle peut toujours
se décomposer sous la forme M = @R, mais cette fois on ne peut plus de-
mander que les coefficients diagonaux de R soient strictement positifs ni que la
décomposition soit unique.

Maintenant, prenons (u;); € E. Si la famille est liée, alors son déterminant
est nul, donc l'inégalité est vérifiée. Sinon, la matrice M dont les colonnes sont
les u; est inversible, donc on peut donner un décomposition QR de M. Comme
R est triangulaire, son déterminant est le produit de ses coefficients diagonaux,
qui sont les (u;|e}), avec (e}); la base orthonormée décrite par Q). Dés lors, par
Cauchy-Schwarz, et avec ||ef|| =1, on a :

|dgt(ui)¢\ =|det M| =|det Q| x |det R| = 1 x

HUZ|6 <HHU1||
7

Cela s’appelle I'inégalité de Hadamard.

10.17 Espaces euclidiens, Matrices

Exercise 10.32 (Sous-groupe fini de GL(E)). Soit (E, (- \ )) un espace euclidien
et G un sous-groupe fini de GL(E). On définit (z|y) = #G > gec (9z]gy). Mon-
trez que (-|-) est un produit scalaire. Soit O’(E) le groupe orthogonal associé,
montrez que G est un sous-groupe de O'(E). Montrez qu’il existe ¢ € GL(E) tel
que Vg € G, pgp~! € O(E). En déduire que G est conjugué a un sous-groupe
fini de O(F) (conjugué : il existe ) € GL(E) et H un sous-groupe de O(E) tel
que G =y Hyp~1).

Exercise 10.33 (Solution). Comme G est fini, la somme (z|y) = #G >4 (9zl9y)
est bien définie. Comme tous les g € G C GL(FE) sont des applications hnealres
pour y fixé, la fonction = — #% >y (9z]gy) est linéaire (c’est un somme de
fonctions linéaires). En outre, (+|-) est symétrique car (-|) l'est. Pour € E et
g € G,ona (gz|gz) > 0, donc (z|z) > 0 car c’est une somme de termes positifs.
Si (x|z) = 0, alors tous les termes de la somme sont nuls car chaque terme est
positif. Or Idg € G car G est un groupe, donc (z|z) = 0, puis = = 0.

On a bien montré que (+|-) est un produit scalaire sur E.

G est un groupe, donc pour montrer que G est un sous-groupe de O'(E),
il suffit de montrer que G C O'(FE), c’est-a-dire que tout h € G est orthogonal
pour (-|), c’est-a-dire que Vh € G,Vx,y € E, (hz|hy) = (z|y). Or g — gh est
un bijection de G (de bijection réciproque g — gh~!), donc :

(ha|hy) = #GZ (ghx|ghy) = #G > (fzlfy) = (zly)

geG fea
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Donc G est un sous-groupe (fini) de O'(E).

Soit B = (e, ..., e,) une base de E, orthonormée pour (-|-), et B’ = (e}, ..., e},)
une base de E orthonormée pour (:|-). Soit ¢ l’endomorphisme de change-
ment de base B’ — B. Alors ¢! est le changement de base B — B’, donc
(99~ "eilgr ™ e;) = (gejlge]) = dij, puis (pgp~ eilpgp™e;) = (g~ eilgp~te;) =
8.4, donc pgp~t € O(E).

Prenons pour finir ¢y = o' et H = {pgp~! ; g € G}, alors H est un
sous-groupe (fini) de O(E) et G lui est conjugué par 1.

N.B. : Ce résultat est tres important, parce qu’il permet d’équiper d’une
structure puissante tous les sous-groupes finis de GL(FE), rien qu’en équipant

d’un produit scalaire (ce qui est souvent relativement facile & faire).

1

10.18 Espaces euclidiens, Matrices

Exercise 10.34. Déterminez les A € M,,(R) telles que VX € R", (X |AX) =
0.

Exercise 10.35 (Solution). Soient X,Y € R", alors :
0= (X + YIA(X +Y)) = (X|AX)+(V|AX)+ (X AY)+ (V|AY) = (Y|AX)+(X|AY)

Donc (Y|AX) 4+ (X]AY) = 0, mais on sait que (X|AY) = (*AX[Y), d’ou
VXY, (A+t A)X|Y) =0, donc VX, (A +* A)X = 0. Il s’ensuit que A = —*A4,
c’est-a-dire que A est antisymétrique.

Réciproquement, si A est antisymétrique, alors pour X € R™, on a :

(X|AX) = (*AX|X) = — (AX|X)

Donc VX, (X]|AX) =0.

11 Espaces vectoriels

11.1 Espaces vectoriels

Exercise 11.1. Soit F un K-espace vectoriel. Soient A, B et C trois sous-
espaces vectoriels de E vérifiant ANB = ANC, A+ B=A+Cet BCC.
Montrer que B = C.

Exercise 11.2 (Solution). 11 suffit de montrer que C' C B. Soit = un élément
de C. Alors x € A+C = A+ B et il existe (y,z) € AX B tel que x = y+ z. Mais
z € B C C et donc, puisque C est un sous-espace vectoriel de F, y = x — z est
dans C. Donc, y € ANC = AN B et en particulier y est dans B. Finalement,
x =1y + z est dans B. On a montré que tout élément de C' est dans B et donc
que, C' C B. Puisque d’autre part B C C,ona B =C.

108



11.2 Espaces vectoriels

Exercise 11.3. Montrer que a = (1,2,3) et b = (2, —1,1) engendrent le méme
sous-espace de R? que ¢ = (1,0,1) et d = (0,1,1).

Exercise 11.4 (Solution). Il suffit de montrer que ¢ € Vect(a,b) et d €
Vect(a, b) pour avoir Vect(a, b) C Vect(a, b). Ensuite, on montrera que Vect(a, b) C
Vect(c,d). On a rapidement : a = ¢+ 2d et b = 2¢ — d. Des lors, Vect(a,b) C
Vect(a,b). Inversement, on peut retrouver linéairement ¢ et d en fonction de a
et b en résolvant le systeme :

c+2d =a
2c—d =0b
On obtient ¢ = %a—i—%b etd= %a—%b.

Pour montrer que ¢ € Vect(a, b), on peut aussi chercher directement x,y tel
que ¢ = za + yb, ce qui revient a résoudre le systeme :

r+2y =1
20—y =0
3z+y =1

On trouve = 1/5 et y = 2/5 (il faut vérifier que les 3 équations sont vérifiées
par ces solutions). Ainsi, on a bien ¢ € Vect(a,b). On peut procéder de méme
pour les trois autres appartenances.

11.3 Espaces vectoriels

Exercise 11.5. Déterminer tous les polynémes P de degré 3 tels que P(—1) =
1, P(1) =0 et P(2) = 1. En combien de points faut-il évaluer un polynéme de
degré n pour le déterminer entierement ?

Exercise 11.6 (Solution). Ecrivons P = aX® 4 bX? + ¢X + d, on peut alors
écrire les conditions données :

—a+b—c+d =1
a+b+c+d =0
8a+4b+2c+d =1

On a un variable auxiliaire. On trouve par pivot :

b =—a-—1/
c =-2a+1/
d =2a

Finalement, I’ensemble des polynémes P tels que P(—1) = 1, P(1) = 0 et
P(2) =1est {aX®— (a+ 3)X?— (2a — )X + 2a;a € R}.
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11.4 Espaces vectoriels

Exercise 11.7. Soit F le sous-espace vectoriel de R* engendré par u = (1,2, —5, 3)
et v =(2,—1,4,7). Déterminer A et p réels tels que (A, u, —37, —3) appartienne
arF.

Exercise 11.8 (Solution). Raisonnons par analyse-synthése. Supposons qu’on
puisse trouver A, u tels que w = (A, u, —37,—3) € F, soit alors x et y tels que
w = zu + yv, on obtient en particulier le systéme suivant :

—Sr+4y =-37
3z+Ty =-3
Ontrouve:x:%ety:—% puis)\=u+2v=%75€t/i:21‘_v:%'

Réciproquement, les valeurs ci-dessus garantissent que (A, pu,—37,—3) =
xu + yv, donc (A, u, —37,-3) € F.

11.5 Espaces vectoriels

Exercise 11.9. Soit C' ’ensemble des applications de R dans R, croissantes
sur R. C' est-il un espace vectoriel pour les opérations usuelles ? Montrez que
V ={f € F(R);3(g,h) € C?, f = g — h} est un R-espace vectoriel.

Exercise 11.10 (Solution). C n’est pas un espace vectoriel car (x — z) € C
mais —(z — ) € C : C n’est pas stable par multiplication par les scalaires. Par
contre, C est stable par somme a coefficient positifs.

Soient (f,g,h,j) € Conposex = f—gety=h—j.Onazx+y=
(f+h)—(g+j) eV, —x=g—f € C,donc (V,+) est un groupe. Soit A, u € R,
si A > 0, on peut écrire : Az = (Af) — (Ag) € V, si A < 0, on peut écrire
Az = (JAlg) — (JA|f) € V. Donc V est stable par multiplication par des scalaires
réels. Reste a vérifier les 4 axiomes.

lea=1f-1g=f—-g==x
A+tpz=A+p)f—A+p)g=Af—-g)+ulf—9) =Iv+ px
Mz4+y)=AMf—g+h—F)=Af=Ag+Ah—j=dz+ )y
Az = (M) f = (Mg = Apf) = A(pg) = Auz)

11.6 Espaces vectoriels

Exercise 11.11. Dans le plan, on se donne n points Aq, ..., A,. Existe-t-il n
points My, ..., M, tels que A; soit le milieu de [M;, M;11] (1 <i<n-—1),et A,
soit le milieu de [M,, M1]?

Exercise 11.12 (Solution). On nomme ay, les affixes des Ay, et my, celles de M.
On peut écrire le systéme correspondant m,, +my = 2a,, et my + myg4+1 = 2ag.
Donc 241 = —2i + 2ag, puis z, = 2 Z}’;ﬂ(—l)”*“j a;. En utilisant la derniére
égalité, on a donc : 2)°, (—1)"*ay = (1 — (=1)")z1.

110



On a donc deux possibilités, soit n est impair, et alors on trouve une valeur
explicite pour 21, et ainsi pour tous les autres zj.

Si n est pair, il faut que Y, (—1)Far = 0. Si c’est le cas, on obtient un
systeme a n — 1 équations qu’'on a déja résolu. On a une infinité de solutions.
On notera que dans ce cas, le systéme de points Ay est centré en 0.

11.7 Espaces vectoriels

Exercise 11.13 (Fonction vectorielle de Leibnitz). Soient (a;); € R™ de somme
non nulle et (A4;); € E™ d’un espace vectoriel E. On construit f : E — E

définie par f(M) = >, a;MA; = > ,a;(A; — M). On pose G le barycentre
s

de {(A;,a;)};, c'est-a-dire I'unique point tel que ), a;GA; = 0. Montrez que

J(M)= (3, ai) M G. En déduire les coordonnées de G dans le repere de centre

O. Donner une représentation matricielle de ce résultat.
Que se passe-t-il si ) . a; =07

Exercise 11.14 (Solution). On a (ou MG est une constante vis-a-vis de Pindice

i) :
f(M) :Zaz(Az_M) :ZazAl—ZalM:ZaZG—ZalM:Zalm

En particulier, en regardant depuis le centre O, on a f(O) = ", a,;O—Az =
(>0 ai) 0C. Ainsi, si on note (g;); les coordonnées de G dans une base de
I'espace vectoriel en jeu, on a : g; = S > aiwij ol x; ; est la coordonnée
de A; sur le j-iéme vecteur de base. Ma‘c’lriciellement7 si on pose A = [z, ;]i; la

matrice qui donne les coordonnées des A; dans la base choisie, et @ le vecteur
ai

colonne | : |, on peut écrire : G = S tA.a.
G '
Si Y, a; = 0, alors on ne peut pas définir G. Par contre, la fonction f est

constante : f(M) =3, a;A; — >, a;M =, a;A; (qui ne dépend pas de M).
En particulier, pour j fixé, on constate que a; = — Z#j a;,donc f =3, a;A; =

—
Zi# a;A; — (Z#j ai) A; = Z#j a;A;A; ; en notant G le centre de gravité

de {(Ai, ai)}ixz;, on a aussi f = a;G;A; (cela fonctionne quel que soit j donné).

11.8 Espaces vectoriels

Exercise 11.15. Soit F' = {f ek, fol = 0} pour E = C°([0,1]). Montrez
que F' est un sous-espace et donnez un supplémentaire.

Exercise 11.16 (Solution). F' est le noyau de lapplication linéaire ¢ : f +—
fol f, c’est donc un sous-espace vectoriel. On peut écrire f = (f — fol f) +f01 f-
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Le premier élément est dans F' et le second est une fonction constante. Ainsi,
lespace des fonctions constantes, G = {z + ¢ ; ¢ € R}, est un supplémentaire
de F car on a E = F + G d’apres 'égalité précédente, et FNG = {x — 0} avec
un rapide raisonnement.

On peut d’ailleurs remarquer que pour tout élément = € E tel que ¢(x) # 0,
on a: F @ Vect(xz) = E, ce qu’on reverra quand on étudiera les hyperplans.

11.9 Espaces vectoriels

Exercise 11.17. Soit u € L(E) tel que V € E, (z,u(x)) est liée. Montrez que
u est une homothétie.

Exercise 11.18 (Solution). Comme pour tout z, (x,u(z)) est liée, on peut
poser Ay tel que u(z) = Azz. On a: u(z +y) = Aoty (T +Y) = AagyT + Mgty
d’une part, et en outre : u(z +y) = u(x) + u(y) = Azx + Ayy. En particulier,
si la famille (z,y) est libre, alors on peut identifier les coefficients et on a :
Az = Apty = Ay. Soit maintenant z fixé et S tel que £ = Vect(z) ® S. On
pose A = A, (qui est une quantité fixée), si y € S alors u(y) = Ay d’apres le
raisonnement précédent. Si y € Vect(z), soit u le scalaire tel que y = pux, on a
par linéarité u(y) = pu(x) = prx = A(ux) = Ay. Ainsi, u est une homothétie
de rapport .

NB : On peut aussi remarquer que (si dim £ > 2) on peut trouver deux
vecteurs x et z qui sont libres. En écrivant toujours E = Vect(z) ® S et A, = A,
on a u(y) = Ay; en particulier u(z) = Az et A, = \; or si y € Vect(x), alors
(y, z) est libre, donc A\, = X et u est bien une homothétie.

11.10 Espaces vectoriels

Exercise 11.19. Etudiez la liberté des familles suivantes :
e ((2,4,4,—1); (4,—1,—14,1);(0,3,—1,1))
o (fu, fv, fe) ot fy i x> sin(z +u) (a,b,c € R).
o (fu)nez ot fr x> nx+n?+ 1.

Exercise 11.20 (Solution). Regardons chaque famille :

e Soit a,b,c € C tels que au+bv+cw =0 (ot u, v, w désignent les vecteurs
de C* du sujet). On obtient un systéme de 4 équations a 3 inconnues, reste
a montrer qu’il est incompatible. En ajoutant les deuxiémes et quatrieme
lignes, on trouve ¢ = 0, puis en ajoutant la premiere et la troisieme, on
obtient a = 0, ce qui donne b = 0 pour finir. La famille est bien libre.

e Soient 7 et ¥ les fonctions cos et sin. On a f, = (cosu)Z + (sinw)y. De
fait, f., f» et f. sont 3 vecteurs qui sont des combinaisons linéaires de 2
vecteurs : ils forment une famille liée.

e fo, f1 et fo sont trois combinaisons linéaires des deux fonctions z +— 1
et © — x. Dong, la famille (fo, f1, f2) est une famille liée puis la famille
(fn)nez est liée en tant que sur-famille d’une famille liée.
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11.11 Espaces vectoriels
Exercise 11.21. Soit F' un sous-espace de F, et v,w € E. Montrez que :
F+RKov=F+Kw& Fue Fda,feK af#0et u+av+ fw=0

Exercise 11.22 (Solution). Comme v € (F + Kw) = (F + K.w), on peut
trouver x € F et a € K tel que v = z 4+ aw. De la méme maniere, on peut
trouver y € F et 8 € K tel que w = y + fv. Si a # 0, la premiére égalité donne
ce qu’'on souhaite. Si § # 0, la deuxieéme égalité donne ce qu’on souhaite. Si
a=p=0,alorsona (—x—y)+v+w=0o0u(—z—y) € F : on a encore gagné.

Réciproquement, si Ju, o, B : u+ av+ fv = 0 avec af # 0, on en déduit que
w = %(u + av), donc w € F + K.v. Pareillement, v € F + K.w. Finalement :
F+Kov=F+Kuw.

11.12 Espaces vectoriels

Exercise 11.23. Soient a,b,c € [0,1]3. On note Ry[X] Pensemble des po-
lynémes de degré au plus 2. Montrez l'existence de «, 3,7 € R tels que :

VP € Ro[X], [y P =aP(a)+ BP(b) +vP(c).

Déterminez explicitement ces réels en fonction de a, b, c.
Exercise 11.24 (Solution). On pose P(z) = pax®+p12+po, on obtient fol pP=
3p2 + 3p1 + po. D'un autre coté : aP(a) + BP(b) + vP(c) = (aa® + Bb* +
v )pa + (aa + Bb+ ve)pr + (o + B+ ¥)po. Ainsi, on a VP € Ry[X], fol P =
aP(a)+ BP(b) + vP(c) si et seulement si :

a+p+y =1
aa+ b+ e =1/
aa® + Bb? +yc? =1/3
On a un systéme de 3 équations a 3 inconnues (qui sont «, 8 et ), sa
résolution, si on parvient a I’existence d’une solution, prouvera ’existence d’un
triplet tel que VP € Ry[X], fol P = aP(a)+ BP(b) + vP(c). Or ce systéme est
équivalent & :

a+ B+ vy =1
Bb—a)+  A(c—a) =l2—a
Bb? —a®)+ y(c*—a®) =1/—a®
Puis a :
o+ B+ o =1
Blb—a)+ ~(c—a) =l2—a
Y(e—=a)(c—b) =1/3—1h(b+a)+ba
Ainsi, si a, b et ¢ sont différents, alors on a une unique solution au systeme :
__ 246bc—3c—3b
@ = 6(a—b)(a—c%
ﬁ — 24+6ca—3a—3c
6(b—c)(b—a)
_ 2+6ba—3a—3b
v 6(c—b)(c—a)
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N.B.: Si ¢=a (ou b=coua="b), on se retrouve avec 2 équations pour 3
inconnues, donc on a une infinité de solutions, une infinité de candidats («, /3)

valides pour VP € Ro[X], fol P = aP(a)+BP(b), dont on a I’expression explicite.

11.13 Espaces vectoriels

Exercise 11.25. Soient f et g deux formes linéaires £ — K. Montrez que :
fxg=0&g=0o0u f=0.

Exercise 11.26 (Solution). Le sens réciproque < est évident.

Supposons par I'absurde que f x g =0 avec f # 0 et g # 0. Alors, soit x € F
tel que f(x) # 0. Si g(x) # 0, on a une contradiction avec f(x) x g(x) = 0, donc
g(x) = 0. Soit y € E tel que g(y) # 0 (idem, on a f(y) = 0). On regarde avec la
linéarité :

flz+y) xglxz+y)=(f(x)+ f¥)(9(z) +9(y) = f(x)g(y) #0

On a donc une contradiction. Ainsi, on a montré que pour toutes formes
linéaires fetg: fxg=0& f=00ug=0.

11.14 Espaces vectoriels

Exercise 11.27. Soit E un K-espace vectoriel, u,v € Z(E). Montrez que :
Ker v C Ker v & Jw € Z(E),u = wowv. En déduire que : v injectif < Jw €
Z(E),wov=Idg

Exercise 11.28 (Solution). Le sens réciproque, <, est évident dans le mesure
ou si x € Ker v avec u = w o v, il s’ensuit que u(z) = w(v(z)) = w(0) = 0, puis
x € Ker u : Ker v C Ker u.

Le sens direct est plus difficile. Soit y € Im v et x € E tel que v(z) = y.
On veut définir w(y) = u(x), mais il faut vérifier que u(x) ne dépend pas du
choix de z tel que v(z) = y. Soit alors z,2’ € E tels que v(z) = v(a’) = v,
alors v(z — 2/) = 0, donc (z — 2/) € Kerv C Ker u, dot u(z —2') = 0

puis u(xz) = u(z’) : on peut bien définir w(y) = u(z) ol x est n’importe quel
antécédent de y par v.

Soit maintenant F' un supplémentaire de Im v dans E. On pose Vz € F,w(z) =
0. Cela permet de définir w par linéarité : pour tout = € E, on écrit = = y + 2
avec y € Im v et z € F et on pose w(x) = w(y) (ce qu'on a déja définit précé-
demment).

Vérifions que w € Z(F) et que u = wow. Soient x1,z9 € E et A un scalaire.
On écrit la décomposition sur E =Im v F : x1 = y1 + 21 et x2 = yo + 29, d’ou
z1 + Ar2 = (y1 + Ay2) + (21 + Az2). Dés lors, w(x1 + Aza) = w(y1 + Ayz). Or,
siv(ty) = y1 et v(ta) = ya, on a v(t + Ate) = x1 + Az, donc w(xy + Axa) =
u(ts + At2) = u(ty) + Mu(t2) = w(z1) + Aw(xz). On a montré que w est linéaire.

Ensuite, soit T" un supplémentaire de Ker v dans F. On écrit x = s+t avec
seKervetteT. On aalors :

w(v(x)) = w(v(s) +v(t)) = wv(t)) = u(t) = u(t) + u(s) = u(z)
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Donc on a prouvé le sens direct, =-.

11 suffit maintenant d’appliquer la propriété démontrée avec u = Idg, ce qui
est possible car v est injective si et seulement si Ker v C Ker Idg = {0}.

11.15 Espaces vectoriels

Exercise 11.29. Montrez que p est un projecteur si et seulement si Idg — p
est un projecteur.

Exercise 11.30 (Solution). p est un projecteur si et seulement si p?> = p.
Partant de ce présupposé, on teste :

(Idg — p)? =Idg — 2p+p* = Idg — p

On vient de prouver que si p est un projecteur, alors Idg—p est un projecteur.

Réciproquement, supposons que ¢ = Idg — p est un projecteur, alors (par
ce qu'on vient de montrer) Idg — ¢ est un projecteur. Or Idg — ¢ = p, ce qui
conclut.

On remarquera d’ailleurs que comme p vaut ’identité sur son image, on a :
Ker (Idg —p) =Im p et Im (Idg — p) = Ker p. Ainsi, le projecteur Idg — p est
le projecteur associé a p dans le sens ou si p projette sur F' parallelement a G,
alors Idg — p projette sur G parallelement a F.

11.16 Espaces vectoriels

Exercise 11.31. Soient f,g € £ (FE). Montrez que si f et g commutent, alors
Ker g et Im g sont stables par f. Réciproquement, montrez que si g est un
projecteur et que Ker g et Im g sont stables par f, alors f et g commutent.

Exercise 11.32 (Solution). Supposons que f et g commutent. Soit 2 € Ker g,
alors g(f(z)) = f(g(z)) = f(0) = 0, donc f(z) € Ker g. De méme, si y € Im g,
soit z € E tel que g(z) =y, on a f(y) = f(g9(z)) = g(f(x)), donc f(y) € Im g.
Ker g et Im ¢ sont stables par f.

Réciproquement, on suppose que g2 = g, et que Ker g et Im g sont stabilisés
par f. Comme g est un projecteur, on a £ = Im g @ Ker g, donc soit x € F
quon écrit z =y +zavecy €Im get z € Ker g. On a :

flg(x)) = flg(y) +9(2)) = f9(y)) = f(y)

On a utilisé que g(y) = y car g est I'identité sur son image. En outre :

9(f() = g(fW) +9(f(2) = f(y) + 0

On a utilisé que f(y) € Im g, et g est 'identité sur son image, et f(z) €
Ker g.
Ainsi, on a bien f(g(x)) = g(f(z)), donc f et g commutent.

115



11.17 Espaces vectoriels

Exercise 11.33. Soit £ = C°(R). On définit :

p:rfr—lz— mtf(t)dt
J

Montrez que p € Z(E). Est-ce que ¢ est injective ? surjective ?
Exercise 11.34 (Solution). On a :

o(f 4+ Ag)(x) = / Uf 4 g (0t

:/x tf(t)dt—s—)\/x tg(t)dt
0 0
= (o(f) + Xp(9))(2)

Ainsi, ¢ est linéaire.

© est injective : on regarde son noyau. Soit f € Ker . Alors Vz, p(f)(z) =
0, et comme ¢(f) est dérivable, on obtient Vz,¢(f) (z) = zf(x) = 0, puis
VY # 0, f(z) = 0 et par continuité, f est la fonction nulle. On a montré que
Ker ¢ = {x — 0}, c’est-a-dire que ¢ est injective.

© n’est pas surjective car ¢(f) est toujours dérivable : on ne peut pas at-
teindre tous les éléments de E. On peut tenter de calculer Im ¢. Soit g un
fonction C1(R) avec g(0) = 0, ¢’(0) = 0 et ¢’ dérivable en 0, alors on peut poser
fit—=d®/et f(0) =0. On a bien f € E grace aux hypothéses qui assurent
la continuité en 0. En outre, o(f) = [ t@dt = [g(t)]F = g(x) — g(0) = g(z).
Réciproquement, si g € Im ¢, alors on pose f continue telle que ¢(f) = g, on
a alors g(0) = foo tf(t)dt = 0, puis en dérivant ¢'(z) = zf(x), donc g € C*(R)
avec ¢'(0) = 0 et enfin gl(l;)%og(o) = f(z) converge quand = — 0, donc g est deux
fois dérivable en 0. Finalement (et on a bien un espace vectoriel) :

Im ¢ = {g € E;g € C'(R),g(0) = ¢’(0) = 0, ¢ dérivable en 0}

11.18 Espaces vectoriels

Exercise 11.35. Soit £ =C®(R) et U : f — [/ — 2xf. Pour n € N, calculez
Ker U™.

Exercise 11.36 (Solution). On a Ker U = Vect(z — eZQ), en résolvant I’équa-
tion différentielle.

Soit f € Ker E. On pose g tel que f(z) = g(z)e® (on va faire une méthode
de variation de la constante a lordre n), et on a : U(f)(x) = g'(m)ewz. Par
récurrence immédiate : U™(f)(x) = g™e*” . On trouve ainsi que f € Ker U"
si et seulement Va, g™ (z) = 0 si et seulement si g est un polynéme de degré
inférieur ou égal a n. Ainsi :

Ker U™ = {x s P(z)e; P € RH[X]}
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11.19 Espaces vectoriels

Exercise 11.37. Soient F' et G deux sous-espaces de F tels que F + G = E.
Soit F’ un supplémentaire de F'N G dans F. Montrez que F' & G = E.

Exercise 11.38 (Solution). Comme F' C F,ona: F'NG C F'n(GNF) = {0},
car F’ et G N F sont supplémentaires dans F'.

En outre, soit z € E. On peut écrire x = xp + z¢ avec g € F et xg € G,
car E = F + G. Ensuite, on peut écrire zp = yp + yg avec ypr € F' et
yog € (GNF) C G,car FF® (GNF)=F. Ainsi : ¢ = ypr + (Yo + xg) avec
yr € F' et (yg + z¢) € G. Finalement : £ = F' + G.

On a bien montré que : £ = F' & G.

11.20 Espaces vectoriels

Exercise 11.39. Soient E un espace vectoriel et (vy, ...,v,) une famille de vec-
teurs. On construit 7 : [1,n] — [1,n] par: 7(¢) = min{j ; v; € Vect(vit1,...,v;)}
ou les indices sont entendus modulo n.
N.B. : Si v; ¢ Vect(vi)ri, alors 7(i) = i, et si v; = 0, alors (i) = 1.
Montrez que 7 est une permutation.

Exercise 11.40 (Solution). 1l suffit de montrer que 7 est injective.
Tous les indices qui suivent sont a considérer modulo n.
Or si (i) = j # 14, alors il existe des coefficient A; 11, ..., A; tels que :

J
vy = E ALk

k=i+1

En outre, A\; # 0 car sinon, on aurait v; € Vect(v;41, ..., v;-1), donc m(7) < j.

Des lors :
1 =
v = x (Uz' - E /\kvk>

k=i+1

Si w(i') = j avec ¢’ < i (quitte & échanger les rdles de i et i, cela traitera le
cas général), alors il existe des coefficients () tels que :

j
vy = E [ Uk

k=i'4+1

On peut remplacer v; par son expression en fonction de (v;, ..., v;_1) de sorte
a obtenir une expression de v; en fonction de (vj41,...,vj-1), donc 7(i') < j,
ce qui est une contradiction :

Jj—1 1 Jj—1
vy = Z MUk + /\7] (vl- — Z )\kvk>

k=i'+1 k=i+1

Ainsi, si 7(i) = mw(i') # i, alors i =4’
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Reste & voir ce qui se passe quand 7(i) = i = =n(i’). Si v; = 0, alors
Vect(virg1, ..., v5) = Vect(viq1,...,0i—1), donc w(') < i. Si v; ¢ Vect(v;) 2
est non-nul, alors m(i') = i donne comme avant v; = 5 (vi/ - ZZ;,H )\ka),
donc en particulier v; € Vect(vy, ..., v;—1), ce qui n’est pas.

Finalement, 7 est injective donc bijective (car 7 : [1,n] — [1,7n]) : c’est une
permutation.

11.21 Espaces vectoriels

Exercise 11.41. Pour une permutation o € S,,, on pose le vecteur 7(o) € R
défini par ses coordonnées : (o ); = (7). On note t; = (j n) la transposition qui
échange j et n (si j = n, c’est l'identité). Montrez que la famille (7(¢;))1<j<n
est libre (n # 3).

Montrez que les points (7(0))ses, sont dans un méme hyperplan affine. En
déduire la dimension de l'espace affine engendré par (7(0))scs,, -

Exercise 11.42 (Solution). Soit A; tels que > ; A;m(t;) = 0. On pose A =
>_;Aj. Sur la coordonnée i, onam(t;); = isii ¢ {j,n}, w(t;); =netn(t;)n, =j.
De fait, en coordonnée i # n :

D> x i)+ Aixn=0
J#i

i A+ (n—i)X =0
j=1

—1

A= ——A

n—1
En coordonnée i = n, on a : Z?Zl jA; = 0. De fait, on en déduit : A, =

A n—1 42 s
= ~—. On a ainsi :

Jj=1 n—j-°
n n—1 . n—1 . n—1 .,.
1 j* j A—iji-n) n-1
j; J njzzln—j ;n—j njzzl n—j 2

Finalement, pour n # 3, on obtient que A = 0, puis, grace aux formules
précédentes, Vj, \; = 0 : la famille est libre. Pour n = 3, elle ne 'est pas car
A1 = =12, Ay = =1 et A3 = +3/2 convient.

On remarque que : Y1 o(i) = Y0 i = 22 Ainsi, la famille (7(0)),
n n(n+1)
2

est contenu dans I'hyperplan affine H = {z € R™; Y ", x; = } qui est
parallele & I'hyperplan (linéaire) Ker ¢ ot ¢ :  — > . x;. On a méme H =
7(id) + Ker ¢. En outre, pour n # 3, la famille (7(t;) — 7(id))1<j<n—1 est libre,
dans Ker ¢ et de cardinal n — 1, donc engendre Ker ¢ : la dimension affine de
(7(0))s est exactement n — 1.
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Pour n = 3, un dessin montre qu’on obtient bien un objet de dimension
affine 2. On peut aussi voir que le raisonnement précédent donne toujours que
(m(tj))1<j<n—1 est libre, ce qui permet de conclure que w(t1) et m(t2) sont
affinement indépendants.

11.22 Espaces vectoriels

Exercise 11.43. Soit F un corps fini & g éléments. On regarde F™, un espace
vectoriel sur F de dimension n. Montrez qu’il est possible d’écrire F"™ comme
la réunion de ¢ + 1 hyperplan Hy,..., Hy4q avec dim ﬂzq;rll H;, = n—2. On
commencera par le cas du plan, n = 2.

Exercise 11.44 (Solution). Prenons le cas n = 2, on veut écrire F2, qui a ¢>
éléments comme une réunion de g + 1 droites. Soit un point (z,y) de F2.

e Casx#0:Onpose A\ = £ Ona X e[ car c’est un corps et (z,y) =
x x (1,A) € Vect((1, N)).
e Casxz=0:0na (0,y) =y x (0,1) € Vect((0, 1)).
Ainsi, si on prend la réunion de toutes les droites (Vect((1,)))),cp avec la
droite Vect((0,1)), on a recouvert tout le plan F? par ¢ + 1 droites :

F? = Veet((0,1)) U | J Vect((1, 1))
XS

On a aussi Vect((0,1))NVect((1, 1)) = {0} et Vect((1, \))NVect((1, 1)) = {0}
pour A # u, donc la regle de dim ﬂf;l H,; = n — 2 est méme respectée dans un
sens plus fort.

On va considérer F™ comme le plan Vect(eq, e2) et Vect(e;);>3. En effet : F* =
Vect(e1, e2) ® Vect(e;);>3. On va utilise le méme principe que précédemment, on
va séparer le plan Vect(eq, e2) entre ¢ 4+ 1 droites explicitées ci-avant et ajouter
a chaque droite Vect(e;);>3 pour obtenir un hyperplan. Ainsi, on espére avoir
recouvert tous les points de F™ par ¢ + 1 hyperplans.

Techniquement, voici comment on procéde. On définit, pour A € F la forme
linéaire sur F™ :

Ox (@1, T2,y Ty) — AT — 29

On définit aussi la forme linéaire :
o (21,2, .y Tp) — T1

Cela permet de définir les ¢ + 1 hyperplans Hy = Ker @) et H = Ker ¢. On
va montrer que F" = HU|J, oy Hx et que H N[, cp Hx =~ F"~2, ce qui répondra
a la question.

Soit ¥ = (z1, T2, ..., xn) € F™. Si z1 = 0, alors ¥ € H car ¢(Z) = 0. Sinon, on
pose A = 12 € F (car c’est un corps), et on a p)(Z) = 22 x 21 — 2 = 0, donc
Z € Hy. Ainsi, on a bien montré que :

F*=HU UH,\
AEF
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Maintenant, soit & = (0,0, 23, ..., 2, ), alors YA, o (Z) = 0 et (&) = 0, donc
# € HN()yep Hx. Réciproquement, si ¥ € H N[ ),cp Ha, alors ¢(Z) = z1 =
puis VA, o (%) = A x 0 — x9, donc x2 = 0. Finalement :

H () Hx={& € F"; 2y = 25 = 0} = Vect(e;);»3 ~ F"~2
AeF
On a bien montré que F" peut étre recouvert par ¢ + 1 hyperplans dont
I'intersection globale est de dimension n — 2 (ce qui est presque le plus grand
possible, assez surprenant). On pourrait méme montrer que ce recouvrement est
optimal au sens ot il n’existe pas de recouvrement utilisant moins d’hyperplans.

11.23 Espaces vectoriels

Exercise 11.45. Soit K un corps infini. Montrez que qu’un plan (espace vecto-
riel sur K de dimension 2) ne peut pas étre la réunion d’un nombre fini de droite.
Soit FE un espace vectoriel sur K (pas forcément de dimension finie). Montrez
que F ne peut pas s’écrire comme une réunion d’un nombre fini d’hyperplans.

Exercise 11.46 (Solution). Prenons une base (e1, e3) du plan P en question.

Alors, chaque Vect (<i\>> pour A € K est une droite de P avec Vect ((i)) N
Vect ((;)) = {6} pour A # p. Ainsi, si P est une réunion de droites, alors,
1

)\) C Aetpar
égalité des dimensions : A = Vect ((i)) Ainsi, chaque droite Vect ((i\))
est un élément de cette réunion et comme elles sont toutes disjointe (sauf en 0),

on a une réunion sur une infinité de droites (car K est infini). Finalement, P ne
peut pas s’écrire comme une réunion d’un nombre fini de droites.

pour tout A € K il existe une de ces droites (disons A) telles que

Montrons maintenant par récurrence sur n que E # |J!_, H; avec H; des
hyperplans de E. Pour n = 1, c¢’est évident par les dimensions.

Fixons n > 1 et supposons que E = |J;_, H;. Si Hy C |J;_, H;, alors on
a F =, H,; (on a écrit £ comme réunion de n — 1 hyperplans), ce qui
est impossible par hypothése de récurrence. Ainsi, on peut prendre un élément
x1 € Hy tel que z1 ¢ Ui;,,él H;. De la méme maniére, soit o € Hy tel que
z2 ¢ ;o Hi. On considere le plan P = Vect(z1,z2). H; NP est soit un plan,
soit une droite (H; NP = {0} est impossible mais cela ne servira pas) suivant
si P C H; ou non (c’est un espace vectoriel de dimension au plus 2 car contenu
dans P). Hy NP est une droite car xo € P et xo ¢ Hy. Pareillement, Hy NP
est une droite. Plus encore, pour tout ¢ > 3, H; NP est une droite car ; € P
et z1 ¢ H;. Finalement, on a 1’égalité :

P=ENP= <0Hi>m7>: ' (H;NP)



On a écrit P comme une réunion finies de droites : ce n’est pas possible !

Ainsi, on a démontré (par 'absurde et par récurrence) que E, espace vectoriel
(de dimension finie ou non) sur un corps infini, ne peut pas s’écrire comme une
réunion finie d’hyperplans.

N.B. 1 : On peut remplacer "hyperplans" par "sous-espaces strictes" dans ce
théoreme car tout sous-espace strict est contenu dans un hyperplan.

N.B. 2 : Si K est fini, alors le théoreme est faux. Un contre exemple peut étre
obtenu en prenant le corps trivial Fo = {0,1} (avec 1+1 = 0 et les autres opéra-
tions usuelles) et regarder le Fo-espace vectoriel F3 = {(0,0); (0,1); (1,0); (1,1)}
qui est la réunion des trois droites Vecty, ((1,0)), Vectr, ((0, 1)) et Vectr, ((1,1)).
Cependant, méme si le corps est fini, la réunion de deux sous-espaces vectoriels
n’est toujours pas un espace vectoriel (sauf si 'un est inclus dans autre).

N.B. 3 : On peut regarder I’?? dans lequel on montre que pour un espace
vectoriel de dimension finie sur un corps non-dénombrable, ne peut pas étre
écrit comme une réunion dénombrable de sous-espaces stricts.

11.24 Espaces vectoriels

Exercise 11.47. Soit f € £Z(F). Montrez que Ker f, Ker (f —Id) et Ker (f +
Id) sont en somme directe.

Exercise 11.48 (Solution). Soient x € Ker f,y € Ker (f—Id) et z € Ker (f+
Id) tels que z +y + z = 0. On veut montrer que, alors, z = y=2z= 0. En
appliquant f, on a :

flety+2)=y-2=0

En appliquant & nouveau f & y — z = 0, on trouve :
y+z= 0

On se obtient donc avec le systeme :

r+y+=z =0
Yy—z =0
y+z =0

Une résolution donne immédiatement z = y = z = 0. Ainsi, Ker f, Ker (f —
Id) et Ker (f + Id) sont en somme directe.

Cependant, rien n’oblige a ce que Ker f @ Ker (f — Id) ® Ker (f + Id) = E.
Pour s’en persuader, il suffit de regarder f : z + 2z (sur E = R™ par exemple).

On peut s’interroger plus généralement sur un CNS sur A, p tels que Ker f,
Ker (f + AId) et Ker (f + wuId) soient en somme direct, ou bien une CNS sur
les (\;); tels que les (Ker (f + A;)); soient en somme directe.
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11.25 Espaces vectoriels (affines voire euclidiens)

Exercise 11.49 (Fonction de Morse). Soit un espace vectoriel de dimension
finie et un ensemble de vecteurs (x;); € EY. Montrez qu’il existe une forme
linéaire ¢ sur E tel que Vi, 5,1 # j = ¢(x;) # ¢(z;). Donnez un exemple en 3D.

Exercise 11.50 (Solution). Pour commencer, regardons ce qui se passe quand
o(x;) = p(x;), i.e. p(x; —x;) = 0 pour un couple ¢, j donné.

On peut construire une base B de E dont le premier vecteur est z; — ;.
On note E* l'espace des formes linéaires sur E. On sait que les morphismes
coordonnées associés & cette base B est une base de E*, notée B* = (¢1,...¢p).
En particulier, si ¢(z;) = ¢(x;), alors ¢ est dans 'hyperplan de E* donné par
{f =>4k Mo € E*; A1 = 0} (hyperplan des vecteurs pour lesquels la premiére
coordonnée est nulle). Nommons H; ; cet hyperplan de E*.

Réciproquement, si ¢ € H; ;, alors p(z; — x;) = 0, donc ¢(x;) = ¢(z;).

Ainsi, si Vi, j, p(x;) # ¢(;), alors ¢ ¢ |J; ; Hi,; (on a méme I'équivalence).
Reste & montrer que |JH, ; # E* : une réunion d’hyperplans n’est pas I'espace
complet. Cela constitue un autre exercice, 77.

Finalement, il existe des fonctions de Morse, méme une infinité, quelque soit
I’ensemble de points en question. Par exemple, si on prend un polyedre dans
lespace (un cube, un mobile pour enfant, etc), alors il existe un maniére de le
tenir de sorte que a ce que chacun de ses sommets soit a une hauteur différente
de tous les autres sommets.

11.26 Espaces vectoriels (affines)

Exercise 11.51. On définit une transformation affine f : R™ — R™ par
Vs, YA = 1= f (X0 hii) = Y, A (@),

Montrez que les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est une transformation affine.

2. L:z— f(z) — f(0) est une fonction linéaire.
3. IM € Maty, ,(R),b € R™, f(z) = Mz +b.

Montrer qu'une fonction f : R® — R™ est une transformation affine si et
seulement si Vz,y € (R?)? VA€ R, fAz+ (1—Ny) =M (2) + (1 =\ f(y).

Exercise 11.52 (Solution). 1. = 2. On a bien :
o L(0) = f(0) - f(0)

0 (vérification pour la forme)

—,

o L(px) = f(uz) = f(0) = f (po + (1 = w)0) = f(0) = pf (x) + (1 - ) £(0) -
f(0) = pL(z)

o Lz+y) = f (5(22) + 5(29) = f(0) = 5 (f(22) = f(0)+(f(22) - £(0)) =
1L(2z) + 1L(2y) = L(z) + L(y) Attentlon au choix de coefficients

ici : un dessin est le bienvenu.
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2. = 3. Soit M la matrice associée & L et b = f(0). Dans ce cas :

f(z) = L(z) + f(0) = Mz +b

3.= 1. Si f(z) = Mz + b, alors soient \;,z; tels que >;Ai=10na:

f (Z Aw) =M (Z Ax) +b= (Z )\Z-Mxi> + (Z )\i> b= Z:Aif(mi)

Il est évident que si f est une transformation linéaire, alors f respecte

Va,y, A f Az + (1= Ny) = Af(2) + (1 = A)f(y).
Montrons la réciproque. Soient \;, z; tels que 3, A; = 1. Soit A =37, ;A

et x = Z#d %xz On note que A\y = 1 — A, puis :

f (Z Az’%‘) =fAz+(1-Nazq) =Af(z) + Aaf(za)

On peut effectuer une récurrence sur d car on s’est ramené au cas d — 1 en
. ’ . d=1y/ _ 1 R

posant \; = Kletx =z;pour 1 <i<d—Tlavec ) ;m ) A\j =% 4N =1
Des lors, par récurrence :

S Nai | =Y N f(x:) = Z)\fxl

i£d i#d i#d
Et finalement :

f(ZAixZ):A 2) + Xaf (wa) = > Nif (@) + Aaf(wa) = ZAfxz

i#d

11.27 Espaces vectoriels, Déterminant

Exercise 11.53 (Lemme des tresses). Montrez qu’une application tri-linéaire
E? — F qui est antisymétrique pour ses deux premiéres variables et symétrique
pour ses deux derniéres est alors nulle.

Exercise 11.54 (Solution). Soit f cette application. Soit (z,y,2) € E®, on a :

f(m,y,z) :f(l‘,Z,y) = —f(z,x,y) z—f(z,y,x) :f(ywzvx) zf(y,m,z) = —f(m,y,z)

Ainsi, f(z,y,z) =0 (c’est le seul vecteur de F' égal & son opposé).

11.28 Espaces vectoriels, Déterminant

Exercise 11.55. A-déterminant (Desnanot-Jacobi, Mills-Robin-Ramsey, etc).
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12 Espaces vectoriels de dimension finie

12.1 Espaces vectoriels de dimension finie

Exercise 12.1. Soient F un espace vectoriel et F = (ug, u1, ..., 4, ) une famille
de n vecteurs de rang s. On suppose qu’il existe une sous-famille G C F de r
vecteurs de rang s’. Montrez que s’ > r + s — n.

Exercise 12.2 (Solution). Soit F = Vect(F) et F' = Vect(F'). Soit H =
Vect(F\F') le complémentaire de F’ dans F. On a H + F' = F (mais nécessai-
rement H @ F' = F'). On regarde les dimensions :

dimF =s

dim F' = &

dmH <n-r

dim H + dim F’ > dim F

L’avant-derniére inégalité vient du fait qu’on a une famille génératrice de H
de taille n — r (la famille F\F").

La derniére inégalité vient de H + F’ = F avec la formule de Grassmann :
dimH + ¢ —dim(HNF') = s.

On en conclut que s — ¢’ <dimH <n-—r,dous >s+r—n.

12.2 Espaces vectoriels de dimension finie

Exercise 12.3 (Matroides). On se donne n vecteurs : (v;);en,n € R% On
construit Z = {E C [1,n]; (vi)icg est libre}. Montrez que Z est un matroide,
c’est-a-dire que :

DeZ
VX e, YCX=YeT
VX, YeZ, |X|<|Y|=TFecVY\X, XU{e}eZl

Exercise 12.4 (Solution). Une famille vide est libre (par définition, il n'y a
pas de dépendance linéaire dans cette famille de vecteurs). Done, ) € Z.

Toute sous-famille d’une famille libre est libre (car on ne peut en trouver
une dépendance linéaire) : VX € Z)Y C X = X € 7.

La vraie question commence ici. Soit X, Y € T avec |X| < |Y]. On pose
Ex = Vect(v;);ex et idem pour Ey. Imaginons que Vj € Y,v; € Ex, alors Ex
contient une famille libre de taille |Y|, donc dim Ex = |X| > |Y|, ce qui n’est
pas. De fait, on peut prendre v, e € Y tel que v, ¢ Ex. Mais dans ce cas
(vi)iexu{ey est libre car elle est de cardinal |X| + 1 est engendre un espace de
dimension > | X |+ 1. Ainsi, X U {e} € Z : on a bien un matroide.

12.3 Espaces vectoriels de dimension finie

Exercise 12.5. Soit F un espace vectoriel de dimension finie et f € Z(FE) telle
que Yz, 3p,, fP=(x) = 0. Montrez que f est nilpotente.
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Exercise 12.6 (Solution). Soit (ex)r un base de E. On pose, pour chaque k,
pr tel que fPx(er) = 0 et p = maxy pr. On a alors, pour tout &k : fP(ex) =

fP7Pr (fPr(eg)) = 0. Soit maintenant 2 € E avec sa décomposition dans la base
(ex)k : © =), aper. On obtient :

fP(x) = f* (Z%%) => apfP(ex) =0
k=1 k=1
Ainsi, f est bien nilpotente.

12.4 Espaces vectoriels de dimension finie

Exercise 12.7. Soit K un corps infini et commutatif. Soit F un espace vecto-
riel sur K. Montrez que E ne peut pas s’écrire comme une réunion d’un nombre
fini de sous-espaces strictes.

Exercise 12.8 (Solution). Cet exercice est complétement équivalent a 1’77,
mais la méthode est tres différente.

On va raisonner par récurrence et par ’absurde.

FE ne peut pas s’écrire comme réunion de n = 1 sous-espace strict.

Supposons maintenant que F ne peut pas s’écrire comme réunion de n — 1
sous-espaces stricts (n fixé), mais que E = |J!_, F; avec F; des sous-espaces
stricts. On ne peut pas avoir Fy C [J;_,, sans quoi E = [JI_, F; et on aurait
écrit £ comme une réunion de n — 1 sous-espaces stricts. Soit alors x € F tel
que z ¢ JI—_, F;. De méme, on ne peut avoir | J;_, F; C F sinon E = F (ce qui
n’est pas car F est un sous-espace strict). Prenons ainsi y € |J!_, F; et y ¢ F}.
On pose la fonction K — [1,n] :

f:Ar—min{i; 2+ \y € F;}

Cette fonction est bien définie car YA,z + Ay € E = [J;_, F;. Elle est aussi
injective! En effet, trouvons d’abord les antécédents de 1. Si f(\) = 1, alors
x4+ Ay € Fy, et comme x € F; et que F} est un espace vectoriel, on obtient
y € F1, ce qui n'est pas. Donc f(\) ne vaut jamais 1.

Maintenant, supposons que f(A) = f(u) = j # 1, alors u = 2 + Ay € F;
et v =ux+ puy € F}, donc pu — Av € Fj car I} est un espace vectoriel, or, par
commutativité de K :

pu — Av = px + pAy — Az — Apy = (u— Nz € F

Comme j # 1, on a x ¢ F; et comme ce dernier est un espace vectoriel, on
apu—A=0:onamontré que f est injective.

Seulement, on vient de définir une fonction injective d’un ensemble infini K
vers l’ensemble fini [1,n]... On a bien abouti & une contradiction, et on en déduit
que E ne peut pas s’écrire comme une réunion de n sous-espaces stricts (et par
récurrence, quelque soit n).

125



12.5 Espaces vectoriels de dimension finie

Exercise 12.9 (Centre de .Z(F)). Soit E un espace vectoriel (quelconque) et
f € Z(E) telle que Vo € E, f(x) € Vect(x). Montrez que f est une homothétie.

On suppose que F est de dimension finie. Montrez que 1’ensemble des appli-
cations linéaires qui commutent avec toutes les autres est exactement 1’ensemble
des homothéties.

Exercise 12.10 (Solution). On a déja montré que si (z, f(x)) est liée pour tout
x, alors f est une homothétie en ?77.

Supposons maintenant que F est de dimension finie n et soit f € Z(E) qui
commute avec toutes les autres. Si # = 0, alors on a bien f(z) = 0 € {0} =
Vect(z). Supposons z # 0 et posons D = Vect(z). Comme E est de dimension
finie, on peut construire H un supplémentaire de la droite D dans E (c’est vrai
de beaucoup d’espaces vectoriels qui ne sont pas de dimension finie, comme de
ceux qui ont une base, mais pas de tous). Soit s la symétrie par rapport & D et
parallelement & H. s commute avec f, donc, comme x € D :

s(f(@)) = f(s(x)) = f(z)

Ainsi, s(f(x)) = f(z), donc f(x) € D = Vect(x), et d’aprés la question
précédente, f est un homothétie.

Réciproquement, si f est une homothétie, alors elle commute avec tous les
éléments de Z(F) car si g € L(E), et f(z) = Az, alors :

9(f(x)) = g(Az) = Ag(x) = [f(g(x))

12.6 Espaces vectoriels de dimension finie

Exercise 12.11. Soit £ = R, [X]. Montrez que E* = Z(E,R) est de dimension
finie et la donner. Montrez que la famille des (¢ )x est une base de E* avec :
o+ P PXR(0).

Exercise 12.12 (Solution). Il y a deux possibilités. Ou bien on utilise la for-
mule du cours qui indique que dim Z(E,F) = dim E x dim F' et on obtient
immédiatement dim E* = dim E = n + 1. Ou bien on en refait la démonstra-
tion. Soient E et I’ deux espaces de dimension finies, avec n =~ F. Alors,
on a la bijection Z(E,F) — F™ définie par u — u(e;) ou (e;); est une
base de E. Cette bijection est linéaire, c’est donc un isomorphisme et on a
dim Z(E,F) =dim F"* =n x dim F.

Ainsi, comme la famille (¢ )k est de cardinal n+1, il suffit de montrer qu’elle
est libre ou bien qu’elle est génératrice pour obtenir que c’est une base de E*.
Soit (Ax)r € R™™ tel que Y-}_, Awyr = 0 (Vapplication nulle). dés lors, on a
en particulier :

¥i,0=3" hpe(X9) =3 Akﬁm =N
k=0 k=0 ’

Ainsi, Vj, A; = 0 et la famille des (¢g)x est libre, donc c’est une base.
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12.7 Espaces vectoriels de dimension finie, VanderMonde

Exercise 12.13. Montrez que Q? est réunion dénombrable de sous-espaces
vectoriels stricts de Q2 vu comme Q-espace vectoriel.

Pour K = R ou C, trouver un (voire deux) espace(s) vectoriel(s) de dimension
infinie qui sont réunion dénombrables de sous-espaces stricts.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Montrez que E n’est
pas réunion dénombrable de sous-espaces vectoriels stricts. (On pourra poser
xy = leg + Aea + A2e3 + ... + A" le, ol (e;); est une base de E.)

Exercise 12.14 (Solution). Q* = |J,¢q> Vectg(z) est bien la réunion dénom-
brable d’espaces stricts.

Pour K, on a K[X] = {J,,cn Kn[X] et K(X) =, ¢z Kn(X).

Soit n = dim E. On pose, pour A € K, z) = le; + Aea + M2ez + ... + A" Le,.
On raisonne par I'absurde en supposant E = |J, .y Ex ot E}, est un sous-espace
stricte de E. On s’intéresse & la maniére de "ranger" les (z))xex dans les (E;);.
On sait que dim Ej, < n — 1. Supposons que (Z,,...,Zy, ) solent n vecteurs
de E} construit comme expliqués précédemment. Alors, comme la taille de la
famille dépasse la dimension de l’espace, cette famille et liée. En particulier,
son déterminant est nul : det(zy,); = VAM (A1, ..., ) = [[;;(A; — X)) =0
(VdM désigne le déterminant de Van der Monde). Des lors, il existe un terme
de produit qui est nul : 37 # j,A; = A;. Ainsi, il ne peut y avoir n vecteurs
de type x) différents : #{\ € K;z\ € E;} < n — 1. Cependant, par hypothése
E =\J, E, donc :

K={\zx € E} = J{\xx € B}
k

Or on a prouvé que le dernier ensemble est dénombrable, alors que K ne ’est
pas (pour rappel, on a pris K un corps non-dénombrable comme R ou C). On en
déduit que notre hypotheése est impossible : on ne peut pas écrire un K espace
vectoriel de dimension finie comme une réunion dénombrable de sous-espaces
stricts.

12.8 Espaces vectoriels de dimension finie, Polynémes

Exercise 12.15. Soit ¢ : P — P(X + 1) — P(X) une application définie
sur R[X]. Montrez que 1 est linéaire, calculez son noyau (Ker ¢y = R;[X])
et Y(R,[X]) pour tout n (= R,_1[X] par le théoréme du rang). Calculez
dom(¢(P)) (le coefficient dominant) et degi(P) en fonction de dom(P) et
deg P.

En déduire un équivalent de Y7,_o k" (~ 2gnt1).

Exercise 12.16 (Solution). 1 est linéaire car :

PP +AQ) = (P+AQ) o (X +1) = (P+AQ) = ¢(P) + ) (Q)
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Soit P € Ker . Alors soit d son degré. On se place dans C. Si P n’est pas
un polynéme constant non nul, alors il admet une racine (théoréme d’Alembert-
Gauss), soit z celle-ci. Dans ce cas, z + 1 est aussi une racine de P car P(z +
1) = P(z) = 0. En fait, P a plus de racine que son degré car z + k est racine
pour tout k. Ainsi, par ce raisonnement par I’absurde, nous avons montré que
P € Ker ¢ = ¢ € Ry[X]. Comme 'inclusion réciproque si vérifie aisément, on
a bien Ker ¢ = Ry[X].

On se place maintenant dans 1’espace vectoriel de dimension finie R, [X].
D’apreés le théoréme du rang, on a dim R; [X] + dim (R, [X]) = dimR,,[X]. Or
deg(P) < n — 1 car le coefficient de P(X + 1) et de P(X) sur X™ sont les
mémes. De fait, ¥(R,[X]) C R,—1[X], et on a méme égalité par I’égalité des
dimensions.

On fixe P = ZZ:O apX*, on a alors :

P(X +1)= kioak(X—kl)k = éaki (’;)Xf = i i <k.:)ak bl

=0 i=0 \k=j \J

Ainsi, le coefficient de ¥(P) sur X7 est ZZ:;‘ (’;)ak — a;. En particulier on
peut calculer le coefficient de X1 : (Z:}) ag—1 + (dfl)ad —ag—1 = dag # 0 On
a donc prouvé que deg¥)(P) = deg P — 1 et dom(y(P)) = deg P x dom(P).

On a de quoi faire une somme télescopique : Y ;_ ¢ (P)(k) = P(n+ 1) —
P(0) ~ dom(P) x nd°8 P En particulier, si on trouve P tel que 1)(P) = X", on
aura un équivalent de ZZ:O k™ comme souhaité. On sait qu’un tel P existe dans
R,41[X] car ¥(R,41[X]) = R,[X]. On sait aussi qu’on veut dom(y(P)) = 1
et degy(P) = r, donc, d’aprés les résultats établis, on a degP = r + 1 et

dom(P) x (r+1) = 1. On obtient finalement : Y3 (k" ~ —gn"*".

13 Fonctions continues

13.1 Fonctions continues

Exercise 13.1. Soit f : I — R une fonction possédant la propriété des valeurs
intermédiaires et injective. Montrez que f est continue.

Méme question pour g possédant la propriété des valeurs intermédiaires et
telle que Vr € Q, X,, = g~ 1({r}) est fermée (c’est-a-dire que toute suite conver-
gente de points de X, a sa limite dans X.).

Exercise 13.2 (Solution). Supposons que f ne soit pas continue (mais injec-
tive et ayant la propriété des valeurs intermédiaires). Soit alors @ un point de
discontinuité de f et € > 0 tel que Vi > 0,3z, |z —a| < n, |f(z) — f(a)] > €. On
pose y+ = f(a) +¢/2 et y_ = f(a) — /2. Soit by tel que |f(bg) — f(a)| > €. Si
f(bo) < f(a)—e, alors on peut construire ¢y €]bo, a[ tel que f(co) = y_ grace aux
valeurs intermédiaires. Si f(bg) > f(a)+e, alors on peut construire ¢y €]by, a] tel
que f(cp) = y+. Ensuite, on peut construire by tel que |by —a| < |cg —a|(=n) et
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|f(b1)— f(a)| > €. Cela permet de construire ¢; €]b1,al tel que f(e1) € {y—,y+}
On a bien ¢y # ¢ (car ¢g < by < ¢1).

On poursuit ainsi pour construire des suites (b,)n et (c,)n tels que tous
les ¢, soient différents et que Vn, f(c,) € {y—,y+}. Cela contredit le caractere
injectif de f car on a trouvé plus de deux antécédents a un ensemble & deux
éléments (on aurait d’ailleurs pu construire une suite de seulement 3 éléments).
Ainsi, notre supposition était erronée : f est continue.

Supposons maintenant g non continue (mais ayant la propriété des valeurs
intermédiaires et la fermeture des images réciproques sur Q). Soit a un point de
discontinuité de g. On peut reprendre le raisonnement précédent avec y et y_
des rationnels différents de a (grice a la densité de Q dans R). Plus précisément,
on choisit une suite (n,,),, strictement positive qui tend vers 0, puis on construit
par récurrence une suite (c¢,), qui vérifie Vn, g(c,) € {y—,y+} et n, > |cn — qf
(cela est possible car on peut toujours ajuster le choix de b,, dans le raisonnement
précédent pour le rendre plus proche de a au besoin). Alors, on a ¢, — a quand
n — 400, mais Vn, ¢, € (X, UX,, ) qui est fermé, donc comme (c,, ), converge,
sa limite est dans X, U X, , d’ou g(a) € {y—,y+}, ce qui n’est pas.

Finalement, g est continue.

13.2 Fonctions continues

Exercise 13.3. Trouvez f bijective de [0,1] sur lui-méme et discontinue en
chacun de ses points.

Exercise 13.4 (Solution). On peut (presque) poser :

) x sizeQ
f'xH{ 1—2 siz¢Q

Ce faisant, on obtient une bijection de [0,1] dans lui-méme (sa réciproque
est elle-méme), qui est discontinue sauf en 1/2. On peut corriger cette fonction
pour pleinement répondre a la question :

x siz e Q,x#0,x#12
fra— } l-z sizégQ
fO) =125 f(12) =0

Cette fonction est une bijection (involution) de [0, 1] discontinue partout.

13.3 Fonctions continues

Exercise 13.5. Etudiez en chaque point de R% D'existence d’une limite a droite,
A gauche, et la continuité de la fonction f définie par : f(z) = 22 L%J et f(0) =1.
Généralisez a f, : x +— =" L%J Tracez fi.
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Exercise 13.6 (Solution). Si z > 1, alors [1]| = 0, puis f(z) = 0 : f est
continue sur |1, 4+o0].

Pour tout k entier, la fonction est continue sur |7, %{ car elle coincide

< as . .. +
avec = — kz2. Reste & déterminer les limites en % et

k-1 1 1
Kk k2

% . A droite, on a :

ju—

im f(z) =

A gauche, on a :
1
li =
im f(z) = &

k
La fonction est ainsi discontinue en tout pour z = % (k > 1). Elle est continue
en 0 car Vz, % -1< L%J < %, donc Vz,1 —z < f(x) <1, puis f(z) — 1 quand
x — 0.

Si on regarde la fonction f, : x +— z™ L%J, alors on a, par le méme rai-
sonnement que f, et continue sur |1,4o0[ (elle y est nulle) et coincide avec
%ﬂ’ % kk_nl par la droite,
et kin = kn%l par la gauche. Finalement, aucune des f, n’est continue (chacune
a pour domaine de continuité R\|J,{}), mais elles se 'rapprochent' d’une

fonction continue.

x — kx™ sur tout intervalle } [ Elle a donc les limites

Y

N4 p
.

N
1
N fac 2 — 22 22 _ o3
1

13.4 Fonctions continues

Exercise 13.7. Soit f : I — R continue. Soit K = [¢,d] C f(I). Montrez qu'’il
existe L C I un segment tel que f(L) = K.

Exercise 13.8 (Solution). Soient A ={xz € I; f(x) =cet Jy,z <y, f(y) =d}
et a =supA. Soit B = {z > a; f(x) = d} et b =inf B.

Soit une suite de points de A qui tend vers a, disons (a, )., alors Vn, f(a,) =
¢, et par continuité de f, f(a) = c¢. De méme, f(b) = d. En outre, a < b car
be B C [a,+oo[N].

On va prouver que f([a,b]) = [¢, d]. Tout d’abord, par le théoréme des valeurs
intermédiaires, [c,d] C f([a,b]) car ¢ € f([a,b]) et d € f([a,b]).
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Réciproquement, supposons qu'’il existe z € [a,b] tel que f(x) < ¢, alors
x > a et on peut appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires pour trouver
y € [z,b] tel que f(y) = ¢ (car f(z) < ¢ < f(b)). Cependant, on a alors
trouvé y tel que f(y) = c et b > y avec f(b) = d mais aussi y > a, ce qui
contredit la maximalité de a. Inversement, s’il existe x € [a, b] tel que f(z) > d
et x < b, alors on peut trouver par le théoreme des valeurs intermédiaires
y € la,x] qui contredit la minimalité de b car f(y) = d mais a < y < b.
Finalement, f([a,b]) C [c,d] et on a montré I'égalité.

13.5 Fonctions continues

Exercise 13.9. Soient f et g deux fonctions définies sur R. On suppose que
g est périodique, que f(x) — 0 quand z — 400 et que f + g est croissante.
Montrez que g est constante.

Exercise 13.10 (Solution). Supposons g non constante et soit 7' > 0 une de
ses périodes. Soient x,y € Ret N € N tel que y < x4+ NT. Alors, pour tout n :

fly4+nT)+g(y+nT) < f(x+nT+NT)+g(x+nT+NT) = f(x+nT+NT)+g(x)

Le membre de gauche tend vers g(y) quand n — 400 et celui de droite vers
g(z), Aot : g(y) < g(x). Par un argument symétrique, on a aussi : g(z) < g(y).
Ainsi, g est constante.

13.6 Fonctions continues

Exercise 13.11. Soient f, g : [0,1] — [0,1] continues qui commutent. On veut
montrer qu’il existe un point commun : 3z, f(z) = g(z).

a) Par I'absurde : montrez qu’en I'absence de point commun, on peut sup-
poser f > g, puis qu'il existe a > 0 tel que Vz, f(z) > g(x) 4+ « puis Vz, f*(z) >
g™ (x) + na et concluez.

b) Par les points fixes : on pose X 'ensemble des points fixes de f, montrez
qu’il n’est pas vide, qu’il admet un minimum x,,, et un maximum x; et concluez
en comparant f et g en x,, et x,;.

Exercise 13.12 (Solution). a) Par ’'absurde : Supposons queni f > g,sig > f,
alors il existe x,y tels que f(z) > g(x) et f(y) < g(y). Mais alors la fonction
f — g est continue, positive et négative. Elle s’annule donc par le théoreme
des valeurs intermédiaires : 3z, f(z) = g(z). Par symétrie d’argument, on peut
supposer f > g. Comme f — g est continue strictement positive sur un segment,
on peut trouver o = infjg 1) f — g > 0. Deés lors : Va, f(x) > g(z) 4+ «. Ensuite :

Va, f(f(2)) = g(f(2)) + a = f(g(x)) + a > g(g(x)) + o+ a = g*(z) + 20
En itérant cet argument, on en déduit que Vn,z, f"(x) > ¢"(z) + na. Mais

en faisant tendre n — 400, on obtient f"(x) > +oo, alors que f(x) € [0,1]. De
cette absurdité découle I'existence d’un point commun a f et g.
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b) Par les points fixes : X n’est pas vide car frzm f(z) — x est continue

avec f(0) > 0 et f(1) < 0, donc par le théoréme des valeurs intermédiaires,
f s’annule, c’est-a-dire que f admet un point fixe. Comme X est un sous-
ensemble de R borné (inclus dans [0,1]), il admet une borne inférieur et une
borné supérieure, nommons-les x,, et xs. Soit une suite de points de X, (zy)x
qui tend vers x,,. On a : Vk, f(zr) = zx car z; € X. Par continuité, I’égalité
passe & la limite et on trouve que : f(2,;,) = Tm, ce qui induit que cette borne
inférieure est atteinte, c’est un minimum. De la méme maniére, x,; est un
maximum. En outre, g stabilise X. En effet, soit z € X, alors, par commutation,
f(g(z)) = g(f(x)) = g(x), donc g(z) est un point fixe de f. De fait, g(z,,) € X,
et par minimalité de z,,, on obtient que g(z,,) > ,,. Pareillement, g(zy;) <
x . Cela donne que g — f est continue, d’abord positive (en x,,), puis négative.
Ainsi, elle s’annule par le théoreme des valeurs intermédiaires, donc on peut
trouver un point tel que f(y) = g(y).

13.7 Fonctions continues

Exercise 13.13. Soit f définie sur un voisinage de 0 et vérifiant : lim,_,o f(x) =
0 et lim,_. W = 0. Montrez que f € o(x).

Exercise 13.14 (Solution). Soite > 0etn > 0 tel que V0 < |z| < 7, ’M
¢/2. On notera que Vk, |z/2*| < 7. Fixons z tel que 0 < |z| < 7, alors :

R HC R =

k=1
Or on a %f (21) — 0 lorsque n — +o00. De fait, a partir d’un certain rang N,
on a |%f (QLN)} < ¢/2. Il s’ensuit que :
N
(2) 1 x 1 2% x x
T G V=) ()]
Finalement, on a bien que @) o quand x — 0.

x

13.8 Fonctions continues

Exercise 13.15. Soit A C Ret f: A — R continue. Soit B C A une partie
dense de A. Montrez que f(B) est dense dans f(A). En déduire que {cosn;n €
N} est dense dans [—1, +1].

Exercise 13.16 (Solution). Soit y € f(A) et x € A tel que f(z) = y. Comme
B est dense dans A, on peut trouver une suite (z,)n € BY telle que z,, — x
quand n — 4o00. Comme f est continue, f(x,) — f(z), donc on a construit une
suite d’éléments de f(B) qui tend vers f(z) € A. Ainsi, f(B) est dense dans

f(A).
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Le groupe Z[27] est dense dans R car 2 ¢ Q (exercice classique sur les
groupes), donc, comme cos est une fonction continue, on a que cos(Z[27]) =
{cos(n + 2km);n, k € Z} = {cosm;n € N} (on a utilisé la parité de cos et sa
2m-périodicité) est dense dans cos(R) = [—1, +1].

13.9 Fonctions continues

Exercise 13.17. Soit f :  — Lp(x) ot P est I’ensemble des nombres premiers.
Pour x > 1, étudier la convergence de la suite (f(zn)),. Est-ce que f admet
une limite en +00?

Exercise 13.18 (Solution). Soit & > 1, alors on peut distinguer deux cas. Si
x ¢ Q, on obtient que ¥Yn,zn ¢ P C Z, d’ou f(zn) = 0 et f(nx) — 0 quand
n — +o0o. D’autre part, si x = % € @Q, avec pA g =1, il s’ensuit que p > g > 1,
et nx est entier si et seulement si g|n, mais dans ce cas, p|nz et nz n’est premier
que dans le cas ou p € P et n = ¢. Ainsi, quand n — 400, f(nz) — 0 (avec
égalité pour n > ¢, voire avant).

f n’a pas de limite en +o00. En effet, si elle en avait une, ce serait 0 d’apres
le raisonnement précédent, cependant, on notant (p,), la suite des nombres
premiers, on a f(p,) = 1 — 1, ce qui contredit ’hypothétique f(z) — 0 (on
s’appuie ici sur linfinité des nombres premiers, c’est-a-dire p,, — +00).

13.10 Fonctions continues

Exercise 13.19. Soit f : Rt — R telle que f soit croissante mais = f@)

x
soit décroissante. Montrez que f est continue.

Exercise 13.20 (Solution). Supposons que f n’est pas continue. Soit alors a
un point de discontinuité de f. Comme f est croissante, f(a) majore f sur ]0, a],
donc, par le théoreme de la limite monotone, f admet une limite en a~. Cette

limite ¢ est strictement inférieure & f(a) sinon f serait continue en a. Mais par
f(z)

x

ce méme théoréme appliqué a g : x +—

, on a une limite pour g en a~ qui est
strictement supérieure & g(a) = @ Seulement, cette limite vaut g < @

Finalement, f ne peut étre discontinue en aucun point : f est continue.

13.11 Fonctions continues
Exercise 13.21. Soit f définie par f(—1) = f(1) = 0 et si |2| # 1, f(x) =
limy, 400 % Etudiez la continuité de f.

Exercise 13.22 (Solution). On trouve f(z) = 1 pour |z| > 1 et f(z) = —1
pour |z| < 1, donc les points de discontinuité sont {—1,+1}.

13.12 Fonctions continues

Exercise 13.23. Soient f,g : [0,1] — [0,1], f, g continues et g croissante. On
suppose que f et g commutent. Montrez qu’elles ont un point fixe commun.
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Exercise 13.24 (Solution). Soit X I'ensemble des points fixe de f. X est non
vide car x — f(z)—x est continue, positive en 0 et négative en 1 donc s’annule et
ce point d’annulation est un point fixe de f. X admet donc une borne inférieure
(X est bornée car inclus dans [0, 1]), m.

On a : m € X car on peut trouver une suite d’éléments, (z,), de X qui
tend vers m quand n — 400, c’est-a-dire Vn, f(z,) = z,, et par continuité de
f, Dégalité passe a la limite en f(m) = m. g stabilise X car g commute avec
f- En effet, si x € X, alors f(g(x)) = g(f(z)) = g(x) d’ou g(z) € X. Deés lors,
g(m) > m sinon on contredirait la minimalité de m.

On peut construire la suite (¢g"(m)),, (ou g" désigne gogo...og, n fois). Cette
suite est croissante par récurrence immeédiate, car g est croissante : g"*1(m) >
g™ (m) est vrai pour n = 0 et si cela est vrai pour un n fixé, alors on peut appli-
quer la fonction croissante g des deux cotés pour obtenir g"*2(m) > g"t*(m).
Cette suite est majorée car c’est une suite dans [0, 1] : elle admet une limite .

On va montrer que f(£) = g(¢) = £ : c’est le point fixe commun recherché.
D’une part, la suite (g™ (m)),, est dans X par récurrence car g stabilise X. Il
s’ensuit que sa limite est aussi dans X car f est continue (on a déja vu cet
argument pour prouver que m € X) : f(¢) = £. D’autre part, ¢ est le limite de
g"(m) quand n — 400, de fait, en passant a la limite dans g"*1(m) = g(g"(m)),
par continuité de g, on a g(¢) = £.

13.13 Fonctions continues

Exercise 13.25. Soit f une fonction continue sur un segment [a, b]. On suppose
que f vérifie la propriété suivante : pour tous les points ¢ < d de I'intervalle, il
existe e compris entre ¢ et d tel que f(e) = f(a) ou f(e) = f(b). Montrer que f
est constante.

Exercise 13.26 (Solution). Soit ¢ un réel quelconque intervalle de U'intervalle
la,b[. Soit d,, une suite de lintervalle qui tend vers ¢ par valeur supérieure.
D’apres 'hypothese, il existe ¢ < e, < d,, tel que f(e,) = f(a) ou f(en) = f(b).
Maintenant, par le théoréme des gendarmes, on constate que e, tend vers c,
et par continuité de f en ¢, f(e,) tend vers f(c). Ainsi, on a obligatoirement
f(e) = f(a) ou f(c) = f(b). Ainsi, f ne peut prendre que deux valeurs : f(a) et
f(b). Or, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, une fonction continue
qui ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs est constante. Donc f est
constante.

13.14 Fonctions continues

Exercise 13.27. Soit f une fonction continue avec f(0) = f(1). Montrez que
pour tout n € N*| il existe ¢, € [0,1 — 1/n] tel que : f(c,) = f(en + 1/n). En
considérant g, : = > cos (2%"”) - (cos (%’T) — 1), montrez qu’on ne peut pas
remplacer le 1/n précédent par un « arbitraire.

Exercise 13.28 (Solution). Pour n = 1, c’est évident : ¢; = 0 convient car

f(0) = £(0+1/1).
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Supposons n > 2 et posons la fonction g, :  — f(z + 1/n) — f(x). g est
continue, et :

§Q%<ﬁ)§é(fCﬁf)f(ﬁ>)ﬂﬂf@)o

Des lors, il est impossible que tous les g, (¥/n) soient du méme signe (strict) :
soit I'un d’entre eux est nul, soit il y en a un positif et un négatif.

Si g(k/n) = 0 avec k € [0,n — 1], alors ¢, = ¥/n € [0,1 — 1/n] convient :
FOn) = F(5fnt /).

Sinon, soient i # j tels que g(i/n) < 0 et g(9/n) > 0 avec 4,5 € [0,n — 1].
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, comme g est continue, il existe
cn € [W, %(”)} C [0,1 —1/n] tel que g(cp,) = 0, c’est-a-dire : f(k/n) =

f(Efn+1n).

On constate que g, (0) = go(1) = 1. Cependant, si g,(z) = go(z + «), alors,
en simplifiant, on obtient : cos (2”) = 1, donc /o est entier : on ne peut pas
remplacer 1/n par un a quelconque, au contraire, les seuls a possibles sont les

Un,

13.15 Fonctions continues

Exercise 13.29. Soit f une fonction définie au voisinage de 0 et telle que
f(z) = 0 et M — 0 quand x — 0. En étudiant g : * — M,

xr
montrez que (z) — 0 quand z — 0. En déduire que f est continue en 0.

Exercise 13.30 (Solution). Si f est définie sur | — d,+4[ (avec 6 > 0), alors g
est définie sur | — 9/2, +9/2[\{0}.
Soit x €] — /2, +9/2[\{0}, alors :

111 (2) =5 (1 (5) 1 (550)) =5 o 5

On en déduit :

f(x)

vn,

1 x [on
<5 el ()] + 22

Soit maintenant ¢ > 0 fixé.
Comme g(z) — 0 quand  — 0, pour z suffisamment petit, tous les
vérifient : ‘g (2%)’ < e. Dés lors :

= 1 T NN L1 (1Y
kz—o2k+1 ‘g(2k+1)‘€k_02k+12k+16 Ton ) SE

T
2F
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D’un autre coté f(x) — 0 quand z — 0. Done, & z fixé, pour n suffisamment
grand, -= est suffisamment petit de sorte que :

et

<e

En cumulant, on fixe d’abord z suffisamment petit puis n suffisamment grand
et on obtient :
flz)
x

< 2¢

Ainsi, f est dérivable en 0 avec lim;_,q @ = f’(0) = 0. En particulier, f
est continue en 0 car dérivable en 0.

13.16 Fonctions continues

Exercise 13.31 (Lemme du soleil levant). Soit g : [a,b] — R une fonc-
tion continue. Soit X I’ensemble des points "invisibles a droite", c’est-a-dire
Pensemble des x €]a,b| tels qu'il existe y €]x,b] tel que g(z) < g(y). Mon-
trez que X est une réunion dénombrable d’intervalle (Ja, by [),. Montrez que :
Yn, a, # a = glan) = g(by) et an, = a = g(a) < g(by).

Exercise 13.32 (Solution). X est un ouvert de R. En effet, soit x € X, et
y tel que g(y) = maxig p) g (qui est bien un maximum car g est continue sur
[a,b]). Alors, comme y # z, on peut trouver (= %(y — x) par exemple), tel
que [z,z + €] C X. Inversement, s’il n’y a pas de voisinage & gauche de = dans
X, alors cela signifie que tous les z € [z — g, z[ vérifient g(z) > ¢(y), donc, par
continuité g(z) > g(y), ce qui n’est pas.

Ainsi, X est un ouvert de R, donc une réunion dénombrable d’intervalles. Si
ce fait n’est pas connu, on peut le démontrer comme il suit. On peut écrire X
comme une réunion d’intervalles maximaux (pour chaque x dans X, on construit
lintervalle le plus grand possible au sens de I'inclusion qui contient x), chaque
intervalle est ouvert, sans quoi X ne le serait pas (car chaque intervalle est
disjoint des autres). Reste & montrer qu’on a une quantité dénombrable d’inter-
valle. Comme chaque intervalle est ouvert, il est non vide, et on peut trouver un
rationnel dedans (par densité de @ dans R). En particulier, on peut construire
la fonction qui a chaque intervalle associe un rationnel dedans (peut importe
lequel) : c’est une fonction injective de ’ensemble des intervalle vers Q, donc
I’ensemble des intervalle est dénombrable.

Montrons d’abord que pour tout & €]ay, by [, g(bn) > g(z). Considérons pour
cela un point ¢ en lequel g atteint son maximum sur [z, b]. Puisque [z, b,[C X, t
appartient & [by,, b] donc, comme b, ¢ X, g(t) < g(b,). A fortiori, g(z) < g(bn).
Par continuité, g(a,) < g(bp). Si a, # a, on a méme g(a,) = g(b,). En effet,
comme a, ¢ X, g < g(an) sur [a,,b], en particulier g(b,) < g(an). Si a, = a,
on ne dispose pas de plus d’informations.
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13.17 Fonctions continues, Dénombrement

Exercise 13.33 (Fonction de Conway en base 13). Pour = € [0, 1], on écrit x
en base "tridécimale" (base 13) en utilisant les symboles {0, 1,..,9, A, B,C} (on
écrira des développement propres, qui ne se terminent pas par une infinité de
(). On construit la fonction f suivante :

e Si, a partir d’un certain rang, le développement tridécimal de x s’écrit
Az122..2,CY1Y2... avec toutes les décimales z;, y; € {0,...,9}, alors f(z) =
Z1T2... Ty, Y1Y2... (en base 10).

e Si, a partir d'un certain rang, le développement tridécimal de x s’écrit
Bxqzy...2,Cy1ys... avec toutes les décimales z;, y; € {0, ..., 9}, alors f(x) =
—T1T3... Ty, Y1Y2... (en base 10).

e Sinon, f(x) = 0.

On prolonge f sur R par f(z) = f(z—|x]). Montrez que pour tout intervalle
I non réduit & un point, f(I) = R. En déduire que f est discontinue partout
mais respecte une propriété plus forte que celle des valeurs intermédiaires.

Exercise 13.34 (Solution). Si on montre que f(I) = R pour tout intervalle
non trivial, alors f ne peux étre continue car elle n’est pas bornée au voisinage
de n’importe quel a € R. Elle respectera aussi la propriété des valeurs intermé-
diaires car pour a < b € R, et ¢ € [f(a), f(b)], on a ¢ € f([a,b]) = R. Reste a
montrer que f(I) = R pour tout intervalle I non réduit & un point.

Soient @ < b et r € R, on veut trouver ¢ €]a,b] tel que f(¢) = r. On
prend un ¢ €]a, b| quelconque et on écrit en base 10 : r = tx1x2...2p, Y1Y2-...
On pose g = Asir > 0, zg = B sinon. On écrit ¢ = Zkez%l?’k (v €
{0,...,9, A, B,C}) le développement en base 13. On va modifier ¢ afin qu’il se
termine par xgx1xs2...x,CY1ys... : pour ce faire, on choisi K € N et on construit
CK = Y ps_x 13" Enfin, on pose d = 0, zox1..2,Cy1ys... en base 13 et & =
cx +137%d. On a |é — ¢| < 137K donc pour K suffisamment grand, ¢ €]a, b,
et comme ¢ se termine par zgxrixs...x,CyY1ys..., sSon image par f vaut r.

On a prouvé que f(]a,b]) =R (tout intervalle contient un intervalle ]a, b[).

14 Fonctions usuelles

14.1 Fonctions usuelles, Etude de fonction

Exercise 14.1. Etudiez la fonction f : z l“TE
ete).

En déduire la résolution de I’équation a® = b® ou @ et b sont entiers naturels.

(ensemble de définition, graphe,

Exercise 14.2 (Solution). La fonction est définie, continue et dérivable comme
quotient de fonctions sur ]0; +o00[. On a pour z > 0, f'(z) = % Dong, f est
croissante avant e et décroissante apres. Elle atteint son maximum global en e, de
valeur f(e) = e~!. On a aussi les limites : limg f(x) = —oco et lim ., f(z) = 0%.
D’oti le tableau et le graphe qui vont bien.
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Supposons que a® = b® avec a, b des entiers naturels (non-nuls) et a < b
(le cas a = b fournissant bien évidemment une solution). Alors Ina® = Inb?, et
il s’ensuit f(a) = f(b). En appliquant le théoréme de la bijection pour f sur
I :=]0,¢] et J := [e, +0o0[, on en déduit que a et b ne peuvent pas étre tous les
deux dans I ou tous les deux dans J, donc a < e. De fait, a € {1;2} et il y a au
plus 1 b # a tel que f(b) = f(a). Finalement, on traite les deux cas & la main :

1. a=1, alors f(a) = 0 et il est impossible de trouver b (sinon, on aurait
Inb=0, orb>e).

2. a = 2, alors b = 4 convient.

Finalement, les couples solutions de 1’équation a® = b® avec a et b naturels sont
{(a,a);a € N} U{(2,4); (4,2)}.
14.2 Fonctions usuelles, Etude de fonction

Exercise 14.3. Déterminez : max{ {/n;n € N}.

Inz

Exercise 14.4 (Solution). On regarde les variations de la fonction f : x +— e"= .
La fonction est bien définie, continue et dérivable sur R* , et on a :

_ 1—Inz

(In f)'(z) =

x2

Donc f est croissante sur ]0;e] puis décroissante sur ]e; +oo[. On en déduit
que le maximum de {/n est atteint pour n = 2 ou pour n = 3. Reste & savoir si
V2 est plus grand que /3 ou le contraire. Or on a :

(V2)® =8 < 9= (V3)8
Ainsi : max{{/n;n € N} = /3.

14.3 Fonctions usuelles, Etude de fonction

Exercise 14.5. Tracez le graphe de = — (1 + %)I sur R .
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Exercise 14.6 (Solution). Domaine de définition de f : RY, dérivable dessus
(car 1+ 2 > 0).

limg f(z) = 1 et limyo f(z) = e. Il faut passer par le logarithme et les
théoremes de croissances comparées.

(In f)(x) = f(x) (111(1 +14)- 1—%) La partie de droite est une fonction dé-

croissante (de dérivée w(w’ijl)z < 0) de limite 0 en +00, donc positive strictement.
Ainsi, f est strictement croissante.

Y

14.4 Fonctions usuelles, Etude de fonction

Exercise 14.7. Montrez que f : z — m?—il et g : x — 507 sont bornées sur R.
Généralisez : soit P et () deux fonctions polynomiales (réelles), dans quels
cas la fraction rationnelle x — g(m) est bornée sur R ?

Exercise 14.8 (Solution). Sur R, 2%+ 1 est toujours non nul, donc les fonctions
sont bien définies. En outre, leurs limites en —oo et 400 sont finies (0 et 1),
donc elles sont bornées. Par contre, n’ayant pas encore de tel théoreme sur les
fonctions continues, il faudra le justifier proprement.

Sinon, on peut faire le calcul a la main et montrer que 0 < f < 1 et |g| < %
On finira par des tracés de graphes. Les tableaux de variation serviront a justifier
du caractere borné.

Y
241
x
P

Avec la méthode des limites, on obtient que la fraction rationnelle Yol (on

suppose que P et () n’ont pas de racines communes) est bornée sur un intervalle
I C R si et seulement si les deux conditions suivantes sont respectées :

e (Q n’a pas de racines dans I (et que Q ne s’annule pas aux bords de I).
e Si 00 € I, alors deg P < deg ().
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14.5 Fonctions usuelles, Etude de fonction

Exercise 14.9. Montrez que Vz €]0;1[,2%(1—2)'~* > 1. (On demandera aussi
le graphe de la fonction f: 2z +— zlnz + (1 — z)In(l — x).)
Etudiez aussi les cas limites (x — 0 et © — 1).

Exercise 14.10 (Solution). L’expression est correctement définie pour x €]0; 1],
elle est positive. On calcul donc In f et on en établit le tableau de variation.

Inf(z)=zlnz+(1—2)ln(l —z)

In f est dérivable comme somme et produit :

(lnf)/(m):lnx—i—l—ln(l—x)—l:lnlfx:_]n<i_1>

Donc In f et par la méme f est strictement décroissante sur |0;1/2] puis
strictement croissante sur [1/2; 1[. Elle atteint un minimum global en % qui vaut :

ORI

On a bien I'inégalité souhaitée.

On peut remarquer que f est laissé inchangée par Uopérateur f(.) — f(1—.),
donc son graphe admet un axe de symétrie vertical en z = % Par ailleurs, on
peut calculer les limites de f en 0 et en 1.

e limgIn f(z) =0+ (1 —0) x 0 =0 donc limg f(z) = 1.

e Par symétrie, limy f(z) = 1.

$I(1 o I)lfz

14.6 Fonctions usuelles, Logarithmes et puissances
Exercise 14.11. Résoudre : In,(10) + 21n10,(10) + 31n100,(10) = 0.

Exercise 14.12 (Solution). Attention, ’expression n’est définie que pour = ¢
{i65: 15: 1}- On a dans ce cas :
In1021n 1002 + 2Inz1n 100z + 3Inz In 102
(In2)(In 10z) (In 100x)
6(Inz)? + (3 +4+3)In10(Inz) + 2(In 10)?
(Inz)(Inz +1n10)(Inz + 21n 10)

1
m(lnm(lo) + 2 lnlox(lo) + 3 1111001(10)) =
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On cherche les racines d’un trindéme avec a = 6, b = 10In 10 et ¢ = 21n? 10.
Ona (avec b/ = /) A’ =13In%>10 > O et doncInz € {*5*6\/ﬁ In 10; *E’J%\/ﬁ In 10}.
Ainsi, I’ensemble des solutions est :

—5—V13 —5+V13
S={10"7"";10 6}

14.7 Fonctions usuelles, Logarihtmes et puissances

Exercise 14.13. Résoudre 22 — 372 = 37%3 — 2221 (on doit trouver 3).

Exercise 14.14 (Solution). Plusieurs approches possibles. Par exemple on peut
raisonner par équivalences :

22w _ 3I7% — 3I+% _ 22w71

3 0w N3,
o 522 :T?’
o (4) _ 8
3 3v3
- . :ln8—ln3\/§
In4—1n3
3
= X —5

On peut aussi remarquer que % est solution (parce que cela revient & écrire

la décomposition de 12 en bases 2 et 3), puis montrer que I’équation n’a qu’une
seule solution.

14.8 Fonctions usuelles, Logarihtmes et puissances

2 (@®) et hmx_>0 (x(TJ,)

Exercise 14.15. Calculez lim,_, 1
Exercise 14.16 (Solution). On repasse en forme exponentielle : (z%)* = ¢ o=@
et 2(*") = ¢*" "% De fait, on doit regarder (22 — z%)Inz (= 2%(1 — 2*~2)Inz).

— x — 400 : Siz > 2, alors 'expression est négative, et elle tend vers —oo

T\T

(comme produit). Donc lim 4 o % =0.

— 2 — 0 : On a (formellement) (0 — 1) X —oco. On trouve limg Sﬁ% = 4o0.

14.9 Fonctions usuelles, Logarihtmes et puissances

Exercise 14.17. Justifier de 'existence et simplifiez : csh(no)tsinh(inz) ().

et :In(va2+1+2)+In(va2+1—2z) (=0). ’

Exercise 14.18 (Solution). La premiere expression est définie sur R et la
seconde sur R.
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cosh(Inz) + sinh(ln z) 1 1 1
x
T 2z

ln( x2+1+x)+ln(\/x2+1—x) zln(\/x2+12—x2> =In(1)=0

14.10 Fonctions usuelles, Logarihtmes et puissances

Exercise 14.19. Résoudre In |z + 1| —In|2z + 1] <In2.

Exercise 14.20 (Solution). L’inégalité est équivalente avec (z + 1)? < 4(2z +
1)% et x # 1 et x # 3. Ainsi, 'ensemble de solution est (on le dessinera sur un
axe réel) :

S =] — 00y —1[U] — 1; —3/5] U [-1/3; +-00]

14.11 Fonctions usuelles, Logarihtmes et puissances

Exercise 14.21. Résoudre le systeme :

2Ingy+2Inyx = —5
Ty =-e

Exercise 14.22 (Solution). Il faut faire attention a ce que z,y # let z,y € R}.
On a alors Inzy = 1, donc Iny = 1 — Inz. On remplace dans la premiere
expression : 21;1‘;”” + 211_“1;”36 = —5. Ainsi, on obtient 2(1 — Inx)? + 2In’ z =
—5Inz(1—Inz) et finalement — In? z4+Inz+2 = 0, soit (Inz+1)(— Inz+2) = 0.
Ainsi, (z,y) = (e?,e7! et (x,9) = (e2,e7!) sont les seules possibilités (et elles
fonctionnent).

14.12 Fonctions usuelles, Logarihtmes et puissances
Exercise 14.23. Résoudre : (y/z)* = zV?
Exercise 14.24 (Solution).
2V = /¥ e eVEInT _ phring
& rlnx = %xlnx

& (z=1) ou (x =2x)

S(x=1) ou(x=4)
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14.13 Fonctions usuelles, Polynémes

Exercise 14.25. Faites I’étude d’une fonction polynomiale de degré 3 de la
forme P : 2+ ax® + bx? + cx + d avec (a,b,c,d) € R*.
Déterminez graphiquement et numériquement Q(z) := P(z — 3%) (on doit
retrouver les polynomes de la forme X3 + pX + ¢, qui sont "centrés'.)
Construisez un discriminant pour les polynémes X2 + pX + gq.

Exercise 14.26 (Solution). On cherche ici & construire un nombre qui se calcule
a partir de p et ¢ et dont un simple regard sur le signe nous donnerait le nombre
de racines réelles du polynéme P = X3 + pX + ¢. On remarque tout d’abord
que :

( lim P(:v)) X < lim P(x)) <0
T—r—+00 T——00
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires/théoréme de bijection, la

fonction polynomiale P (qui est continue) s’annule sur R. Donc P a 1 ou 3
racines sur R. Faites un dessin!

Y Y Y

a , /] , /J

En dérivant, on a : P’ = 3X? + p, donc la fonction polynomiale P atteint
ses extréma en « := —,/ =5 et B := +4/ =", qui sont réels a la condition
p < 0. On regarde alors les valeurs prises par P en ces abscisses, et surtout leur
produit :

P(a)P(B) = (q— /=p/3(p + /=03 ) + /=030 + v/=/3))
= ¢ /3 )

1
= ﬁAg’

Ot on a fixé le discriminant du polynéme de degré 3, X3 4+ pzx + ¢ :
Ag = 27¢% + 4p®

Ainsi, le simple calcul de ce nombre nous permet d’étudier le signe de
P(a)P(3). D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, P admet une ra-
cine entre ces extréma si ledit produit est négatif. La réciproque se montre
simplement en établissant le tableau de variation de la fonction polynomiale P.
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Attention cependant, ici, c’est lorsque qu'on a Az < 0 que le polyndéme
a 3 racines réelles! Inversement, lorsque Az > 0, il n’y a qu’une seule racine
réelle, et pour Az = 0, il y a une racine simple et une double (mais on ne peut
dire laquelle est laquelle sans pousser plus loin I’analyse).

Remark. La condition "p < 0" est bien induite par "Agz < 0", il n’est donc pas
nécessaire de la vérifier en plus.

14.14 Fonctions usuelles, Trigonométrie

Exercise 14.27. Montrez que Vn € N,Vz € R, |sin(nz)| < n|sinz|. Quels sont
les cas d’égalité ?

Exercise 14.28 (Solution). Preuve par récurrence avec les formules d’addition.
Cas d’égalité qui se voit dans la récurrence.

Formule d'addition)
Inegalite triangulaire)

|cosz| < 1)

|sin(nz)| = | sin(nax) cos x 4 cos(nz) sin z|
< |sin(nz)|| cos x| + | cos(nx)|| sin z|

< |sin(nz)| 4 | sin z|

—~ A~~~

< n|sinz| + |sin x| Hypothese de recurrence)
< (n+1)|sinz]|

Donc le cas d’égalité intervient quand, d’une part, |cosz| = 1, ce qui induit
x € wZ. Dans ce cas, on a sinz = 0 et sin(nz) = 0, ce qui est bien une égalité.

14.15 Fonctions usuelles, Trigonométrie

Exercise 14.29. Montrez : Va € [0; 3], 2z <sinz < x.

Exercise 14.30 (Solution). En dérivant, on obtient les tableaux de variation,
et les inégalités souhaitées.

14.16 Fonctions usuelles, Trigonométrie hyperbolique

Exercise 14.31. Soit # € R, simplifiez sinh? z cos? z + cosh? x sin® z.

Exercise 14.32 (Solution). Utilisez cos? +sin? = 1 et sinh® — cosh® =1 :
sinh? cos? 4 cosh? sin? = sinh? cos? +(1 + sinh?) sin?
= sinh?(cos? 4 sin?) + sin?

= sinh? + sin?
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14.17 Fonctions usuelles, Trigonométrie hyperbolique

Exercise 14.33. Résoudre en fonction de a, b et ¢ des réels, I’équation a cosh x+
bsinhx = c.

Exercise 14.34 (Solution). Avec des exponentielle, on obtient que x € R vérifie
acoshx + bsinhz = ¢ si et seulement si e® est racine du polyndéme (a + b) X2 —
2¢X + (a — b). Cela donne lieu a plein de disjonctions de cas!

14.18 Fonctions usuelles, Trigonométrie hyperbolique

Exercise 14.35 (Transformation de Gudermann). On suppose que z = In tan (% +

1
cosy "

Montrez que tanh § = tan § ; tanhz = siny et coshx =

1+tan ¥ .
Z . donc en inver-
2

Exercise 14.36 (Solution). On a e” = tan (§ + ¥) =

1—tan

sant : tan § = z:_ﬂ = tanh 7. Ensuite, on peut montrer que :
2tanh 3 2tan § .
tanhz = == 55 = siny
1—tanh® % 1-—tan®§

2

. 2 . .
Finalement, —»— = 1 —tanh®z = 1 —sin® 2 = cos? z. En remarquant que si

1
cosh® z
tan (% + %) > 0 (ce qui est le cas car on a passé cette expression au logarithme),

alors cosy > 0, on conclut.

15 Fractions rationnelles

15.1 Fractions rationnelles

Exercise 15.1. Soit F' = g € K(X) une fraction rationnelle avec P A Q = 1,

telle que F’ = % Montrez que X|@, puis que si X™|Q, alors X"|Q’. Concluez
qu’une primitive de % ne peut pas étre une fraction rationnelle.

Exercise 15.2 (Solution). On a : F/ = % = +, donc RX = Q?* avec
R = P'Q— PQ'. Ainsi, X|Q?. Comme X est irréductible dans K[X], on a X|Q.

Supposons que X"|Q, alors notons Q% = X?"B, on a RX = Q*> = X*"B,
puis X?" 1B = P'Q - PQ’, dott X"|(P'Q — PQ"). Comme X"|P'Q, on obtient
X" PQ’, sauf que P est premier avec X" car P est premier avec @ (qui est
multiple de X™). Finalement : X"|Q’.

Supposons que F' = % pour une fraction rationnelle F' = % e K(X) (P A
@ = 1), alors en notant ¢ le degré de @, on sait que 0 est racine de @ avec
multiplicité au moins 1. Mais si 0 est racine de @ avec multiplicité n, alors 0 est
racine de @’ avec multiplicité n aussi, donc racine de @) avec multiplicité n + 1.
Des lors, la multiplicité de 0 comme racine de @ est aussi grande qu’on veut,

plus grande que son degré : @ est le polynéme nul... Cela est une contraction
avec F' = g € K(X).

145

M



15.2 Fractions rationnelles

Exercise 15.3 (Théoréme de Lucas). Soit P € C[X] un polynéme scindé a
racines oy, ..., &, de multiplicité aq, ..., a,. Soient (A;); les points d’affixe (ay;);.
En décomposant 1133/ en éléments simples, montrez que si 3 est racine de P’ mais
pas de P, alors >, _, 5 o = 0. En déduire que B, d’affixe g, est un barycentre
(& poids positifs) des (4;);.

Que ce passe-t-il géométriquement quand on itére ce processus ?

Exercise 15.4 (Solution). On a : —/ =Y o2 o, car P est scindé et on note

ny la multiplicité de ay. Donc %(B) = % = 0 car P(5) # 0 par hypothese.

Il s’ensuit que :
n
ag
> =0
=B

Des lors, on peut écrire S comme un barycentre a poids positifs des ay, :

n C(,k _n oY
;5—%_2 BZW

k=1

n

apog
: : 2

— 18— axl

Comme cette somme vaut 0, en conjuguant et isolant /3, on obtient une
expression de 8 comme barycentre a poids positifs des oy, :

n
1 ag

n 3 Z 2
Zk:l \[3—(17<],;k|2 k=1 |ﬂ - Oék|

8=

Qg

Cela signifie, géométriquement, que si on place les A, (d’affixe a, racines
de P) dans le plan, les points Bj, qui ont pour affixe les racines 3; de P’, sont
tous dans I’enveloppe convexe du polygone formés par les Ay : certaines racines
de P sont aussi racines de P’ (les multiples), et les autres sont strictement dans
I’enveloppe convexe.

On peut poursuivre en tracant I'enveloppe convexe des f; : les racines de
P sont dedans, etc.

Ce théoréme donne une version dans C du fait que les racines de P’ sont dans
Iintervalle [min, ; p(y) @, max, ; p,)y] pour les polynéomes P € R[X] scindés
dans R.

Exemple avec P = (X —i)%(X +4)%(X — 1)(X + 1)(X — 1/2). On notera
qu'une des racines de P est dans l'enveloppe convexe des racines de P”, en
autres emplacements étranges : le probleme de l’enchevétrement des racines
n’est donc pas simple, méme une fois établi le théoreme de Lucas.
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p, P, p’, PG pW pG) p®)

15.3 Fractions rationnelles

Exercise 15.5. Soit ' = g € K(X). Montrez que F est paires si et seulement
si P et QQ sont pairs. Trouvez un critére pour F' impaire.

Exercise 15.6 (Solution). Si F' = g est paire, alors gg:;; = g, donc PQ(—X) =
P(—X)Q, donc P|P(—X) par le lemme de Gauss car P est premier avec Q.
Comme P et P(—X) ont le méme degré, il existe A € K tel que P(—X) = AP.
Comme le coefficient dominant de P(—X) vaut (—1)¢8 % fois le coefficient do-
minant de P, on obtient A = (—1)48 ¥ : P(~X) = (—1)4e P P se substitue dans
PQ(—X) = P(—X)Q pour donner Q(—X) = (1) Q.

Ainsi, si F' est paire, soit P et @ sont pairs, soit P et () sont impairs.
Cependant, le deuxiéme cas n’est pas possible car alors P et ) admettent 0
comme racine et ne sont donc pas premiers entre eux. Ainsi : F' paire & P et

@ pairs.
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% est paire,

Maintenant, si F' = % € K(X) est impaire, alors F' =
donc Q? est pair par le raisonnement précédent : Vo, Q(—z) € {Q(x), —Q(x)}.
Dés lors, Q(—X) coincide une infinité de fois ou avec @ ou avec —@Q : comme
¢’est un polyndme, on obtient Q(—X) = @Q ou Q(—X) = —Q. En substituant
dans Pexpression de F', on trouve finalement : F' est impaire < (P est pair et
@ impair) ou (P est impair et ) pair).

15.4 Fractions rationnelles

Exercise 15.7. Soit P € R[X] scindé & racines simples non-nulles z1, ..., ©,,. Dé-

composez en éléments simples la fraction #. En déduire la valeur de ZZ=1 m (: %) .

Exercise 15.8 (Solution). Comme 0 n’est pas racine de P, ﬁ admet une
décomposition en éléments simples de degré 1 :

n
1 o7y} Qg

XP_x X — a3
k=1

Multiplions par X et faisons tendre x — 0 : % =ag+ 22:1 0.

Ensuite, multiplions par X — x; et faisons tendre z — xj. D’une part :
limg_ys, %P(wﬁjf,’?wk) = ka'l(mk)' Et d’autre part, le membre droite tend vers
A .

Finalement :

L Yo = (VP (@)
XP X +Z X —

k=1
Maintenant, multiplions les deux c6tés par X et faisons tendre z — +o00 :

x P 1 n (Y P(2) n 1 ) .
@ 0 v = gy et @ T Xt w1 STensuit

n

1 1
> anP'(zr)  P(0)

k=1

15.5 Fractions rationnelles

Exercise 15.9. Soit n fixé. Ecrire sous forme d’une seule fraction rationnelle
(U, est le groupe des racines n-ieme de 1'unité) :

wX
F= _
%; w2X2+wX +1

Exercise 15.10 (Solution). Commencons par regarder, pour w € Uy, le terme
de la somme. On pose j = e

wX +1 wX +1 a b

w2X2—|—wX—|—1:(wX—j)(wX—j2)_wX—j+wX—j2
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. — w — j _ —1 ) :
On trouve : a = —p— = 707 et b= =i Il s’ensuit que (comme U,, est

stable par z +— 1) :

jw o w
X —jw X-—-j%w

Maintenant, on remarque que

—~

jw)* =", donc: [[, ey (X —jw) = X" —j".
De fait, ZweUn Xjf“’jw est la décomposition en éléments simples d’une fraction
rationnelle de la forme <~£— pour un certain P € C,_[X].

X7 —j
On sait que, pour w € U, fixé, Zz__j]w — n(jw)" ! (le polynéme dérivé)
quand z — jw, donc, en multipliant par X — jw puis en évaluant en jw 1’égalité
P P(jw)

X = > wel, Xjfij, on trouve =Ter = Jjw, puis P(jw) = nj"™. Comme P
vaut la méme valeur sur U,, et est de degré < n — 1, P est constant de valeur

nj™. Ainsi :
> = e
X —jw X —gn
wel,

Le méme raisonnement avec j2 donne :

w nj2n—2
%;n X — 2w Xn— g2
Finalement :
F=Y ot == ( A i )
wemnw22X2+wX+1 j—1\Xn—jn Xn_ j2n

Cette forme est beaucoup plus simple que celle de départ, on peut cependant
encore la simplifier :

: . _ 3 1 j _ -3
oSln=3p.F—ij( —ng,_1>— P

T\ X%p—1 Xn-1
— . 3p+l j 1 _ Gp+)(XPPH41)
e Sin=3p+1:F= =1 (X3p+1_j - X3p+1_j2) = XopT2yX3pTIt1

P . _ 3p+2 J* i° _ 3p+2
e Sin= 3p—|— 2:F= -1 (X3p+2,j2 - XspF2—5 | T XOpti3XspT241

16 Groupe symétrique

16.1 Groupe symétrique

Exercise 16.1 (Théoréme de Futurama). Soit k transpositions différentes
(15); € Sk. On pose 0 = 7, 74_1...7271. Montrez qu’il existe des transpositions
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différentes (7;); € Sk, telles que m,...m10 = id et Vi # j,m; # 7;. Montrez
qu’on peut prendre p < n + 3.

Exercise 16.2 (Solution). La solution est ici.

16.2 Groupe symétrique

Exercise 16.3. Résolution du probléme du taquin (montrez que toutes les
permutations possibles sur un taquin 3 x 3 sont de signature 1 et généralisez
aux taquins n X n, n impair).

Référence pour les exercices de groupe symétrique.

Exercise 16.4 (Solution). Lorsqu’on réalise un déplacement horizontal d'un
jeton, on ne change par l'ordre des numéros, et la permutation correspondante
est simplement 1'identité. Lorsqu’on réalise un déplacement vertical d’un jeton,
que ce soit vers le haut ou vers le bas, on produit un cycle de longueur 3, donc une
permutation de signature égale a 1. La position finale étant obtenue comme suite
de déplacements horizontaux ou verticaux, la permutation obtenue correspond
a un produit de cycles de longueur 3, donc & un produit de permutations de
signature égale a 1. C’est donc aussi une permutation de signature égale a 1.

Sur un taquin n X n, une position peut étre obtenue par produit de cycles de
longueur n. En particulier, si n est impair, alors chaque n-cycle est de signature
1, donc le taquin est de signature 1.

16.3 Groupe symétrique

Exercise 16.5. Montrez que le groupe alterné A,, est distingué dans S,, (i.e.
que Vo € S,,,V7 € Ap, 0107t € A,).

Montrez qu'une permutation est dans le groupe alterné si et seulement si
elle s’écrit comme un produit d’un nombre pair de transpositions.

Montrez qu’'un cycle de S, de longueur m est dans A,, si et seulement si m
est impair. Montrez que A,, est le groupe engendré par les 3-cycles.

Soit 7 une transposition de S,,. Montrez que ¢ : ¢ — o7 est une bijection de
S, et calculez le cardinal de A,, grace a elle.

Montrez que DA, = A, pour n > 5 (utilisez que A,, est engendré par les
3-cycles), puis calculez DA,, pour n < 4 (DG désigne le groupe dérivé de G :
c’est le groupe engendré par {aba='b~1;a,b € G}).

Exercise 16.6 (Solution). On a e(oro~!) = g(0)e(r)e(0) ™ = (1), donc A,
est stable par conjugaison.

Soit o € A,,. Comme les transposition engendre S,,, on peut écrire o comme
un produit de transposition. Comme chaque transposition a pour signature —1
et que o a pour signature +1, il a un nombre paire de transposition. Récipro-
quement, un produit d’'un nombre pair de transpositions est dans A, car sa
signature est +1.

La signature d'un p-cycle de S,, est égale (—1)?~1. donc un p-cycle est dans
A, si et seulement si p est impair. On écrit ¢ € A, comme un produit de
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transpositions. Il suffit donc de prouver que le produit de deux transpositions
est aussi produit de 3-cycles. On distingue deux cas :

1. Les transpositions sont & supports disjoints : on écrit alors (i j) o (k1) =
(i kj)o(kli).
2. Les supports des deux transpositions ont un élément en commun : on écrit
alors (i j)o (i k) = (i k j).
¢ est une bijection de S,, car on peut exhiber sa bijection réciproque : ¥ :
o — o1~ 1. En particulier, e(¢(c)) = (1) x &(c) car 7 est une transposition.
De fait, ¢(A,) C Sp\ Ay, et réciproquement. On en déduit #A4, = 1#S, = 2.
D’une part, DA, C A, est évident grace a la signature. Par ailleurs, soient
a, b et ¢ distincts. On veut montrer que (a b ¢) € DA,,. Soit o telle que o(a) = a,
o(b) =cet o(c) =b. Onaalors o(abc)o™t =(acb) =(abc)® Sioe A,
on a gagné car o(a b c)o tacb)™t = (abec) € DA,. Si o ¢ A,, soient d et
e distincts de a, b, ¢ (ce qui est possible car n > 5). On change o en o o (d e),
donc on change sa signature et on a oo (d e) € A, donc on a gagné. Ainsi, on

a bien que tous les 3-cycles sont dans DA, et comme les 3-cycles engendrent
A,, on a finalement : DA, = A,.

16.4 Groupe symétrique

Exercise 16.7 (Code de Lehmer). Montrez que c’est une bijection. Montrez
que Dalgorithme usuel le calcule bien (quelle complexité ?). Déterminer le code
de Lehmer de la permutation symétrique.

16.5 Groupe symétrique

Exercise 16.8. Soit n un entier impair supérieur ou égal a 3 et o € S, telle
que o2 = id. Montrez que o posséde au moins un point fixe.

Exercise 16.9 (Solution). On regarde la partition de [1,n] en orbites de o.
Comme o2 = id, l'orbite de z sous l'action de o est soit {z}, soit {z,o(z)}.
Or on sait que la somme des cardinaux des orbites est exactement n (tout les
nombres entre 1 et n apparaissent dans exactement une orbite). Donc, comme
n est impair, si toutes les orbites étaient du type {z,o(z)}, alors on aurait une
contradiction (car n = > #C, = Y 2 serait pair). Ainsi, il existe au moins un
point fixe (une orbite de taille 1)..

16.6 Groupe symétrique

Exercise 16.10. Montrez que le type cyclique d'une permutation est stable par
conjugaison. Montrez que le type cyclique est stable par l'inverse. En déduire
que toute permutation est conjuguée a son inverse.

Exercise 16.11 (Solution). Soit 0,7 € S, ol 7 est une transposition. On
s’'intéresse au type cyclique de s = oro 1. Ecrivons 7 = (a b), si z # o(a), o(b),
alors s(z) = z et s(o(a)) = a(b) et s(a(b)) = o(a), donc s = (g(a) o(b)). De fait,
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pour une permutation quelconque vy € S,,, on peut écrire v comme un produit
de transposition v = 1y 75...7, et regarder s = ofya_l :

s = 071...Tk0_1 = (07'10_1) (07’20_1) (JTkU_l)

De fait, en changeant tous les [1, n] qui apparaissent dans la décomposition en
produit de cycles de v par [0(1),0(n)], on obtient la décomposition en produit
de cycles de oyo~!. Ainsi, le type cyclique de v n’a pas été modifié par la
conjugaison.

L’inverse d’un p-cycle est aussi un p-cycle (c’est le méme cycle écrit dans
Pordre inverse), donc en décomposant v en produit de cycles a supports disjoints,
puis en inversant chacun de ses cycles, on obtient bien v~! avec le méme type
cyclique.

On a en fait montré quelque chose de bien plus puissant tout a I’heure : on a
montré que deux permutations qui ont méme type cyclique sont conjuguées. En
effet, soient deux permutations de méme type cyclique 7,~’, on les écrit comme
produit de cycle mima...m, et w5,y on définit la permutation o qui & m
associe 77, etc ("associer" signifie que si m = (a1 as ... ap) et T = (b1 by ... bp)
alors o(a;) = b;). Un fois fait, on a oyo™1 = +/.

En particulier, on a que ¢~ ! est du méme type cyclique que o, donc elles
sont conjuguées. Cela est assez particulier comme propriété et n’est pas vrai
dans un groupe quelconque (par exemple, c’est faux dans un groupe cyclique ot
un groupe commutatif).

16.7 Groupe symétrique

Exercise 16.12. Calculez la signature de :
(1 2 .. n—1 n
=\ n n-1 .. 2 1

Exercise 16.13 (Solution). On note £, la signature de o,. On va trouver une
relation de récurrence. En effet, on peut regarder (1 n)o, :

(1 n)o, = 2 3 o m—2 n—1
" \n-1 n-2 .. 3 2

Ce qui a la méme signature que o, _o quitte a re-numéroter les indices. On a
donc une relation d’ordre 2 sur €, : €, = —€,_2. On calcule 61 = 1 et g9 = —1

et on en déduit o, = (—1)" 7! et £9,,41 = (—1)™.

Une autre fagon de procéder est de remarquer que o, est le produit des
transpositions suivantes : (1 n), (2 n — 1), etc... Il suffit alors de compter le
nombre de transpositions pour déterminer la signature.
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16.8 Groupe symétrique

Exercise 16.14 (Superpermutation). Une superpermutation de taille n est une
suite finie de nombre qui contient toutes les permutations de S,, comme sous-
suite (une sous-suite est une partie contigué de la suite). Montrez qu’il existe
des superpermutation pour toute taille.

La longueur d’une superpermutation est le nombre d’éléments de la suite.
Montrez qu’il y a une seule superpermutation de taille 2 de longueur minimale.

Montrez que (1,2,3,1,2,1,3,2,1) est une superpermutation.

Montrez que toute superpermutation de taille n est de longueur au moins
(n—1)L

Si s est une superpermutation de taille n, on définit une suite s’ par le procédé
suivant : on sépare s en chaque permutation (aq, ..., a,), puis on les transforme
en (ay,...,an,n+ 1,a1,...,a,), et enfin on les re-fusionne dans 'ordre. Montrez
que la suite s’ ainsi obtenue est une superpermutation. En déduire qu’il existe
des superpermutations de taille Y _, k!.

Exercise 16.15 (Solution).

16.9 Groupe symétrique

Exercise 16.16. Déterminez le centre du groupe symétrique (les éléments qui
permutent avec tous les autres). On pourra commencer par regarder ¢(a b)
o o(ab)ol.

Exercise 16.17 (Solution). Soit o,7 € S, ol 7 est une transposition. On
s’intéresse au type cyclique de s = oro~!. Ecrivons 7 = (a b), si z # o(a), o (b),
alors s(z) = z et s(o(a)) = o(b) et s(a(b)) = o(a), donc s = (c(a) o(b)). Donc
B0 n(0) = (0(a) o(b)).

Soit o qui commute avec tous les éléments de S,,. En particulier, o commuta
avec toutes les permutations (a b), donc ¢, v)(0) = (a b). Ainsi, (o(a) o(b)) =
(ab). Il s’ensuit que o(a) € {a,b}. Soit c # a, b, alors on a aussi ¢, (c) = (ac)
puis o(a) € {a,c}. On en déduit par intersection que o(a) = a. Finalement, le
centre de S,, est réduit a {id}.

16.10 Groupe symétrique

Exercise 16.18. On pose 0; = (1 2 ... i) € S,,. Montrez que toute permutation
knoghnto. ook? avec k;j € {0,..,j—1}.

s € Sy, s’écrit de maniere unique : s = o n

Exercise 16.19 (Solution). Montrons 'existence par récurrence. Soit s une
permutation de S,, et on note p = s(n). o2 P(p) = n, donc o7 Ps est une
permutation de [1, n—1]. Ainsi, par récurrence, on peut obtenir la décomposition
souhaitée (en effet : (O’:{’_p)_l = oP).

Supposons maintenant qu’on dispose de deux décompositions s = oF» ...0152 =
O'%”...O’jz et soit r le plus grand entier tel que k, # j,.. On a donc s’ = U,’?*...U;” =
olr...05%, cependant : s'(r) = o¥(r) d'une part et s'(r) = o~ (r) qui sont diffé-
rents...
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16.11 Groupe symétrique

Exercise 16.20. On note ¢; = (1 4). Soit ¢ un automorphisme de S, qui
transforme une transposition en une transposition. Montrez qu’il existe une
famille (a;)ic[1,n) telle que Vi > 2,¢(t;) = (a1 a;). Montrez que I'application
s : i — a; est une bijection. Montrez que ¢ est I’automorphisme intérieur associé
A s, cest-a-dire que Vo € S,,, ¢(0) = sos~! (on pourra d’abord prouver que si
7 = (a b), alors o7o~! = (o(a) o(b))).

Exercise 16.21 (Solution). Montrons d’abord que les supports de ¢(tx), ¢(t;)
sont non disjoints. S’ils I’étaient, alors ¢(tx) et ¢(¢;) commuteraient, et on pour-
rait écrire tt; = 6~ (G(txty) = 6~ (B(t)B(E)) = 6 (B(E)B(t)) = tity, ce
qui n’est pas.

Comme ¢(ty) et ¢(t;) sont des transpositions, on les écrit ¢(ti) = (ar by) et
@(t;) = (a; b;j). On sait qu’au moins deux des nombres qui apparaissent sont les
mémes, quitte & re-numéroter : ¢(tx) = (a1 ax) et ¢(t;) = (a1 a;). Cependant,
on doit montrer que Vi > 2, ¢(t;) = (a1 a;). Soit ainsi, i quelconque différent de
k et j (ce qui est possible car n > 3). Comme ¢(t;) ne commute pas avec les ¢(ty)
et ¢(t;), les supports ne sont pas disjoints. De fait, en écrivant ¢(t;) = (a; b;), on
a deux cas possibles, soit a; € {a;,b;}, soit le contraire, ce qui conduit & a;, ar €
{ai,b;}. Comme ¢ est injective, a; # ax, donc ¢(t;) = (a; ai), cependant, cela
est impossible car alors : ¢(t;)o(tr)d(t;) = ¢(tx) et donc t;txt; = tx, ce qui n’est
pas. Nous sommes donc dans le premier cas et ¢(t;) = (a1 a;).

Les a; sont deux a deux distincts sans quoi ¢ ne pourrait étre bijective. Dés
lors, s : i+ a; est bijective; s € S,.

Soit 0,7 € §,, ou T est une transposition. On s’intéresse au type cyclique de
s = oro~'. Ecrivons 7 = (a b), si & # o(a),o(b), alors s(z) = z et s(o(a)) =
o(b) et s(o(b)) = o(a), donc s = (o(a) o(b)).

Ainsi, ¢ et la fonction centrale associée a s : i — a; coincident sur les (¢;);.
Comme les (t;); engendrent S,, comme groupe, et que ¢ et la fonction centrale

sont des morphismes de groupe, on a bien Vo € S, ¢(c) = sos~ L.

17 Intégration (Calcul d’intégrales et primitives)

17.1 Intégration

Exercise 17.1. Calculez les intégrales suivantes :
. fil z|z|dz (on doit trouver 0).
. f_21 z|z|dz (on doit trouver 7/3).

e Calculez f(x) = fol max(x,t)dt. Représentez f.

Exercise 17.2 (Solution). . fi1x|z|dx = 0 car on integre une fonction
impaire sur un domaine symétrique.

o fflx|m|dx = f12x\m|dx = ffledx = [%x?’ﬁ =

Wl
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o xSiz<0alors flz) = [y tdt =12,
*x Sia>1, alors f(z) = fol xdt = x.

* 810 < <1, alors f(z) = [ xdt—i—f; tdt = 2?2+ $(1—2?) = 3 (2% +
1).
On pourra vérifier que f est continue et méme dérivable (indéfiniment).

y . y f(z)
T

1/2

17.2 Intégration

Exercise 17.3. Tracez la primitive de x — |z qui s’annule en 0 et donnez une
formule explicite.

Exercise 17.4 (Solution). On commence par tracer la fonction z — |z].

Ensuite, on sait que sa primitive qui s’annule en 0 passe par le point (0, 0),
puis a une pente de 1 entre (0,0) et (1,0), puis de 2 entre (1,0) et (2,1),
puis de 3 entre (2,1) et (3,3), etc. Donc on doit relier les points (n,u,) et
(n+1,up41) (pour n € N) avec u,, qui vérifie : ug =0 et upy1 = 0n+1 |x]dx =
fo' lz]dz + f:“ |z]dz = u, +n, donc u, = S 123 k= "(nT_l)

Dans les négatifs, on doit relier les points (—n,v,) avec vg = 0 et v,11 =
v, — (n+ 1), donc v,, = —w.

La formule explicite s’en déduit.
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13 Primitive

12 |z|

8

17.3 Intégration

Exercise 17.5. On pose I, = fo% tan™ (z)dz.

Calculez Iy(= 7/4) et I (= n2/2) puis trouvez une récurrence d’ordre 2 pour
I,,. En déduire I,, et sa limite.

En déduire la limite de u,, = > _, % (Cest In2) et v, = > 1, 2,1€ kl :
(Clest T).

Exercise 17.6 (Solution). Iy = foﬂh de=Tetl = [ 7/ sin(@) g0 [—In cos(a:)]g/4 =

cos(z)
1

B /4
On remarque que Ip,+In 42 = [ /a tan”(z) (1 + tan®(z)) dz = [n_H tan"t(z)| =
0
1 4 . sen _ 1
T On en déduit déja que I, n—>—+>oo Ocar I, >0,donc0< I, = Py —I,40 <
1
n+1 n——+oo 0.

La formule explicite est plus compliquée a obtenir. Le plus rapide est de
regarder la somme télescopique :

n -1 k—1
k=1
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—1)"

Donc I, = (—1)"(Z — v,). On a de méme Ip,1; = ( (In2 — uy,) en

4

leulant S, GO0 _ g 1)1
calenlant 7, T = 1 — (1) .
Finalement, comme [,, — 0, on en déduit v, — 7 et u, — In2.
n—-4o0o n—4oo n—+o0o

17.4 Intégration

Exercise 17.7. Montrez que :
B
<V(0z, B) € [a, b, / f(a)dz = o) = (Vz € [a,8], f(z) = 0)

Exercise 17.8 (Solution). Soit F la primitive de f : F(z) = [ f(z)dz. On
a F(z) = 0 pour tout = € [a,b]. Or F' = f, donc f = 0, d’apres le théoréme
principal de l'intégration.

Autre méthode : On peut, si on a vu le chapitre de théorie de l'intégration
(pas seulement celui de calcul), utiliser le fait que, pour f continue par morceau,
si on suppose f # 0, alors il existe un point = tel que f(z) # 0, et un voisinage
de z sur lequel f garde un méme signe et ne s’annule pas. En intégrant sur cet
intervalle, on obtient une valeur non nulle, ce qui contredit ’hypothese.

17.5 Intégration

. , . o B8 _ Pl q - (,1)Q([3,a)p+q+1
Exercise 17.9. Déterminez I, o(a, f) = [/ (t—a)P(t—£)%dt (— “oran (7))

Exercise 17.10 (Solution). On se rappelle que [¢" dt = [%Ht”“]

On effectue le changement de variables u = ¢t —a (du = dt) : I, (o, 8) =
foﬁ_a uP(u—(B—a))?du = I, 4(0, 6—a). Donc, on se bornera a étudier I, ,(0, ).

Ensuite, en posant u = zv (du = xdv), on a I, ,(0,z) = zPTat! fol vP(v —
1)idv = 2P+, (0,1).

On va maintenant faire une IPP pour calculer I, , = fol tP(t—1)9dt. On pose
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W=ttetv=(t—1)%, onau= #tp‘”‘l et v/ = q(t —1)4"1, donc :

1 ! !
Ly = [p+ 7t~ 1)‘1] - z%/ AL~ 1)71dt
0 0
= Iﬁijrl,qfl
q—1
q—k
= (=1)1 T )
0 (T ) oo
_(—1)s q'p! 1

r+q)'p+q+1
(—=1)7

(p+a+1)(")7)

. - (71)(1(57a)p+q+1
Finalement, I, (o, 8) = e ()

Remark. On a I, , = (—1)91, ,. On peut le vérifier en posant le changement de
variable u =1 —¢.

17.6 Intégration

. . i . 2
Exercise 17.11. Soit ¢(t) = S (¢ £ 0), p(0) = 1. Soit f(z) = [ p(t)dt.
Montrez que f est bien définie, donnez sa parité. Montrez qu’elle est dérivable
et calculez sa dérivée. Dressez son tableau de variations.

Exercise 17.12 (Solution). Comme ¢ est continue (une justification basique
de la limite en 0 est attendue tant que le cours de continuité n’a pas été vu),
elle possede une primitive ® qui s’annule en 0. On a : f(z) = ®(2z) — ®(x), elle
est bien définie.

En outre, comme ¢ est paire, ® est impaire (cela se démontre par changement
de variable u = —t). De fait, f est impaire comme somme de fonctions impaires.
® est dérivable (sa dérivée est @), donc f aussi et on a :

fl(@) = 20(22) — p(z) = Sinh(%); sinh ()

Comme sinh est croissante, on a sinh(2z) — sinh(z) > 0 si et seulement si
2z > x et donc z > 0. Ainsi, on a f'(0) = 0(= ¢(2%0) —¢(0)) (limites par taux
d’accroissement) et sinon f’(z) > 0. Finalement :

x —00 0 “+0o0
f(x) + 0 +
+00
! /o/
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On constate que lim o, f'(z) = 400 en développant les exponentielles, d’ott
les limites indiquées.

17.7 Intégration

V[ Ik
Exercise 17.13. Déterminez [ In" <: !> o W)

Exercise 17.14 (Solution). Intégration par parties: [In" = [zIn" 2]—n [In" "',
De fait :
—1)k |:.T,‘ In"~* m]

n(
/ln :n!kzzo =R

17.8 Intégration

Exercise 17.15 (Reégle de Bioche). Observer que fo% Incostdt = fo% In cos (% — t) dt,
puis calculer fo% In(1 + tant)dt(= % In2).

Exercise 17.16 (Solution). On pose le changement de variables (bijectif) u =
T—t(du=—dt):

/4 0 - /4 T
/ lncostdt:—/ lncos(f—u) du:/ lncos(f—u> du
0 77/4 4 0 4
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Ensuite :

/4

7\'/4
/ In(1 + tant) dt = [In(sint + cost) — Incost] dt
0

/4

S— S—

[ln (\/§COS (g — t)) — lncost] dt

1 /4 - /4
—1n2 dt+/ In cos (f—t) dt—/ Incost dt

In2

7r/4

o3 S

17.9 Intégration

Exercise 17.17. Déterminez I = fo% —LOST__ (et J = foﬁ —snz__dqgp (] =

cos x+sinz cos z+sinx

J = Z). En déduire la valeur de K = fo WH( ).

Exercise 17.18 (Solution). Ona I+J = fO% dt =FetI-J = f02 —sinttcost gy —

cost+sint
[In (cost + sint)]g/2 =0. Ainsi, I = J = 7.

On pose K = fol \/1%2“. On effectue le changement de variables ¢ = sinu

-(r :Trcos(u)du) qui est bijectif pour u € [0, §]. Des lors, K = fog % =
= 1

17.10 Intégration

Exercise 17.19. Donnez la primitive qui s’annule en 0 de :

° I (%)I Inz (on trouve z + e*M*=% 1)

oz Y12% (on trouvewl—>%(\/1—1—:56—1—%111’7”“’”6*1‘) + Cst)

T V1+z64+1

oz SLCLL (on trouve @ — + C'st)

(z—sinz) r—sin 1:)

Exercise 17.20 (Solution). o [ (%)z Inzdr = [(zlnz—z)e* ™% dz =
ernz= 4 Constante. Pour qu’elle s’annule en 0, on prend la constante
égale a —1.

e Onposeu =1+ 2% (du = mdxdou tudu = 2°dz), ona [ ¥ IGd

fivlgfiscf’dz:fuzulgjuduf = (qu lln’—’)+05t (\/1+:1:6+ 1ln’ VH"”;

u+1
C'st. Il n’est pas possible de prendre un C'st telle qu'une prlmltlve s’annule
en 0 car toutes les primitives tendent vers —oo en 0.

e On a sin(z/2) 1 l1-—cosz

Gsinz)® = 3(a- 81nm)3’ donc sur un intervalle o x # sinz, une

primitive est x — m + C'st. Il n’est pas possible de prendre un C'st
telle qu'une primitive s’annule en 0 car toutes les primitives tendent vers
—oo en 0.
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17.11 Intégration

Exercise 17.21. Soit f une fonction définie sur [0,a] (a € R% ) continue stric-
tement croissante, dérivable et dont la dérivée et continue avec f(0) = 0. On
note f~! sa réciproque.

Montrez que, pour z € [0,a] : [; f(t)dt + ff(x “L(t)dt = zf(z). Faites
un dessin !

Soit u, v tels que 0 < u < aet 0 < v < f(a). Montrez que uv < fou f—l—fov Ft

Application : Montrez I'inégalité de Young : ¥(p, ¢) €]1, +o0], (% +2=1)=

P q
wy < & 4 X,
S5ty

1
q

Exercise 17.22 (Solution). On notera que f~! est bien continue (cours sur la
continuité), donc les calculs demandés sont valides.
On constate le I’égalité des aires bleues et vertes sur le dessin, par symétrie

(g=fteta=3):

2 2
'y 'y
f f
=x 1 2 =x 1 2

L’aire bleue valant fof(m) g, on a immédiatement la premiere égalité : fom f+
ff(l) g = xf(x). Démontrons-la par le calcul.

On pose F' la primitive de f qui s’annule en 0, F celle de f~! (attention,
ce n’est absolument pas F~! et F n’a pas de raison d’étre méme bijective),
et G [ f(t) dt + ff(x) f71(t) dt. G est bien définie et dérivable avec :
G(z) = F(z )+F(f( ), done G'(z) = F'(x) + f(x) x F'(f(x)) = f(z) + f(z) x
fY(f(z)) = f(x) + zf'(x). On constate que c’est la méme dérivée que pour
x — xf(z), et qu’elle coincident en 0.

* Supposons que f~1(v) < u, I'inégalité (qui se voit sur le dessin) découle
de la croissance de la fonction f :

u v 1 . u - . o _
Lae [ sr=eton [ rzer @ s ) =
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* Supposons que v > f(u), 'inégalité (qui se voit sur le dessin) découle de
la croissance de la fonction f=! :

/ iy / = uf(u) + /f :u) 7> uf )+ u(o — fw) = uw

onpose f:ttPlet g:ar 297t Onag(f(t) = g(tP~!) = t(p=D(e—1) =
t. En effet, % +1= pp—zq, donc par hypotheése pg = p + ¢. Finalement : g = f~1.
En appliquant I'inégalité précédente, on obtient I'inégalité de Young :

u L . w0l
uvg/ tP— dt+/ ti dt = ——i——
0 0 p q

18 Intégration (Généralité, Riemann)

18.1 Intégration

Exercise 18.1. Soit a € R. Soit p,t,i : [—a,a] — R trois fonctions continues
par morceaux avec p et t paires, ¢ impaire. Simplifiez :

“ ple)
/,a 7 t(e)@

2 . dret [©

4
e 1+(cos x)sin@

En déduire la valeur de [° dz.

el+z

Exercise 18.2 (Solution). L’intégrale d’une fonction sur un intervalle symé-
trique est égale a l'intégrale de sa partie paire. En effet, si f = g+ h avec g paire
et h impaire, alors :

L=l fo= o=

Or on sait que la partie paire de f est z — 1/2(f(z) + f(—=x)), donc on a :

a a
p(z) 1 / p(x) p(—)

— T _dr=— _ _ d
/_a i@ T2 ) @@ T ix )i ) &
1 /“ () 1+ t(x) 7@ 41 4 t(2)'®
b X - -
2 (1+t(x)®) (1 + t(x)*)
1+t (@)@ + s+t )< %) sy

[
[ s

(z) dz

dx

p(z

I
’U
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On en déduit que cette intégrale ne dépend pas de ¢ ni de ¢ (du moment que
p et t sont paires et ¢ impaire).
En particulier, les deux intégrales proposées sont égales et valent :

e 4 e
rt ==
f =5

Exercise 18.3 (Fonction de Gudermann). On définit gd : fg du_ Montrez

coshu

18.2 Intégration

que tan @ = tanh %, puis gd'(t) = cos gd(t). En déduire que gd est bijective
et tracer son graphe.
On note arcgd la fonction réciproque de gd. Montrez que arcgd(d) = % In %f:g z.

Gréce a un changement de variable gudermannien, montrez que foﬂ/ ?(cos6)" df =
erOO ( 1 )n+1 dt

0 cosht

18.3 Intégration
Exercise 18.4 (Intégrale de Gauss). On admet que (théoréme de Fubini) :

Hieyenown, F@9@) = (Loep, £@) (fyen, 90))-

On note C, le carré de coté a : C, = [0,a] x [0,a]; et D, le quart de disque
de rayon a : D, = {(z,y) € R%;2? +y* < a}. Calculez ffDa 6_(m2+92)dxdy
et exprimez f f c e’(12+92)dxdy en fonction de l'intégrale (partielle) de Gauss

foa e~ dz. En déduire un encadrement de I’intégrale partielle, puis calculer
I'intégral de Gauss (on notera qu’'un carré est toujours entre deux quarts de
cercle).

Exercise 18.5 (Solution). Avec un passage en coordonnées polaire, ¢’est-a-dire
un changement de variables x = rcosf et y = rsinf, on a : dedy = rdrdf;
22 +y? = r2. Ainsi :

a /2 - a
// e*(”ﬁ“ﬂ)dzdy = // re~" drdf = (/ rerzdr) / 9] == [lerz}
Da Ca 0 0 212 0

Par ailleurs :

a 2
// e_(’”2+y2)dmdy = // e_xze_dexdy = (/ e_tzdt>
c c 0

a a

Un simple dessin permet de vérifier que D, C C, C D, 5. Comme f :
(z,y) — e~ @+ > 0. on a I fF< [l f<[lp ff. Cela nous donne
a a av'2

I'encadrement :
™ |:1 T2:|a < </a tzdt)Q < ™ |:1 r2:|a\/§
— |—e€ < e < —|—e
21 2 0 0 21 2 0

Finalement, en faisant ten(12re a — +00, on obtient la valeur bien connue de
l'intégrale de Gauss : fOJrOO e t'dt = 1\/m; et par symétrie : fj;: e~V dt = /7.
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18.4 Intégration

3
Exercise 18.6. Est-ce qu'’il existe une fonction f continue telle que : Vz, Oz te f)dt =
x?

32
Est-ce qu’il existe une fonction f continue telle que : Vz, OL e f@)dt =x?

Exercise 18.7 (Solution). Supposons que f existe, alors soit F' la primitive de

3 -
f qui s’annule en 0. On aurait : fom te f=F(z3+ ), dol, en dérivant :
B2+ D f(x*+2)=1

On est amené & résoudre f(x3 + ) = ﬁ Or x + 2 + 1 est strictement
croissante donc bijective de R sur R (en regardant sa dérivée). Soit g sa bijection
réciproque. g est continue et f : z +— Wl)z,ﬂ f ainsi définie est continue car
3g(z)* + 1 #0.

Réciproquement, si g est la bijection réciproque de & — x>+, alors f : x >
m vérifie f(z3 + 2) = ﬁ et est continue (car 3g(x)? + 1 # 0), donc
répond au probléme. On a prouvé que le probléme admet une (unique) solution.

Yy

1

3g(x)2+1

x
Y Dans ce second probleme, f doit

1

respecter f(z® + 2%) = g5 Or
le dénominateur s’annule en x = 0,

donc f(03+0?), i.e. f(0) n’est pas défi-
nie. f (( ~1/3)° 4 (~ 1/3)2) soit f (2/27)

z n’est pas définie non plus. En outre, le
graphe obtenu ne donne pas une fonc-
tion car différentes ordonnées sont pos-
sibles pour une méme hauteur.

18.5 Intégration
Exercise 18.8. Soient f et g dérivables avec (f —g)’ = f+g. Soit h = f’. On

—1

f+g°

veut calculer 7 = f; f—ig. Pour ce faire, introduisez i = ¢’ et J = f;
En déduire [? —°®L_—dz et f; e _dz.

cos x+sin x cosh ¢
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Exercise 18.9 (Solution). On a :

b b
A = = 1der =b —
7 /a f+g / f+g /a dr=>b-a

L [ThEi [Pt OO () +g(b)
’ j‘/a fvg ). Frg ‘/,f<a>+g<a> £ =" ) +g(a)
D’ou :
Y f(b)+g(b))
I‘z(b I ) T ()
C1( b))
‘72<b “ hlf(a)+g(a)>

Ce qu’on n’a vraiment utilisé, c’est h+i = (f +¢g) et h —i = f + g, donc
Phypothese h = £ (f + g+ f' + ¢') suffit.

Appliquons avec f = sin (h = cos) et g = cos. On a bien (f—g)’ = f+g, d’ou
(on prendra le temps de vérifier que l'intégrande est bien définie, notamment
que cos +sin # 0 sur [0,7/2]) :

dz =

+2 . cos0+sin0 4

"/ cos T T 11 cosf+siny 7
o Ccosx+sinz 4

: . T . —x A 1,z —x T —x\
Appliquons avec f : x> e"etg: x> e . Ona:h:z— 5(e"+e ™ +e¥ —e™”) =
e”. Donc, comme cosh ne s’annule pas :

b b b
exp exp e’ +1/eb cosh b
/a cosh /a exp +1/exp @t e® + 1/ea atm cosha

18.6 Intégration

Exercise 18.10 (Identité intégrale de Frullani). Calculez f; f'(zt)dt pour a,b
et x fixés. En déduire f oo Mdm pour une fonction f dérivable sur Rt
avec f(z) — ¢ quand  — +o0.
Appliquez & f+oo el " gz (= Int)
0 T .
Pas faisable en Sup ? A moins d’autoriser les inversions d’intégrales
sans justifications...

Exercise 18.11 (Solution). On a, avec le changement de variables u = zt,

du = zdt :
[ o=t [ paa = 0= 500

x

Par suite :

/ L) ), / ” ( / b f'(:ct)dt) da
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Ici, la fonction (z,t) — f/(xt) est continue (au sens de R?) sur [0, +-00[x[a, b],
donc on a le droit d’échanger les intégrales :

/O+<>0 de = —/ab (/0+OO f'(xt)dx) dt

De fait (I'intégrale intérieure ressemble furieusement & du déja vu) :

T flaz) — f(bx b a
/O J“()Jc@)dx:_/a %(z—f(o))dt:(f—f(o))lng

T

Appliquons avec f : x +— e~ (donc £ = 0 et la dérivabilité est bien respec-
tée),a=letb=t:

—tx

+oo —xz 1
/ £ dr=(0-¢")ln: =Int
0 T t

18.7 Intégration

Exercise 18.12. Soient f € C%([a,b]) et g € C2,([a,b]) positive. Montrez qu’il
existe ¢ € [a,b] tel que f; fg = fle) ff g. Si g est continue et strictement
positive, montrez que ¢ peut étre pris dans |a, b[.

Exercise 18.13 (Solution). Comme f est continue sur [a, b], elle est bornée et
atteint ses bornes, disons my = min f et My = max f. Des lors : myg < fg <

Myg. En intégrant, on a donc : my f:g < fab fg < My f: g. Cela induit qu’il
existe k € [my, My] tel que fab fg= k:f: g.

f étant continue sur [a,b], il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = k car k €
[ms, Ms] = f(la,b]). On a bien montré qu’il existe ¢ € [a,b] tel que f: fg =

£ flg.

Cette question est plus subtile qu’il n’y parait.
Si f est constante, alors le résultat est évident.

b
Supposons f non constante. On a déja montré que k = f“,,fg est dans
9
[mys, M/]. Supposons que k = my. Alors on peut regarder x — f(x)g(x) —
myg(x) qui est continue et positive. Mais I'intégrale de cette fonction est nulle

si k = my, donc la fonction est nulle elle-méme, ce qui induit que Vz, f(z) = my

(sinon, f; fg>mys fab g) : cela contredirait ’hypothese selon laquelle f n’est pas
constante.

De méme, k = M/ induit f constante.

Ainsi, on peut supposer que k €]my, My[. Comme f est continue, elle atteint
ses bornes, disons f(z,,) = mys et f(xa) = My. En appliquant le théoreme
des valeurs intermédiaires & f sur [z,,, ], on sait qu’il existe ¢ € [z, 2]
tel que f(c¢) = k, mais ¢ # x,, et ¢ # xp car on sait que f(x,,) =# k et
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f(za) # k. Ainsi, comme (@, 2p] C [a,b], on a bien exhibé ¢ €]a, b[ tel que

12 fg= 1) [2g.

18.8 Intégration

Exercise 18.14 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f une fonction en escalier

sur [a,b] et u, = f: f(z) sin(nz)dz. Montrez que u, — 0. Montrez que cette
propriété est conservée quand f est continue par morceaux.

Exercise 18.15 (Solution). Soit a1 < ... < a, une subdivision adaptée & f et
y; les valeurs prises par f sur ]a;,a;+1[. On a :

i+l 1
/ f(z)sin(nx)dx = Zyl/ sin(nz)dx = - Zyi (cos(na;+1 — cos(na;))

Soit M la plus grande valeur des y; (qui sont en nombre fini par définition.
Alors :

1 2Mp
W <— Y Mx2=—+
ol < 25012 = 2

i
Ou p est la taille de la subdivision (pour rappel).
Ainsi, quand n — +o00, on a bien u, — 0.

Si f est continue par morceaux, alors soit € > 0 et ¢ une fonction en escalier
proche defésprés Vate[a b, |f(z) — )|<5.

Dés lors, u, = f o(z) sin(nz)dz + f — ¢(z)) sin(na)dx. Pour n assez
grand, le premier terme est majoré (en Valeur absolue) par € car on sait qu'il
tend vers 0 vu que ¢ est en escalier. Le second terme, quant a lui, est majoré
par :

) sin(nx)dz

</ f(2) — p(@)] | sin(na)|dz < (b— a)e x 1

Finalement, on a bien que, pour tout € > 0, |u,| < (b —a + 1)e : la suite
tend vers 0.

N.B. : Ce lemme assure que les coefficients d’une transformée de Fourier
(ici, discréte, mais cela fonctionne aussi en continue) tendent vers 0.

18.9 Intégration

. . . b o) /"
Exercise 18.16 (Norme £>°). Soit f € C°([a, b]) positive. Montrez que (fa f”) —
sup f.

1
Pour g continue et strictement positive sur [a, b], montrez que v,, = (f:(f(x))"g(a:)dx)

n

converge et donnez sa limite.
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1/71
Exercise 18.17 (Solution). Notons M = sup f et u,, = (f: f") .

Comme Vz, 0 < f(z) < M, on a f;f" < f;M” = (b — a)M™. Donc
U, < M(b—a)'/".

Par ailleurs, soit € > 0 et ¢ tel que f(¢) = M (qui existe parce que f est une
fonction continue sur un segment). Soit alors I, un intervalle autour de ¢ sur
lequel Vz € I, f(x) > M —e. Notons 7 la longueur de I. Alors u,, > 1'/"(M —¢).
Or 7)% — 1 quand n — 4o00. Donc pour n assez grand, n'/* > 1 — ¢, d’oi, &
partir d’un certain rang :

Up > (1—e)(M —e) > M — (M +1)e
De la méme maniere, quand n — +o0, (b — a)l/" — 0, donc, a partir d’'un
certain rang, on a u, < M +e.
Il s’ensuit que, a partir d’un certain rang :

M-(M+1De<u,<M-+e¢

Cela montre que u, — 0 quand n — +oo.

On a déja étudié la limite de v, pour g = 1. Si maintenant g est continue
strictement positive sur [a,b], elle est bornée et atteint ses bornes, ainsi m, =
ming > 0 et My = maxg > 0. Notons My = max f pour clarifier. Des lors, on

: b
v = ( / <f<x>>"g<x>dx>
b b
vn=( / (f(w))"g(w)dw> > mlf ( / (f(w))"dw> - My

Donc v, = My quand n — 400, quel que soit g.

3=
3=

b
< My ( / (f(x))"dw> - M

et

3=
3=

N.B. : La premiere partie de cet exercice conduit a un résultat important.

l/p
On peut considérer I’ensemble des fonctions telles que ( fab |f |p> est finie (f

n’étant pas nécessairement continue sur [a, b], mais par exemple seulement conti-
nue sur ]a,b[). Cet ensemble forme un espace vectoriel (ce n’est pas évident),
l’espace LP, qu’on peut munir d’une notion de distance, la morme LP définie

p
par ( f: | f|p) . I’égalité ci-dessus montre que I'espace £ s’interpréte comme

I’espace des fonctions bornées.

18.10 Intégration
Exercise 18.18. Montrez que In(n!) = nlnn —n+ O(Inn).
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Exercise 18.19 (Solution). On va utiliser le fait que In(n!) = In[[;_, =
> p—;Ink. Notons qu’on peut faire commencer la somme & k = 2. Donc si
on arrive & avoir un encadrement de In k, on en aura une de In(n!). Or z — Inx
est une fonction strictement croissantes, donc :

k k+1
/ In<lnk< / In
k—1 k

Ensuite, on somme l'inégalité de gauche pour £k = 2 & kK = n, on trouve :
J{'In < In(n!). Puis on somme celle de droite pour k = 1 & k = n —1 :
In((n—1)1) < fl In; d’otl, en ajoutant In n de chaque c6té : In(n!) < fl In+1Inn.

Rappelons que x +— xInz — x est la primitive de In qui vaut —1 en 1. Cela
donne ’encadrement suivant :

nlnn—n—(—1) <In(n!) <nlnn—-—n—(-1)+1nn

Finalement : In(n!) — (nlnn — n) est compris entre 1 et Inn+1, ce qui donne
lasymptotique souhaitée : In(n!) = nlnn —n + O(Inn).

N.B. : Cette estimation est souvent utilisée en informatique. En effet, si on
veut par exemple trier dans I'ordre croissant une liste de n valeurs, on se rend
compte que la liste de départ peut étre n’importe laquelle de n! permutations
possibles de ces valeurs. De 1a, il est possible de monter que tout algorithme
(qui procéde par comparaisons) doit effectuer au moins In(n!) comparaisons.
Beaucoup d’autre exemples d’algorithmes peuvent se comprendre comme la "vi-
site" d’un certain sous-ensemble des permutations, leur complexité est souvent
minorée par In(n!).

18.11 Intégration

Exercise 18.20. Soit f € C°([0,1],R) avec fol f = 0. On pose a = min f et
B = max f. Montrez que fol 2 < —ap.

Exercise 18.21 (Solution). Il y a plein de pistes possibles sur cette question.
Toutes sont intéressantes a explorer mais peu donnent la solution.
Regardons 'intégrale suivante :

/Ol(f(t)—a)(f B)dt = /f2 a+ﬁ/f+aﬁ /f2+aﬁ

Or a < f(t) < B, donc (f(t) — a)(f(t) — B) < 0 par définition de « et S,
donc fol f2 < —ap.

18.12 Intégration

Exercise 18.22. Soit £ = {f E %1([0, 1]) ;
t

que pour tout f € £, on a fo f( )
et discutez le cas d’égalité. Soit fn T T

f(0) = 0, f(1) = 1}. Montrez
dt

1
= ¢ opuis [ [f = fl = ¢
2z — nx?)e® L si x € [0,1/n] et



e*~Lsi z € [1/n,1]. Montrez que f, € £. Montrez que I,, = fol |f — fn] vérifie
I, = %fol(l —a)e"/"da, et |I, — 1| <1 (e'/" —1). Conclure.

Exercise 18.23 (Solution). La dérivé de z — e *f(x) est x — e *(f'(x) —
f(x)), donc, pour f € & :

1
/0 e () — F))dt = [ f(a)] b = e

Ensuite, comme e~* < 1 pour tout ¢ € [0,1], on a :

/ 1e‘t(f’(t)—f(t))dt’§ / eIIF(t) - F(B)ldt < / () — F(1)ldt

S’il y a égalité alors fol et f(t) — f(t)|dt = fo [£(t) — f(t)|dt. Cette égalité
revient a fol (I—e ) |f(t) — f(t)|dt = 0. Or si f' # f, alors 'intégrande est
positive sur [0, 1] et strictement positive en au moins un point, donc 'intégrale
serait non nulle. Il s’ensuit que f(xz) = Ae® pour un certain A € R. Comme
f € &, cela est impossible : il n’y a pas de cas d’égalité.

La fonction f est € sur [0,1/n[ et sur |1/n, 1], avec f(0) = 0 et f(1) =
En 1/n, elle est continue car les limites & gauche et & droite coincident (de valeur
e'/"=1). Sa dérivée sur [0,1/n] vaut fi(z) = n((2—22)+ (22 —na?)e” ! =
n (2 —na?) e ! et sur [/n, 1], elle vaut f,(z) = e*~*. La encore, les limites &
droite et & gauche coincident en 1/n, donc f,, est bien ¢! sur [0,1] : f, € €.

Reste a calculer fol |fr — fn|- Les fonctions f] et f, sont égales sur [1/n, 1], et
leur différence vaut 2n(1—nx)e® ! sur [0, 1/n]. Donc, en effectuant le changement
de variable u = nz :

1 1/n 2 d 9 1
/ |f’—f|=/ 2n(1—nt)e!ldt = — (1—u)en—u:7/ (1—w)e"/"du
0 0 0

e Jo n e

Ensuite, %fol(l —x) = %% = % D’autre part, sur [0, 1], 2 — e/ est majorée
par e”/", donc on obtient :

1] 2 [t . 2 [t
gf/(l—t)e/n_l‘dtgf/(l—t)
€ Jo € Jo

I, — -
En particulier, quand n — +o0, on trouve I,, — %, donc on a montré que %

e — 1’dt = é (el/” — 1)

e

est la borne inférieure inf jee fol |f = f'| : la valeur 1 minore fol | — f'| pour

f € &, et il existe une suite d’élément de {fol lf"=f'; fe 5} qui tend vers
1

18.13 Intégration, Cauchy-Schwarz

Exercise 18.24. Soit f € C°([0,1],R). On connait A = fol fet B= fol tf(t)dt

Montrez que fol f? > 4(A% — 3AB + 3B?). Montrez que cette inégalité est op-
timale.
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Exercise 18.25 (Solution). Regardons ce que I'inégalité de Cauchy-Schwarz
donne sur x — af(x) + bz et x — 1 pour des parameétres a,b € R :

(/01 (af(x) + bx) dx>

2

1
S/o (af(z) + bx)" dzx

1 1 1
§a2/ f2+2ab/ tf(t)dt+b2/ t2 dt
0 0 0

2

1
Saz/ f2—|—2abB—|—b—
0 3

En outre :

/Ol(af(x)—i-bz)dx_a/01f+b/01xdz_aA+;

Ainsi :
2

b\? ! b
aA+ = §a2/ f?+2abB 4+ —

On en déduis que pour tout a # 0 et b :

LT booov
> A A—-2B)—- — —
/0 frz AT+ )a 12a?2
On peut maintenant chercher & optimiser. Supposons a # 0 fixé. On a
alors un polyndéme du second degré en b. Le maximum est atteint pour b =

% = 6a(A — 2B). La valeur atteinte est alors :
A—-2B 2(A—-2B)?
A2 (A—2p) 8 ) _36a%( S A213(A—2B)? — 44124841257

a 12a2

Par exemple, pour A = B = 1, on trouve que si fol f=1et fol tf(t)dt =1,

alors fol f2>4.
Ensuite, cette inégalité est bien optimale. En effet, le cas d’égalité de I'in-
égalité de Cauchy-Schwarz revient & x +— af(x) + bz constante, c’est-a-dire

f affine. Pour f : * — 1, on a folf =1cet foltf(t)dt = § = B, puis :

442 — 12AB +12B% = 1 = [ f2. Cette égalité prouve bien que I'inégalité

obtenue est optimale.

18.14 Imntégration, Cauchy-Schwarz

Exercise 18.26 (Inégalité de Minkowski). Soient f,g € C9 ([a,b]), montrez
/2 1/2 1/

que : (f(f (f +g)2) < (f: f2) + (f(f gg) , et discutez du cas d’égalité.

Exercise 18.27 (Solution). On a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

fre(L) (1)
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Il s’ensuit que :

On a bien l'inégalité souhaitée.
1
Le cas d’égalité équivaut a ff fg= (f; f2) ’ (fab 92> . Cela revient & avoir
2
le cas d'égalité de Cauchy-Scharwz ([ fg) = (f2 12) (J79%) et JJ fg = 0.

Cela revient finalement a f =0 ou IA € RY, g= Af.
N.B. : Cette inégalité se généralise via I'inégalité de Jensen (qu’on verra en

Spé) pour donner pour p € [1,+00] : (f; (f + g)p>1/f’ < (I; f'p) 1/P+ (fab gp> l/p.

Cela signifie que I’ensemble des fonctions f telles que ( f: |f [p> "< -+00 est un

[N

espace vectoriel. Ces espaces sont un cadre de travail trés important pour les
espaces de Banach et plein de théoremes d’analyse fonctionnelle plus poussés.

18.15 Intégration, Sommes de Riemann

1
Exercise 18.28. Déterminez lim (:')

Exercise 18.29 (Solution). Il y a plusieurs manieres de faire, 'une d’entre elles
avec Césaro.
Une autre solution passe par les sommes de Riemann :

n

1
n\" 1. 4k 1 k ! 1
m(2) =-m[[>=-Y " — [ hede=[zlne—alf =1
n (n”) - nk:ln P n- /0 ne de = [zlnz — z|;

1
Finalement, quand n — 400, (2)" — Le.

nmn

18.16 Intégration, Sommes de Riemann

Exercise 18.30. Soit p € N* et f € C°([0,1],R), dérivable en 0 avec f(0) = 0.

Soit u, = EZ:O f (ﬁkp) Montrez que u,, converge et donnez sa limite.

Exercise 18.31 (Solution). Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que Vx € [0,1], = <
n= f(-"f);f(o) _ f/(o)‘ <e.
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Posons N tel que Vn > N, & < 5. Dés lors, Vn > N,k € [0,n], ﬁpk <.
D’ou :

Vn > N,k € [0,n],

1 1 , €
— < -
f<n+kp> n+kpf(0)‘_n+kp

On peut maintenant sommer :

Si(te) - (£t o

, n 1 . . .
Or, on peut évaluer >, 7%y Via une somme de Riemann :

n

n 1
“n+ kp n &= o 1l+ap P
A partir d’un certain rang N’, on a donc ZZ:O #kp < 1. Ce qui conduit & :

<n+1kp) - (énik» 110)

Finalement les deux termes ont la méme limite, et on connnait la limtie du
terme de droite (f/(0) est indépendant de n) :

<e

n

2.1 (n+kp> 1(1p+p)f/(0)

k=0

18.17 Intégration, Sommes de Riemann
Exercise 18.32 (Inégalité de Tchebychev pour les sommes). Soient z; et y;

n

En déduire que si f, g € C°([0, 1], R) sont croissantes, alors : fol fg > fol ffol g
Que ce passe-t-il si f et g sont monotone en général 7

deux familles croissantes de n réels. Montrez que 2 >, zpyr > (£ 3, z;) (% > yj).

Exercise 18.33 (Solution). Comme z; et y; sont croissantes, on a : Vi #
J, (@i — ;) (y; —y;) > 0. En sommant d’abord sur ¢ & j fixé, on trouve :

Zmiyi_l’jzyi—yjz:xi—i-nxjyj >0
[ i i

Ensuite en sommant sur j :

nzxwi—inzyi—zyjzxi"’nzxjyj >0
i J i J i J
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En passant les deux termes centraux a droite de 'inégalité et en divisant par
2n?%, on obtient 'inégalité souhaitée.

Maintenant, considérons deux fonctions f et g continues et croissantes sur
[0,1]. Alors, soit n fix¢ et 2; = f (%) et 2; = g (£). On sait que z; et y; sont
croissantes. Donc 'inégalité précédente donne :

() () ()

En faisant tendre n — 400, on obtient des sommes de Riemann et :

/Olfgz/olf/olg

Quitte a remplacer f par —f et g par —g le cas échéant, on en déduis que
si f et g sont monotones de méme monotonie, alors fol fg > fol f fol g et si elles

sont monotones de monotonies différentes, alors fol fg < fol f fol g.

18.18 Intégration, Polyndémes

Exercise 18.34. Soit P, = %X"(bX — a)" pour des entiers a,b,n. Prouvez
que I, = foﬂ P,(z)sinz dz tend vers 0 quand n — +oco. Montrez que P, et
toutes ses dérivées prennent des valeurs entiéres en 0 et en @/b. Si on suppose
que ™ = /s € Q, montrez que I, est un entier non nul. En déduire que 7 ¢ Q.

Exercise 18.35 (Solution). Majorons |P,| sur [0, ].
Sur [0,7], on a | X" < 7™ et [(bX — a)"| < max(] — a|™, |br — a|™)), ce que
nous noterons m™. Donc |P,| < % — 0 quand n — +o0. Des lors, pour n

assez grand, Vz € [0, 7], |P,(z)| < e. D’ow, pour n assez grand :

|In| =

/ P,(z)sinz dx
0

§/ | P, ()| sinz|dx < e
0
Finalement, I,, — 0 quand n — +o0.

Attention, P, est de degré 2n, pas n. Les n premieres dérivées de P,, sont
nulles en 0 et en ¢/b car 0 et /b sont des racines de P,, d’ordre n.
Ensuite, si on dérive P, k fois, on obtient, par la formule de Leibnitz :
W _ 1 k , i . : o
PP =— 3" [ )nn—1)..(n—i+1)X" "n(n—1)..(n—j+ 1)V (0X —a)"
G\
Si on calcule P,(Lk)(O), quels seront les termes non nuls dans la somme ci-
dessus ? Tous ceux pour lesquels i < n possédent un X dedans (& une certaine
puissance non nulle), donc sont nuls pour X = 0. Dés lors, les termes restants
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vérifient ¢ > n, donc le préfacteur n(n — 1)...(n — i+ 1) contient tous les entiers
de 1 & n et se simplifie avec % devant la somme. Ainsi, les termes non nuls sont

des entiers et P\") est entier.
Il en va exactement de méme pour P.*) (a/b) qui est aussi entier.

Supposons que 7 = a/p. En particulier, P, = %X”(X — )"

Notons qu’alors, P, > 0 sur |0, 7| et sin x aussi, donc I,, > 0 (intégrale d’une
fonction continue strictement positive).

Ensuite, on effectue 2n intégrations par partie sur I,,. Pour la premiere,
on dérive P, et on intégre sin : I, = [—P,(z)cosz]; + [ Pi(z)cosz d.
On poursuit en dérivant P/ et intégrant cos, puis en dérivant P/ et en inté-

™
grant sin, etc. On obtient finalement une somme de crochets [PT(,,k) (x) sin az}
0
T
et {Pr(bk) (x) cos m} ainsi qu’une intégrale résiduelle foﬂ P,?")(x) sinz dx ou bien
0

N P (z) cosz da.
Cette intégrale résiduelle est un entier car PT(LQ") est un polynoéme constant
entier, et fow sin = 2, foﬂ cos = 0. Chaque crochet est un entier car sin et cos

évalués en 0 et 7 sont des entiers et Py(Lk) aussi (car m = % et qu’on a montré
cette propriété en deuxiéme question). Finalement, I,, est bien un entier comme
somme d’entiers.

Mais si I,, est un entier non nul pour tout n, alors I,, — 0 est impossible.

On a une contradiction, ce qui montre que 7 ¢ Q.

18.19 Intégration, Polyndémes

Exercise 18.36 (Formule de Simpson). Soit h,k € R. Montrez que ffh(m +

h)(x —h)(x —k)dx = 0 si et seulement si k = 0. En déduire que pour a, b, ¢ trois

atb
2

réels, ['(x —a)(z —b)(z — c)dz = 0 si et seulement si ¢ = . Etablir que :

VP € Ry[X], [} P =52 (P(a) + P(b) + 4P (%£2)).
Exercise 18.37 (Solution). Si k =0, alors, x — (x + h)(x — h)(z — k) est une

fonction impaire : son intégrale sur un domaine symétrique, tel [—h,+h], est
nulle. Réciproquement, si k # 0, alors on peut écrire :

+h +h +h
/ (x—i—h)(:r—h)(x—k)dx:/ (x—i—h)(:r—h);vdx—k/ (z+h)(x—h)dz

—h —h —h

La premiére intégrale est nulle (en vertu de 'argument précédent), la deuxiéme

non : on integre strictement négative. Comme k # 0, on a bien f:fb (z+h)(z—
h)(x — k)dx # 0.

Ensuite, pour trois réels a, b, ¢, en appliquant les changements de variable
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2+8 puis  — 72—z a I'intégrale fab(x —a)(x —b)(z — c¢)dz, on obtient :

/ab(as—a)(x—b)(x—c)dsc _ (b - “)4 /_:1(x+1)(x_1) (:g - 2 : (c - b)) de

Ainsi, en utilisant le résultat précédent, on trouve que : f;(x —a)(x—b)(x—
o)dz =0 <= c =+,

T T—

Ouli, cette troisieme question est bien une application des précédents !

Soit @ € Ry[X] le polyndéme qui interpole les points (a, P(a)), (‘%Lb, P (“7“’))
et (b, P(b)). Alors P—Q admet a, b et “E2 comme racines. Or ¢’est un polyndme
de degré au plus 3, donc P — Q = A(X — a)(X —b) (X — “E2) pour un certain
A € R. Deés lors, en intégrant sur [a,b], on se retrouve dans le cas précédent :
f;P — @ = 0. De maniére plus utile : f; pP= fab Q. Reste & calculer Q et son
intégrale. Cela se fait via I'interpolation de Lagrange. En notant ¢ = “TH’ :
(X-b0(X -0 (X —a)(X =D)

(a—b)(a—c) (c—a)(c—D)

Or f:(w —a)(z — b)dzr = %(b —a)?; f: (m — “;b) (z — b)dx = 1—12(19 —

(X—a)(X -0

Q=Plo) Toa-o

+ P(b) + P(c)

a)® et fab(x —a) (z — %) dz = L(b— a)®. 1l sensuit, aprés quelques calculs
rébarbatifs :

/abP:/abQ: b;a (P(a)+P(b)+4P(a;b>>

N.B. : Cette formule a une utilité! Si on souhaite estimer I'intégrale d’une
fonction quelconque entre a et b, 'idée de la méthode de Simpson est de poser @,
le polynéme interpolateurs de f aux points d’abscisses a, b et “7“’, et d’estimer
l'intégrale de f par celle de Q, c’est-a-dire par f: f= b’T“ (f(a)+ f(b)+4f (“T*b))

s . s (b—a)® 4 ~ ~ ,
L’erreur commise est alors majorée par 5330~ SUP |f ( )| et peut meme etre ame-

. b—a)® . . ..
liorer en & 6453 sup | f(4)| voire plus dans certains cas, en choisissant une sub-

division légerement plus intelligente. Cette méthode a I’avantage de donner de
tres bons résultats quand on connait des valeurs de f a intervalles réguliers.

18.20 Intégration, Polynémes

Exercise 18.38. Calcul ombral.
Fonctions spéciales.

18.21 Intégration, Probabilité

Exercise 18.39. Calculez la probabilité de taper la féve en découpant la galette
des rois.
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18.22 Intégration, Taylor-Lagrange

Exercise 18.40. Soit f € 4?([0,1],R) avec f(0) = f/(0) = f'(1) = 0 et
f(1) = 1. Montrez qu’il existe ¢ € [0,1] tel que |f”(c)| > 4.

Exercise 18.41 (Solution). Il faut appliquer l'inégalité de Taylor-Lagrange. Si

on cherche a I'appliquer entre 0 et 1, on n’exploitera pas les deux informations

1/(0) =0 et f/(1) = 0. L’idée est de 'appliquer au choix entre 0 et 1/2 ou entre

_ /)
2

1/2 et 1, suivant la position de f(1/2) par rapport a /2. Précisément :

e Si f(1/2) < 1/2, alors on applique 'inégalité de Taylor-Lagrange sur [1/2,1] :

" 2
0 - 1) - )| < e ()

Or f/(1) =0et f(1) =1, donc |f(12) — f(1) — % /()| =1— f(1/2) > 3,
puis supp, g7 [f7] = 4.
e Si f(1/2) > 1/2, alors on applique 'inégalité de Taylor-Lagrange sur [0, 1/2] :

" 2
10— 70) - 0] < e ()

Or £/(0) = 0 et £(0) = 0, donc | F(1/2) — F(0) ~ &7(0)] = F(1/2) > 4.
puis supgup | f7] > 4.

Des lors, on sait que f” est une fonction continue dont le suprémum est
supérieur & 4 : par continuité, il existe au moins un point ¢ € [0, 1] tel que
1"(c) > 4.

Plus généralement, 'utilisation d’un "point de transfert" comme /2 ci-dessus
permet parfois d’améliorer les inégalités en utilisant des conditions sur deux
bords en méme temps, ici en 0 et en 1.

18.23 Intégration, Taylor-Lagrange

Exercise 18.42. Soit f € ¥*°(R) telle qu’il existe un polynéme P de degré
impair vérifiant : Vn,z, | (x)] < |P(z)|. Montrez que f est la fonction nulle.
Que se passe-t-il si P est pair?

Exercise 18.43 (Solution). Comme P est de degré impair, il posséde une racine
réel, disons a. Alors, par la propriété de Pénoncé : Vn, |f(a)| < |P(a)| = 0.
Ensuite, pour z € R, appliquons 'inégalité de Taylor-Lagrange sur [a,x] (ou
[z, a], c’est selon) :

@) < E D gup ) < 2D g

la,z] la,z]

Le terme supy, 4 |P| ne dépend pas de n, donc quand n — +00, le membre
de droite tend vers 0, donc f(x) = 0. f est la fonction nulle.
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Si P est autorisée a étre pair, alors 'exemple P = 1 et f = sin montre qu’on
peut trouver une fonction non nulle dont toutes les dérivées sont bornées par P.
N.B. : Par contre, on a montré quelque chose de plus puissant : si f a
toutes ses dérivées nulles en un méme point a, alors elle est nulle ou bien la

suite (f)(z)),, doit croitre au moins aussi vite que (xf(!l)n. L’exemple usuel

z — e~/ qui a toutes ses dérivées nulles en 0 est donc plutdt représentatif de
ce type de fonctions (elles se construisent avec des exponentielles, typiquement).

19 Matrices
19.1 Matrices

2

Exercise 19.1 (Matrices vampires). Commencer par calculer <2 é) . Prou-
a b aa bb
verqueM—(c d = dd

ad —be =0 et a + d = 11. Etudier la réciproque. Comment faire de méme avec
des entrées a 2 chiffres ?

) e M ([0,9]) vérifie M2 = (

) si et seulement si

Exercise 19.2 (Solution).

3 4\° (33 44
6 8) ~\66 88

On s’amuse comme on peut...

(Pour ceux qui connaissent la théorie du polynéme caractéristique (vue en
Spé), on est simplement en train de dire que x(M) = X2 — 11X + 0, donc que
M? = 11M. Or 11z = zz. On pourrait procéder de méme avec des entrées de
M & deux chiffres et M? = 101M.)

On a:
M2 = a’+bc ab+bd
“\ac+cd be+d?

Regardons la premiere entrée :
a’*+bc=a’+ad=ala+d) = 1la
De méme :

o (a®+ad bla+d)\ [(ala+d) bla+d)\ _
M (c(a+d) d2+ad>(c(a+d) d(a+d))11M

a

L . b
Réciproquement, soit M = ) telle que M? = 11M. On note A =

d
ad—bc et t = a+d. On veut prouver que A = 0 et que 7 = 11. Un rapide calcul
donne que bc = A — ad, puis :

M2 — a?+bc ab+bd\  [ar—A br
“Nac+cd be+d?) cr dr — A
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Finalement, identifier les coefficients donne A =0 et 7 = 11.
Si on veut trouver une matrice M = (j ?) = (ab Cd> telle que M? =
(abab cded

ef gh
efef ghgh
Par exemple :

),ilfaut et il suffit que A =zt — zy =0 et que 7 =z + ¢t = 101.

A (6655 > /6666 5555
“\42 35) T \4242 3535
19.2 Matrices

Exercise 19.3. Quelles sont les matrices qui commutent avec toutes les autres ?

Exercise 19.4 (Solution). On utilise la base des matrices (E;;); ; ot E;; est la
matrice qui vaut 1 en ligne ¢, colonne j et 0 ailleurs.

Soit M une matrice qui commute avec toutes les autres. Elle commute en
particulier avec Eqp (& a et b fixés) : EgpM = M Eqy,. Or, en notant M = [my;]; ;
et Eqp = [0ia0jp)i,; avec le symbole de Kronecker, on obtient :

EaM = Z5ia5kbmkj = [my;0iali,;
L & |

2]

MEq. = Zmik5ka5jb = [Miadjb)i
L k dij

Ainsi : Vi, : mpjdiac = Mialjp; et on en déduit que : mp, = My, en appli-
quant avec i = a et 7 = b; et my; = 0 pour tout j # b. Ces deux faits sont vrais
pour tout a et b. En particulier, pour tout b, my, = mi1, tous les coefficients
diagonaux sont égaux; et mp; = 0 pour tout couple b # j, tous les coeflicients
non-diagonaux sont nuls.

Finalement, M est une matrice diagonale avec tous ses coefficients égaux :
c’est une matrice scalaire, M = AI,,. Réciproquement, il est évident que les
matrices scalaires commutent avec toutes les matrices, donc on a trouvé le centre
multiplicatif de ’anneau M,, (K).

19.3 Matrices

Exercise 19.5. Soit une matrice A € M,, ,,(R) et b € R™. Montrez que Az = b
a une solution si et seulement si :

vy e R™, yTA =07 = yTb=0
Exercise 19.6 (Solution). Si Az = b a une solution, alors pour y tel que

yTA=0", ona:
0=0"0=yT Az =4Tb
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Réciproquement, si Az = b n’a pas de solution, soit r le rang de A. On
sait que b n’est pas dans 'image des colonnes de A, donc la matrice de taille
A b
n x (m + 1) définie par (A|b) a rang r + 1. De méme, la matrice (6T } 1) a
rang  + 1. De fait, (07]1) est dans l'image des lignes de (A|b). Soit y le vecteur
des coefficients de cette dépendance linéaire. Alors : yTA = 07 et yTb=1#0,
ce qui est bien la réciproque recherchée.

19.4 Matrices

Exercise 19.7 (Relation de mutation des algebres amassées). Soit B = [b;], . €
M. (Z) avec m > n une matrice antisymétrique étendue (i.e. [bij]lgi,jgn
antisymétrique). On définit 15 (B) € M,y n(Z) pour k < n par coordonnées bf; :
bij + birbi; si bi, > 0 et bg; >0
Vi e [[1,m]],j S [[1,71]], b;j = { bij — bikbi; sibir < 0et by <O
—bij sit=kouj=k; bi; sinon
Montrez que pui(B) est une matrice antisymétrique étendue. Montrez que
pr(pi(B)) = B. Montrez que si by = 0 (et by, = 0), alors uy et gy commutent.

est

Exercise 19.8 (Solution). On doit commencer par montrer que b}, = —bf;
pour tout 1 < 4,5 < n. Or, comme k < n, les seuls coefficients utilisés dans la
mutation qui permet de calculer bgj sont des coefficients des n premieres lignes,
donc inverser les roles de i et j transforme chaque b, en —b_ . et échange les
cas, ce qui donne bien I'antisymétrie voulue. Exemple dans le ol cas b, < 0 et
br; <0, alors bg; > 0 et bjr >0, et on a :

bji = bji + bjkbri = —bij + (—biz) (=bir) = — (bij + bijbir) = —bi

Ensuite, notons b, les coefficients de puy(pur(B)). Sii =k ou j = k, c’est
évident : b;’j = fbgj = b;j. Mais des lors, si by; > 0 et b > 0, alors b), < 0 et
), <Oetona:

b;/] = b;j — b;kb;cj = (bij + bikbkj) — bikbkj = bij

Par antisymétrie, on traite ainsi le cas by; < 0 et by, < 0.

Enfin, si k # [ et by = by, = 0, alors montrons que ug (i (B)) = i (pr(B)).
Notons bﬁ? et bfjl leurs coefficients respectifs, et bfj et b ; les coefficients intermé-
diaires. Si ¢ ou j est dans {k,!}, alors c’est évident (il suffit de ’écrire). Sinon,
on remarque que : bfl =b;+0; bfj =b;+0et bék =b;r+0; bij = by; +0, donc
on peut tester indépendamment by, et by; puis by et by; ou dans I'ordre inverse.
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Par exemple, si bg; > 0; bjr, > 0 et by; <0 et by <0, alors on a :
bY; = bij + bibr; car by, >0, b; >0
bl = b — by car by = by <0, bj; =b; <0
= (bij + bixbr;) — bitbi;

bl,, = bij — buby; car by <0, b; <0
by = bl; + blybi; car bl = by, >0, bj; =bg; >0
= (bij — birbij) + bikbu;
Finalement, on a bien ’égalité blk = bkl Les autres cas fonctionnent pareille-
ment et ainsi py 0y = py 0 g danb le cab ou by = by, = 0.

Contrairement a ce qu’on pourrait penser, cet exercice est a la base d’une
théorie tres riche et bien plus visuelle que ci-dessus : les algebres amassées.

19.5 Matrices

Exercise 19.9. Soit d fixé et deux familles de d complexes (f;); et (h;);. Prou-
vez que ((2) sont pris nuls si a < b) :
d_ g d s
Vi fi=>_ <]> hy <= Vih;=Y (-1)" (]) fi
j=1 i=1

Exercise 19.10 (Solution). On se rappelle de la formule classique (i < j) :
EN(3\ _ 1 R AN
i)\k)  iWk—)'G-k! \i/\k—i

L’équivalence proposée revient a dire que les matrices A = [(i)]lj et B =

[(—1)i+d (z)] ;; sont inverses l'une de lautre (attention on a exprimé h; en fonc-
tion de f;, il faut intervertir les indices ¢ et j pour retrouver les expressions
normales). Or on a le terme général de AB :

(Y)Y )- v (E )

(2 =1

Si i # j, la derniere somme est le binome de Newton pour (1 —1)7=% = 0, si
1 =7, il y a un seul terme dans la somme qui vaut 1. En terminant le calcul, on
trouve bien AB = I, ce qui conclut.
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19.6 Matrices

Exercise 19.11. Montrer que le centre du groupe des matrices unipotentes,

1 . %
Ny 0o 1 "
c’est-a-dire U,, = est exactement le groupe {I,, + AJ; \ €
. ° . ° . . *
0 .. 0 1
0 0 1
0 0
R} avec J =
0 ... .. 0

Exercise 19.12 (Solution). Soit C' € U, qui commute avec toute matrice de
U,,. En particulier, elle commute avec I,, + E; ; & condition que i < j (sinon
la diagonale ne serait pas constituée de 1). Or :

0
C(In + Ei,j) =C + Cji1 - Cn,j
0
C1,i
(In+Eij)C=C+ o : o
Cn,i

On en déduit que (attention aux inégalités strictes) :

Vi<n,Vk <i c¢; =0 Enregardant les I,, + E;
Vj>1,Vk>j cjr=0 Enregardant les I, + F1 ;

Reste les coefficients ¢;; (qu'on sait étre égaux a 1) et le coefficient ¢; 4,
auxquels aucun contrainte n’est induite par ces inégalités. On a donc montré

que Z(U,,) C {I, + AJ; A € R}.

Réciproquement, soit A € R et C = I, + AJ. On a bien C € U, et on va
montrer qu'elle commute avec toute matrice de U,,. Soit M € U,, alors (avec
mi1 = Mpn = ].) :

JM = [Z 5ia15kmmk,j1 = [Mmn,;0:105n)i5 = J
k=1

.3

k=1

MJ = [Z mi,kak,léj,n] = [mi16:16nlij = J
2%}
(Le calcul avec un dessin est beaucoup plus facile & faire, mais qui voudrait
se priver de la pleine laideur des ¢ a foison 7)
Ainsi, (I, + A)M =M +AJM =M + AMJ = M(I, + A\J) et on a bien :
Z(U,) ={I, + A\J; A € R}.
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19.7 Matrices

Exercise 19.13. Soit A € M32(R) et B € My 3(R) telles que AB =

o O O
O = O
= o O

Calculez BA (= I).

Exercise 19.14 (Solution). Appelons f: R?® — R? et g : R? — R? les applica-
tions linéaires associées & A et B respectivement. On sait que :

fgle2) =ex et fg(es) =e3

Des lors, gf(g(e2)) = g(e2). De méme, gf(g(es)) = g(es). Donc, gf laisse
la famille (g(ez2), g(e3)) inchangée. Or cette famille est une base, en effet, si
ag(es) + bg(es) = 0, alors, en appliquant f, on a aes + bes = 0, donc a =b =0
car (es,e3) est libre.

Ainsi, endomorphisme ¢gf laisse une base inchangée : c’est identité. Il
s’ensuit que BA = Is.

19.8 Matrices

Exercise 19.15. Soit E de dimension finie. On veut montrer que .Z(E) possede
une base faite de projecteurs. On fixe une base B de E. A quelle condition
I’endomorphisme associé a M € M,, est-il un projecteur ? Montrez que les Fj ;
et les E; ; + I; j sont associées a des projecteurs. Conclure.

Exercise 19.16 (Solution). p € Z(E) est un projecteur si p? = p, donc M €
M,, est une matrice associée & un projecteur si M2 = M.
Il est immédiat que Efl = I ; car c’est une matrice diagonale. Ensuite, on

(Eii+ Eij)’ = B2, + EiiEyj + Ei jEi; + B} j = Eii + B j + 0, + 0,

On a bien un projecteur. Enfin, remarquons que pour i # j: E; j = (E;; + E; j)—
E; ;. De fait, la famille des (£;;), U (E;; + E,;J)#j est une base de M,, (elle est
génératrice et de bon cardinal). Comme cette famille est constituée de projec-
teurs, on a bien trouvé une base de projecteurs de Z(E) ~ M,,.

19.9 Matrices

Exercise 19.17 (Carrés magiques). Soit MG, l’ensemble des matrices de
M, (R) telles que les sommes sur toutes les lignes, les colonnes et les deux
diagonales sont égales. Montrez que MG, est un espace vectoriel. Calculez la
dimension de MG, en utilisant ¢ : MG,, = My _2,-1 X R™ 2, 'application
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qui a M associe (M1, M1 5, Mp—1,1,Mp—1,3, --.s Mp_1,n—2) AVEC :

min
My
M =
Mnp—2.n
Mmp—11 Mp-12 ... Mp-1n-1 Mn-1n
Mnp,1 Mn,2 oo Mp n—1 Mp,n

Exercise 19.18 (Solution). On peut démontrer & la main que MG, est un
espace vectoriel, mais on peut aussi le faire efficacement : soit ¢; la forme linéaire
qui a M € M, associe la somme de sa i-ieme ligne, 1; la somme de sa j-
ieme colonne et ¢ et d pour ses deux diagonales. Les Ker (yp; — 1) sont des
hyperplans, et on a :

MG, = ﬂ Ker (¢; — 1) N ﬂ Ker (¢; — 1) NKer (6 — 1) NKer (d—¢1)
j=1

=2

Non seulement MG, est un espace vectoriel (comme intersection d’espaces
vectoriels), mais on sait qu’en tant d’intersections d’hyperplans, sa dimension
est au moins n? — (n —1) —n — 2 = n(n — 2) — 2. On va voir qu’en réalité, cette
construction est maladroite dans le sens ou la dimension de MG, est n(n — 2).

On ne connait pas la dimension de I'espace de départ, donc on va montrer que
¢ est un isomorphisme sans se servir des dimensions. D’une part, ¢ est linéaire.
Ensuite, montrons la surjectivité. Soit (A4,ay,...,an—2) € My_9,-1 x R?72
On sait déja ce que vaut m; j pour 1 <7 <n—-2et 1< j <n—1 On sait
aussi ce que doit valoir m; ,, ainsi que my,—1,1,Mpn—1.3, ..., My—1,n—2. Cherchons
les autres coefficients, et notons S = Y | my; (valeur déja déterminée par
la premiére ligne). Puisqu’on connait tous les coefficients de la j-iéme ligne,
avec j < n — 2, sauf m;,, et que la somme des coefficients de la ligne doit
valoir S, on détermine uniquement m;, (qui vaut S —3 ., m;;). On connait
aussi tous les coefficients de la premiere colonne, sauf my,_ i, et on sait que la
somme fait S : ceci détermine uniquement m,, ;. On connait ensuite tous les
coefficient de la diagonale en bas a gauche vers en haut & droite sauf my_1 .
Ceci détermine uniquement ce coefficient (puisque la somme doit valoir S). On
peut alors répéter le processus pour toutes les colonnes de la 2-éme a la n — 2-
éme : ceci détermine uniquement m, ; pour i < n — 2. Reste a déterminer les
quatre derniers coefficients, mp—1.n—1, Mn—1,n, Mn,n—1 €t My . Notons S; et
So la somme des coefficients déja connus sur la colonne n — 1 et sur la colonne
n, Sz et Sy les sommes des coefficients déja connus sur les lignes n—1 et n et S;
la somme des coefficients déja connus sur la diagonale principale. Une matrice
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magique solution doit vérifier le systéme d’équation :

Mp—-1,n-1 +mn,n71 = S-— Sl
Mp—1,n +mn,n = S-— SQ

Mp—-1,n-1 +Mp—1,n = S5-55
My n—1 +mn,n = S- 54

Mp—-1,n-1 +mn,n = S5- 55

Dans ce systéme, une équation est redondante. En effet, si on fait Ly +Lo—Ls,
on trouve a gauche my,_1 5 +my n, comme dans le membre de gauche de L4. Pour
la partie droite, on trouve bien Sy aprés quelques manipulations de sommes.
Finalement, la bijectivité de ¢ se ramene a I'inversibilité de la matrice des quatre
lignes L1, Ly, L3, L5 du systéme ci-dessus :

-1 1 1
1 -1 -1
1 1 -1
1 -1 1

1
I'inverse étant 3

=
= O = O
O O N O

0
1
1
0

oo o+

Finalement, ¢ est bijective, et MG,, ~ M,,_5 ,_1 x R"2, donc dim MG,, =
(n—1(n—-2)4+n—-2=n(n-2).

19.10 Matrices

Exercise 19.19. Pour n > 2, montrez que tout hyperplan de M,,(K) intersecte
GL,(K).

Exercise 19.20 (Solution). Soit f : M, (K) — K une forme linéaire non nulle.
Notons-la grace aux morphismes coordonnées : f(A) = 3, ; Aija; ;. On veut
trouver A inversible telle que f(A) = 0.
o S’il existe ¢ # j tel que a;,; # 0, alors on peut poser S = Zj o puis
A=1,— GLE” A est triangulaire avec des 1 sur sa diagonale (car i # j),
iy
donc inversible. Par ailleurs, f(A) = >, o — =2 ; = 0.
: o
e Si pour tout ¢ # j, on a «; ; = 0, alors f est la trace, et on cherche une

matrice inversible de trace nulle. Il y en a plein, la matrice de passage de
la base (e, ea,...,e,) & (en, €1, ..., €n—1) convient par exemple :

01 0 .. O
001 .. 0
A= oo SR
o0 0 .. 1
1 0 0 ... O

Ainsi, pour n’importe quel hyperplan de M, (K), on a bien construit dans
tout les cas une matrice (explicite pour une forme linéaire donnée) qui est in-
versible.
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19.11 Matrices

Exercise 19.21 (Théoréme de Hadamard). Soit A € M,,(C), montrez que si
Vi, laig| > 32, |aijl, alors A est inversible.

I
Exercise 19.22 (Solution). Supposons qu'il existe un vecteur z = €

Tn
Ker A. Sion suppose z non nul, alors on peut prendre i un indice tel que |z;,| =
max{|z;| ; i € [1,n]}. Ensuite, on sait que Az = 0, donc : Vi, >, a;rxr = 0,
puis en particulier a;y i Tiy = — _j_;, @ig,kTk- 1l s’ensuit que :

(@i io| [io] = [= D @igntn| <D laig il 2kl < |wig] D |aio ]

kio k+io k+io

Finallement, si |z;,| # 0, alors on peut diviser, et on obtient que |a;, i | <
Yk Zio |ai, x| Ainsi, la supposions que la condition précédente est fausse pour

tout i assure que tous les |z;| valent 0 : z = 0.
Cela revient a dire que si Vi, |a;i| > >°,;|a; |, alors A est inversible.

19.12 Matrices

Exercise 19.23. Montrer qu'une matrice de M,,(K) qui n’est pas inversible
est équivalente a une matrice nilpotente.

Exercise 19.24 (Solution). Soit M ¢ GL,(K). Comme Ker M n’est pas réduit
4 {0}, construisons B; une base de Ker M, puis S un supplémentaire de Ker (M)
muni de sa base Ba = (eq,...,e,). On construit ainsi la base B = By U By
Comme S est isomorphe a Im M par le théoreme du rang, on peut construire
Ce = (f(e1),..., f(er)) qui est une base de Im M. On compléte cette base via le
théoréeme de la base incompléte pour obtenir un base C = C; UCs.

On peut finalement écrire (par bloc) la matrice M dans la base de départ B

et la base d’arrivée C :
Or,n—r ‘ Ir
M~ < Onfr,nfr ‘ 07177‘77‘ )

Cette matrice étant triangulaire stricte, elle est bien nilpotente.

19.13 Matrices

Exercise 19.25. Soit F de dimension finie et de base B. Soit u € F et o €
Z(FE,K). Donnez la matrice de f : 2 — «o(z)u dans B.

Exercise 19.26 (Solution). Notons U € M,, 1 la colonne donnant les coordon-
nées de u dans la base B. Notons A € M, la ligne des coefficients «(B). Alors,
on constate que U est la matrice dans la base B de 'application t — tu qui est
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K — E. De la méme maniere, A est la matrice de o : E — K dans la base B.
Or f est la composée des deux application précédentes, donc M, la matrice de
f dans la base B est M = UA.

On vérifie que M est bien de rang 1 si A est non nul (le rang d’un produit
est majoré par le rang de ses facteurs), et en effet, Im f = Vectu qui est de
dimension 1.

N.B. : Toute matrice de rang 1 peut s’écrire comme le produit d’une colonne
par une ligne. Dés lors, pour un endomorphisme f € Z(F) de rang 1, on peut
trouver o € Z(F,K) et u € F tels que f: x — a(x)u.

19.14 Matrices

Exercise 19.27. Montrez que ® : M,, — M, A (pa: M — tr(AM)) est
un isomorphisme. Soit ‘H un hyperplan de M,,, en déduire que 3A € M,,, H =
Ker 4. On suppose que H est stable par multiplication. Montrez que si B € H,
alors BA est colinéaire & A. Montrez que Im A est non nul. On construit B la
base canonique de K" et C une base dont le premier vecteur est dans Im A, avec
P = Matg(C). Pour B € H, donnez la premiére colonne de P~'BP. Montrez
que M + P~'MP est un automorphisme de M,,. En déduire finalement que
n=2et que H ~ Ts.

Exercise 19.28 (Solution). On sait que dim M}, = dim M,, = n?. En outre,
o, ; (M) = tr(E; jM) = m; j car E; ;M est la matrice dont la 4-ieme ligne est
la j-ieme ligne de M. On a donc bien toutes les formes linéaires coordonnées,
qui forment une base de M. On aurait aussi pu constater que si tr(AM) = 0
pour tout M, alors tr(AE; ;) = a;; = 0, donc A = 0, ce qui montre que Phi
est injective car son noyau est nul.

Deés lors, comme tout hyperplan est le noyau d’une forme linéaire, et que
toute forme linéaire peut étre décrite comme @ 4 pour une certaine matrice A, il
existe bien A € M,, tel que H = Ker ¢4 (on notera d’ailleurs que A est unique
pour H donné).

Soit B € H et C € M, tel que H® CK = M,,. On a alors p4(C) # 0,
disons “;‘;‘(7(05) = X. Regardons la forme linéaire 1) : M + (M B) — Apa(M).
Si M € H, alors MB € H car H est stable par produit, donc w4 (M B) = 0, en
outre (M) = 0, donc (M) = 0. De plus, ¢(C) = 0 par construction de A.
Donc # est la forme nulle : VM, Apa(M) = tr(AMAM) = tr(AMB) = tr(BAM).
Or ® est injective, donc AA = BA.

SiIm A = {6}, alors A = 0,, donc ¢4 est la forme nulle, ce qui n’est
pas le cas car Ker ¢4 est un hyperplan. Donc les constructions de B et C sont
valides. Comme P est la matrice de passage de B & C, la matrice B’ = P~"'BP
est la matrice de B dans la base C. Soit y; le premier vecteur de C, qui dans
I'image de A par construction, disons y; = Axy. Alors, comme BA = AA, on a
By, = BAx; = Mz, = Ay;. Cela signifie que le premier vecteur de la base C
est envoyé par B sur un multiple de lui-méme : la premiére colonne de P~'BP
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A
0

est de la forme | . |. En particulier, on vient de montrer que I'image de H par
0
I'application linéaire M +— P~'M P a une dimension au plus de n* — (n — 1).
Or cette application est un isomorphisme. En effet, elle est linéaire et son
inverse est N+ PN P~!. Il s’ensuit que I'image de H par M > P~'MP est un
hyperplan de M,, et a de fait dimension n? —1. D’ot1 : n? — (n—1) > n? —1 puis
n =2 (pour n = 1, il n’y a pas d’hyperplan non nul). H est alors de dimension
22 —1 = 3 et I'application M — P~'MP envoie H dans T5 qui est lui-méme de
dimension 3 : H ~ T5.

19.15 Matrices
1 1 1

0
Exercise 19.29. On pose A = (} 701 Bl }) Trouvez les A € R tels que

1 -1 -1 0
A — My ¢ GLy et résoudre alors AX = AX. En déduire P € GL4(R) tel que

A = PDP~! avec D une matrice diagonale.

-2 1 1
Exercise 19.30 (Solution). Pour A € C, notons Ay = A—\Iy = ( } :i‘ :i
1 -1 -1
On effectue ensuite un pivot de Gauss (sans se préoccuper de l'inverse) :
—A 1 1 1 1 -1 -1 =X
A 1 - -1 -1 1 -1 - -1
A1 -1 =X -1 [ N ERS W [
1 -1 -1 =X -\ 1 1 1
1 -1 —1 - 1 —1 —1 -
0 0 “A+1 —14X 0 —-A+1 0 14X
~“lo —-x+1 0 —14 2 ~ 1o 0 “A41 —1+2A
0 1-2X 1—X 1-2)2 0 1-2X 1—X 1-)2
1 -1 —1 -A 1 -1 —1 -2
0 —A+1 0 -1+ A 0 —X+1 0 -1+
~ 1o 0 “A+1 —142A 0 0 “A+1 —142A
0 0 1—X 2-X2-2) 0 0 0 322 -2)

Les racines évidentes de 3 — X2 — 2X étant 1 et —3 et —X + 1 s’annulant
pour 1, on en déduit que Ay n’est pas inversible pour A € {1, —3}.

301 1 1
Pour A\=-3: onaA_3=A+3I4 = <1 _31 ;1 _}) On remarque
1 -1 -1 3

-1
que ( i > est dans le noyau de A_3, et que la matrice est de rang 3 car on a
1

montré au dessus qu’elle est équivalente & une matrice triangulaire supérieure

de diagonale (1,4,4,0). Donc AX = —3X <= X € Vect((-1,1,1,1)T).
-1 1 1 1

Pour A =1:, onaAle—L;:(} j j }).Onremarqueque
1 -1 -1 -1
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1 1

<(1)> et (8) sont dans le noyau de A; et sont libre. En outre, Ay est de
0 1

u m ¢

ar elle a une colonne non nulle. Donc AX = X <« X €
1,0,1,0)",(1,0,0,1)").

5
@)
t+
—
—
=
a
“O
o
N
b

-1

111 3
Ainsi,enposantP—(} (1) (1) 8>,onaAP—PDof1D—< ! 1 ),
1 0 0 1 1

ce qui donne bien le A = PDP~! souhaité. On retrouvera ce genre de calculs
(et plus encore) dans le chapitre de diagonalisation de Spé.

19.16 Matrices

Exercise 19.31 (Lemme de Schur). Soit G un sous-groupe de GL,,. Pour B €
G, on note i(B) : M,, = M,, M + BMB~!. Montrez que i : B ~ i(B)
est un morphisme de groupe de G — Aut(M,,). Montrez que i est injectif
si et seulement si G ne contient pas d’autre homothétie que l'identité. Soit
ME ={M ; VB € G, i(B)(M) = M}. Montrez que pour M € MS, Ker M et
Im M sont stables par G (x € V, B € G = Bx € V). Si FE n’a pas de sous-espace
non trivial stable par G, montrez que M% C {0, } UGL,, et donnez dim MS.

Exercise 19.32 (Solution). Premiérement, pour B € G, comme B est in-
versible, i(B) est correctement définie et est un automorphisme de M, car
c’est une application linéaire et si i(B)(M) = N, alors M = BNB~! puis
N = B~'MB, donc Im i(B) = M,,. Ensuite, si A, B € G, alors i(AB)(M) =
(ABYM(AB)™' = A(BMB 1) A~ = i(A)oi(B)(M) et i(B~) (M) = B"'MB =
i(B)~(M) par le raisonnement précédent. De fait, i est un morphisme de groupe
de G — Aut(M,,).

Attention & ne pas confondre 'injectivité de ¢ avec I'injectivité de i(B) : celle
de i revient & Ker ¢ = {I,,} car I,, est ’élément neutre du groupe G (le noyau
est ici le noyau d’un morphisme de groupe). Cependant, si AI,, € G pour A # 0,
alors i(AL,) (M) = A,M+1I, = M, donc i(A],,) = idaug(m,)- Ainsi, s'il existe
A ¢ {0,1}, A, € G, alors i n’est pas injective.

Réciproquement, si i(B) = idau(,,), alors B commute avec toutes les ma-
trices de M, car i(B)(M) = M revient & BM = M B. Donc B est une homo-
thétie. Si la seule homothétie de G est I'identité, alors i est bien injective car
sont noyau (de morphisme de groupe) est réduit a {I,}.

Si M e MS, alors, soit x € Ker M, on a Mz = 6, et on voudrait savoir
si, pour B € G, M(Bz) = 0. On sait que B"'MBz = Mz = 0, or B~ est
injective, donc M Bx est 'unique antécédant de 0: MBx = 0. Ainsi, Ker M est
bien stable par G.

De la méme maniere, si y € Im M, On veut savoir si By € Im M pour
B € G. Soit x € E tel que Mz = y. Dés lors : B"'MBx = Mz = y puis
M(Bx) = By, donc By € Im M. Im M est bien stable par G.
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Maintenant, si F est irréductible pour G, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de sous-
espace de F non trivial et stable par G, alors si M € ./\/lg, alors Ker M et Im M
sont des sous-espaces triviaux de E : M est nulle (Ker M = E) ou inversible
(Ker M = {0}). Dés lors : MG C {0,} UGL,,.

Cependant, M& est aussi un espace vectoriel (en tant qu’intersection des
Ker (Id—i(B)) pour b € G), et I, € M& par un calcul évident. Donc dim M.
Si on suppose que dim M% > 2 alors (M, N) € M& une famille libre. Dans ce
cas, la méthode du pivot de Gauss permet de triangulariser V4 uN pour p € K,
et le choix d’un bon p permet d’annuler 'un des coefficients diagonaux. Cela
signifie que GL,, ne content pas de plan afin (un meilleur argument sera donné
en Spé), donc la dimension de M ne peut pas étre 2 ni plus : dim M& = 1.

19.17 Matrices
Exercise 19.33. Déterminez le centre de GL,,(K).

Exercise 19.34 (Solution). On a envie de dire que les matrices de GL,, qui
commutent avec toutes les matrices de GL,, sont les homothétie, de la méme
maniere que les matrices de M,, qui commutent avec toutes les matrices de M,
sont les homothétie, mais attention, ¢a n’est pas évident, car pour montrer la
propriété pour M, on utilise les F; ;, qui ne sont pas dans GL,,.

Il reste cependant clair que les homothéties sont dans GL,, et commutent
avec toutes les matrices de GL,. Etudions la réciproque. Soit A € GL,, qui
commute avec toutes les matrices de GL,,. En particulier, A commute avec les
matrices de transvections T; ; = I, + E; ; pour ¢ # j car T; ; € GL,, donc
ATy ; = T; ;A. Or : T; jA = A+une matrice avec sur la i-ieme ligne la j-ieme
ligne de A; et AT;; = A+une matrice avec sur la j-ieme colonne la i-ieme
colonne de A. On en déduis que a;; = 0 pour ¢ # j : A est diagonale. Reste
a montrer que les a;; ont tous la méme valeur. Or, ATy ; = T3 ;A, donc, en
regardant le coefficient en 1,7 : a11 = a;,; : A est une homothétie (non nulle car
A€ GL,).

19.18 Matrices

Exercise 19.35 (Relation de Steinberg, Lemme de Whitehead). (Rappel : dans
un groupe, [r,y] = zyr~ly~1)

Pour i # j et A € K, on note e; j(A) la matrice de transvection (e; ;(\) = I,,+
AE; ;) et E, le sous-groupe de GL,, engendré par les matrices de transvection.
Montrez que : e; j(A)e; ; (1) = e; j(A+ ), puis [e; j(N), €j.e(p)] = €5 0(Ape) sii # ¢
et [e;;(A), exe(N)] = I, pour i # £ et j # k. En déduire que [E,, E,| = E,.

0

Soit @ € K*. Montrez que M = (g afl) peut s’écrire comme le produit

de 4 matrices de transvection. Montrez que toute matrice par bloc de la forme

I, | A , . . .
( T T ) avec A € M,, peut s’écrire comme le produit de n? matrices de

. P B | 0
transvection. En déduire que ( &

o TEe ) € FEs, pour tout B € GL,,. Montrer
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que M — ( é\i (}n ) est un morphisme de GL,, — GLg, et en déduire que le

groupe engendré par les [GL,,, GL,] est isomorphe & un sous-groupe de Es,.

Exercise 19.36 (Solution). Multiplier A & gauche par e; ;(\) revient & ajouter
a la i-ieme ligne de A sa j-iéme ligne multipliée par A, donc e; ;(AN)e; (1) =
ei,j(1t) + A (en ligne ¢ une ligne avec un seul 1 en colonne j) = e; ;(A + p). En
outre, €; j(Nek,e(1) = In+pEr e+ AE; j sii # £ et j # k. En particulier, e; j(\)
et ek o(p) commutent si i # £ et j # k, donc [e; ;(A), exe(p)] = I,. Ensuite,
si j = k mais i # £, alors e; j(N)ejo(p) = In + AE; j + pEj o + AuE; ¢, ce qui
conduit & :

lei,i(A), eii ()] = € j(Nej k(e (—A)ejr(—p)
= (In+ AEij + pEj o+ MuEj o) (In — NE; j — pEj o + MuEj ¢)
=1, + M\uE; = eio(N)

Notons enfin que e; ;(A) et e; j(1) commutent, donc [e; ;(A),e; ()] = In.
Finalement, on a bien montré que tous les commutateurs des générateurs de E,,
sont dans E,, d’ou [E,, E,] = E, (cette relation fait de E,, un groupe parfait).

Un rapide calcul donne :
a 0 -1 -1
(0 a71> = 6271((1 )6’172(1 — a)eg,l(—l)elg(l —Qa )

In

OTI,
HMQ”H (aij). On peut décortiquer cela en se rendant compte que, d’une
part, toutes ces matrices de transvection commutent (par les relations de Stein-

berg), et d’autre part, multiplier (éT‘I*T) par e; n+j(a; ;) & gauche ajoute le
coefficient a; ; dans la cellule (i,n + 7).

. . N . A -
Ensuite, soit A = [a; ;]; ;. Dés lors, la matrice ( T ) s’écrit comme
n

o ' B | 0.
Il s’ensuit que, si B € GL,, alors ( 0, | B~

) € F», car on peut écrire les
transvections par blocs é; 5(A) = ( é" ;4 ) et é21(A4) = ( IX (}” ) et s’en
servir dans le calcul :

(5f2r) = 220 (B ) 2(I = B)eaa(~L)éra(In — B~

Enfin, si A, B € GL,, alors :

() = () () ()
Donc avec le morphisme (évident) M — (%‘?—:), onaque [GL,,GL,] ~

{( [AO’nB] ?: ) ; A,B € GLn} C FEy,. Ainsi, le groupe dérivé de GL, (le

groupe engendré par les [GL,,, GL,]) est isomorphe & un sous-groupe de Es,.
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N.B. : Il existe un moyen de rendre les choses plus jolies. En considérant
G L, le groupe général linéaire, dont les éléments sont les matrices infinies in-
versibles qui ne différent de la matrice identité (infinie) que par un nombre
fini de leurs coefficients, et F,, son pendant pour les transvections, on a :
[GLoo, GLs] = [Ex, Foo] = Es. Cette notion est liée a la K-théorie.

19.19 DMatrices, Déterminants

Exercise 19.37 (Zagier). Soit p un nombre premier congru & 1 modulo 4. Soit
S ={(z,y,2) € N3;22 +4yz = p}. En supposant que #8S est impair, en déduire
que f: (x,y,2) — (x, 2,y) a au moins un point fixe et donc que p s’écrit comme
la somme de deux carrés.

Compter le nombre de point fixes de I’application suivante et conclure :

(x4+2z,z,y—x—2) siz<y—z
g:(z,y,2)— ¢ Qu—ax,y,z—y+2z) siy—z<zxz<2y
(x—2y,c—y+2zy siz>2y

Exercise 19.38 (Solution). Pour une explication visuelle, on pourra regarder
cette vidéo.

Premiérement, 'ensemble S est fini car il est inclus dans [1, p]3.

Comme f est une involution de S (on fera attention & vérifier que son image
est dans §), on peut écrire S comme la réunion disjointe des {a, f(a)} pour «
dans une certaine partie de S. Si f n’a pas de point fixe, alors tous les {a, f(a)}
sont de cardinal 2 et le cardinal de S est alors pair. Ainsi, la supposition #S
impair assure que 'application a un point fixe, c’est-a-dire qu’il y a un élément
de la forme (a,b,b) dans S. On a alors p = a? + (2b)2, une écriture comme
somme de deux carrés, comme souhaitée.

Reste & montrer que #S est impair, et pour ce faire, on va juste montrer
que g est une involution de § avec 1 seul et unique point fixe. Soit (z,y, z) € S,

x x
alors on peut regarder le probléme matriciellement : g | y | = M. | y | ou M est
z z
1 0 2 -1 2 0 1 0 2
I'une des trois matrices | 0 0 1 |, | O 1 0)Jet] O 0 1 On
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
x x x
cherche un point fixe de g, c’est-a-dire un vecteur |y | telqueg |y | = | v |,
z z z
x x
ce qui revient & dire que (M —I3) |y | =0, donc |y | € Ker (M — I3).
z z

On calcul les trois déterminants de M — I3 pour les matrices ci-dessus : 2, 0
et 2. Ainsi, seule la deuxiéme a un noyau non nul. En vérifiant que (0,0,0) ¢ S,

x -2 2 0
on obtient donc |y | € Ker 0 0 0. Un rapide calcul donne que ce
z 1 -1 0
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1 0
noyau est de dimension 2 et a pour base 11,10 . De fait, z = y et z
0 1
peut étre choisi indépendamment. Les conditions pour que g ait cette formule
impose que —z < 0 < y, ce qui ne pose aucun probleme. Cependant, on doit

x
aussi avoir [y | € S, donc 22 + 4yz = p, ce qui induit, avec x = y, que z|p.
z
Comme x = p contredit 1’égalité, on a x = y = 1, puis z = ”4;1 (ce qui est
possible car on a justement supposé que p = 1 [4]). Il y a un seul point fixe :
(1,1, 5=).

Reste a montrer que g est une involution. On constate que si < y — z, alors
g(x,y,2) = (a,b, c) vérifie a > 2b, ainsi :

T 1 0 2 1 0 2 x 1 0 0 T T
goglyl=10 0 1 0 0 1 y]l =10 1 0 vyl =1y
z -1 1 -1 -1 1 -1 z 0 0 1 z z

De la méme maniére, si « > 2y, alors g(z,y,2) = (a,b,c) vérifie a < ¢ —b

et l'inverse du calcul précédent permet de conclure. Enfin, le cas central est
2

-1 2 0 1 00
stabilisé par g et ona [ 0 1 0] =0 1 0
1 -1 1 0 0 1

Finalement, le seul point fixe de l'involution g est (1,1, %), et on en déduit
que #S est impair, comme désiré tout nombre premier p = 1 [4] s’écrit comme
la somme de deux carrés.

19.20 Matrices, Déterminants

Exercise 19.39 (Déterminants de Hankel). Soit (b,,), une suite de réels. On
construit sa transformée de Hankel (h,,),, par :

bp b by ... b,
b by by e bpis
B =|bs by by .. bnso
bn bn+1 bn+2 b2n

Montrez qu’une suite est nulle si et seulement si sa transformée de Hankel
est nulle.

Montrez qu’'une suite vérifie une relation de récurrence si et seulement si sa
transformée de Hankel est nulle & partir d’un certain rang.

Montrez que la transformée de Hankel est invariante par la transforma-
tion d’Euler, c’est-a-dire que la transformée de Hankel de (¢p)n, avec ¢, =
i ()br, est la méme que celle de (b,), (on pourra utiliser la matrice

j—1
B=(2)], )

)
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Exercise 19.40 (Solution). Si (by,), est nulle & partir d’un certain rang p, alors
by
le déterminant de h,, pour n > p, contient une colonne nulle : = 0.

bn+P
Réciproquement, si h,, est entiérement nulle, alors on a by = hg = 0, puis, par

récurrence, si by = 0 pour tout k < n — 1, alors on a (regarder les permutations
dont le produit ne donne pas 0) :

0 0 0 by,

0 0 o by bop
S U iy 5

0 by ... bap_2 bap1

bn bn+1 b2n—1 b2n

Ainsi, par récurrence, on a b, = 0 pour tout n.

. . ) . -1

Si (by,)n respecte une relation de récurrence, disons by4p = > r_o Ckbntk
pour tout n, alors, a partir de n = p, la p-iéme colonne du déterminant de h,,
peut s’écrire comme une combinaison linéaire des colonnes précédentes, donc le

déterminant est nul :

b, b

p—1
=2
k=0

bn+p bk+p

Réciproquement, si (hy), est nul & partir d’un certain rang p, cela signifie
en particulier que les colonnes de h), sont liées. Comme celle de h,_; ne le sont
pas on peut trouver (ay)r tels que bpyn = Zi;é agbpyr pour n < p. on va
montrer que cette égalité est vraie pour tout n. Supposons que cette égalité est
vrai pour tout n < N +p— 1, alors on regarde hy. La derniére colonne, Cy, est
combinaison linéaire des précédentes, disons Cn = ZkN:_Ol BrCr. En particulier,
on a l'expression :

N—-1 N—-1 p—1 p—1 N—-1 p—1
bnip = Y Bebern = D | Be D ajbrr | = (aj > 5kbk+j> = abyy;
j=0

k=0 k=0 §=0 =0 k=0

On a bien la relation de récurrence pour a tous les rangs.

Posons ¢, = > 1, (Z) by. Pour n fixé, on note H} la matrice de Hankel

pour (by)x au rang n, i.e. h, = det Hy, et pareillement pour H.. On pose
B = {(1:})} ~la matrice triangulaire supérieure du triangle de Pascal (on
i,j

adopte la convention usuelle : (Z) =0si k > n). On notera que det B = 1 car
les coefficients diagonaux valent tous 1. On va montrer que : H. = BH,BT.
Commengons par remarquer que : (‘17) = Zf:o (;) (") car choisir k éléments
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parmi ¢ + j revient a choisir [ éléments parmi les ¢ premiers, puis k — [ parmi
les j derniers pour n’importe quel valeur de [ possible. Deés lors, on a :

BH,BT = nf =1y, J-1
b — k’—l k+1—2 l—l

k=1

[ 2n n+1 j*l i—1
= b
2 kZ<l—1><k—l+1>
Lk=0 1=1

[ ()

= [eivi-2licijanir = Ho

1<i j<n+1

1<ij<n+1

1<i,j<n+1

Finalement, en passant au déterminant des deux cotés, en utilisant le fait
que le déterminant est multiplicatif, puis que det B = det BT = 1, on a que la
transformée de Hankel est invariante par la transformation d’Euler.

19.21 DMatrices, Déterminants

Exercise 19.41. Soit A une matrice de taille m x n et B de taille n x m. On
note Ay ; la matrice constitué des lignes de A dont les indices sont dans I et
des colonnes dont les indices sont dans J. Montrez que :

det(AB) = Y det(Aq1,m,s) det(Bs [1,m)
#S=m

19.22 Matrices, Déterminants

Exercise 19.42. Déterminant de Sylvester.
Déterminant de Cauchy / de Hilbert.
Déterminant circulant.

19.23 Matrices, Déterminants

Exercise 19.43 (Coordonnées et relation de Pliicker). Pour M € Mj ;(R), on

, . , . mig mi4
définit la coordonnée p; ; de Pliicker, par p; ; = m;f m;f
i j

(pi,i = m1;). Montrez

que ces coordonnées introduisent une injection des plans de R* dans les droites
k(k—1) .
de R™2 . Pour i < j < k <, montrez que : p; xpj1 + Di,iPj,k = —Pi,jDj k- En

déduire que ce n’est pas une bijection.

Exercise 19.44 (Solution). Un plan de R* est défini par la donnée de deux
vecteurs non-colinéaires, disons i, ¥. On peut construire la matrice M dont la
premiere ligne est les coordonnées de u dans la base canonique, et la deuxiéme
ligne de M est les coordonnées de ¢. On calcule les coordonnées de Pliicker

(pij)i<i<j<k-Lya @ coordonnées de Pliicker, notons p(u, ¥) ce vecteur de
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k(k—1) . X R . [
R~z . Maintenant, si on prend une autre base du méme plan, disons (v, v’),

v
-, H

il existe une matrice de transition A € Mj 5 inversible telle que <1ﬂ/> =A (;) .
v

Donc la nouvelle matrice de cette base est M’ = AM. Les coordonnées de Plii-
mis My

maq M2

det A x p; ;. Donc tous paramétrage d’'un méme plan donnent les mémes coor-
données de Pliicker a une constante (multiplicative) pres.

En outre, pour un plan P de R¥, et une base (u, V), il n’est pas possible que
tous les p; ; (@, ¥) soient nuls. En effet, dans le cas contraire, pour tout ¢ < j,
les vecteurs (de R?) (u;,v;) et (uj,v;) seraient colinéaires car 0 = p; (i@, T) =
Ui Uy

cker issues de cette nouvelle matrice valent p; ; = det | A x

. En particulier, au moins I'un des (u;, v;) est non nul (sinon @ = ¢ =

v Uy

0), disons v1 # 0. Alors, Vi, Z— = Z—i, ce qui est exactement la condition pour

que % et ¥ soient colinéaires : c’est impossible car Vect(#, ¥) = P est un plan.
. . k(k—1)

Ainsi, pour un plan P de R*, on peut construire ’ensemble de R~ =~ :

p(P) = {p(@,v) ; Vect(d,v) = P}. Le raisonnement précédent montre que
. (k=1)
p(P) est une droite de R
On va montrer que cette application est injective. Pour ce faire, soit P un
plan de R¥ et (i, ¥) une base de PP. Supposons qu’on connait p(i, ¥), on va prou-
ver qu’on peut retrouver P. Par le raisonnement précédent, on sait qu’au moins

ur UJ:|

vr vy
est inversible (sont déterminant est pr s(@,¥) # 0). Par suite, la matrice AM =

—

g donne a nouveau une base (Z, i) de P, mais cette fois la colonne I de AM

I'un des p; ;(@,¥) est non nul, disons p; j(@, 7). La matrice A = [

est ( (1) ) et sa colonne J est ( (1) ) Des lors, pr;(Z,7) = 1xy; —0x z; = yj,

et p;g(Z,¥) =0 x y; — 1 x x; = —x;, donc, comme on connait toutes les coor-
données de Pliicker p(Z, §) = p(, ¥), on connait toute la matrice AM, donc on
connait une base de P : on connait P. Ainsi, I'application P — p(P) est une
application injective de I'ensemble des plans de R* vers ’ensemble des droites de
R*“7. Notons que si on dispose de p(P), on peut construire une base "cano-
nique" de P. On prends le plus petit J tel que py 7 (P) # 0, et les deux lignes de

la matrice suivante donne une base de P (attention a l'ordre dans les indices) :

1 p1,J P2J P3,J - DPi-1g O  —pyy1J —DPii2J - —DkJ
prg \ 0 0 0 .. 0  pig pLJyr Prit+2 - Pk

Prenons 4 indices différents : i < j < k < [. Alors on peut regarder la matrice
suivante :

mis: Mik | M1k M1y
M= Ma; Mok | M2k 125
My Mg | M1y M1y

maq M2y | M2, T2
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On peut calculer le déterminant de M par blocs :

det M = mis: Mk mi,; Mmag mik M mis: My
mai M2k ma; M2y mar M2 mai M2
mi5 Mik
= DPik Pjl + Dil
! Mo Mok
= Pik Pj,l + Pjk Pi

D’autre part, si on échange les deux colonnes centrales de M, le déterminant
de cette nouvelle matrice est — det M, et on a ainsi, toujours avec un déterminant
par blocs :

Mmi: Mik | M1k My
Mo Mok | Mok Mo,

—det M = : : : : = Pik X 0 =i j(=pjr) = PijPjk
mii mi; | mi; Mg ; J\P3, 303,
Mo Maj | M2y Moy

On obtient la relation souhaitée. )

Il s’ensuit que si le vecteur directeur d’une droite de R™ 2 ne respecte pas
ces égalités (il y a autant d’égalités que de quadruplets), alors il ne peut pas
s’agir des coordonnées de Pliicker d'un plan de R¥ : I'application P ~— p(P)
n’est pas une bijection.

N.B. : Par contre, ce qui est vrai, est bien plus difficile & montrer, c’est que

toute droite de R*“5 qui respecte les relations de Pliicker ci-dessus est bien de
la forme p(P). L’application de Pliicker P +— p(P) donne plein d’informations
trés importantes sur la grassmannienne Gr(2, k), I'ensemble des plans de R¥, et
se généralise pour 1’étude de la grassmannienne Gr(n, k), Pensemble des sous-
espaces de dimension n de R,

19.24 Matrices, Déterminants

Exercise 19.45. Soit n + 1 "rayons' 79, ...,7, € R™ tel que (70, ..., 7—1) soit
libre et 7, # 0. On choisit des "hauteurs" ho,...,hn—1 € R% et on construit
I’hyperplan affine H, qui passe par les points hg7g, ..., bp_17p_1. Déterminez h,,
tel que le point h,, 7, soit dans H,.

Exercise 19.46 (Solution). Premiérement, comme (7, ..., 7,—1) est libre, c’est
une base de R™, donc on peut trouver des coordonnées zg, ..., x,_1 telles que
T = Z;S k7. Ensuite, 'hyperplan H, est I'hyperplan affine contenant le
point o7 et les vecteurs h;7; — hop pour i € [1,n — 1]. Ces derniers forment
une famille libre car la famille des (h;7);c[1,,—1] est libre (les h; étant non nuls)
et ajf)uter —hq7o revient & faire une translation (qui n’envoie aucun des vecteurs

sur 0), donc préserve la liberté. Ainsi :

H, = hyrp + Vect (hlﬁ — hOFO)iE[[l,n—l]]
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Dés lors, chercher h,, tel que h, 7, € H._ revient a cherche h,, et (a1, ..., —1)

tels que :
n—1

hnfn = hofo = a (haTk — hoio)
k=1

ili r -1 = A 3 p . .
En utilisant 7, = >_,'_, 2x7%, on peut écrire le systéme sous forme matriciel
dans la base (70, ..., Tn—1)-
Sur 7;, ¢ # 0, on a ’équation :

hpxr; = a;hy soit —a;hy + hpr; =0

Sur 7, on a I’équation :

n—1 n—1
hn,xo — ho = —hg Z (a2 soit ho Z ag + hpxo = hg
k=1 k=1

On peut donc représenter le systéme par I’équation matricielle (rappel : h,
et ay; sont les variables, h; et x; sont les parametres) :

—hl X1 (5] 0
_hnfl Tn—1 Oy 1 0
hO P h() J/‘O hn ho
On cherche seulement h,,. Nul besoin d’inverser toute la matrice du systeme.
—hy Ty
Notons M = K : . Alors on veut la derniére ligne de
_hnfl Tp—1
ho ho o
0
o7 (comM )T - |. Pour ce faire, on a seulement besoin du déterminant de
0
ho
M et de la cellule en bas a droite de comM (qui est la méme que se transposée).

—hy
Or la cellule en bas a droite de la comatrice vaut + =
_hnfl
(=1)" ' TI=," hi. Reste a calculer le déterminant. Regardons les permutations
qui ne donnent pas 0 dans la somme qui définit ce déterminant. Il y a la permu-
tation identité qui donne +(—1)"~! H?;ll hi X xg, et les seules autres sont les
transposition (jn) pour j # n qui donnent —(—1)""2 H};;S"_l h; x hoz;. Le
déterminant det M vaut donc la somme de ces n termes.
Effectuons le calcul final :

1 [Ty hi 1

n—1
h, = (—1)“71 hiXho = po po = pogn
det M };[1 Zo Hz’:ll hi + Zj:ll [Tz i ijol Zifh,
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On préférera bien sir écrire : ;- = Z;;OI i—;

N.B. : Cette relation suggere qu’il existe un autre point de vu plus adapté
dans lequel les h% sont des nombres qui font sens. C’est en effet le cas, il s’agit
du "point de vue dual" : au lieu de considérer les points h;7; et I'hyperplan
qu’ils induisent, on construit les hyperplans affines H; = {& € R™ ; (Z|7;) = h;},
I’intersection ﬂ;:ol H,; est un unique point P € R™, et on se demande ce que
doit valoir h,, pour que P € H,,.

19.25 Matrices, Théorie des groupes

Exercise 19.47 (Groupe d’Heisenberg). Pour un anneau A, on construit Hs(A4) =

1 a ¢ 1 a c
0 1 b)) ;abceA)y Onnotera ([0 1 b | par (a,b,c). En suppo-
0 0 1 0 0 1

sant (A, +) commutatif, montrez que H3(A) est un groupe multiplicatif avec
(a,b,c) * (a’',b),c) = (a+a,b+b,c+c +ab), puis déterminez (a,b,c)~! et
(a,b,c)™. Pour x,y € Hz(A), calculez [z,y] = xyz~ty~ L.

En déduire le centre Z(H3(A)) = {z € H3(A) ; Yy € H3(A), zy = yz}, et le
groupe dérivé DG(Hs(A)) = ( [z,y] ; x,y € H3(A) ). A quelle condition H3(A)
est-il abélien ?

Montrez que H3(Z) est engendré par (1,0,0) et (0,0,1).

Exercise 19.48 (Solution). Hs(A) est un sous-groupe du groupe GL3(A) car le
produit de matrice triangulaires est triangulaire, I'inverse aussi, et la diagonale
du produit vaut le produit des diagonales (donc la diagonale du produit est faite
de 1, tout comme celle de l'inverse).

On a:
1 a ¢ 1 o (¢ 1 a+d c+cd +ab
01 bfJl0 1 ¥|=10 1 b+ = (a+a', b+, c+c +ab’)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Ensuite, (a,b,c)(—a,—b,— + ab) = (0,0,0) = I3, et, par récurrence immé-
diate (a,b,c)™ = (na,nb,nc + "(nT_l)ab).
Ensuite, en notant x = (a,b,¢) et y = (a’, ', '), on trouve :

[z,9] = (a,b,c)(a', b, ) (—a,—b,—c+ ab)(—a', —b', —c + a'b")
=(a+d,b+b,c+c +at)(—a—d,—-b-V,—c—c +ab+adb +ab)
= (0,0,ab+ a'b’ + 2ab’ — (a+a')(b+ 1))
= (0,0,ab’ — a'b)

Le centre Z(H3(A)) correspond aux éléments z € Hs(A) tel que Yy €
Hs(A), [z,y] = (0,0,0). En particulier, si = (a,b,c), on a :



Donc z = (0,0,c). Réciproquement, si x = (0,0, ¢), alors pour tout y €
H3(A), on a bien [z,y] = (0,0,0). Finalement Z(H3(A)) = 0 x0x A ~ A
(attention, pour dire que cela est isomorphe a A, il faut vérifier que la loi est la
bonne).

D’autre part, si z,y € H3(A), alors [z,y] € 0 x 0 x A, donc DG(H;3(A)) C
0 x 0 x A. Réciproquement, pour ¢ € 4, on a [(c,0,0), (0,1,0)] = (0,0, ¢), donc
DG(H3(A)) =0x0x A~ A.

Un groupe G est abélien si et seulement si Z(G) = G si et seulement si
DG(G) = 0. Donc H3(A) est abélien si et seulement si A = 0 ('anneau trivial).

Dans H3(Z), remarquons que [(1,0,0),(0,1,0)] = (0,0,1), que (1,0,0)"! =
(—1,0,0) et que (0,1,0)~* = (0, —1,0). De fait, pour a,b,c € Z,on a: (1,0,0)%(0,1,0)" =
(a,0,0)(0,b,0) = (a,b,ab). Dés lors (rappel : Hs(Z) n’est pas commutatif) :

(a,b,¢) = (1,0,0)*(0,1,0)°(0,0,1)~*
= (1,0,0)%(0,1,0)°[(1,0,0), (0,1,0)] 7%

= (1,0,0)*(0,1,0)* ((0,1,0)(1,0,0)(0, 1,0)*1(1,0,0)*1)“”

1 1 0 1 0 0
Finalement, H3(Z) = < 01 0},(0 1 1 >, engendré comme groupe.
0 0 1 0 0 1

20 Polynémes

20.1 Polyndémes

Exercise 20.1. Résoudre P(U) C U.

On commencera par trouver des solutions évidentes, ainsi qu'une structure
sur ’ensemble des solutions. Ensuite, on résoudra en supposant que toute solu-
tion (de degré > 0) s’annule en 0. Enfin, on montrera que P(0) = 0 en s’inté-
ressant & X" P(X)P(%).

Résoudre P(U) =U

Exercise 20.2 (Solution). Les polynomes de la forme P = AX™ avec A € U
sont des solutions évidentes au probléme. On va montrer que ce sont les seules.

Soit S I'ensemble des polynomes qui vérifient P(U) C U. S est stable par
composition car c’est un sous-ensemble des applications de U sur lui-méme. 11
est aussi stable par multiplication des polynémes.

Si on suppose que tous les éléments de S s’annulent en 0, alors on peut
raisonner par récurrence. Soit P € S de degré non nul, alors P s’annule en 0 par
hypothese. Soit @ tel que P = X@Q. Soit A € U, alors Q(\) = P(N)/x € U, donc
Q € S avec deg ) = deg P — 1. 1l suffit maintenant de trouver les polynémes
constants de S. Il est évident que si P € S est constant, alors cette constante
est un A de U. Ainsi, si tous les polynémes non constants de S s’annulent en 0,
alors :

S={\X"\eUneN}
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Montrons maintenant que tous les polynomes non constants de § s’annulent
en 0. Soit P € S de degré n. On pose Q = X"P(X)P(5). Contrairement a ce

qu’il semble, @ est un polynome (le X™ contrebalance le ﬁ(%)) Orsizel,
on a: P(%) = P(z) = P(z), donc P(2)P(%) = P(2)P(z) = |P(2)]? = 1 car

(z
P(z) € U, Finalement, Q(z) = 2™ x 1, et CZQ coincide avec X" sur U. De fait
(comme U est infini), @ = X" sur C, et on a Vz € C,P(2)P(1) = 1. On
va utiliser cette égalité sur R. Comme P est continue et diverge en +o0o, en
faisant tendre z — 0 (dans R), on obtient que P(0) = 0 (sans quoi on aurait

+00 x P(0) = 1). On a bien montré ce qu’on voulait.

Si P(U) = U, on a en particulier l'inclusion, donc P € S. Or toutes les
fonctions non constantes de S sont bijectives sur U, donc :

PU)=U<« IAeUneN, P=\X"

20.2 Polynomes

Exercise 20.3. Résoudre dans C le systéeme : z +y 4+ 2 = a et xyz = b et
|z| = |y| = |#|. Appliquez avec a =b = 1.

Exercise 20.4 (Solution). On va résoudre le systéme plus général :

r+yt+z=a
ryz =b
|z = [yl = ||
Avecaec Cet beC.
Commengons par remarquer que la deuxiéme ligne donne |zyz| = |b|, d’apres
la troisiéme ligne, on obtient |z|> = |b|. On note d = {/|b| pour plus de com-
modité, et on a : |x| = |y| = |z] = d. On cherche & exprimer xy + yz + zx afin

d’avoir toutes les fonctions symétriques élémentaires et de pouvoir dire de quel
polynome (de degré 3) x, y et z sont les racines.

On a: :Uy—i—yz—i-za::myz(%—i—%—i—%). On peut noter x = d\, y = du et
z =dv avec A\, ,v € U. On obtient :

1
A+m+7) :E(x—i-y—l—z):

1 1 1

1
z y z d

SN

Finalement, on trouve : zy + yz + 2o = g—g, et z, y et z sont les 3 racines
de X3 —aX? + %X — b. 1l est possible de résoudre cette équation en toute
généralité, cependant, on se limitera & a = b = 1. Dans ce cas, on cherche les
racines de : P = X3 — X2 + X — 1.

1 est racine évidente de P. On en déduit la factorisation : P = (X —1)(X?+
1). Finalement : {z,y, 2z} = {1,i,—4} (on prendra le temps de vérifier que cette
solution fonctionne).
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20.3 Polyndémes

Exercise 20.5 (Lemme de Thom). Soit F une famille de polynémes réels
stable par dérivation et (ep)per € {—1,0,+1}7 fixé. On note Ep = {x €
R; P(x) est du signe de ep}. Montrez que Er = (|pc» Ep est un intervalle.

Exercise 20.6 (Solution). On peut raisonner par récurrence sur le degré maxi-
mal des polynomes dans F. Supposons que Er est in intervalle pour toute
famille F telle que VP € F, deg P <n (n fixé).

Soit F une famille telle que VP € F, deg P < n+1. On pose G C F la sous-
famille des polynomes de degré exactement n + 1. Par hypothese de récurrence,
Ex\g est un intervalle. Soient x,y € Exg (z # y). Soit z €]z, y[ et P € G. Si
P(z) n’est pas du signe de ep (qui est le signe de P(x) et de P(y)), alors P n’est
pas monotone sur [z,y] : faire un dessin. Dés lors, en dérivant, P’ n’est pas
de signe constant sur [z,y]. Cependant, P’ € F\G car la famille est stable par
dérivation, mais comme [z,y] C Er\g qui est un intervalle, P’ ne change pas de
signe sur [z, y]. Cette contradiction montre que Ep N Ex\g est un intervalle, et
ona:

Er = () Epyuirg) = [ (BrNErg)
Peg Peg

Finalement, E'r est bien un intervalle.
Par récurrence, pour toute famille F (méme infinie) de polyndmes, et tout
ensemble de signes (ep)per, 'ensemble Ex est un intervalle.

20.4 Polynomes

Exercise 20.7 (Croisement de Ghys). Soit P un polynéme qui s’annule en
0. Montrez que si val(P) est paire, alors P est du méme signe & gauche et
a droite de 0. Trouvez deux polynémes P et @ tels que P < @ avant 0 et
P < @ apres 0. Idem avec P < @ avant et P > @ aprés. Méme question avec
les 6 possibilités pour 3 polynémes. Pour 4 polynémes, montrez qu’il n’est pas
possible que Py < P3 < P, < Py avant 0 et P3 < P < Py < P apres.

Exercise 20.8 (Solution). On trouvera la solution ici.

20.5 Polyndémes

Exercise 20.9. Soit d fixé et deux familles de d + 1 complexes (f;); et (h;);.
On pose f(X) =Y, fiX' et h(X) = > h; X7. Montrez que ((2) sont pris nuls
sia>b): Vi, fi=Y1o()h < f(X)=hX+1) |

En déduire I'expression des h; en fonction des f; quand Vi, f; = Z?:o (;) hj.
Exercise 20.10 (Solution). Supposons le membre de gauche vérifié, alors :

f(X) = ZZ (‘Z)hjx = Zhjz <‘Z>X = Zhj(XJrl)j = h(X +1)

g
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Réciproquement, si f(X) = h(X +1), alorsona f(X) =>", (Z; ) hj> X,

K3
donc en identifiant les coefficients, on retrouve I’égalité souhaitée.

Si on a l'égalité de gauche, alors on a f(X) = hA(X + 1), donc h(X) =
f(X — 1), puis en développant :

0= Saer- S5 (-5

J

S (o)

%

En identifiant les coefficients, on trouve que Vi, h; = >, (—1)"+ (;)fZ

20.6 Polynomes

Exercise 20.11 (Polynémes de Laguerre). On se donne I’équation différentielle
non-linéaire (E,) : 2y” + (1 — )y’ + ny = 0. Soit la suite de polynémes définie
par L,(0) =1, Ly = 1 et XL}, — n(L, — Lp—1) = 0. Montrez que L,(X) =
k
Sro (D) (_kl!) XF* puis que L,, est solution de (F,,).
Donnez le coefficient dominant de L, son degré et son terme constant.

Montrez que (E,) : —<- (me‘x%) = ne~*y. Montrez que L, (z) =

x

n! dzn

Exercise 20.12 (Solution). Posons a,(:) = (2) (_kl!)k et montrons que les coef-
ficients de X L), + nL, et —nL,_1 sont les mémes. On a :

—1)*k
ka{™ + nal™ = =" k') (Z) (k—n)

_ (‘kll)k(”gl) x " (k=)

_ agcn—l)

Donc on a bien : L,, = ZZ:O a}i")xk.
Ensuite, on a :

nL, = En: (Z) (_];)knxk

(1-X)L, = i (k: Z 1> 7(;!1)]6)(]6 N é (Z> (/(f—l)lk)!Xk

k=0

n—1
" o__ n _(_1)k :
XL=3, <k+ 1) (k — 1)!Xk

k=1

Puis, en sommant, on obtient le coefficient sur X* :

kg{on), ()" GE R+ + (G -k =0

o m (—1)°
k=0, (5) E_oxnn = (7) ((gl!l))n =0
k= n, (n) nl b (n) (n—1)! =0
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Ainsi, L,, vérifie bien 1’équation (E,,). Le degré de L,, est donc n, son coef-
(71)7’1
n!

ficient dominant et son terme constant 1.

d
dzx

—T x

On note que —ze® = e *(1 —x). De fait, si y est solution

de (E,), alors :

d —xdy —T dy —$d2y -T
—dx<me dx)z_e (l—x)a—me @:—&—e ny

(ze ™) =e

Réciproquement, si y vérifie I’égalité, alors en divisant par e~* # 0, on trouve
que y est solution de (E,,).
Ensuite, si on applique la formule de Leibniz, on obtient :

et d” , . . e = () d¥ (e7®) dnF ( kn' o
ol d (¢ “—m,;(k) I —mz<) = Ln(2)

20.7 Polyn6émes

Exercise 20.13 (Polynomes de Bernoulli). On définit (B,), € C[X]" par :
>reo k= 511 (Bpra(n+1) = Byi1(0) 5 Bapr1(0) = 0 (sauf By(0) #0).
Montrez que ¥p, B, (0) = By(1) et Vp,Vx € C, B,(1 — z) = (—1)?B,(x).

Exercise 20.14 (Solution). Premiérement, on a, pour n = 0 : B,(0 + 1) —
B,(0) = Y0_, kP~1 = 0. Dot B,(0) = B,(1).

Ensuite, comme les polynémes B, (X + 1) — B,(X) et pXP~! coincident sur
un ensemble infini, N, ils sont égaux, et on a en particulier :

n

Byn+ 1)~ By(om)= 3 Byt 1)~ By(k) = 3 ph?"!

k=—n k=—n

Si p est pair, alors p — 1 est impair et la somme de droite et nulle, donc :
Vn, Bp(n+ 1) = By(—n).

Si p est impair, p — 1 est pair, esona:pd ,__ kP~t=2p Zgz_n kPt =
2(B,(0) — By(—n).

Finalement, si Bgy+1(0) = 0, alors By(n + 1) = (=1)?B,(—n), et on a
I'égalité des polynoémes B, (1 — X) et (—1)?B,(X) sur un ensemble infini. ce qui
induit :

v, By(1 - 2) = (~1)7 B (x)

N.B. : On notera qu’alors : Bapy1(1/2) = 0.

20.8 Polyndémes

Exercise 20.15 (Polynémes de Bernoulli). On définit (B,), € C[X]Y par :
B, =pB,_1 et fol B, = 0 sauf pour By = 1.
Montrez qu'il existe une suite (by,),, telle que Vp, B, = >7_, (’,;) by—x X"
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Exercise 20.16 (Solution). On pose by = 1.

Supposons construits by, ..., b, tels que Vp < n,B, = > 7 _, (z)bp,kX’“. Le
degré de By, 41 est deg By, +1 car B}, ,; = (n+1)B,,, on note donc ag, ..., Gyp41 ses
coefficients : B, 11 = ZZ:é ap X", Grace & la formule de récurrence, on obtient

(£0) :
n+1 n n+1
W= g )0 = g e

Ainsi : By = bpgr + ZZI; (”+1)bn+1_ka. Avec Dégalité intégrale, on

k
trouve :

" /n+1
(n+ Dbppr ==Y ( ¥ )bk
k=0
De fait, si une suite (by,),, vérifie Vp, B, = >_7_ () bp—xX", alors elle vérifie

bp = 1 et la récurrence ci-dessus.
Réciproquement, si la suite (by,), vérifie by = 1 et la récurrence ci-dessus,
. : _ NP (P k

alors on a bien Vp, B, = >4 _o (7)bp—r X"

20.9 Polynoémes

Exercise 20.17 (Polynomes de Bernoulli). On définit (B,), € C[X]" par :
> k=0 k" = 511 (Bpr1(n+1) — Bpya(0)).

Montrez que B,(0) = By(1), ce sont les nombres de Bernoulli, b, € C.
Montrez que b, € Q.

Exercise 20.18 (Solution). En évaluant en n = 0, on obtient que B,(1) =
B, (0).

b, est le coefficient constant de B,, or en évaluant B, en 1, 2,..., N + 1,
on obtient un systéme de N 4+ 1 équations a coefficients rationnels, dont les
inconnues sont les coefficients de B,. En prenant N = deg B,, puis en inversant
le systeme, on trouve bien que tous les coefficients de B, sont rationnels, en et
particulier b, € Q.

20.10 Polynoémes

Exercise 20.19 (Polynémes de Bernoulli). On définit (B,), € C[X]Y par :
> ko K = 55 (Bpr1(n +1) = Byy1(0)) s By (0) = pBy-1(0).
Montrez que Vp, B}, ,; = (p+ 1)B,, puis fol B, (t)dt = 0. Calculez Y ;_ kS.

Exercise 20.20 (Solution). On remarque que By(n+1)— B,(n) = pn™~! pour
tout n, donc 1'égalité est vraie pour tout x : By(z + 1) — By(x) = pa?~!. En
dérivant, on obtient que :

By(z+1) = By(z) = p(p — 1)a? ™ = p(By—1(z + 1) — By ()
Donc, en effectuant une somme télescopique, on obtient que, pour tout n :

By(n+1) = B,(0) = p(By-1(n + 1) = B,-1(0))
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Ce qui donne bien ’égalité des polynémes B, = pB,_1 car on a l’égalité sur
un ensemble infini.

Ensuite, fol By (t)dt = B,(0+1) — B,(0) = p x 0°P~1 =0, donc : fol B, =0.

Enfin, on peut déterminer B; par récurrence car on a le coefficient sur X%
dans B, qui vaut »/k fois le coefficient de X*~! dans B,_; et I'intégrale qui vaut

0 (donc si B, = >33 ax X*, alors ag = = Y27, 725)

By =1
By =X -1/

Bo=X?—-X+1/s

By = X3 —3pX% +1/pX
By=X*—2X3+ X2 —1/3

Bs = X? —5/2X* +53X% —1/6X

Bg = X% —3X° 4 5X* —1pX?% 4 1/12
By = X" —7pXS +7pX% —7/6X3 + 1/6X

Ainsi, il s’ensuit que (on peut développer toutes les parenthése via le bindme
de Newton, mais ce n’est pas nécessaire) :

n’?

n 1 1
Y K= i 1) et D (4 1 L D )
k=0

16 16 48 48
20.11 Polynomes

Exercise 20.21 (Polynomes de Bernoulli). On définit (B,), € C[X]" par :
> heo k= o35 (Bpra(n +1) = Byi1(0) avec By = Let B,(0) = 3°7 _ (1) Br(0).
Montrez que Vp € N, By(z +y) = > h_o (1) Br(x)y?~".

Exercise 20.22 (Solution). Vérifions 1’égalité pour z,y € N2. Soient n, m € N2.
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On a alors :

n+m
By(n+m)=p Y k' +B,(0)

k=0

i P n
-k _ k—1 —k
Z(k)Bk(n)m” _Z<k) kZ] + By(0) | m?
k=0 k=0 j=0
- (p-1 = (p
=mP + -k—1 p7k+ ( )B 0 p—k
m ;p;(k_l)g > () metom

= Byt m)— Bylm) + 3 (Z) Bi(0)m?*

k=0

On doit donc montrer la relation pour n = 0 (et elle induit la relation pour
tous n € N et donc pour tout © € C car on a ’égalité de deux polyndmes sur
un ensemble infini) et on aurait terminé. Prouvons cela par récurrence sur m.
Cela est vrai pour m = 0. Ensuite, posons Q(m) = Y1 _ () B (0)m?~* :

Qum+1) - Qm) =3
f—

0
Lm0y (5
p—1 p—j—1

= By(m +1) — By(m)

On a utilisé la connaissance donné par I’énoncé pour les valeurs en 0. Ainsi,
par récurrence, on a bien I’égalité des polynoémes @) et B,. Ainsi, on a ’égalité
montré que Vn, m, By(n+m) = >4 _, (?) Bi(n)m?P~*. Comme on a I'égalité sur
un nombre infini de valeurs, les polynémes B, (X +m) et Y5 _, (¥) Bi(X)mP—*
sont égaux (quel que soit m entier). Donc les polynomes B, (z+Y) et Y5 _, (¥) Be(n)Y?P~*
sont égaux (quel que soit z € C). Finalement, on a bien montré I’égalité :

p
2 _ p —k
Ve,y € C*,By(x +y) = ];) (k)Bk(x)yp

207



20.12 Polynomes

Exercise 20.23. Sachant que deux des racines complexes sont inverses 1'une
de I'autre, factoriser dans R et dans C le polynéme Z* — 217 + 8.

Exercise 20.24 (Solution). D’apres le théoréeme d’Alembert-Gauss, on peut
écrire P = Z* —21Z +8 = (Z — 21)(Z — 22)(Z — 23)(Z — 24). La condition de
I’énoncé donne, disons, z; = % Il en découle que (Z —21)(Z —29) = Z*+aZ +1
pour un certain a € C. Dés lors, 2324 = 8 car 21222324 = 8 (le terme constant).
Dot (Z — 23)(Z — z4) = Z? + bZ + 8 pour un certain b € C. Ainsi :

74— 212+ 8= (Z*>+aZ + 1)(Z* + bZ +8)
=7+ (a+b)Z°+(9+ab)Z* + (8a +b)Z +8

Identifions les coefficients :

a+b =0
94ab =0
8a+b =-21
Finalement, on trouve a = —3 et b = 3 (d’ailleurs, I’existence de solutions
a ce systeme prouve que notre polynéme a bien deux racines inverses I'une de

lautre).
Reste a factoriser Z2 —3Z 41 et Z%+3+8. Avec la méthode du discriminant,
on trouve :

p= (Z—3+2‘/5> (2—3_2‘/5> (z_—?’_;\/ﬁ> (z__?)zi\/ﬁ>

L’écriture ci-dessus constitue la factorisation sur C de Z* — 21Z + 8, celle
sur R étant donnée par :

P= <Z—3+2\/5> <Z—3_2\/5) (22 +37Z +8)

20.13 Polynomes

Exercise 20.25. Soit P un polynéme complexe de degré 4. Montrez que les
racines de P sont les sommets d’un parallélogramme si et seulement si P’ et P’
ont une racine commune.

Exercise 20.26 (Solution). On peut supposer P unitaire sans perte de géné-
ralité (cela ne modifie en rien les racines).

Si les racines 21, 22, 23 et z4 de P forment un parallélogramme, considérons a,
le centre de celui-ci. Posons Q = P(X+a). Via les symétries du parallélogramme,
on a, disons, z3 = 2a — 21 et z4 = 2a — z9. Dés lors, Q(—a+21) = Q(a — z1) =
Q(—a+ 22) = Q(a — z2) = 0. Donc :

Q=X-a+2)X—2z1+a) (X —a+2)(X —22+a)
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En multipliant deux a deux les parentheses, on se rend compte que @ est
bicarré, donc P = (X — a)* + a(X — a)? + 3. Il s’ensuit que P’ = 4(X —a)® +
20(X — a) et P = 24(X — a). a est bien une racine commune de ces deux
polynomes.

Réciproquement, si a est une racine commune de P’ et P (avec P un
polynéme unitaire), alors on peut commencer par écrire P = 24(X — a). En
intégrant deux fois, on a P’ = 4(X — a)3 + 2\(X — a) + p pour quelque \ et
. Ensuite, comme P’(a) = 0 par hypotheése, on a u = 0. Puis P = (X —a)* +
A(X —a)? + v pour un certain v. Le polynéme @Q = P(X + a) est bien bicarré :
ses racines sont deux a deux opposées, disons que qu’il s’agit de z; — a, a — 21,
zo — a et a — zy. Elles forment bien un parallélogramme car on a l'identité :
(21 —a) — (22 —a) = (a — 22) — (a — 1) (le fameux AB = DC de 2nde).

R}

20.14 Polyn6mes

Exercise 20.27. Trouvez un polynome de degré 6 a coeflficients entiers dont

les sin ’%’r sont racines pour k € {—3,—2,—1,1,2,3} et en déduire que ces sin ’%’T

sont tous irrationnels (sin0 = 0 est rationnel par contre).

Exercise 20.28 (Solution). Comme sin =2 = —sin 2% on a :

_ —9 ) _
P = <X — sin ;))7T> (X — sin 3;) <X — sin 77r) <X — sin 77T> (X — sin 77T> (X — sin +77T>
2 1
= XZfSian—7r X2fsin2—ﬂ XQfsinZ—7r
7 7 7
1 61 1 47 1 2
=(X2—-2(1-cos— X?2—-Z2(1-cos— X?2—-Z2(1-cos—

1
= —Q(—2X%+1)
8
Avec Q = (cos 67” — Y) (cos 47” — Y) (cos 27’7 — Y). Reste a estimer les coeffi-
: 67 4 27 6 4 67 27 4 21 67
clents cos = COS == COS %~, COS = COS = +cos = COS +cos = COS =& et cos - +

cos 47” + cos 27“ Cela se fait via w = €' (rappel w7 = 1, donc w + w? + w3 +
w4 w’ +wl=-wl=-1):
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cos 6771' cos 477T cos 277r = é(w + W) (W + W) (W + w?)

1
= g(w2+w6+w3+1+1+w4+w+w5)

cos 677r cos 477T + cos 677r cos 2% + cos 477r cos 2% = i ((w + W) (W + ) + (W + W) (W + w?) + (W +w?)(W° +w2))
= % (2w4+2w5+2w2+2w3+2w6+2w) = %2 :—%
(:03677r—l-cos477T —‘—cos277r = % ((w+w6)+(w3+w4)—|—(w5—|—w2)) :—%
Finalement :

_ L gy uye
Q—8(8Y 4Y? +4Y +1)

En utilisant P = %Q(72X +1), on trouve (apres quelques lignes de calcul) :

1
P=— (64X%—112X* + 56X% -7
a1 ( + )

Finalement, les sin ’%’r pour k € {—3,—2,—1,1,2,3} sont les 6 solutions de

I'équation (E) 6425 — 1122 + 5622 — 7 = 0. Cependant, si % € Q est solution

de cette équation, alors, en multipliant par ¢% :
64p5 — 112p*¢* + 56p?q* — 7¢° = 0

Donc, p|(—64p°® — 112p*q? + 56p%¢*) = —7¢5. En supposant que p et g sont
premiers entre eux, on trouve p|7, donc p € {£1,£7}. De la méme maniére, ¢|64,
donc ¢ € {1,2,4,8,16,32,64}. On sait en outre que % €] — 1, 1] car on connait
les racines de P : ce sont les sin ’%’r Il faut donc tester si les rationnels suivants

sont solutions, s’ils ne le sont pas, alors aucune racine de P n’est rationnelle,
km

donc aucun sin % n’est rationnel (sauf sin0 = 0) :

+1 +£1 £1 41 +1 41 £7 £7 +7 47
2478716732764 87167 327 64

Comme P est pair, il suffit de tester simplement les fractions positives ci-
dessus. En outre, notons que 112 = 8 x 3 x 5 et 56 = 8 x 7, donc si 4|q, alors

128](112p%q? + 56p2q* — 7¢°) = 64p°, ce qui n’est pas possible (p est impair),
p _ 1

donc G =7 est le seul cas qu’il faut véritablement tester numériquement. Une

calculatrice donne : 64 x 16 — 112 x 1 x 22 + 56 x 12 x 24 — 7 x 26 = 64 # 0.
km

P n’ayant pas de racine rationnelle, aucun des sin % n’est rationnel (k # 0).
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20.15 Polynomes

Exercise 20.29. Soit w,, = ¢ . Etudiez le polynéme P, = Z;é (X — wﬁ),

en déduire les valeurs de Z;S (1 — ﬁ) et, pour a € R quelconque, de

-1
o (w?f — 2wk cosa + 1).

Exercise 20.30 (Solution). Les w¥ vérifiant tous (wﬁ)n =1, et étant au nombre

de n, les racines du polynéme X™ — 1 sont exactement les w¥ : P = X" — 1.
Il s’ensuit, pour n # 1 :

n—1 9 n
g<1_2wk> -

n

D’autre part, pour n 2l et a € R :

n—1 n—1
H (wik — waL cosa + 1) = (em _ wk) (e—za o wk)
k=0 Pt

=pP eia) P (e—ia) _ (eina _ 1) (e—ina _ 1)
2

— (e"* + e ") =2(1 — cosna)

20.16 Polynémes

Exercise 20.31 (Critére d’Eisenstein). On admet le lemme de Gauss : si P €
Z[X] unitaire est réductible dans Q[X], alors il I'est dans Z[X].

Soit p premier et P = Y";'_,axr X" € Z[X] tel que a, = 1, p* ne divise pas
ag, mais play, pour k # n. Montrez que P est irréductible dans Q[X]. En déduire
que X2+ 15X + 10 est irréductible dans Q[X], puis que H = X2 + X + 2 aussi
(regarder H(X + 3)), puis que F = ))(:_’11 aussi (regardez F'(X + 1)) pour p
premier.

Exercise 20.32 (Solution). Soit P € Z[X] unitaire, donc les coefficients sont
divisibles par p mais dont le terme constant n’est pas divisible par p?. Supposons
que P = QR avec Q, R € Q[X]. D’apres le lemme de Gauss, on peut prendre
Q, R € Z[X], unitaires. Notons P = X" + >, ar X*, Q = X™ + Y, qx X" et
R=X! +Zkr;€X’€7 on a aj = Ziﬂ.:kqirj etn=m+1(a,=qn=r=1).
Comme p? ne divise pas ag = qoro, alors I'un des deux parmi qq et 7o n’est pas
divisible par p (et autre I’est), disons p|gp mais p ne divise pas rg. Ensuite a; =
qor1 + q17o, donc plqiTo = a1 — qor1, puis plgi. Ensuite az = qor2 + q171 + q270,
donc p|gs, et ainsi de suite : p|g; pour tout i € [0,m — 1].

Sauf que a,, = qoTm + @17m—1 + .-« + @m—171 + 1 X r9. Donc p|1 par le méme
argument, c’est une contradiction. Finalement, P est irréductible dans Q[X].

Pour P = X2 + 15X + 10, prenons p = 5, on a bien un polyndéme unitaire
avec p qui divise tous les coefficients sauf le coefficient dominant, et p? qui ne
divise pas le terme constant : P est irréductible dans Q[X].
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Pour H = X2+ X+2,0ona: H(X+3) = (X?4+6X+9)+(X+3)+2 = X2+
7X+14. Donc p = 7 garantit que H(X +3) est irréductible dans Q[X]. Mais si H
lui-méme était réductible, disons H = QR, alors H(X +3) = Q(X +3)R(X +3)
est réductible. Donc H est irréductible dans Q[X].

Pour F = % (qui est un polyndme car 1 est racine de XP — 1), on a :

(X+1P—1 &P\ or
FX+1)="—rt—— = X
=)

Donc le polynéme est bien unitaire, son terme constant est (’1’) = p (non-
divisible par p?), et tous ses coefficients sont divisibles par p (c’est un exercice
classique) : F(X 4 1) puis F sont irréductibles dans Q[X].

20.17 Polynémes

Exercise 20.33. Déterminez les polynémes P € C[X] tels que P(C)
(aucun). Puis ceux tels que P(R) C R (R[X]). Puis ceux tels que P(Q)
(@Q[X)).

Exercise 20.34 (Solution). Si P € C[X] est constant, alors il envoie C dans R
si et seulement si cette constante est réelle. Si P est non constant, alors P — ¢

s’annule sur C d’apres le théoréme d’Alembert-Gauss, donc P admet ¢ dans son
image : P(C) ¢ R (méme, P(C) = C).

CR
cQ

Tous les polynomes a coefficients réels envoient R dans R. Réciproquement,
si P envoie R dans R, alors soit x € R, on a :

P(x) = P(z) = P(x)

Donc P — P a une infinité de racines : c’est le polynéme nul, P = P, d’ou
P e R[X].

Si P € Q[X], alors P(Q) C Q. Réciproquement, on remarque que les poly-
némes de Lagrange sont a coefficient rationnels s’ils sont associés a des points

rationnels. Fixons d = deg P et prenons les Ly pour les abscisses x; = ¢, pour
k € [0,d]. Alors :

P=> " P(k)L

d
=0

Ce polynome est bien dans Q[X] car ¢’est une somme a coefficients rationnels
de polyndémes rationnels.
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20.18 Polynomes

Exercise 20.35. Posons P = X% + X7 — X + 3 de racines z1, ..., zg. Comptez
le nombre de termes dans la somme puis calculer :

>
TjTk

i, j, k distincts
i<k

Exercise 20.36 (Solution). Comme 4, j et k doivent étre choisis différents,
on choisit d’abord ¢ parmi 8 possibilités, puis j et k parmi les 7 restantes, soit
(;) = 21 choix possibles. En tout, il y a donc 21 x 8 = 168 termes dans cette
somie.

Posons g = Hle x; la fonction symétrique élémentaire du terme constant.

Prenons le terme £, il vaut :
T2X3
2 1
I $1$4$5£C61'7$8 2
= = —XT1{T4T5T6X7T8
ToX3 r1X9...X8 g8

Ainsi, comme notre somme porte sur tous les i et j < k différents, on peut
changer 'indice pour la faire porter sur les ¢ et a < b < ¢ < d < e différents en
S’assurant que {i,7,k,a,b,c,d, e} =1,8] :

S = 5 = — g rfxaszczdxe
T g8
i, j, k distincts i, a, ..., e distincts
I<k a<..<e

Les produits utilisés ont 7 facteurs, mais notre somme n’est pas oy. Ce-
pendant, on remarque que ces produits s’obtiennent en multipliant un produit
a 6 facteurs par un produit a 1 facteur. Essayons alors de regarder oy0¢

o106 = (> i) (Za<“_<f xaxba:cxdxexf).
Fixons un terme de og, disons xizox3z4x526 €t multiplions-le par o;. On
obtient :

2 2
(x1z2x3x4z5x6 + ...+ x1z2x314:1759:6) + (x1z2x3x4:1759:6x7 + m1x2x3z4x5x6z8)

On voit apparaitre 6 termes de notre somme, mais aussi 2 termes de o7.

Si on fait varier le terme de og choisi, on va récupérer tous les termes de
notre somme, ainsi que tous les termes de o7. Cependant, on récupere peut-étre
plusieurs fois les mémes termes, comptons-les. og contient (i) = 28 termes. Donc
on récupére 6x28 = 168 termes de notre somme (c’est bon), et 2x28 = 56 termes
de o7, soit 7 fois trop : chaque terme est récupéré 7 fois (par exemple, x;...z7

est récupéré via x1...xTg X Ty, Mais aussi via xy...r5T7 X xg, via T1...X4TeT7 X T5,
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etc). De fait :

0106 — < E LUZ> E TqTpLcXdTel f
i

a<...<f
§ 2 E
= Ty TqTpTeldTe + TalpTcXdTel f T4
i,a,...,e distincts i, a,..., f distincts
a<..<e a<..<f
= UgS - 70’7

Finalement :

o106+ 707 1x0+7x(-1) -7
S: = —_
g8 3 3

21 Probabilité

21.1 Probabilité, Loi de Bayes

Exercise 21.1. Montrer qu’étre quasi-certain d’une implication ne donne pas
une quasi-certitude sur sa contraposée.

21.2 Probabilité, Loi de Bayes

Exercise 21.2. Curseur de Turing ("a quoi ressemble un musulman ?").

21.3 Probabilité, Loi de Bayes

Exercise 21.3 (Sophisme du procureur). En 1998, Sally Clark (Royaume-Uni)
fut accusée d’avoir tué ses deux enfants (de 11 et 8 semaines). Le pédiatre Roy
Meadow, appelé a témoin, déclara que la probabilité que les deux enfants aient
été tous deux victimes de mort subite était d’une chance sur 73 millions. Sally
Clark fut déclarée coupable sur la base de cet argument, puis libérée de prison
3 ans plus tard suite a l'intervention de la Royal Statistical Society : quel a été
leur argument ?

Exercise 21.4 (Solution). On peut tout d’abord critiquer le chiffre de 1 sur 73
millions avancé par Meadow, en remettant en cause I’hypothese d’indépendance
des morts subites du nourrisson. Ainsi certaines familles sont plus susceptibles
que d’autres d’étres frappées par ce syndrome, en raison par exemple de prédis-
positions génétiques.

Mais ’argument le plus important, méme si ce chiffre était correct, c’est que
le tribunal a succombé au sophisme du procureur en ignorant les probabilités
a priori des autres possibilités, qui sont toutes trés improbables. En effet, si la
mort successive des deux nourrissons de causes naturelles est extrémement im-
probable, leur double assassinat par leur propre mere ’est également. Il semble
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que personne n’ait songé a estimer cette probabilité durant le proces et a compa-
rer la vraisemblance de ces deux événements hautement improbables. En 2004,
Ray Hill, un professeur de mathématiques de 1’Université de Salford publia un
article estimant les probabilités de chacune des hypothéses, concluant que 1’hy-
pothése du double accident était entre 4,5 et 9 fois plus probable que celle du
double meurtre.

On peut considérer la décision de déclarer 1'accusé innocent ou coupable
comme un probleme de probabilité. Si on note E 1’événement correspondant &
Pobservation d’un indice mettant en cause l'accusé (par exemple une concor-
dance du test ADN) et I I’événement correspondant & l'innocence du suspect,
on peut considérer les probabilités conditionnelles suivantes :

e P(E|I) est la probabilité que l'indice a charge soit observé bien que I’accusé
soit innocent (le test est un faux positif).

e P(I|E) est la probabilité que I’accusé soit innocent (I), sachant que 'on
a observé la présence de l'indice (E).

C’est cette deuxieme probabilité que le jury devrait prendre en compte pour
prendre sa décision. En général, avec les techniques d’expertises policiéres mo-
dernes (par exemple un test ADN), la probabilité P(E|I) est treés faible. Le
sophisme du procureur consiste & affirmer que, par conséquent, P(I|E) est
elle aussi tres faible. Or le théoreme de Bayes nous montre que ces probabilités
sont différentes : P

P(I|E) = PUEV) s

ot P(I) est la probabilité de I'innocence de I'accusé a priori, indépendam-
ment des indices récoltés, et P(E) est la probabilité d’observer 'indice sur une
personne quelconque, qu’elle soit coupable ou innocente. Le rapport de ces pro-
babilités est donc susceptible de modifier la probabilité de 'innocence de I’ac-
cusé. Le sophisme du procureur ignore l'effet de ce terme, qui peut drastique-
ment changer la probabilité de I'innocence, par exemple si la culpabilité est a
priori trés peu probable ou si la probabilité d’observer un test positif est élevée
(par exemple, une recherche dans une base de données contenant de nombreuses
entrées d’ADN).

21.4 Probabilité, Loi de Bayes

Exercise 21.5. Vous croisez un ami mathématicien. Vous savez qu’il a exac-
tement 2 enfants et vous lui demandez "As-tu un garcon?", ce a quoi il vous
répond "Oui.". Quelle est la probabilité que ’autre enfant de votre ami soit un
gargon ?

Vous croisez maintenant un second ami (qui a aussi exactement 2 enfants)
et, taquin, vous lui demandez "As-tu un garcon né un mardi?", ce a quoi il
répond "Oui.". Quelle est la probabilité que I'autre enfant de votre ami soit un
garcon ?
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Exercise 21.6 (Solution). On se place dans 'univers ) = {Fille-fille; Gargon-fille; Fille-gar¢on; Gargon-gargon }
(par convention, on notera 1’ainé avec une majuscule et le cadet avec une mi-

nuscule). Chaque cas est équiprobable dans la population frangaise. On veut

utiliser la formule de Bayes, en notant "G > 1" I’événement "Avoir au moins un

garcon" :

P(Gargon-gargon)
P(G >1)

]P’GZl(Gargon—gargon) = IP>Gart;on—gargon(C;’ > 1)

En effet, notre ami mathématicien nous a dit qu’il avait "un garcon' (pas
exactement un gargon, mais au moins un gargon), on ignore si c’est I’ainé ou
le cadet. Dans 3 cas sur 4 de , il y a un garcon, donc P(G > 1) = 3/s. Par
équiprobabilité, on a aussi : P(Gargon-gargon) = 1/4. Enfin, on a évidemment :
PGargon-garon (G > 1) = 1. Finalement :

1

Pe>1(Gargon-gargon) = 3

On peut d’ailleurs vérifier que dans le sous-univers de {2 ou on sait qu'on a
au moins un gargon, on a la loi de probabilité :

A Fille-fille | Garcon-fille | Fille-garcon | Gargon-garcon || Total
Pe>1(A) 0 1/3 1/3 1/3 1

Maintenant, on ne peut plus résonner dans le méme univers car il faut
prendre en compte les jours de la semaine, on fixe donc le nouvel univers ' =
{FiueLundi_ﬁHeLundi; FﬂleLundi_ﬁneMardi; “ees FiueLundi_ﬁueDimanche; FiueMardi_
filler,undi; ---; FilleDimanche —filleDimanche; Gargony ,,q; —fillerundi; --.; Garconp;manche —
gar¢oNpimanche | (en notant évidement les jours de la semaine de naissance
en indice). Il y a 4 x 49 événement élémentaires équiprobables dans €. On
note "Gyardi > 1" Iévénement "Avoir au moins un gargon né un mardi" et
"Gargon-gargon" I’événement "Avoir 2 gar¢ons', qui correspond, dans notre nou-
vel univers, a la réunion d’éveénements :

Gargon-gargon = U (Gargon, — gargon;)
i,j : Jours de la semaine
La probabilité de cet événement est donc de 49 X =15 = 1/4 (ce qui ne nous

surprend pas).
On veut appliquer la formule de Bayes :

P(Gargon-gargon)
]P)(GMardi Z 1)

Or Pgargon-garcon (GMardi > 1) peut s’exprimer en comptant les cas : il y
a 13 cas favorables sur 49 cas en tout. En effet, on a les cas Gargony,,.q; —
BarCONas Marais SOIt 6 cas; Gar¢on,,g nardi — 8ar¢ONy,qi, encore 6 cas; et
Gargonyg,,q; — 8ar¢ony,.qi» 1 cas (qu’il ne faut pas compter deux fois). De la

IE”GMardizl(Gargon—gargon) = PGargon—gargon(GMardi > 1)

méme maniére, P(Gaarai) = 711191 3 en comptant les cas favorables. Finalement :
13
PGMardiZl(GaI'QOn-garQOn) — ﬁ
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On remarque un phénomene trés intéressant : cette probabilité est tres
proche de 1/2. La probabilité de 1/2 correspond au cas olt on aurait demandé
"Est-ce que ton ainé est un garcon 7", par exemple, c’est-a-dire qu’on pose une
question qui nous permet de rendre indépendant (la variable aléatoire désignant)
le sexe de I’ainé de (la variable aléatoire désignant) celui du cadet. Dans ce cas,
comme les événements "Gargon" et "garcon' sont indépendants, on a bien :

1
PGarcon (Gargon-garcon) = P(garcon) = 3

Dans notre cas du garcon né un mardi, 'information "né un mardi" ne rend
pas les évenements indépendants, mais en imposant des précisions sur ’enfant
qu’on considere, on diminue le nombre de cas favorables pour "Garcony,,.q; —
garcony ;i qui est le défaut d’indépendance entre "Gargon" et "gargon". Ainsi,
pour une information complémentaire I (par exemple "étre né un mardi" ou
"étre roux" ou "aimer la vanille", etc), plus l'information est précise au sens ou
"Garcon; —garcon;" a peu de cas favorables, plus la réponse "Oui" & la question
"As-tu un garcon tel que I" induit une probabilité que le deuxiéme enfant soit
un garcon proche du cas d’indépendance 1/2.

Pour plus de plus ample recherche sur la question, se renseigner sur le bayé-
sianisme sur les excellentes chaines Youtube de Hygiene Mentale et Science4All.

21.5 Probabilité, Loi de Bayes

Exercise 21.7. 1. Paradoxe des boites de Bertrand.
2. Paradoxe des trois prisonniers.
3. Paradoxe du Monty-Hall.

4. Oreiller de Lewis Carol. (& faire avec plusieurs tirages, avec plusieurs
boules dans le sac, avec plusieurs boules ajoutées)

Exercise 21.8 (Solution). Voici les liens (a défaut d’une rédaction)
1. Paradoxe des boites de Bertrand.
2. Paradoxe des prisonniers.
3. Paradoxe du Monty-Hall.
4. Oreiller de Lewis Carol.

21.6 Probabilité, Modélisation

Exercise 21.9. Vous vous souvenez de la scéne du baiser autour du plat de
spaghettis dans La Belle et le Clochard ? Quelle était le probabilité qu’ils s’em-
brassent (sachant qu’il y a n spaghettis dans Passiette) ?

Exercise 21.10 (Solution). La solution est ici.

21.7 Probabilité, Modélisation
Exercise 21.11. S’échapper des Enfers.
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https://www.youtube.com/channel/UCMFcMhePnH4onVHt2-ItPZw
https://www.youtube.com/channel/UC0NCbj8CxzeCGIF6sODJ-7A
https://en.wikipedia.org/wiki/Bertrand%27s_box_paradox
https://fr.wikipedia.org/wiki/Paradoxe_des_prisonniers
https://www.youtube.com/watch?v=4Lb-6rxZxx0
https://www.youtube.com/watch?v=n2Kp3toDJ9c
https://www.youtube.com/watch?v=238yqXHP-wY
https://www.youtube.com/watch?v=tbkiYideS-4

21.8 Probabilité, Modélisation

Exercise 21.12. Federer joue contre Nadal. Indépendamment & chaque point,
Federer a une probabilité p de gagner (et Nadal une probabilité ¢ = 1 — p).
Sachant qu’il y a actuellement égalité a 40-40, quelle est la probabilité que
Federer gagne le jeu?
Exercise 21.13 (Solution). Notons les événements :

o Fyy : "égalité a 40-40"

e [': "Federer gagne le jeu"

e Fy : "Federer gagne le prochain point"

e Fj, : "Federer gagne le second prochain point"

e N; : "Nadal gagne le prochain point"

e N : "Nadal gagne le second prochain point"

Apres deux points, ou bien I'un des joueurs & gagné le jeu, ou bien il y a de
nouveau égalité a 40-40.
On utilise donc la formule des probabilités totales :

P(F|E) = P(F|E N F)P(F1) + P(F|E N Np)P(N1)
= P(F|EN Fy)p+P(F|EN Ny

P(F|ENF,) = P(F|EN Fy N F)P(Fy|Fy) + P(FIEN Fy N Ny)P(No| Fy)
=1xp+P(F|E)q

P(F|ENNy) = P(F|EN Ny N F)P(F|Ny) + P(F|EN Ny N Na)P(Na|Ny)
=P(F|IE)p+0xgq

On a donc I'équation d’inconnue z = P(F|E) :

z = p(p+ zq) + q(zp)
Donc, finalement, en utilisant p® + 2pg+¢*> = (p+¢)? =12 =1
2

p

P(F|IE)=2= 55—
(FIE) =2 = 5E—

La probabilité pour Nadal de gagner est donc :

q2

P(N|E)=1-2=—1
(NIE) =

On remarque, en tracant les probabilité I'une contre I'autre en fonction de
p que la situation d’égalité exagere légérement l'avantage du joueur le plus fort
(la courbe bleue est au-dessus de la bissectrice verte).
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y =P(F|E)

1o 4

y = P(N|E)
p

——

1/2

21.9 Probabilité, Modélisation

Exercise 21.14. Vous jouez a un jeu dans lequel vous souhaitez gagner N
récompense. Pour ce faire, vous pouvez miser des euros. Si vous avez déja gagné
k récompenses et que vous misez n > 1 euros, alors vous avez un probabilité
p(k,n) de gagner un nouvelle récompense (typiquement p(k,n) décroit en k
et croit en n). Trouver une stratégie qui minimise la mise totale moyenne a
engager pour gagner les N récompenses. On pourra supposer que, dans une
stratégie optimale, la mise dépend uniquement du nombre k de récompenses
déja obtenues.

Vous observez que p(k,n) = % — %lﬁr ﬁn pour n tel que p(k,n) €]0,1] :
quelle est la stratégie optimale.

Exercise 21.15 (Solution). Supposons qu’on mise toujours le méme nombre
d’euro pour toutes les tentatives visant a gagner la k + 1-ieme récompense, ap-
pelons ce nombre d’euros misés ng. Alors, on est en train de s’interroger sur le
temps de premier succes d’un test indépendamment répété de probabilité de suc-
ceés p(k,ny) : Pespérance du nombre de tentatives est 1/p(k,ny), donc 'espérance
de la mise est 7« /p(k, ny). Ainsi, 'espérance de la mise totale est :

—

= n
My = _ ke
= p(k,nk)

Une stratégie optimale consiste a trouver les (ng)r qui minimise My. En
particulier, on se rend compte qu’on peut optimiser chaque n; indépendamment
de sorte & minimiser ﬁ en fonction de x.

Dans le cas particulier de p(k,n) = {55 — #%k 4+ 1557, que nous noterons

p(k,n) =po — pk + An (avec A, u > 0), on a :

r T _1( _ po—pk )
p(k,x)  po—pk+Adr A po — pk + A\
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Donc = — ﬁ est strictement décroissante tant que k < Po/u, constante

pour k = ro/u et strictement croissante ensuite. De fait, la mise optimale pour

k < po/u est mgp = 1, soit une mise moyenne pour gagner la k-iéme récompense
1 - Po s . .

de 7 —7 F— Ensuite, pour k£ > o la mise optimale est celle qui donne une

probabilité de p(k,n;) = 1, c’est-a-dire ny = w, et une mise moyenne
pour la k-iéme récompense de %. Finalement, la mise totale moyenne
est : o]
Po/u N
1 1 —po + pk
e Y g 3 Lo
= Atpo—pk k=[Po/u]+1 A

Pourpo = %7 A= ﬁ et u= %, on obtient Lpo/uj =9et Z]Epzo{)‘d A+p;—,uk =
B8 ~ 29.92. Donc, pour cette fonction de probabilité bien particuliere et

N > 10 (pour N <9, les My se calculent a la main) :

7381
= —— + N2—|— N —4
N 252 (5 6 59)

21.10 Probabilité, Variables aléatoires

Exercise 21.16. Je dispose d’un dé & n = 6 faces. J'effectue des lancers (indé-
pendants), jusqu’a ce que tous les nombres soient apparues au moins une fois.
En moyenne, combien de fois vais-je lancer le dé?

Exercise 21.17 (Solution). Pas trouvé de solution simple & ce probléme.
Passer par le nombre de surjections donne une solution exacte et
difficile a calculer.

21.11 Probabilité, Variables aléatoires

Exercise 21.18. Chaque jour, vous avez une chance sur 10 que soit proposé
un éclair au chocolat a la cantine ce midi. En moyenne, il vous faudra attendre
combien de jours pour avoir ’occasion d’en mange un ? En médiane 7 Quel jour
ou il est le plus probable que j’en ait un? (Bien siir, on prendra une probabilité
p quelconque pour faire les calculs et on appliquera avec p = 1/10.)

Exercise 21.19 (Solution). La question est de calculer les principales carac-
téristiques d’une loi géométrique. En effet, avec S le succes "manger un éclair
au chocolat” (grand succes s’il en est), de probabilité p = 1/10 & chaque étape
indépendante, on s’intéresse au temps de premier succes. On note ¢ = 1 — p
et on pose X la variable aléatoire qui donne ce temps de premier succes et on
obtient : P(X = k) = pg"~! pour k € N*.

On veut la "moyenne’, ou plut6t I'espérance de X (E[X]| = )", kP(X = k)),
sa médiane m (telle que P(X < m) = 1/2) et son mode M (tel que P(X = M)
soit maximale parmi les P(X = k)).

o Espérance : B[X] =300, kP(X = k) =p 3401 h¢" = prge = 5
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e Médiane : Il est plus facile de regarder P(X > k) = ¢* (réussir & une étape

> k, c’est exactement échouer k fois). De fait, ¢™ = 1/2 puis m = 711111112 (ce

qui est positif car ¢ < 1). Comme la loi géométrique est a valeur discréte,

on prendre m = L—hll‘:fj oum = [‘1;‘;2] selon la convention adoptée.

e Mode : On veut trouver k tel que P(X = k) = pg® est maximal, or pg*
décroit avec k, donc M =1 et P(X = M) =p.

On peut faire l'application pour p = 1/i0, on trouve qu'on attendra en
moyenne 10 jours, en médiane 7 (ce qui est bien plus intéressant & savoir) et que
le jour ou on a le plus de chance de manger un éclair au chocolat est aujourd’hui!

21.12 Probabilité, Variables aléatoires

Exercise 21.20. Vous jouez & un jeu avec votre ami. A chaque manche, vous
avez un probabilité p de gagner. Gagne le jeu celui qui remporte le plus de
manche. Vous jouez n manches, quelle est la probabilité que vous gagniez?
Appliquez pour p = 1/2, puis donner une estimation de la probabilité pour p
quelconque via I'inégalité de Markov.

Vous jouez au méme jeu, mais cette fois, le premier a N victoires gagne.
Quelle est la probabilité que vous gagniez ? Discutez ce qui se passe pour p = 1/2
puis quand p — 0.

Exercise 21.21 (Solution). Sion fait n parties, gagner le jeu revient & rempor-
ter au moins "/2 victoires. Notons X la variable aléatoire du nombre de victoires
en n manches. X suit une loi binomiale %(n, p). On remporte la victoire si on
gagne plus de la moitié des manches, en notant P(n,p) la probabilité de victoire,
on a donc P(n,p) =P (X > |7/2]) =P (X >k +1). On obtient, avec g=1—p
et k= |n/f] :

P = 3= (= 3 (5)(2)

j=k+1 k1 N

En particulier, si p = 1/2, alors ¢ = 1/2, et on remarque que la probabilité de
victoire est égale a la probabilité de défaite : reste a estimer la probabilité d’une
égalité. Or égalité est impossible pour n impair, donc P (2k 4+ 1,1/2) = 1/2, et
pour n pair, la probabilité d’égalité vaut P (X =2) = () ~ 3 22

2 7 ) ~ an e

Avec l'inégalité de Markov, on a :

P(n.p) = P(X > nf2) < =
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En appliquant le méme raisonnement pour la probabilité de défaite (donc
pour ¢ = 1 — p), on trouve que P(n,p) >1—2¢=2p— 1.

On a donc un encadrement dont chaque co6té est toujours vrai, I'un intéres-
sant pour p proche de 0 et autre pour p proche de 1 : 2p — 1 < P(n,p) < 2p.

En tragant P(n,p) comme une fonction de p pour différente valeur de n de
plus en plus grandes, on observe que la courbe se rapproche du comportement
attendu (on se rapproche d’une sigmoide qui vaut 0 avant p = 1/2 et 1 apreés).
Le tracé est idéalisé, il ne s’agit pas des vraies valeurs (taper la fonction dans
WolframAlpha avec n = 50 ou n = 100 pour voir un vrai graphe). Dans la
vraie vie, n = 10 suffit a avoir une situation qui donne fermement ’avantage au
meilleur joueur.

P

1 €
y = P(n,p) pour n grand, idéalisée

1) 4

3

1/2 1

Pour cette deuxiéme maniére de définir la victoire, notons V (N, p) la proba-
bilité de victoire. Notons Y le nombre de manches nécessaires pour remporter
N succes (dans le cas ol on suppose qu’on joue une infinité de manches). La
variable Y suit ce qu’on appelle une "loi binomiale négative" (dans sa version
loi de Pascal), qui n’est pas au programme mais qu'on va étudier ici.

Remporter la victoire revient a remporter N succes plus vite que son adver-
saire, soit en moins de 2N manches : V(N,p) =P (Y < 2N — 1). Or remporter
le N-iéme succes a la manche k, ¢’est remporter un succes & manche k (proba-
bilité p) et remporter N — 1 succeés parmi les k — 1 premiéres manches (donc
k — N échecs) :

AN k—1 N-1_k—N _ PN E—=1Y\ 4
]P’(Y—k)—pX<N_1>p =15 N_1)9

Des lors, la probabilité de victoire est données par :

2N -1 pN 2N -1 k1 pN 2(N—1) I
— — — - k _ k
v = S e =n =t > (V)= dm 2 (V)
k=N k=N =N-1
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On constate que cette probabilité est différente (en général) de la premiere
maniere de définir la victoire.

Pour p = ¢ = /2, on a V(N,1f2) = 3 ig{fi (Nk_l)%k Or le jeu est
symétrique (personne n’a d’avantage), donc on sait que V(N,1/2) = 1/2, d’ou :

Q(Nzl) & i =1 plus proprement i F i =1
N—1)ok—  Puspop n)2k ~
k=N-1 k=n

C’est une formule assez inattendue. Elle est juste, et il n’est pas si évident
que ca de la démontrer ez nihilo.

Pour p proche de 0, posons p = x + o(z) (alors ¢ = 1 —x 4 o(x)) et estimons
V(N,p) :

N 2(N-1)

V(N,p)=q§i,1 > (N/il>qk

k=N-1

=21 —2)” (V7D 3 (Nk_l)(1—x)’“+o(va)
=a2N(1+ (N -1)x) Z (N_l)(l—kx)+0(a:N)

eV x1x Y (Nk_l)1+o(a:N):EN<2NN_1>+0(xN)

On a utilisé la formule de la "crosse de hockey" : >, _ (2) = (:Lill) (dé-

monstration par récurrence ou par un dessin du triangle de Pascal).

Ainsi, pour p petit, on a V(N,p) ~ (2]\]’\71)])]\7. Rappelons que (2]\;\,’1) =
%(21@[) ~ 2&%, donc pour p < 1/4, on a bien (2]\;\;1)1)]\7 — 0 quand N — +o0.

Pour ce qui est du tracé V(N,p) en fonction de p & N fixé, on obtient
sensiblement la méme discussion que pour P(n,p) plus haut et N = 10 est déja
utilisable dans la réalité pour bien identifier le meilleur des deux joueurs des
que la différence est un peu marquée (p % 1/2). L’avantage de ce modele est de
ne pas avoir de cas d’égalité et donner plus fortement ’ascendant aux joueurs
forts (quand p — 1, V(N,p) — 1 converge plus rapidement que P(n,p) — 1

pour N = n).

21.13 Probabilité, Variables aléatoires

Exercise 21.22. Vous et un adversaire jouez & un jeu (vidéo) : a chaque
manche, vous avez une probabilité p; de gagner, et votre adversaire une proba-
bilité py (indépendante de vous). Le premier qui gagne une manche remporte la
mise. Quelle est la probabilité que vous gagniez ? Quelle est la probabilité que
vous fassiez égalité ?
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Que ce passe-t-il lorsque les deux joueurs sont aussi bons I'un que 'autre au
jeu (p1 =p2)?

Exercise 21.23 (Solution). Notons ¢ = 1 — p; et g2 = 1 — py. Posons X3
la variable aléatoire donnant le nombre de manche que vous devez faire avant
de gagner et X5 celle pour votre adversaire. X; suit une loi géométrique ¥ (p1)
et Xy suit une loi géométrique ¥ (p2). Les deux variables sont indépendantes.
Rappelons que si X < %(p), alors P(X > k) = ¢"*~!. Cela peut se voir de deux
manieéres : ou bien on constate que gagner apreés k manches est équivalent a

échouer aux k — 1 premiéres, ou bien on calcule P(X > k) = ;;OZ P(X =j) =

too -1 _  k—1N\"t0 o k—1_p _ k-1

kP T =g T Y AT e =
Des lors, remporter la partie revient a effectuer moins d’essais que son ad-
versaire, c’est-a-dire a ce que X7 < X5. Or on a, grace a 'indépendance de X;

etXQ:

+00 R =
P(X; < X,) = ZP(Xl =k)P(Xy > k+1) = Zplqlf*1q§ = P142 Z(‘h(h)ﬂ = 1?17;112(12
b1 k=1 J=0

Il y a deux manieres de calculer la probabilité de 1’égalité. Ou bien on calcule
directement P(X; = X5) = >, P(X; = k)P(X, = k), ou alors on sait qu’il y a
égalité quand ni I'un ni I'autre n’a gagné, donc la probabilité d’égalité vaut :

“+o0 —+o00 “+o0
_ _ k DP1p2
P(X) = Xp) =) P(Xi =k)P(X2 =k) = > ot 'p2as =pip2 ) (0102)" = 7 ——
k=1 k=1 k=0 - Q1 q2
ou

Dig2 P21 P1P2
=2 1-qe 1-qqe

]P)(Xl = XQ) = 17P(X1 < X2)7]P)(X1 > XQ) =1-

Si les deux joueurs sont de méme niveau, notons p = p; = po. Alors, la
2

probabilité d’égalité E(p) devient % = ﬁ = ﬁ. Comme la probabilité
que le premier joueur gagne est la méme que celle que le deuxiéme joueur gagne,
notons P(p) cette probabilité. On a alors les probabilités totales (probabilité que
le joueur 1 gagne + probabilité que le joueur 2 gagne + probabilité d’égalité =

1) : P(p) + P(p) + E(p) = 1. Donc :

p(l,)_;(lzp) _lop
-p 2-p

Le jeu est fortement égalitaire quand les joueurs sont tous les deux aussi
mauvais (P(p) & 1/2 pour p ~ 0), et trés propice & 1’égalité quand les deux
joueurs sont également fort (E(p) = 1 pour p ~ 1). Cette phrase est a relire
plusieurs fois pour comprendre la différence entre les deux situations!
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y=E(p)

1/5 4

| y = P(p)
1 — P
1/2 1

Taper "x*y/(1-(1-x)*(1-y))" sur Google ou WolframAlpha et régler le graphe
sur [0, 1] pour les trois axes pour voir & quoi ressemble la probabilité d’égalité
en général.

21.14 Probabilité, Variables aléatoires

Exercise 21.24 (Probléme du collectionneur de coupons). Vous collectionner
des cartes (Pokemon). Vous les achetez une par une mais vous ignorez quelle
carte vous achetez au moment de 'achat (elles sont sous blister). Il y a n cartes
en tout, chaque achat cotite 1 euro : montrez qu’en moyenne, votre collection
vous colitera M, ~ nlnn euros? Montrez que la probabilité que le cotit final
soit & loin de la moyenne & en prés est moins que 2/=2. Montrez que la probabilité
de payer plus que BnlInn euros (pour 3 > 0) est moins que n =+

Exercise 21.25 (Solution). Notons T), le "temps', c’est-a-dire le nombre de
carte sous blister & acheter, avant d’obtenir les n cartes de la collection.

Mettons qu’on a déja obtenues i — 1 cartes. Soit alors ¢; le temps supplémen-
taire pour obtenir la i-iéme carte. On a T;, = Z?Zl t;. La variable aléatoire t;
suit une loi géométrique de parametre p; = % En effet, t; est le temps de
premier succes alors que la probabilité de succes est p;, la probabilité de trouver
I'une des n — (i — 1) cartes qu’on n’a pas encore trouvée parmi les n cartes
possibles.

Ainsi, t; — ¢ (2=71), donc E(t;) = =5. Comme T, = Y7  t;, on a

E(T,) = Y\ Bti = n) 0| w—mg = nH, ot H, = Y7}, ¢ est le n-itme

nombre harmonique. Or il est bien connu que H,, ~ Inn. Finalement :

M, =E(T,) =nH, ~nlan

Ensuite, la seconde partie de ’énoncé s’interprete comme le fait de devoir
montrez que P (|T,, — M,| > en) < 2/e> Comme M,, = E(T,,), on reconnait une
instance de I'inégalité de Tchebychev. Reste & calculer V(7). Comme les ¢;
sont indépendants (il s’agit de temps d’attente sans rapport entre eux, seule-
ment en rapport avec le nombre de cartes possédée), ona V(T,,) = Y7, V(t;) =
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2 n 1 : +oo 1 _ #?
nty i el Comme on sait que ), ~; 15 = % et que chaque somme par-

tielle est inférieure & la somme totale (les termes de la série sont positifs), on
obtient que V(T,,) < nZ%Q < 2n2. Ainsi, en appliquant l'inégalité de Tcheby-
chev :

P(|T, —nHy,| >en) <

Enfin, on voudrait prouver que P(7},, > Bnlnn) < n~#*l. Pour ce faire,
regardons ’évenement Z7 : ne pas avoir obtenu la i-ieme carte au temps 7, ou
autrement dit ZI = (t; > r). Il est évident que ¢; > r implique T;, > r (si on n’a
pas obtenu la i-ieme carte au temps r, alors, en particulier, on n’a pas obtenu
toutes les cartes au temps r). Ainsi, la probabilité que T,, > r est plus petite
que celle que n’importe le quel des t; > r, ce qui est inférieur a la somme des
probabilités individuelles P(¢; > r). Plus proprement : (T,, > r) = U (¢t; > r),
donc P(T,, > r) =P (Ul t; > 1) < 3 P(t; > r). Reste & estimer P(¢; > r)
pour r = Bnlnn. Ne pas avoir récupérer la i-ieme carte au temps r avoir échoué
r fois. Or la probabilité d’échec est au plus de "T_l (quelque soit 1, il reste au
moins 1 carte & trouver). Ainsi :

—1\" R
P(ti>r)§(n )ge/”

n

Comme on a une borne indépendante de i, elle va étre plus facile a utiliser :

P(T, > fnlon) < ZP(Q > fAninn) <nxn " = p A4
i=1

21.15 Probabilité, Variables aléatoires
Exercise 21.26. X — HB(n,p1) et ¥ < HB(n,py) indépendantes. Estimez
P(X <Y)ouP(X =Y).

Idem pour d’autres lois (géométriques déja fait).

21.16 Probabilité, Variables aléatoires

Exercise 21.27 (Inégalité de Hoeffding). On admet le lemme de Hoffding : si
Y est une variable aléatoire bornée entre —M et M, alors pour tout ¢ > 0, on
a:k (etY) < et M /2

Soit (X;); des variables aléatoires indépendantes, bornées entre —M et M
(ie. Vi, P(—M < X; < M) =1). Soit S, = >_;_; Xx. On suppose pour simpli-
fier que Vn, E(S,,) = 0. En appliquant I'inégalité de Markov sur P (etsn > e)‘t),

2
montrez que P (S, > \) <e~ Tmar pour tout A > 0.

Exercise 21.28 (Solution). Comme ’exponentielle est une fonction croissante,
les inégalités tS,, > M et etS» > e* sont équivalentes. Il s’ensuit qu’on peut
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appliquer I'inégalité de Markov car la variable e** est positive :

P (S, > \) =P (e > M)
1

tSn

< W]E (e")
n

< e ME <H etX"')

k=1

n
< e H E (etX’“) par indépendance
k=1

2 2 n
< M (et °h ) par le lemme de Hoeffding
<

M2
exp <—)\t + n2 t2>

Cette inégalité étant vraie pour tout ¢ > 0, on peut optimiser en ¢ pour trou-
ver la meilleure borne. ¢t = # > 0 est optimal et donne I'inégalité souhaitée
pour tout A >0 :

)\2
P (S, > A) <exp <_2n]\42>

N.B. : Cette inégalité est vraie dans une plus large mesure : si P(X; €

[ai, b;]) = 1, alors P(S,—E(S,) > A\) < exp (—%) et P(|S,, — E(Sy)| >

A) < 2exp (—%) Cette inégalité est beaucoup beaucoup plus puis-
i=1

sante que les inégalités de Markov ou Tchebychev! C’est 'une des raisons pour
lesquelles on aime bien décomposer des variables aléatoires en sommes de va-
riables élémentaires.

21.17 Probabilité, Variables aléatoires

Exercise 21.29 (Inégalité de Cantelli). Soit Y une variable aléatoire avec
E(Y) =0 et V(Y) = o2 finie. Soit A et u des réels positifs. Montrez que P(Y >
A) SP((Y +u)? > (A4 u)?). En déduire que Yu > 0, P(Y > X) < % (via
linégalité de Markov). Prouvez que, pour A > 0 : P(Y > \) < #2/\2 De la
méme maniére, prouvez que, pour A < 0 P(Y < \) >1— 02"7&

Exercise 21.30 (Solution). Comme A et u sont positifs, on constate que (Y +
u)? > (X +u)? est impliqué par Y +u > X + u, donc la probabilité du second
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événement est plus petite que celle du premier. Ainsi (rappel E(Y) =0) :
P(Y > X)) =P(Y +u>\+u)
<P((Y+u)?>(A+u)?)
< E [(Y + u)?]

- (Atuw)?
E(Y?) 4+ 2uE(Y) +u?  o? +u?
- (A +u)? (At u)?

Cette inégalité est vraie pour tout u > 0, donc on peut optimiser en dérivant

frum— %, qui donne (A +u)? x f/(u) = 2u(A+u)? — (2u+ 2\) (0% + u?) =

222 + 2(\ — o?)u — 2\0?. En particulier, f’ (";) = 0. Dé¢s lors, en appliquant
0_2

pour u = =, on trouve :

(oo g2
((AQ +02)/>\)2 T2 4 o2

P(Y > \)

IN

On a bien démontré I'inégalité de Cantelli pour A > 0.
Ensuite, on constate que P(Y < A) =1-P(Y > \) = 1-P(-Y < —)). Donc
si A < 0, comme —Y a méme espérance et méme variance que Y, on trouve :

0.2

P(Y < >1— ——
Y=x= A2 4 o2

N.B. : Pour X une variable aléatoire avec une espérance non nulle (mais
finie) et une variance o2, on peut remplacer Y par X —E(X) partout. En réunis-
sant les deux inégalités, on trouve que P(|X —E(X)| > A) < % Cela est
légérement moins bien que I'inégalité de Tchebychev (asymptotiquement), mais
utile dans certains cas. En particulier, les inégalités de Cantelli sont fonctionnent
sans valeurs absolues (tout comme 'inégalité de Hoeffding ou de Chernoff)!

21.18 Probabilité, Variables aléatoires

Exercise 21.31 (Inégalité de Chernoff). Soit X une variable aléatoire et ¢ > 0
tel que E(e*X) soit finie. Montrez que Ya > 0, P(X > a) < e 'E(e!X) et
P(X < —a) < e 1E(e!X).

Soit X1, ..., X,, des variables indépendantes identiquement distribuées qui
suivent un Z(p). On pose S = Y, X;. Montrez que, pour k € R, P(S > knp) <
& ()
en k
Exercise 21.32 (Solution). On remarque que P(X > a) = P(e!* > ta) pour
tout t > 0 (car z ~ '® est croissante). Dés lors, comme e*X est une variable
aléatoire positive, on peut appliquer 'inégalité de Markov :

]E(etX )
eta

P(X > a) = P(e"™ > ta) < = e E()
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Cette inégalité est vraie pour tout ¢ > 0 tel que E(e!X) est finie.

Pour S = 3", X;,onaE(S) = Y, E(X;) = np et surtout E(e!¥) = E([[; e"X7) =
[T, E(e’Xi). Or i € {1,e'} car |X;| € {0,1}, donc E(e'®) est finie (comme
produit d’espérances finies). En l'occurrence, E(e!X¢) = (1 — p)e® + pe! =
1+p(et — 1) < eP€ =D 1l sen suit :

]P)(S > (l) < e—taE(etS) < e—taHep(et—l) < e—taenp(et_l)

%

En particulier, pour a = kE(S) = knp, on a P(S > knp) < enp(e’=kt=1),
Comme cette formule est vraie pour tout t > 0, on peut prendre t tel que
e! = k (c’est le point d’annulation de la dérivée de t — €' — kt — 1), et on a
e —kt—1=k(1—Ink)—1 et finalement :

e(k*l)np 1 (6>knp
k

P(Szknp)éwzeﬁ

21.19 Probabilité, Variables aléatoires

Exercise 21.33. Prouvez qu’en moyenne, vous avez moins d’amis que vos amis
(sur Facebook, ou ailleurs).

21.20 Probabilité, Variables aléatoires

Exercise 21.34. Soit X une variable aléatoire réelle. Montrez que : E|X|P =

Jo7 ptrIP(|IX | > t)dt.
Pas faisable en Sup ?

Exercise 21.35 (Solution). Soit # >0, alors : . = [ dt = 0+°° 1,>.dt.

Ainsi, par le théoréeme de Fubini, on trouve pour un variable Y positive :

“+o0 +oo “+o0
EY = IE/ Tysdt :/ Elys.dt = / P(Y > t)dt
0 0 0

En particulier, pour la variable | X|P qui est positive, on a :
“+o0 —+o0 1 +oo
E|X]P = / P(X|P > t)dt = / P(|X| > t4)dt = / puP~P(1X| > w)du
0 0 0

On a effectué le changement de variable u? = t, donc pu?~'du = dt.

21.21 Probabilité, Variables aléatoires (Tchebychev)

Exercise 21.36. Rappelez la loi de probabilité, I'’espérance et la variance d’une
variable aléatoire qui suit une loi binomiale de parameétre 4n et 1/2. Montrez que

3n—1 4n n—104n
k:n+1(k)2 n 27
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Exercise 21.37 (Solution). Si X ~ Z(4n,1/2), alors P(X = k) = ("),
EX =2net VX =n.
On peut appliquer 'inégalité de Tchebychev :

3n—1

Z (4}:) =2""P(X € [n+1,3n—1])

k=n-+1
=2""P(|X — EX| < n)
=2 (1 -P(|X —EX|>n))

n2

> n-—- 124n
n

21.22 Probabilité, Variables aléatoires (Tchebychev)

Exercise 21.38 (Tchebychev optimal). Soient (X;);c1,q) des variables aléa-
toires indépendantes identiquement distribuées selon une loi de Rademacher :
P(X; = —1) = 12 = P(X; = +1). Pour S C [1,d], on pose Y5 = [],cq Xi.
Montrez que les (Ys)s sont deux a deux indépendantes. On pose Z =
> SClL,d] Ys. Montrez que 'inégalité de Tchebychev est en fait une égalité pour

Z (avec a = 2%). On adoptera la convention Yy = 1.

Exercise 21.39 (Solution). Fixons S C [1,d]. OnaYgs € {—1,+1}. Plus encore,
Y5 est symétrique car les (X;);es le sont sont : P(Ys = —1) =P(Ys = +1) = 1/2.

On remarque que si SNT = @, alors on Yg et Yr sont indépendantes car
elles sont construites a partir de variables indépendantes (les variables utilisées
pour Yg n’ont rien a voir avec celle utilisées pour Yr), c’est-a-dire pour tout

(e,) € {—1,+1}%:

P(YT:e)(YS =€) = P(H-ET X]:e) <H X; = E) =P(Ys=¢)=1)

€S

Supposons qu’on ait prouvé que si #S NT = k, alors Yg et Y sont indé-
pendant quelque soient S, T C [1,d]. Soient maintenant S, T C [1,d] tels que
#SNT =k+1letjeSNT.OnaYs= XjYS\{j} et Yr = XjYT\{j}, d’apres
la formule des probabilités totales et I'hypothese de récurrence (i.e. Yo\ () et
Y7\ ;1 sont indépendantes), on a :

P(Ys=1AYr =1) =P(X; = )Px,=1(Ys\(jy = LA Yr\(5y = 1)
+P(X; = —1)Px,—1(Ys\(jy = =1 A Y5 = —1)
=12P(Ye\(j3 = DP(Y1\(j3 = 1)
+12P(Ys\jy = —DP(Y1\(p = —1)
=1k+1/s=1/
=P(Ys=1)P(Yr =1)
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Ainsi, les (Ys)gc[i,q) sont deux a deux indépendantes car le méme calcul
fonctionne pour montrer que P(Ys = e AYr = ¢) = P(Ys = €)P(Yr = €) pour
toutes les valeurs de (e,e) € {—1,+1}2. On détermine : VS,EYs = 0,VYg = 1.

NB : La variable Y} est bien indépendante de toutes les autres.

Pour Z, on commence par remarquer que, d’apres la formule du crible :

z=> vs= >y [[x= I a+xy

SCl1,d] SC[1,d]i€S 1€[1,d]

De fait, a partir du moment ou l'un des X; vaut —1, on a Z = 0, et
inversement, si tous les X; valent +1, alors Z = 2¢, soit avec probabilité
P(Vi, X; = +1) = [[, P(X; = +1) = (1/2)%. On calcule la loi de Z :

[ =z [-1[+1[ 0 [2[E] V |
PX;==z) || 2| 1) 0 1
P(Yy = z) 0 1 1 0
P(Ys==xz) || 12| 1) 0 1
P(Z =z) T—1/pd [ 1pd [ 1291

On prendra le temps de vérifier quona : EZ =) (EYg et VZ =3, VYg.
Finalement, on a P(Z > 2%) = 1/2¢. On peut aussi appliquer la formule de
Tchebychev :

S VYs 24
P(Z>t)=P | > (Vs—EYs)| >t Sstizztfz
Scl1,d]

Donc pour ¢t = 2%, on a égalité : la formule de Tchebychev est optimale si on
suppose que les variables sont deux a deux indépendantes. Les (Ys)g ne sont
pas indépendantes au sens fort sans quoi P (Y{LQ} =—-1AY, =1AYg = 1) =
1/g, alors que P (Y{l,g} =—-1AY =1AY[ = 1) = (0 car I’événement décrit
est impossible. Si on dispose de variables indépendantes (au sens fort), alors il

existe des inégalité de concentration plus puissantes comme l'inégalité de Cher-
noff.

22 Raisonnements logiques

22.1 Raisonnements logiques

Exercise 22.1. Montrez que, pour P et Q deux assertions : (P = Q)A(—P =
Q)) = Q. 1l s’agit du principe de disjonction.

Montrez que, pour P et @ deux assertions : (P = Q) = P) = P. Il s’agit
de la loi de Pierce.

Donnez la traduction du principe de disjonction avec des phrases en frangais.

Remplacez les derniéres implications par des équivalences.

Re-démontrez la loi de Pierce avec des équivalences.
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Exercise 22.2 (Solution). Pour démontrer une telle proposition, on va construire
petit a petit la formule en vérifiant que dans les 4 cas possibles pour P et @, la
formule est vraie (c’est-a-dire qu’on a une colonne avec que des 1).

] P \ Q H a:P=Q \ B:-P=Q \ y:aAp \ v=Q \

01]0 1 0 0 1
01 1 1 1 1
110 0 1 0 1
111 1 1 1 1

On remarquera qu’on a méme montré une formule plus forte car les colonnes
Q et v sont rigoureusement les mémes : (P = Q) A (-P=Q)) < Q

N’hésitez pas & interpréter la phrase en francais a l’aide de "P : il va pleuvoir
demain" et "@ : je vais prendre mon parapluie demain".

On procede de la méme maniere :

’P‘Q“a:P:Q‘ﬁ:a:P‘B:P‘
010 1 0 1
0 1 1 0 1
110 0 1 1
1 1 1 1 1

Ici aussi, on a en réalité une équivalence entre P et §: (P = Q) = P) < P.

Vous pouvez vous amuser a remplacer les assertions P et ) par des phrases
dotées de sens, mais cette formule est bien moins intuitive que la précédente!

Interprétation : prendre P : il va pleuvoir demain et @ : Je prendrai mon
parapluie demain.

Equivalences finales : Voir ci-dessus.

Autre démonstration de Pierce : On utilise le principe de contraposition,
I’écriture de 'implication comme disjonction et le lois de De Morgan :

(P=Q)=P)=P)
S(-P=-(P=Q)=P))
(P = ((P=Q)A~P))
(

(
(

t o3

P = ((-PVQ)A=P))
ﬂPj(ﬂNMQAﬂm)
<(PV (-PV(QAN-P))

La derniére affirmation est une tautologie en vertu du principe du tiers ex-
clus : AV —A (en réalité, la loi de Pierce est équivalente au principe du tiers
exclu).

22.2 Raisonnements logiques

Exercise 22.3. Prouvez la proposition :
P : Si lentier (n? — 1) n’est pas divisible par 8, alors n est pair.
Indice : On peut raisonner par contraposée.

232



Exercise 22.4 (Solution). Montrons la contraposée : si n est impair, alors
n? — 1 est divisible par 8. Soit n impair, il s’écrit alors n = 4k +r avec k € N et
r € {1;3}. De fait : n? —1 = 16k* +8kr+1r? — 1. Reste a regarder que 32 —1 =8
et 12 — 1 = 0 sont des multiples de 8, ce qui est évident.

22.3 Raisonnements logiques

Exercise 22.5. Partagez un carré en 4 carrés, puis en 6 carrés, 7, 8, 9, 10 et
11.
Montrez qu’on peut partager un carré en n carrés pour n > 6 et conclure.
(Comment compter le nombre de maniére de séparer un carré en n carrés ?)

Exercise 22.6 (Solution). La division en 4 carrés se fait par les médiatrices
des cotés (il faut montrer que ce sont des carrés tout de méme). La division en
6 est plus astucieuse. Il faut prendre la division en 9 carrés (on divise chacun
des cOtés en 3), et réunir les 4 carrés en haut a gauche. Pour la division en 8
carrés, il faut construire un premier carré, mettre 3 petits carré en dessous, 3 a
sa droite et 1 en bas a droite.

n=4 n==~0 n==~. n=29

Ensuite, on peut passer d’une division en n carrés a une division en n + 3
carrés en divisant un des carrés présents en 4 (ce qui ajoute 4 — 1 = 3 carrés).
Ainsi, un carré est divisible en n carrés (pas forcément de tailles identiques) pour
n € {4} U[6,4+oc]. Une rédaction propre de la récurrence est attendue.

Pour compter le nombre maniéres de découper un carré en n, il faut partir
des 1 découpages en 4 et des 4 découpages en 6 et on peut alors compter le
nombre de manieres de découper un carrée en n carrés par :

Up = (n = 3)up_3+4(n — 6)up_g

Attention, on compte ici les processus de séparation, pas les figures obtenues
(ce deuxiéme calcul étant bien plus ardu).

22.4 Raisonnements logiques

Exercise 22.7. Soit H, := ) ,_, % Montrez que H,, n’est jamais entier.
Indice : On pourra écrire H,, comme un quotient et s’intéresser a la parité
du numérateur et du dénominateur.

Exercise 22.8 (Solution). On écrit sous forme réduite H = 2. Le numérateur

est impair et le dénominateur est pair. On va montrer par récurrence (forte) que
H,, s’écrit sous forme réduite H,, = 2’— avec p, impair et g, pair.

n
n
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* Supposons que n soit pair et que notre hypothese soit vérifiée pour n — 1.
Alors H,, = %fj’“l. Alors H,, s’écrit sous forme réduite % avec p, impair
et g, pair car la facteur 2 du dénominateur ng,_; ne se simplifie pas avec le
numérateur np,_1 + Gn_1.

* Supposons que n = 2k — 1 soit impair et que notre hypothese soit vérifiée

pour n — 1. Alors :

k
1 1 1 P
H,=) — ‘ = _H,+ —
20 a1 g

ot la deuxiéme fraction est sous forme réduite avec ) impair (car on somme des
fractions de dénominateur impair) et P le nombre qui convient (peu importe sa
valeur exacte).

Ensuite, H, = ’q’—’; avec py impair et g pair par hypothese de récurrence.

Finalement :
_ Qpx +2Pgy

2Qqx

De la méme maniére que précédemment, en réduisant la fraction, on trouve
bien H, = 2’—” avec p, impair et g, pair car Qpi + 2Pqy est impair et 2Qq; est
pair.

Hy,

Ainsi, on a montré par récurrence que H,, ne peut jamais étre un entier pour
n > 2 car son dénominateur est pair alors que son numérateur est impair.

22.5 Raisonnements logiques

Exercise 22.9. Démontrer que tout nombre naturel est divisible par un nombre
premier.

Exercise 22.10 (Solution). Raisonnons par récurrence forte pour montrer que
VYn € N*, Jp premier, pln.

Pour n premier, c’est évident : n|n. En particulier, l'initialisation est validée
avec n = 2.

Fixons n et supposons que notre hypotheése soit vérifiée pour tout 1 < k < n.
Si n n’est divisible par aucun k € [2,n—1], alors n est premier, donc n|n garantit
que n est bien divisible par un nombre premier. Sinon, il existe k € [2,n — 1]
tel que k|n, or, par hypothese de récurrence, il existe p premier tel que p|k. Par
transitivité (de la divisibilité) : p|n.

Finalement, on a montré que : ¥n € N* Jp premier, p|n.

23 Séries

23.1 Séries

Exercise 23.1. Soit ¢ une permutation de N. Montrez que la série de terme
général #(n) converge.
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Etudiez les séries de terme général W (avec o+ > 1 et o, 8> 0).
Etudiez la série de terme général %

Exercise 23.2 (Solution). On va majorer #(k) pour k € [1,n]. Quelle est la
permutation ¢ qui rend ce terme le plus grand possible ? Plus o est petit, plus le
terme est grand, donc, comme o est injective sur N, on cherche ¢ dont I'image
de [1,n] est [1,n]. Cela fixé, il est facile de se rendre compte que Y _,_, ﬁ(k) est

maximal pour L décroissante (imaginez —~ comme des poids qu’on affecte &
o o(k)

(%)k) Ainsi, quelque soit o, on a montré que :

1 1
Zlm(k)g;kxk

k=1

La série de droite est convergente d’apres Riemann, donc la série de terme
Py 1
général FolR) est convergente.

De la méme maniere, si a > 1, alors la série de terme général ﬁ est

convergente par comparaison avec la série de Riemann de terme general . Si
a+ > 1, le méme argument que précédemment, donne :

g ﬁ_zkaxkﬁ

La somme de droite converge par le critere de Riemann, donc la série de
-y 1 3
terme général Foo(R)? est convergente.

On va se servir de 'une des démonstrations de la divergence de la série

. k
harmonique. On pose S, = > }_; 0,22).
. 2 k)
On veut minorer Sy, —S,, = kn il U,iZ Au pire, comme o est injective, on

ao([n+1,2n]) =[1,n], et les "poids" o (k) sont affectés de sorte & minimiser la
somme pondérée Zi’;nH o(k)x k%7 c’est-a-dire que o est croissante : o(n+1) =
1,0(n+2)=2,.,0(n+k)=Fk Ainsi, on a :

2n 2n
k—n n n 1
Son — Sp > > - — — _np— > =
2 = Z 2 = Z ”Z Z 5 "hr12 <1
k=n-+1 k:nJrl k= n+1

Finalement, S,, — 400, la série général de terme U(")

quel que soit o une bijection de N.

est toujours divergente,

23.2 Séries

Exercise 23.3 (Escargot de Gardner). Un escargot est posé a l'extrémité d’une
corde parfaitement élastique de 100m. L’escargot souhaite arriver a I’autre bout
de la corde. Il se meut & la vitesse d’1m/h. Au début de chaque heure, un géant
tire sur la corde et celle-ci s’allonge de fagon élastique. A chaque fois la corde
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s’allonge de 100m de fagon homogene. Est-ce que l'escargot parviendra & son
but ?

Exercise 23.4 (Solution). La solution est ici.
On s’attachera a utiliser I’équivalent de la série harmonique pour obtenir un

approximation du temps nécessaire (la formule apparaissant en fin de vidéo) :
t=e"l,

23.3 Séries

Exercise 23.5 (Série de Bernoulli). On définit les polynémes de Bernoulli :

1 k
By =1, B = pBp et [; B, =0 (p # 0). Calculez f(z,t) = > ;2 Br(z)%.
On admettra que, ici, et si la sommation converge, la dérivée et 'intégrale
peuvent étre échangées avec la sommation sans probléme. Si on a le temps, on
essayera de le démontrer.

Exercise 23.6 (Solution). Il importe de démontrer d’abord que f(x,t) est bien
définie. On remarque que le degré de B* est k et que son coefficient dominant

est 1. De fait : ‘Bk(x)%k' €0 ((wkt,)k) La série de terme général (““}:,)k converge

avec Dy~ (Ikt!)k = ¢®. De fait, |f(z,t)] < e

Ensuite, grace au (gros) théoréme qu’on a admis, on peux calculer, en fixant
rett:

d N gt
L) = Y Bl = 3 B o = 1)
k>0 k>0
On en déduit en résolvant I’équation différentielle que f(z,t) = A(t)e** ou
A(t) désigne une fonction qui ne dépend que de ¢ (pas de ). On peut maintenant

utiliser I'intégration (la encore, c’est un gros théoréme) :

1 e
/Of(x,t)dxzzﬁ/o By (z)dx =1

k>0

On fera attention au fait que, si k =0, j;)l By =1et0sik>1. D'un autre
coté :

/01 f(z,t)dz = A(¥) |:1€:vt:| ! _ () x et 1

t 0 t
On obtient finalement la fonction génératrice des polyndmes de Bernoulli :

tewt
et —1

flz,t) =

Ces polynémes ont plein d’application pratiques car (p + 1) ZZ:O kP =
Bpi1(n+1)— B,y1+1(0), entre autre. Cette série permet de calculer facilement les
coefficients de polynémes de Bernoulli ou de les manipuler tous ensemble pour
certaines démonstrations. Par exemple, on peut remarquer que Bag11(0) = 0
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pour k > 1. En effet, f(0,t) — B1(0)t = ﬁ + %t est paire, donc son développe-
ment en 0 (& n’importe qu’elle ordre), n’a que des coefficients de rang pair. Or on
connait son développement en 0 : f(0,t)— 3t = Bo(0)+>_ k = 3"By, (O)%—&—o(t").
Donc tous les By(0) pour k impair (supérieur & 3) est nul.

Les théorémes évoqués sont au programme de deuxieme année, voire pour
cela les suites de fonctions, les séries de fonction et les séries entieres.

23.4 Séries

Exercise 23.7 (Suite de Sylvester). On définit la suite d’entiers (s, ), avec
so=2ets, =1+ Hz;é sk. Montrez que s, — +o0o. Montrez que la série de
terme général 1/s, converge et calculez sa somme (= 1).

Montrez que la somme des k premiers termes de la suite (—sl ) consti-
n
n

tue la meilleure approximation possible par défaut de 1 a l'aide de k fractions
égyptiennes (fraction positive avec un numérateur qui vaut 1) puis que pour
représenter tout nombre dans ]1805/1806, 1[, une somme de fractions égyptiennes
doit avoir au moins cinq termes.

Exercise 23.8 (Solution). On remarque que (S, )y est une suite d’entiers stric-
tement croissante, donc elle tend vers +oo (elle est supérieure a (n)p,).
Ensuite, on a : sp,41 — 1 = [[, sk = Sn(sp — 1), d’olt une croissante plus
rapide que n! : on a tout d’abord s,, — 1 > n par récurrence immédiate, donc
Snt1 > M X Sy, et ainsi s, > n! par récurrence. Il s’ensuit que la série de terme
général i converge (vers moins que e d’ailleurs).
En outre, on a aussi :

1 11 1 s, — 1 1

Sn—1 sppr1—1 sp—1 $p(sn—1) sp(sn—1) s,
Comme toutes les séries concernées convergent, on peut Calculer la somme
par télescopage :

1 1 1
D=, - o1 i !

S S S -1
k>0 "™ k>0 " k>0 “ntl

On va montrer par récurrence que Z = 0 ; est la meilleure approximation

de 1 par k fraction égyptiennes. Ce fait et vérifié pour k = 1 car il n’existe pas
de fraction unitaire plus proche de 1 que L Cela revient & montrer que s est

égal & m = min {n eN; Y Lylc 1}. Or on sait calculer Zf;é L par
J

Jj= O s

télescopage : Z;:é i

par minimalité.
Enfin, on calcule que sg = 2 s1 =3, 8, =17, 53 =43 et s4, = 1807. Deés lors :

1,1 .1, 1 1 _
st3tst+ 3= 1w = 1806 Comme on a la la meilleur approx1mat10n par
1],

défaut par 4 fractions égyptiennes de 1, si on prend un nombre dans |1 — W,
il ne peut s’écrire comme la somme de 4 fractions égyptiennes ou moins car cela
fournirait une meilleur approximation par défaut de 1.

= l—s— IlV1ent = < g—g,doncm > sp—1let sp =m
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23.5 Séries, Dénombrabilité

Exercise 23.9. Soit S l'ensemble des buiteb croissantes d’entiers (g;); avec
q1 > 2. Pour q € S, soit ¢(q) = Zk 1 q1q2 . Montrez que ®(q) converge,
que ¢ : § —]0,1], que ¥ est strictement decromsante (Pordre sur S est l'ordre
lexicographique) et que c’est une bijection. Montrez que ®~(QnN]0, 1]) est I'en-
semble des suites croissantes stationnaires.

Exercise 23.10 (Solution). Pour q € S,on aVi, ¢ > 2, donc o q21 o < 2%,

~ converge car ¢ ‘est un terme positif majorée

donc la série de terme general
par un terme convergent.

On obtient en particulier que ®(q) < 3725 * = 3 X 1711/2 = 1. Donc
D : S —]0,1] (et 1 est atteint).

Ensuite, soient deux suites q,p € S. Supposons que q < p, c’est- a—dlre qu’il
existe j tel que g; < p; et ¢; = p; pour ¢ < j. Alors, on note R = Zk 1 =

q1--
Zk 1 pg.. Pk et Q =dq1.--95—-1 = P1.--Pj—1 :

> Jj—1 1 1 +o0
Oa) = = + >Rt = 40
SO ek @l S Qg Qq;
“+o0 j—1 “+o0 “+o0
1 1 1 1 1 1
o(p) = = +Z <R+—=) — =R+
S P1eDE S PUePE S PLePR Q = v} Qp; —1)
Commeqj+1§pj,onadonc<1>(p)<R+Q( <R+Q < ®(q) :

I’application ® est strictement décroissante.

Des lors, ® est injective. Reste a prouver qu’elle est surjective.

Pour ce faire, prenons z €]0, 1]. Essayons de construire q € S tel que ®(q) =
x. Construisons déja le premier terme : ¢;. Si q% > x, alors ®(q) > qil > z. Si
qil est fixé, alors, comme dans le raisonnement précédent, la plus grande valeur
que ®(q) peut atteindre est q% + m (atteinte en prcnant tous les termes
égaux a qp), ce qui vaut ﬁ. Donc si ®(q) = z, alors ql— <z < =.0Onen
déduit que ¢; = min {n >2; % < x}

Supposons maintenant qu’on a construit (g, ..., ¢n). Alors, on peut noter
R=3%", ﬁ et Q = q1...qm. On peut fixer ¢,,11 = min {n > Gm ; % < Qz— R)}
(un tel ensemble est une partie non-vide de N, donc admet bien un minimum).
Reste & prouver que q construit par ce processus vérifie bien q € S et &(q) = x.

Par construction, q est bien croissante car ¢;,+1 > gm.

Ensuite, on sait que, pour m fixé, qi < Qx—-R) < —= donc z €

= g1
[R—l— ﬁ,R—l— m[ Des lors :

1 1 1 1
V= (R+qu> = (R+ Q(qm—l)) - (R+ qu> " Qg (gm — 1)
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Or on sait que @ > 2™ ! car Q = ¢1...¢sn—1 et pour tout 4, on a g; > 2. Donc
on a bien la convergence m — 0, et ®(q) = z via cette construction.
On a montré que ® : § —]0, 1] est une bijection. Cela prouve que S (et par

extensions NV) n’est pas dénombrable.

Notons Sgtat le sous-ensemble de S constitué de suite d’entiers croissantes et
stationnaires.On veut montrer que ® : Sgay — QNJ0, 1] est une bijection (et est
bien définie).

Premiérement, soit 4 = (q1, .., @m—1,Gms qm, ---) € Sstat- Calculons P(q).
Comme avant, on note R = > ;" —L_ et Q = q1...¢m—1, qui sont tous les

q1-..9k
deux des rationnels. Alors :

1
oo =g 3 = gy <

klm

Réciproquement, prenons q € S qui n’est pas stationnaire et notons x =
®(q), on veut démonter que x ¢ Q. Supposons que x = ¢ € Q, alors, comme
q est croissante mais pas stationnaire, elle tend vers 4+o0o (et donc est non
bornée). En particulier il existe m tel que b < ¢,. On sait alors que T €

R+ Q; , R+ Q(q [ Or QR est un entier car QR = q1...¢m—1 Zk U arar QA =
Zzzll q1---qr € N. Donc Qa — QRb € N, alors que, comme b < ¢y, :
b b

Qm _1

(%—Q%e{ { [0,1]

On en conclut que ®(q) € Q si et seulement si q € Syat- Comme P est
une bijection § —]0, 1], on en déduit qu’elle se restreint & une bijection Sgtay —
Qn]0, 1]. Cela montre en particulier que Sgtat est dénombrable.

23.6 Séries, Intégration

Exercise 23.11. Soient a,b € R. Montrez que :

27
ab” 1 0, —if
§ — ede +be de

Zo (I~ 2

i0 —i0\k
Exercise 23.12 (Solution). Regardons tout d’abord S, (6) = >, _, W+)
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On sait que S, (6) — ¢+ quand n — +o0. D’autre part :

1 g2 1 [ (aei9+be—i9)k
— S,(0)d0 = — -~ 7 déf
27T 0 TL( ) 27T 0 k'
k=0
1281 En R o oo
_ - = Jpk—3 ,i0(2k—j)
= 27?/0 E i E <j)ab e do

T §=0

™

ajbk_j;/ ei9(2k‘—j)d9
T Jo

k i1k—7j . 1 k kf27k/2
,>ajb T0o, j = Z k!<k/2)a b

k=0,2|k

I
| =
™~
< \
N o ©
.

n n
1 (2k)! akb*
i G = 3 G
k=0 A k=0 \""
D’ot, en premier lieu, et comme la série converge, quand n — +00 :
I kpk

° Sn(0)d0 — >

= (k!)?

On voudrais maintenant "inverser" limite et intégrale (des théoréme généraux
sur cette sorte d’inversion seront vus en Spé). Pour ce faire, on va majorer, pour

tout 6, | S, (6) — e’ +ve" (on note a(f) = ae? + be~ %) :

a(f)*
= 2 (k!)

k>n+1
la@ a(@)
SCESY] k;ﬂ (n+2)(n+3)...(k—1)k
|n+1 ‘Oé ( )| n+1 1(0)]
n—f-l ];) 1 n—l—l) ’

Pour la derniére inégalité, on notera que n+2 > 1, n+3 > 2, n+4 > 3, etc.

On a une majoration plutot simple, maintenant, éliminons la dépendance en
6. On note que |a(#)| < |a+b| (on pourrait avoir une majoration plus fine mais
peu importe), d’ou :

la + bt
(n+1)!

S (0) — e Hbe | < |at|
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Il vient alors :

1 2 aei® 1 pe—if 1 2r
%/O (e _5(6))d9’_27r/

1 [ |a+b"t!

eac e _ g (9)| do

- “-=v \a+b\d9
la+0["* ) 0
(n+1)! n——+oo
Finalement, on a deux expressions de la limite de - 0271' Sn(0)dé quand
n — +oo. Par unicité de la limite :
a”b" 1 2 0 —i0
Z 2:*/ e e g
!
>0 (n) 2T 0
Notamment, pour un réel positif t : 3°, (lz,k)z = 0% e2Vicosfqg.

On notera que la présente technique fonctionne pour pleln d’autres exemple,
et qu'il faut retenir qu’avec des "décroissances exponentielles", on peut large-
ment abuser de majoration grossiéres via des inégalités triangulaires sans (trop)
craindre d’obtenir une inégalité trop lache.

24 Sommes algébriques

24.1 Sommes algébriques

Exercise 24.1. Calculez et comparez :

i Y i X Youe ¥ oo

1<i,j<n 1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n 1<i,j<n

Exercise 24.2 (Solution). a) On a :

n n

n+1
> afzzwxz A
1<4,5<n =1 j=1
b) Puis :
n j—1 n n n
J=0 0= iG-1=>7=>]
1<i<j<n j=21i=1 j=2 j=2 j=2
_(nn+1)2n+1) 1) n(n—i—l)_l
B 6 2
_(n—=Dn(n+1)
N 3
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c) Ensuite :

Z Z—ZZz:Zzn—z—i—l (n—l—l)Zi—Ziz
(1 )( 1n (n—l)nG(Zn—l)
(n—1)n (n+4)

6

. CV P T AN -
d) De surcroit : > 1o, i<, 1) = D o1<jeicy, - Dot

N | =

> ueg| X -y

1<i<j<n 1<4,5<n

((n(n;—l)) - n(n+1)6(2n+1)>

nn+1) [n(n+1) 2n+1
4 [ 2 3 }
n(n+1)(3n*> —n—2) (n—1)n(n+1)(n+2/3)

24 8

N =

e) Enfin, pour la derniére somme, on peut prendre deux copies de la méme
somme et échanger les noms des variables muettes ¢ et j :

2 Y - zz.i_+2jii

1
1<i ]<n 1<i,j<n J 1<i,5<n
_ Z 1 +]
1
1<i,j<n J

I
|
7
—
|
3[\)

77,2

. i n”
Donc: 321 icn i = 5

24.2 Sommes algébriques

Exercise 24.3 (Sommation d’Abel). Soient deux familles de nombres com-
plexes (ax)x et (Bg)g. On définit A, = Z;.L:O aj et b; = Byy1 — B,. Montrez

que : Z?:O a;B; = Ay B, — E;:_ol Ajb;. En déterminer >, _, k2F
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Exercise 24.4 (Solution). Convenons de poser A_; = 0. Alors :

ZakBk = Z Ak - Ak_l)B
k=0
= ZAkBk - ZAklek
k=0 k=0
n n—1
= ZAkBk - Z A By
k=0 k=0

n—1

= Aan + Z Ak?(Bk - Bk-i-l)
k=0

= AnB, — nz Arbr

Il s’agit en fait de l'intégration par partie pour les sommes et non pour
les intégrales. Avec des outils plus puissant de théorie de la mesure, les deux
formules sont en fait deux facettes d’'une méme formule plus générale.

Avec ap, =28 et By =k, ona A, = 2" —1 et b, = 1, donc :

n—1
Z k2F = (2" ==Y (2" 1) = n2" ! —n—2(2" —1)+n = 2"} (n—1)+2
k=0

24.3 Sommes algébriques, Binome de Newton

Exercise 24.5. Quel est le plus grand terme dans le développement de (a +b)™
oua,beRS?

Exercise 24.6 (Solution). On pose uj = (})a*b"*. On regarde “::

u —b
i S RN AL
Uk a+b

On a donc 3 cas.

1. 7;“+bb >n—1 (i.e. n < §), alors (ug)x est croissante et le terme dominant

est a”

2. "a“+bb <0 (ien< )7 alors (ug)y est décroissante et le terme dominant
est b".

3. Sinon, (ug)x est unimodale (croissante puis décroissante), et le terme do-

minant est celui d’indice kg = F (Z‘z__bb) + 1.
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24.4 Sommes algébriques, Coefficients binomiaux

Exercise 24.7 (Formule de la crosse de hockey). Démontrez par récurrence
puis visuellement que Y _ (Z) = (:J_ll)

Exercise 24.8 (Solution). On va raisonner par récurrence sur r, a n fixé. Cette
ey 2 Ja . N 1
propriété est évidente pour » = n. En effet, cela revient alors a : (Z) = (Zil)
Ensuite, si la formule est vraie pour r donné, alors regardons :

2 ()2 026 (2)-(2)

k=n k=n

Ainsi, par récurrence, on a bien montré que pour tout n et pour tout r, on

a: Y, (7)) = ()

Avec un dessins du triangle de Pascal, cette formule est bien plus simple a
interpréter. On prétend que la somme des coefficients bleus vaut le coefficient
rouge (cette forme est censé ressembler a une crosse de hockey). En effet, la
formule du bindme permet d’effectuer les opérations des dessins de la ligne qui
suit.

1 3 31
1 46 41
1 51010 5 1
1 6 152015 6 1

1 1 1
11 11 11
1 21 1 21 1 21
1 3 31 1 3 31 1 3 31
1 46 41 1 46 41 1 46 41
1 51010 5 1 1 51010 5 1 1 51010 5 1
1 6 152015 6 1 1 6 152015 6 1 1 6 152015 6 1

24.5 Sommes algébriques, Coefficients binomiaux

Exercise 24.9. On va montrer que Vn, iin (Z) 5 = 1. Soit S, = iin (Z) > -
Calculez que 2S5, — S, puis conclure.

Exercise 24.10 (Solution). Notons qu’on a : 2220 (2)2% = (8)2% =1cet
Sh B)F = B3+ Q) —1.
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Alors pour n quelconque :
2n+2 2n
k 1 k1
2 n - On = a1 an
sea=su= Y. (4 )ar -2 (3)
k=n+1 k=n
2n
2n+2 E+1\ 1 k1
<n+1)22”+1 *I; <<n+1)2k a <n)2k>

2n
2n + 2 k 1
(n+1)22”+1 +k§rl <n+1>2k

On a utilisé que ( )2 = (ZE) L pour supprimer le premier terme de la
k+1 2n+2\ __
sor;un(le et ( ) ] (T_l) gm_%) pour les autres termes. Ensuite, on a : 5 ( el ) =
1 (2n+ n+ o n+ . 4y .
5( - ) + 2(7L+1.) = (n+1) par la formule de Pascal puis la symétrie des
coefficients binomiaux.
. i «2n k1 2n+1 2n4+2y 1
Finalement : 25,11 —Sn = > i, 1 (n+1) o+ (n+1 ) gzaFT + (n+1 ) ¥z T
Sp. Plus clairement : S, 41 = Sy,.
Ainsi, par récurrence immédiate : Vn, S, = kin (i) 2% =1

24.6 Sommes algébriques, Dérivation

Exercise 24.11. Soit une fonction f dérivable et un réel b. Comment calculer
S:axe Y kf(kx+b)?

Calculez S(z) = >} _, ksinh(kz).
Exercise 24.12 (Solution). On pose T'(z) = Y ;_, f(kz+b). Comme la somme
est finie, on peut dériver terme & terme et on obtient : S(x) = T"(x). Par
exemple, on peut avoir : T(z) = >.;_,cosh(kz). On peut alors calculer la
somme de I’énoncé en dérivant. On a :

T(r) = (Z(&)k + Z(ﬂ)k)

k=0 k=0
1/1 6(n+1)m 1 (n+1)
2 ( 1—e® * l—e? )
1_e(ntD)a

On définit la fonction f:z— “——7—. Ona:

—(Tl + l)e(n+1)x(1 _ ez) + ex(l _ e(n—i-l)m) et — (’I’L + l)e(n—i-l)m + ne(n+2)z

/ _ =
fix) = (1—e7)2 (1—e)?
Doncavecg: x +— f(—z),onag (x) = —f'(—zx) = fe_xf(nﬂ)fl__(ztl:;j"e_<n+2)m.

On obtient : T(z) = 3(f(x) + g(z)), donc :

1 /e* — (n + 1>e(n+1)ac + ne(n+2)x e~ _ (n 4 1)6—(n+1)x 4 ne—(n+2)x
’
Sla)=T'(@) = 3 < (1—em)2 N (1—e=)2
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24.7 Sommes algébriques, Etude de fonction

Exercise 24.13. Montrez que Vn € N*,V(a;)icqj1:n] € R, D, @i X S L >n?

7‘047._

Exercise 24.14 (Solution). On étudie la fonction f: z — 2 + 2 sur R%. Elle
est toujours supérieure a 2. Ensuite, on a :

Y

1 i i
T+ ZZ ZZZ+QZ<(1 z)
1,7 J 1<J J
n(n—1)
2

>n+2x2xX

> n?

T

24.8 Sommes algébriques, Polynémes
Exercise 24.15. Calculez la limite (n — 400) de (¢a fait —1) :
1 ¢ 4 21.2 4
un:EZZ(E)h — 18h%k* + 5k*)
k=1h=1

On commencera par trouver », k* en regardant la somme télescopique
> w(P(k+1)—P(k)) pour P un polynéme de degré 5 tel que P(X+1)—P(X) =
X4

Exercise 24.16 (Solution). On trouve P = 35X (X — 1)(6X® — 9X? + z + 1),
donc Y, k* = P(n+1)—P(1) =: Q(n) avec Q X (X+1)(6X3+9X2+ X —1).

Deés lors
1 S 4 2,2 4
Un = — > 5h* — 18Kk + 5k

k,h=1

3=

3@‘ —_

(5Zh4182h2k2+52k4>
<5nQ —18 ("H )n+1 >+5nQ )

15 12
2 4
2><5><6>< n—18><2 62n +n<3—2>+0(n)>

3‘,_.
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24.9 Sommes algébriques, Produits
Exercise 24.17. Montrez que Vn > 3,/n < Unl.

Exercise 24.18 (Solution). On regarde le membre de droite de I'inégalité équi-
valente : n” < (n!)%2. On a :

) =J[kx[[(n-5+1D
k=1 j=1

Donc le terme diagonal de k(n — j 4+ 1) (c’est-a-dire quand k
toujours supérieur & n (car 'un des deux l'est alors que l’autre est
par produit, on obtient 'inégalité souhaitée.

j) étant
1), donc

v

24.10 Sommes algébriques, Trigonométrie

Exercise 24.19. Montrez que tanhz = ﬁ — ﬁ En déduire la valeur
et la limite (n — 400) de la suite :

u,(z) = 20 tanh 2%z + 2! tanh 2' 2 + 2% tanh 2%z + ... + 2" tanh 2"z
Exercise 24.20 (Solution). On a :

r sinh? z + cosh? z
nhz  sinhzcosha

(e* —24 e %)+ (e2* +2+e2")  2cosh2x
e2r — g—2z " ginh 2z

tanh x+
ta.

INENESTEN

La somme demandée est alors une somme télescopique, et on trouve :

n

EJE ) (UL T G PR
Un (T 71@:0 tanh(2% x 2z)  tanh(2fz) )  tanh(27*tlz)  tanh(z)

Il s’ensuit que, pour x # 0, lim o, u, () = 400 (pour z = 0, on a évidement
Vn, u, (0) = 0).

24.11 Sommes algébriques, Trigonométrie
Exercise 24.21. Calculez Y, _ (7) cos(k6).

Exercise 24.22 (Solution). On utilise la forme exponentielle :

> (Z) cos(kf) = R (Z (Z) (ee)kln—k>

k k
((1 + e&‘))n)

R
=R (2" cos™ Zeig>

—9on n Q n
= COs B COs B)
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24.12 Sommes algébriques, Trigonométrie hyperbolique
Exercise 24.23. Résoudre ), sinh(2+ kz) =0

Exercise 24.24 (Solution). Pour x = 0, la somme vaut 100sinh 2 # 0. Suppo-
sons x # 0 :

100
1
S = Zsinh(g +ka) = 3 (62 Z ok _ o2 Z 6kz>

k=1 k k

_ 1 ew+2 1— 61001' B 6—26—1' 1— 6—1001‘
2 1—e® 1—e"

_ 1 e2e$ 1— elOOx B 6_2 1— e—lOOx
2 1—e® 1—e®

Ainsi, on peut raisonner par équivalence : S =0 & ... & 512 = 710022

Donc I’ensemble de solution est S = {551}

25 Suites

25.1 Suites

Exercise 25.1. Soit deux suites réelles (u,)n et (v,)n qui tendent vers +oo
avec limy oo (Up+1 — u,) = 0. Donnez des exemples pour (u,),. Pour € > 0, on
pose ng tel que Vn > ng, [up+1 — u,| < €. Montrez que pour tout > up,, il
existe un rang p tel que |u, — z| < e. Montrez que {u, — v; (p,m) € N2} est
dense dans R. En déduire que, par exemple, {u,, — F(u,);n € N} est dense dans
[0,1].

Exercise 25.2 (Solution). On peut par exemple penser & (logn),, ou & (v/n),.

Soit p = Mmingsny et u,>2 (partie non-vide de N car u,, — 400). Alors x €
[up—1, upl, et comme p—1 > ng, |up, —up—1] < ¢, donc 0 < u, —z < e (attention
au cas p =ngp + 1).

Soit maintenant x € R quelconque. Soit ny défini comme précédent (pour
Up). Soit m tel que = + vy, > up,, ce qui existe car v, — +o0o0. En appliquant
le paragraphe précédent, on obtient 'existence de p tel que |(up — vm) — 2| <&,
d’ou la densité.

Soit = € [0,1]. On pose (vy)n = ([tn])n — +00. On obtient donc l'existence
pour tout € > 0 de m, p tels que |(up —vm) —z| < €. Cela induit u, — v, € [0,1],
puis v, = |u,| nécessairement. On obtient bien a densité de {u, — |u, |} dans
[0, 1].

25.2 Suites

Exercise 25.3. J’ai un paquet infini de carte. Je pose la premieére carte au bord
de la table de sorte que son centre de gravité soit parfaitement sur la frontiére
de la table (la moitié de la carte est sur la table, 'autre au-dessus du vide). Je
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pose une autre carte dessus de sorte qu’elle dépasse au dessus du vide et que la
pile soit & la limite de tomber (le centre de gravité de la pile est a la frontiere
de la table), puis une troisiéme, etc. Est-ce que le point de la pile de carte le
plus éloigné du bord de la table peut se trouver arbitrairement loin ?

Exercise 25.4 (Solution). Toute la solution est sur cette vidéo.

25.3 Suites

Exercise 25.5. Montrez qu’une suite de Cauchy converge et qu’une suite
convergente et de Cauchy (dans R).

Exercise 25.6 (Solution). On rappelle la définition d’une suite de Cauchy :
c’est une suite telle que sup,, ,>, [Um — up| = 0 quand n — +oc.

Soit (), une suite de Cauchy réelle. (uy), est en particulier bornée car
il existe N € N tel que sup,, ,>x [um — u,| < +0c (sans quoi cela ne pourrait
tendre vers 0). On nomme M cette valeur. On a alors ¥n > N, |u,| < |uy| +
|un — un| < |un|+ M. Donc (uy,)n est bornée. Par le théoréeme de Bolzano-
Weierstrass, soit (u,(n))n une extraction convergente vers /.

Soit e > 0et N € Ntel que sup,,, >y [tm—up| < et Vn > N, [ugyq)—£| <e.
Soit n > N, alors [u, — €] < |ty — Up(n)| + [tpm) — £ < sUpP,, po N [Um — up| +
[tp(ny — €| < 2¢. D’ot la convergence de la suite ().

Réciproquement, si (u, ), converge vers ¢, alors, pour ¢ > 0, on pose N tel
que Vn > N, |u, —£] < €. Alors, soit m,p > N, on a |umy, — up| > [ty — €]+ |u, —
| < 2¢. D’ott Ve, AN, sup,, ,>n |Um — up| < € et ainsi (u,), est de Cauchy.

Dans RY, on a équivalence de converger et étre une suite de Cauchy, ce qui
n’est pas le cas dans QN par exemple. R est ce qu’on appelle un corps complet.

25.4 Suites

Exercise 25.7. On considere (uy), qui vérifie u,11 — (n + )u, = 2"(n + 1)!

(et ug fixé). Montrez que (vy,), vérifiant v,41 — (n + 1)v, = 0 et vog = C vaut

v, = Cnl. Trouvez une condition sur C(n) telle que u,, = C(n)n! et résoudre.
Procédez de méme pour u,4+1 — 327y, = 3.

Exercise 25.8 (Solution). Pour (v,,),, on a le produit télescopique : [, k = 0"~ 22+t =

U
= d'une part. D’autre part : an:()”_l% = [[.(k + 1)! = n!. Ainsi :
v, = Cnl.
En injectant C'(n)n! dans 1’égalité, on obtient immédiatement :

C(n+1)—C(n) =27

Cela donne la somme télescopique : Z;é Ck+1)—C(k)=C(n)—C(0) =
2" — 1. Comme on veut que u,, = (C(0) + 2™ — 1)n!, on obtient C(0) = ug et
finalement u,, = (ug + 2" — 1)n!

Pour la deuxiéme récurrence, on peut faire exactement la méme chose : on
cherche d’abord (vy,),, telle que v, 11 — 32", = 0, ce qui donne v,, = 3”("’1)1)0.
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On cherche ensuite les solution & la récurrence de la forme C(n)3™"~ 1), ce qui
donne C(n+1) — C(n) = 37" et finalement, en regardant la condition initiale :

3 1
"= I n(n—1)
u <u0+2< 3n)>3

Exercise 25.9. Calculez inf,¢jo,»[ (Sup,,cy | sin nal).

25.5 Suites

Exercise 25.10 (Solution). On pose la fonction f : o+ sup, ¢y |sinnal, qui
est bien définie par 'axiome de la borne supérieure.

 Siae [5.%] () 2sina > = 1(5)

e Siae ]0, %] : Soit ng tel que (ng — 1)a < § < nga. Alors les inégalités

garantissent noa € [%, %’T}, donc f(a) > @
. M on note que 7 — € |0, 7], donc f(«) = sup,, |sin(na)| =
sup, | sin(n(r — )| > 4.

Ainsi, on vient de prouver que Iinf est atteint (c’est un minimum) et vaut

f(z):@

3 2

25.6 Suites

Exercise 25.11. Pour z,y € R, on consideére les suites définies par uy = z et

Vg = Y puis :
— Un+vup
Un41 = "2
Un41 = /UnUn

Montrez que (uy, )n, et (v, )y sont adjacentes. Ont appelle M (z, y) cette limite
(moyenne arithmético-géométrique). Montrez que M est symétrique, homogéne
de degré 1 (M (tx,ty) = tM(x,y)) et que le cas d’égalité de min(z,y) < /zy <
M(z,y) < ZE¥ < max(z,y) est seulement x = y. )

ot At

Pour la culture, on peut montrer que Mey) — J0 Joreo Ty ot

lisant le changement de variable u = t + arctan (% tan t) dans l'intégrale qui

exprime M (% , \/@) .

en uti-

_ 2
Exercise 25.12 (Solution). Premiérement, v,, < u, car t,1—vp11 = (7””2 Vin)”
Cela induit que (u,), est décroissante (car u,;; = attn > Mnfta — )

et (vn)n est croissante (car v,11 = \/UnUp > /UnUn = vU,. En outre, on a
0 < Uny1 = Ung1 < Upg1 — v = “257= donc 0 < uy — v, < 27" (ug — vg) — 0.
D’ou le caractere adjacent de ces suites.

Par sa définition, ona M (z,y) = M (%, VIYy) =M (y'gT, VIZ) = M(y, z).
M est bien symétrique. Ensuite, si on pose uj = tz et v = ty, alors on peut
prouver par récurrence que u, = tu, et v, = tv,. Ainsi, la limite commune de
(ul,)n et (v),)n vaut t fois celle de (up)n et (vp)n @ M(tz,ty) = tM(z,y). Enfin,
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on a déja prouvé l'inégalité grace au caractere adjacent des deux suites, reste le
cas d’égalité. S’il y a égalité, alors en particulier 'une des deux suites (uy, ), ou
(vn)n est stationnaire. El s’ensuit que z et y son égaux car on aurait ‘Zﬂ = /1Yy
(ce qui induit M =0).

Pour I'intégrale elliptique, voire ici.

25.7 Suites
Exercise 25.13. Soit (u,), € [0,1]N vérifiant que Vn, (1 — up)upyy > /4.

Montrez que u, — /2 quand n — +oo.

Or comme ¢ € [0, 1], par Panalyse du polynéme (1 — X)X, on obtient que ¢ %

est la seule valeur possible.

Exercise 25.14 (Solution). Si (uy), converge vers ¢, alors on a (1 — ()¢ > 1.

Reste a prouver la convergence. On
sait que (up), est minorée par 0. En
outre :

= (2 = u)’

Up(l —u,) =
< 1/4 < un+1(1 - un)

Comme 1 — u, > 0, on obtient
que (uy), est décroissante. Ainsi, elle
converge.

25.8 Suites

Exercise 25.15. Soit (uy,), une suite de réels positifs. Montrez que si (%)
" /n

converge vers /£, alors (,’ﬂ/un)n converge aussi vers {. Etudiez la réciproque.

Appliquez avec les suites (uy,), € {( v (2711)) ; ( ”n'> ; (7112 v/ (i",)') }

Exercise 25.16 (Solution). Ou bien on revient aux suite de Césaro en appli-
quant le logarithme, ou on refait la démonstration comme il suit (ici £ > 0, on
laisse le lecteur faire le cas £ = 0).

Soit e > 0et N tel queVn > N,{—¢c < % < £+e¢. On a alors par produit :

un (0—e)"N <wup, <uy (0+¢)"N. En passant A la ¢/~ on obtient :

u}\{n (g_é_)l—N/nS WSU}V/H (€+€)1—N/n

Par encadrement et passage a la limite, on obtient I'existence d’un N tel que
Vn > N,{—2e < u, <L+ 2. Ainsi, Yu, — £ quand n — +o0.
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La réciproque est fausse, on peut par exemple créer la suite suivante : on
prend a, b deux réels positifs différents, ug =1 et

Up4+1 = AU, S N Impair
Up4+1 = bu, si n pair

Alors, (—“u“) ne converge pas (cela vaut alternativement a puis b), alors
n
n

que %/iz, = Vab et 2n/igy 1 = a?TbIET = \/ab, d'o /iy, — Vab.

2n
n

2
Pourun:(:),ona%:?—jf%él,donc Y (

) — 4 quand n — +o0.

n"

nl?
|

_ (3n)! Unt1 _ 3(3n+2)(3n+1) 1\—2n 27 1 n/(3n)!
Pour u, = ;5.;,0n a = i) (1 + n) — 25, donc 5 4/ —
27
<L quand n — 4o0.
€

_ Untl _ 1\ n_
Pour u,, = on a — *(1+n) — e, donc W%equandn%Jroo.

25.9 Suites

Exercise 25.17. Trouvez un exemple de suite (u,) € RY divergente telle que
Vk € N\{1}, (ugn)n est convergente.

Exercise 25.18 (Solution). On définit la suite (uy), par u, = 0 si n n’est pas
premier, et u, = 1 pour tout p premier (on pourra noter (1p(n)),). Dans ce
cas, (Uugn)n est nulle pour n > 2, donc Vk # 1, ug, — 0. Cependant, (uy), ne
peut converger car elle posséde une suite extraite (u,)pep qui tend vers 1. Elle
a donc 2 valeurs d’adhérence.

25.10 Suites

Exercise 25.19. Soit (u,), une suite de [0,1]N avec u; = 1 qui vérifie que
pour tout n, 2u, est inférieur & au moins la moitié des termes uq, uo, ..., Up_1.
Montrez que u,, — 0.

Exercise 25.20 (Solution). Aprés quelques expérimentations sur les premiers
termes de la suite, on se rend compte qu’on doit pouvoir prouver que Vn,Vk >
2™ ug < 1/27. Cela se montre efficacement par récurrence.

Supposons que cette propriété soit vérifiée pour un n fixé. Soit k > 2n+1
on sait que 2uy est inférieur a au moins [%W termes des uq, ..., ur_1. De fait,
2uy, est inférieur & au moins 2" termes (car k > 2"t1) et 'un d’entre eux est
nécessairement un terme d’indice > 2™ (sans quoi on aurait 2" nombres entre 1
et 2" — 1). Ainsi, par hypothése de récurrence : 2uy < 1/27, puis : ug < 1/ontt,

Finalement, on a montré que (u,), est majorée par la suite (vy,), définie
par : Vn,Vk € [27,2" 1, v;, = 1/27. Cette suite tend évidemment vers 0, et donc
uy aussi. Pour le voir, soit on peut montrer que Ve,dN,Vn > N,0 < v, < ¢,
soit on peut voir que (vy), est une suite décroissante minorée (par 0), donc

convergente ; et que sa suite extraite (ven), = (1/2),, tend vers 0.
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25.11 Suites

Exercise 25.21. Soit une suite (uy, )y, on définit (v,), par : v, = #(ul +
2ug + 3uz + ... + nu, ). Montrez que si (uy,), converge, alors (vy,), aussi. Que
pensez-vous de la réciproque 7

Exercise 25.22 (Solution). Soit ¢ la limite de (uy),. On étudie v, — ¢ :

n

n+1 1
Un — - E—E;k(uk—ﬁ)

On applique alors la méme méthode que afin de démontrer le théoréme de
Césaro, et on va montrer que v, — ”—HE — 0, c’est-a-dire : v, — ¢/2.
Soit € > 0, et N tel que Vn > N, |un — /| < e. Ainsi, pour tout n > N assez

grand :

) Zk ug — 1)

£ n+1)
<ﬁ2k|uk—€§—2;\[ <e

D’autre part, # Zszl kE(ug, —£) — 0 quand n — 400, donc a partir d’un

certain rang Ny > N, on a Vn > Ny, # Zszl k(ug — E)‘ < ¢. Finalement :

N

k=1

n+1
n

Vn > Ny, < 2e

Un —

Zkuk—ﬁ

4<

De fait, v,, — "Q—fllé — 0 et v, — ¢2.

La réciproque est fausse, comme celle du théoreme de Cesaro : la suite
(un)n = (1,0,1,0,...) ne converge pas, mais on a :

1 " 1 n+1]? 1
w=lr D knﬂan

k=1,k impair

25.12 Suites

Exercise 25.23. Soit (u,), une suite de [0,1]Y avec u; = 1 qui vérifie que
n, uo, < i ZZ:1 ug et ugp41 = Ugy. Montrez que u, — 0. Non résolu!

Exercise 25.24 (Solution). Une telle suite (uy,), est majorée par la suite qui
vérifie v1 = 1 et Vn,vg, = % Z:l Uk et Vap41 = va,. On peut majorer cette
suite par plateau. On définit la suite (h,), par hg = 1 et hy, = 2% Z;S 2k h..
On va montrer par récurrence que Vn,Vk € [27,2" [ vy < h,,. Cette propriété
est bien vérifiée pour n = 0. Supposons qu’elle soit vérifiée pour tous les n < N,
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alors soit j tel que 25 € [2V,2N¥F1[ et on a, en remarquant que toutes nos suites
sont positives :

1< 1 =
v2j = 52 S o
k=1 p=0 ke[2pr,2Pp+1]

1 1N
v < 5y Y 2hy = hy
p=0

Comme vy;11 = v25, on a bien I’hérédité de la propriété sur N et ainsi :
Vn,Vk € [27, 2" vy, < hy,. Reste & montrer que h,, — 0 quand n — +oo.

25.13 Suites
Exercise 25.25. Soit a,b € R% et (uy)n, (vn), définies par ug = a, vo = b et :

Up+1 — un;l"un
Un+1 = 4/Un+1Un

Soit o = arccos 3. Montrez que u, et v, sont adjacentes avec comme limite
commune bs‘no‘

Exercise 25.26 (Solution). Montrons par récurrence que Vn, v, = b[[}_, cos
et u, = vy cos 5.

L’hypotheése est bien vérifiée en n = 0. et si elle est vérifiée au rang n, alors
(notons que cos g2t >0 :

e
2F

5

a
(vn + v, cos —) = v, COS ot

2TL
a
Un+1 = 4/Un+1Un = Up COS ot

Grace a la seconde ligne ci-dessus, on en déduit la formule voulue pour wu,.
L’hérédité s’en suit.

DN | =

Un+1 =

Ensuite, on a v"“ = cos guyr < 1, donc (v,), est décroissante. Par ailleurs :
Uni1  Upy1 COSO/2ntl cos?ofortt 1 1 . 1(1 L1 =1
U, v, coselm  cosajen 2 cos /2" 2 N

Donc (uy), est croissante et (v,), décroissante avec Vn, u, < v, (car
cos 5 < 1). Ces deux suites convergent donc (u, est majorée par vy et in-
versement) : u, — fy et v, — £,. Or : £, = limv, cos 5w = £, x 1. Les deux
suites sont bien adjacentes.

Reste a déterminer la limite de (v, ),. C’est un exercice classique : comme

in a/2k-1 . , .
oS 5 = %, le produit dans la formule de v,, est télescopique :
. . . -1
sin @/2k—1 sin o bsina (sina/2r
vn:bHcos —bII —b2. =
2 sin @/2* 22ginafon « afon

sin «/2n

Quand n — 400, on a ¢/2~ — 0, donc o 1 (c’est la dérivée de
x — sinz en 0).
Finalement : u,, et v, tendent vers

sin o

quand n — +o0.
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25.14 Suites

Exercise 25.27. Soient (uy), et (v,), deux suites réelles positives avec u, ~
vp. Soient U, = Y7 _uk et V,, = > 1_, vg. Montrez que si V,, — 400, alors
U, ~V,.

Qu’en est-il des autres notations de Landau? (Montrez que U,, = o(V},) si
un, = o(v,) et U, — +oo, alors U, = o(V,) et idem pour O, attention, ici
U, — 400, pensez & trouver des exemples dans les autres cas.)

Exercise 25.28 (Solution). Cet exercice est traité dans son entiéreté dans le
cours de convergence des séries en fin d’année ou en Spé. Seule la solution de la
premiére partie (divergence + équivalence = équivalence des sommes partielles)
sera détaillée ici.

Soit € > 0 et ng tel que :

Yn > ng, (1 —e)v, <up < (14¢)v,

Remarquons que U,, = Zzozgl ug + 220261 uy et idem pour V,,, donc, pour
tout n > ng :

n no—1 n no—1
(1—¢) Z vk + Zukﬁ U, <(1+4¢) Z vk + Zw
k=ng k=0 k=ng k=0
no—1 no—1 no—1 no—1
A=eWVo—(1=2) > we+ > u< Uy SA4)Vu—(1+8) D vt Y w
k=0 k=0 k=0 k=0
1 no—1 no—1 Un 1 no—1 no—1
(1—5)—7n ((15) ;vk+ ];)1%) < V. §(1+€)77n ((1+5) ];JvkwL kZOUk>

Or V,, — 400, donc, & partir de ni (> ng) :
Un
Vn>ng, (1—¢)—e< v <(l4¢e)+e
Cela prouve que Un /v, — 1, et donc que U, ~ V.

25.15 Suites

Exercise 25.29. Soit 2,y € R% et (uy)n, (vn)n définies par ug = x, vo = y et :

— UntUn

Up+1 = n2 “
1 _ 17 1
Un41 Un, Un

Montrez que u,, et v, sont adjacente et convergent vers une limite commune
VZY.
Exercise 25.30 (Solution). Avant d’attaquer ’exercice, redémontrons 'inéga-
lité des 3 moyennes :

1 Tz+y
M4 0, — < < —=
z,y # 0, 1/w+1/y_\/x <
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On a oy — (”%'y)2 =1 (dzy — 2% — y* — 2zy) = (2 + y)?, donc I'inégalité

de droite est vérifiée.

De surcroit, W =% (I% + y% + m%) = ﬁ (2% + y? + 2zy). Donc

W > 1 équivaut a 22 + y? + 2zy > 4y, c’est-a-dire (z —y)? > 0, ce qui
est le cas. Cela prouve l'inégalité de gauche.
Terminons par remarquer que :

1 T+y
,/xy:\/l/x_’_l/y X 2

Commengons par prouver par récurrence que Vn, 0 > v, < u,. Cela mon-
trera qu’il n’y a pas de probléme de définition pour v,. C’est vrai au rang 0 et,
si cela est vrai au rang n, alors les suites sont bien strictement positives au rang
n et les inégalités entre les 3 moyennes donnent bien v,11 < Upy1-

En outre, (u,), est décroissante car, grace a v, < u,, on a :

_ Up + Uy <un+un .
Up4+1 = >~ = Up

2 2
De plus, v,, est croissante car :

1 S 1
Unt+1 = > =
nt Y + 1o, = Yo + 1o,
Ainsi, les suites u,, et v, sont convergente (u,, est décroissante minorée par

vp et inversement). Disons que w, — ¢, et v, — £,. Regardons ce que cela
signifie pour (uy, )y

Un

Ainsi, £, = ¢, et les suites sont adjacentes : elle convergent vers une limite
commune £.

Enfin, la derniere remarque sur I'inégalité des 3 moyennes nous indique, par
une récurrence immédiate, que Vn, \/u,v, = y/zy. En passant a la limite :

V2 = J/zy done £ = /Ty car les suites sont positives.
Y Y p

25.16 Suites

Exercise 25.31. Soit une suite (v,), qui tend vers 0 et telle que v, + vy, =
o (1/n). Montrez que v, = o (1/n) en montrant d’abord que :

p
Vp7na |1)n| < |U2P+1n‘ + Z |’02"'n + v2k+1n|
k=0

Exercise 25.32 (Solution). Par une somme télescopique, on a :

P

vPan7 Up + (71)pv2p+1n = Z(fl)k (U2kn + 'U2’°+1n)
k=0
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Donc en appliquant 'inégalité triangulaire, on trouve 'inégalité souhaitée :

p
Vp,m, |vn| < |U2p+1n‘ + Z |02kn + v2k+1n|
k=0

Ensuite, soit £ > 0 et ng tel que pour tout n > ng, |v, + ve,| < % Des lors,
pour n > ng fixé et p quelconque :

P

P
€ 2e
Z|U2kn+v2k+ln| < Zﬂ < o
k=0 k=0

En outre, comme v, — 0, on sait que pour p suffisamment grand, |vop+1,| <
£ (on a fixé n juste avant). Dés lors, comme notre inégalité est vérifiée pour
tout p, on a en particulier :

Yn > ng, nlu,| < 3¢

Ce qui montre que v, = o (1/n). Cela aurait fonctionné pour n’importe quelle
suite u,, avec le méme raisonnement : v, — 0 et v, +va, = o(u,) = v, = o(uy).

Par contre, on ne peut pas se débarrasser de ’hypothese v,, — 0. Le lecteur
est invité a trouver des exemples ainsi qu’a étudier ce qu'on peut dire quand
U + V2, = O(uy,) et ce qui se passe quand v,, — +00.

25.17 Suites

Exercise 25.33. Montrez que toute suite log-concave positive est unimodale.
Log-concave : Vk,Inay > %(ln ak—1 + Inag41) soit a% > Qp—10k+1-
Unimodale : Un seul mode, ie croissante puis décroissante.

Exercise 25.34 (Solution). Si (a)r n’est pas unimodale, alors elle possede un
minimum local, disons en 7 : a,_1 > @, < @pyq OU Ap_1 > G > Gpyq. Des lors,
a? < a,_1a,11, donc (a)x n’est pas log-concave.

25.18 Suites, Coefficients binomiaux

Exercise 25.35 (Identité de Cassini, Théoréme de Singmaster). Soit F,, le n-
ieme nombre de Fibonacci (Fop =0, Fy = 1, F,, 4o = F,,41 + F,,). Montrez que
n—1
sz (”_]k“_l) = F,. Montrez l'identité de Cassini : F}, 1 Fy,_1 = F2 +(—1)".
Montrez que, pour n pair, (F}fjf;n_l) = (Ffff;:ﬂ). En déduire qu’il y a au

moins 6 coefficients binomiaux valant A,, = (F };F "Ll;l)
n— n
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n—1
Exercise 25.36 (Solution). Notons G,, = IE A ) On a:

Gi=1
G =1
\_W'_QJ L—lj
2 n—k_2 2 n—k_]_
G“+G:Z( k )+Z< k )
k=0 k=0
LHTJJ Lngljfl ]
n—k—2 n—0-1 n—]—2)
= i n -
k:O( k ) ( 0 > j;) < j+1
[25=)-1
- Ln22J n—Fk—-1 n—0-—1
= (\_TLZQJ npa1r+ Z bl + 0
3] ,
n_k 5e . 1
= < i ) en changeant l'indice k' =k + 1
k'=0

Ainsi, G,, a la méme formule de récurrence d’ordre 2 que F,, et coincide avec
elle sur 2 valeurs : les deux suites sont égales.
La somme de G,, correspond a la somme sur les diagonales du triangle de

Pascal.

Posons A, = Fp,1F, 1 — F2. On a:
Apy1 = FooF, — FL+1
= (Fy + Foy1)F, — F2,,
:F3+Fn+1(Fn *Fn-&-l)
=F?—F,1F,
= A,

Or Ay =1x0—-1= -1, donc A, = (—1)" par récurrence immédiate, ce
qui est l'identité de Cassini.
Posons ensuite A, = (F};ffﬁ,:l) et B, = (Ffj'if::il) et regardons grace a

Pexpression factoriel des coefficients binomiaux (grace a F, 11 — F,,_1 = F,,) :

B, (FoFnt1)! (Fro1Fp)! (FpoFpt1—1—F,_1F,)!

_ = X X

Ay~ FnFrr — 11 Faa B — 11 (FaFoer — (Faa P — 1))!
1

(FnFn+1 - Fn—an + 1)(FnFn+1 - Fn—an)

= FnFn+1 X anan X
_ Fn+1Fn—1
F2+1

On en déduit donc que A, = B,. Des lors, A, est exprimé par les trois
3 3 3 An FrLFn+1_1 FnFrL+1 H H H
coefficients binomiaux ( 1 ), ( Ry ) et ( oy ), ainsi que par les trois

=1 identité de Cassini car n est pair
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coefficient binomiaux obtenus en symétrisant ceux-ci : il y a au moins 6 coeffi-
cients binomiaux valant A,. Remarquons que, pour n = 4, A, = 3003 et il y
a 8 coefficients binomiaux valant A,,, ¢’est le nombre qui possede le plus grand
nombre d’occurence parmi les coefficients binomiaux (testés jusqu’a 248).

26 Théorie des ensembles

26.1 Théorie des ensembles

Exercise 26.1. On appelle différence symétrique 'opération suivante, notée A,
entre deux ensembles A et B :

AAB = (AU B)\(AN B)

Montrez que la différence symétrique est commutative et associative. Pensez a
dessiner !
Dispose-t-elle d’un élément neutre ? D’inverses pour certains éléments ?
(Est-ce que la différence symétrique se distribue sur I'union ? l'intersection ?)

Exercise 26.2 (Solution). Le calcul est trés casse-pied, mais vous pouvez faire
un dessin !

Le justifier proprement est formateur, et je ne vous mécherai pas le travail
en le faisant ici. Il s’agit de vérifier que AAB = BAA (commutativité), puis
(AAB)AC = AA(BAC) (associativité), puis AAD = A (élément neutre : (), et
enfin AAA = (inverse : A=! = A).

Ici, il faut trouver que :

AA(BUC) = (AAB) U (AAC)
AA(BNC) # (AAB) N (AAC)
AU (BAC) # (AUB)A(AUC
AN (BAC) = (ANB)A(ANC

26.2 Théorie des ensembles

Exercise 26.3. Soient E un ensemble, et (A;)icr, (Bi)ier deux familles de
parties de F indexées par un ensemble I. Montrez que :

i€l XeP(I) \ieX i€\ X

Exercise 26.4 (Solution). Soit j € I et X C I. On va montrer que (A;NB;) C
(UiGX AU Ui¢x Bi)'

— Sije X, alorsona: (4;NB;j) CA;C (UiEX A; UUiex Bi).

— Sij¢ X,alorsona: (4;,NB;) C B; C (UieX A; UUi¢X Bi)-
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Finalement, on a bien :

Uwins)c N (U AU UB¢>

iel XcI \ieX i¢X

Etudions l'inclusion réciproque. Pour X = @ puis X = I, on obtient :

N (U A; U UB,;) C (UBl) n{U4 ] = @nB)
XCI \ieX igX el JeI i,5€l

Or si ¢ # j, on peut construire X € P(I) tel que i ¢ X et j € X. Si
x € (A;NBj) et x ¢ Ay (pour k # i), x ¢ By (pour k # j), alors = ¢
(UkeX AL U Uk¢X Bk). Ainsi, on obtient bien :

U“ine) > N (U A;U UBZ->

el XCI \ieX ¢ X
On a finalement 1’égalité souhaitée.

26.3 Théorie des ensembles

Exercise 26.5. Soit F/ un ensemble. On définit la fonction indicatrice de A C F,
notée 1 4, par Vo € E,14(z) =1si z € A, = 0 sinon.
Soient A, B C E. Exprimez, en fonction de 14 et 1p : 14, 1aus, 1ans,
Ta\p et Tans.
Démontrez que 14 = 1 si et seulement si A = B.
Démontrez ainsi que : N et distributif sur A ; que A est associatif, etc.
Exercise 26.6 (Solution). On a :
Iy =1-14
— Tanp = 1415p.
— Lavp=1a+1p—1alp.
— Tap=1a(1-15).
— laap=14+1p —2141p.
Sily =1p,alorssiz € A, ona la(z) =1, donc 1p(z) =1, donc x € B,
on a: A C B. Par symétrie, on a A = B. La réciproque est évidente.
On montre que les fonctions indicatrices de AN(BAC) et de (AAB)N(AAC)
pour en montrer I'égalité. Or on a (on utilise 1% =1 4) :

Tanac) = lalpac = 1a(lp+lc—21plc) = Lalp+lalc—2(14lp)(1alc)

Ainsi, 1anBac) = LanB)a(anc), ce qui montre la distributivité de N sur A.
De méme :

]lAA(BAC) =14 +1g+1g 2141 — 2141 — 21l + 41 4151 ¢

On obtient une formule symétrique, on en déduit que A est associative.
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27 Théorie des groupes

27.1 Théorie des groupes

Exercise 27.1. Soir G un groupe. Soit X un ensemble et ¢ : G x X — X qui
vérifie : Vo € X, p(e,x) =z et Vg, h € G,Vz € X, 0(g,p(h,x)) = ¢(g* h, x).

On note ~¢ la relation binaire sur X : g € G,y = ¢(g, ). Montrez que ~¢
est une relation d’équivalence.

Exercise 27.2 (Solution). ¢ définit ce qu’on appelle une action de G sur X.
1. On a x ~g x car p(z,e) = x.

2. Siz ~¢q y, alors il existe g € G tel que y = ¢(g,x). Dans ce cas, on a
elo7hy) = vl wlg,2)) = p(g~ " xg, 2) = (e, x) = z, d'ott la symétrie.

3. Siz ~g yety ~g z alors soit g, h € G tels que y = ¢(g,x) et z = p(h,y),
alors p(h* g,2) = @(h, o(g,2)) = p(h,y) = z. Ainsi ~¢ est transitif.

On a bien une relation d’équivalence.

En réalité, on connait déja plein d’actions de groupe. Par exemple, I’action du
groupe des rotations de I'espace qui laisse inchangé un cube ou un tétraedre sur
les sommets de ce dernier ; ou l’action du groupe des permutations sur [1,n]; ou
Paction du groupe des translation (ou de quelque transformations géométriques
que ce soit) sur les points du plan.

27.2 Théorie des groupes

Exercise 27.3. Soit G un groupe et ¢ : G — H un morphisme de groupes.
Montrez que Ker ¢ est distingué dans G.

Exercise 27.4 (Solution). On doit montrez que Vg € G,z € Ker ¢, g *

Ker . Or, on a avec ces notations :

xrg €

1

o(g7'zg) = p(g)~"

o(x)e(g) = ¢(9) 'elg) = en

On a utilisé p(x) = ey. Ainsi, g~ lzg € Ker ¢. Ker ¢ est bien distingué dans
G car c’est un sous-groupe de G stable par conjugaison.

27.3 Théorie des groupes

Exercise 27.5. Sur |—1, 1], on définit une loi x par V(z,y) €]—1,1[, zxy = %
Montrez que (] — 1,1[, %) est un groupe abélien.
Que pensez-vous des autres moyennes ?

Exercise 27.6 (Solution). 1l s’agit de la moyenne harmonique : ﬁ = % + %

La loi est interne (car % + i > 1 pour z,y > 1), commutative, d’élément
neutre 0, d’inverse —z, et associative car :

1 1 1 1 1 1

(xxy)*xz xxy 2z T Yy =z
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La derniére expression est symétrique en x, y, z donc la loi est associative.
On a bien un groupe abélien.

On peut faire de méme avec la moyenne (arithmétique) : z xy = ‘T/TW; la
moyenne géométrique : xxy = /Ty ; la moyenne quadratique : zxy = ””2;”42 ;

et la moyenne arithmético-géométrique.

27.4 Théorie des groupes

Exercise 27.7. On sait que 3+3+3+3+3 =3x5et 3x3x3x3x3 =35 On
dit que la multiplication est I’opération itérée de I'addition, et que la puissance
est opération itérée de la multiplication.

Définissez et étudiez I'opération dont I'addition est I'opération itérée (oui,
elle existe!).

Exercise 27.8 (Solution). On note cette nouvelle loi Q. On veut calculer
xQy pour z,y € N. Attention, O n’est pas associative. On considére que
((... (292) Qz)..0x) Oz =  + n ot n est le nombre d’occurrences de x dans le
membre de gauche.

Des lors, x0z = x4 2, puis (z+2)0z = (2Qz)Ox = x + 3, et ainsi de suite :
(r+k)Qr =2+ (k+1) pour k > 2.

On connailt déja beaucoup de valeurs de 2Oy, on peut conjecturer une for-
mule générale, par exemple : ©Qy = max(z,y) + 1. Vérifions que cela fonc-
tionne : ((... (0z) Vx)...0z) Oz = x + n est bien vérifié. La loi ainsi défi-
nie est commutative mais pas associative (car 00(003) = 004 = 5 alors que
(000)03 =203 = 4). Il n’y a pas d’élément neutre.

On aurait pu faire d’autres choix pour une loi générale, par contre, elle
n’aurait pas été associative, car sinon, on aurait pu écrire : x = 1019...01 avec
z —1 fois 1; puis 20z = (19..01)Q(10..01) =1+ (x - 1)+ (x — 1) Zz + 2,
en se débarrassant des parenthése grace a ’associativité.

Il ne peut pas non plus y avoir d’élément neutre (ni & droite, ni & gauche)
car sinon eQe = e. Or on sait que 2Oz = = # z pour tout x. (La recherche
d’inverse est hors de propos.)

Reste la commutativité : peut-on définir des lois qui qui ne soient pas com-
mutatives mais respectent ((... (zQx) Qx)...0x) Oz = 2 + n? Oui, on peut par
exemple simplement prendre 0 pour toutes les valeurs de zQy qui ne sont pas
imposées par la reégle (a savoir (z 4+ 1)Qz = 0 et 20y = 0 pour y < z). Cela
donne une opération qui "précede I'addition" et qui n’est pas commutative.

N.B. : On aurait pu choisir un autre parenthésage pour discuter de la non-
associativité. Chaque parenthésage donne possiblement une loi différente (ou
bien n’admet aucune loi).

27.5 Théorie des groupes

Exercise 27.9. Soit H un sous-groupe de G tel qu’il existe g € G tel que :
G=HUgH et HNgH = (. Montrez que H est distingué dans G.
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Exercise 27.10 (Solution). On doit montrer que Vo € G,h € H,zhz™! € H.
On fixe g € G tel que HUgH = G et HNgH = 0.

Si € H, alors on a évidement xhx~! € H car H est un groupe. Sinon, il
existe ' € H tel que x = gh’. On a alors :

wha~! = gh'hh/~1g™!

Or, si le dernier élément appartient & gH, alors il exite h” € H tel que :
iy -1
gh'hh/~tg=t = gh” ; d’oti: g = (h” (R'RR'~T) 1) € H. Or cela est impossible

car g = g.e € gH et gH N H = (). Ainsi, gh’hh/~'¢g~! € H, et finalement H est
distingué dans G.

27.6 Théorie des groupes

Exercise 27.11. Sur R?, on définit une loi % par :
2 ' .
V((z,y), (2", y)) € (R?), (,y) x (¢',y') = (Hﬂc’,yez +ye )

Montrez que (Rz,*) est un groupe non abélien. Trouvez les application f dé-
rivables sur R telles que {(z, f(z)), € R} soit un sous-groupe de RZ.

Exercise 27.12 (Solution). La loi est :

1. Interne : c’est évident.

2. Associative : [(z,y) * (2,1)]x(u,v) = (x+2+u, (ye*+te *)et +ve ¥ %) =
(T + 2 +u,ye* T + (te* +ve ?)e %) = (x,y) * [(2,t) * (u,v)]

3. Elément neutre : (0,0), il suffit de vérifier.

4. Inverse : (z,y)~! = (—x, —y), il suffit de vérifier.

5. (Non-)commutative : (0,1) x (1,0) = (1,e~1) alors que (0,1) % (1,0) =
(1,et1).

On obtient bien un groupe non-abélien.

Si {(z, f(x); 2 € R} est un sous-groupe de R? pour cette loi, avec f dérivable,
alors :

Vo,y € R, f(z +y) = f(z)e! + f(y)e™ "

On en déduit tout d’abord que f(0) =0 (car f(x +0) = f(z) x 1+ f(0)e™®
pour tout x). Ensuite, si on dérive par rapport & y, on obtient :

Vo, y, f'(x+y) = f(x)e! + f'(y)e™™

En particulier, en y = 0 : f'(z) = f(z) + f'(0)e~*. Cela veut dire que f est
solution du probleme de Cauchy :

{ £(0)=0,f(0) =
f e f=pe?
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On obtient ainsi I'existence de A € R tel que f(x) = Ae® — §e™*. D’apres la
condition initiale, on a : 2\ — pu = 0.

Réciproquement, toute les fonctions g : x — asinhz, avec o € R, vérifient
Vo, y,g(x+vy) = g(x)e? + g(y)e™*, et donc {(x, g(z); x € R} est un sous-groupe
de R? pour *.

27.7 Théorie des groupes

Exercise 27.13 (Groupe de Grothendieck). Un monoide commutatif (M,+)
est un ensemble doté d’une opération qui est interne, associative, commuta-
tive et posséde un élément neutre. On définit ~ la relation binaires sur M?2
par (a,b) ~ (a',bV) & Ik € M, a+ b +k = d + b+ k. Montrez que ~ est
une relation d’équivalence (il faut penser (a,b) comme “a — b” mais unique-
ment formellement). Attention, toute soustraction est interdite, toute
simplification est interdite, mais la commutation est autorisée.

Soit G(M) Pensemble des classes d’équivalence de M pour ~. Soit (a,b) et
(¢,d) deux représentant de classe, on pose (a,b) x (¢,d) = (a + ¢, b+ d). Vérifiez
que l'opération est bien définie et montrez que (G(M),*) est un groupe abélien
(le groupe de Grothendieck, notamment G(N) = Z).

Soit H un autre groupe et f : M — H un morphisme de monoides com-
mutatifs (un morphisme qui envoie le neutre sur le neutre et respecte les lois
des monoides). Montrez qu’il existe un unique morphisme de groupe (abéliens)
g:G(M) — H qui étend f (au sens ou g(a,epr) = f(a) pour tout a € M).

Exercise 27.14 (Solution). La relation ~ est :

e Réflexive : (a,a) ~ (a,a) car, pour k = ep I’élément neutre, on a : a +
at+k=a+a+k.

e Symétrique : Si (a,b) ~ (da’,V'), alors, quitte & échanger le membre de
droite et celui de gauche, il existe k tel que : ' + b+ k = a + bV + k,
c’est-a-dire que (a’,b') ~ (a,b).

o Transitive : Soient (ag,bp) ~ (a1,b1) et (a1,b1) ~ (az,bs). Soient ki, ks
tels que ag + b1 + k1 = a1 +bg + k1 et a1 + by + ks = as + b1 + ko. En
posant k = by + k1 + a1 + ka2, on a alors (ag,bg) ~ (az,bs) car :

(L0+b2+k = (a0+b1+k1)+(b2+a1+k2) = (a1+bo+k1)—|—(b1+a2+k2) = a2+b0+k

Pour montrer que la relation est bien définie, il faut vérifier que, pour ¢, d €
M fixés et tout (a,b) ~ (a’,'), on a bien (a,b)* (¢, d) ~ (a’,b’)* (¢, d). Soit alors
ke M tel que a+b' +k =a'+b+k, on pose K = k, et on a, par commutativité :

(a+c)+ W +d)+K=(@+c)+(b+d) +K

Maintenant, x sur G(M) hérite de I’associativité, de la commutativité et du
caractere interne de + sur M puis sur M x M. Reste a trouver 1’élément neutre
et les inverses. L’élément neutre est la classe de (epr, epr), qui est celle de (a, a)
pour tout a € M. En effet, pour tout a € M,onaa+ey +k =ep +a+k avec
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k = enr, done (a,a) ~ (enr, enr). Il s’agit de I’élément neutre car pour tout (a,b)
représentant une classe de G(M), on a : (a,b) * (ear,enr) = (a+ep,b+ep) =
(a,b) = (ear, enr) * (a, b).

Maintenant, pour (a,b) représentant une classe de G(M), son inverse est la
classe représenté par (b,a). En effet, on a :

(a,b) x (b,a) = (a+bb+a)=(a+b,a+b) ~ (en,en)
Ainsi, G(M) est bien un groupe.

Maintenant, soit f : M — H un morphisme de monoide (la seule chose
interdite est de dire que f(—a) = —f(a)). On peut définir g : G(M) — H par
(rappel, dans H, les soustractions sont autorisées) :

9((a,b)) = f(a) = f(b)

Il faut vérifier que cette application est bien définie (qu’elle ne dépend pas
du représentant (a,b) choisi) et que c’est un morphisme de groupe. Pour la
définition correcte, on constate que si (a,b) ~ (a’,b'), alors posons k € M tel
que a’+b+k = a+b'+k. Alors, comme f est un morphisme : f(a’)+f(b)+f(k) =
fla)+ f(V')+ f(k). Or H est un groupe, et I’égalité précédente est dans H, donc
on peut simplifier f(k) & droite :

9((a,b)) = f(a) = f(b) = f(d') = (V') = g((a', 1))

En outre :

9((a,b)x(c, d)) = flat+c)=f(b+d) = (f(a) = f(b))+(f(c) = f(d)) = g((a, b)) +9g((c, d))

9((b,a)) = f(b) = f(a) = =(f(a) = F(b)) = —g((a, b))
Ainsi, g est bien un morphisme de groupes (abéliens), qui étend f au sens
ol, pour tout @ € M, on a g((a,en)) = f(a) car flenm) = en.
Si un autre morphisme de groupe h : G(M) — H étend f, alors on a
h((a,enr)) = f(a), donc, comme h est un morphisme, h((epr, b)) = —h((b,en)) =
f(a). Des lors :

h((a, b)) = h((a, enr) * (ear; b)) = h((a, ear)) + ((en,0)) = f(a) = f(b)

Le morphisme g : G(M) — H est bien 'unique morphisme de groupe qui
étend f: M — H. Ce type d’extension s’appelle une propriété universelle en
théorie des Catégories.

27.8 Théorie des groupes

Exercise 27.15. Soit H un sous-groupe de G tel qu’il existe g € G tel que :
G=HUgH et HNgH = (. Montrez que H est distingué dans G.

En déduire que A,, est le seul sous-groupe de taille %’ dans S,,, on utilisera
pour cela le fait que la signature est le seul morphisme de groupe S,, — {—1;1}
non trivial.
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Exercise 27.16 (Solution). Cf ?7.

Soit H un sous-groupe de G = §,, de taille %’ Soit g¢ H.OnagHNH =10
car si gh € H, alors g € h™'H = H. On a aussi #¢gH = #H car x — gz est
une bijection sur G, donc H U gH = G. Ainsi, on peut définir le morphisme
¢: G — {—1;+1} tel que ¢(g) = —1 et ¢(h) = +1 pour tout h € H. On peut
vérifier que c’est un morphisme par disjonction de cas. On a en plus H = Ker ¢.
Comme la signature est le seul tel morphisme, on obtient bien que H = A,,.

27.9 Théorie des groupes

Exercise 27.17. Soit G un groupe. Soit ~ la relation sur G définit par : = ~
y < 3dg € G, y = grg~'. Montrez que ~ est une relation d’équivalence. Montrez
que cette relation est trivial pour un groupe commutatif.

Soit ¢, : G — G lapplication z — gzg~'. Justifier Pappellation automor-
phisme "intérieur". Montrez que ¢4 © ¢, = tgp €t te, = Idg, donc Lg_l =14-1. En
déduire que ¢ : g — ¢4 est un morphisme de groupe, de G vers Aut(G), le groupe
des automorphismes de G. Pour ¢ € Aut(G), montrez que ¢ oty 0 ¢ = 144 et
en déduire que Ime est distingué dans Aut(G).

Exercise 27.18 (Solution). La relation ~ est :
e Réflexive : x = ereal.
e Symétrique : si y ~ x, alors soit ¢ € G tel que y = gxg~'. Alors y =
g 'z (g_l)_l. Org~!' e @G, doncz~y.

e Transitive : si # ~ y et y ~ z, soient g et h tels que y = gxg~ ' et
z = hyh~t. Alors z = (hg)z(hg)~!, donc x ~ z.

Donc ~ est bien une relation d’équivalence.

Soit z € G, alors : vy 0ty (z) = g(hah™) g™ = (gh)x(gh)™' = tyn(z). Donc
on a bien iy 0ty = Lgh.

En outre, o, (7) = egreg' = x = Idg(w).

Des lors, 140 ty—1 = te, = Idg, et symétriquement. Donc L;I =lg-1.

Ainsi, application ¢ est un morphisme de G vers Aut(G).

Soit maintenant ¢ € Aut(G) et g,z € G :

potg0¢™ (x) = Pgo~" (2)g7") = d(g)p(d™ (#))8(9) ™" = to(e) ()
Ainsi, pour ¢ € Imz et ¢ € Aut(G), on a bien ¢t € Imu : Vo €
Aut(G@), ¢ (Imu) ¢~ C Ime, c’est-a-dire que Ime est distingué dans Aut(G).
27.10 Théorie des groupes

Exercise 27.19. Soit G un groupe, on note le commutateur de a,b € G, [a,b] =
aba='b~! et le groupe dérivé DG, le groupe qui est engendré par {[a,b];a,b €
G}. Montré que DG est distingué dans G. Montrez que H := {¢gDG;g € G}
peut étre muni d’une structure de groupe (avec (g1 DG) * (92 DG) = (g192) DG),
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et que ce groupe est commutatif (on prendra le temps de vérifier que c’est un
groupe et que 'opération * est bien définie).

Exercise 27.20 (Solution). Soient g € G et h € DG. On veut montrer que DG
est distingué dans G, c’est-a-dire que ghg~™' € G. Or h peut s’écrire comme un
produit de commutateurs, commengons donc par le cas h = [a,b] : g[a,blg™! =
gaba= b~ g = (gag")(gbg~")(ga" g™ )(gb" g™ ) = [gag™', gbg™']. En fait,
plus globalement, si ¢ : G — G est un endomorphisme, alors ¢([a,b]) =
[¢(a), §(b)]. De fait, si h est un produit de commutateurs [ay, b1]...[an, by], et ¢ un
endomorphisme, ona ¢(h) = ¢([ax, b1])...¢([an, bn]) = [¢(a1), (b1)]-..[¢(an), ¢(bn)].
Ainsi, I'image d’un produit de commutateurs est un produit de commutateurs.
En particulier DG est normal car Vg € G,h € DG,ghg~' € DG en vertu du
fait que x — gzg~! est un endomorphisme de G.

On a montré que Yg € G,gDGg~! C DG. On va vérifier tout d’abord que
la loi proposée est bien définie. Cela équivaut & ce que Yg1,491,92 € G, 1 DG =
91DG = (g1 DG) * (92DG) = (¢yDG) x (92DG); ce qui revient a :Vgi, g2 €
G,h € DG, (91DG) % (92DG) = (g1hDG) x (92DG) ; c’est-a-dire Vgy € G, h €
DG, g2 DG = hgs DG ; finalement, 'opération est bien définie si et seulement si
Ygo € G,h € DG, g5 'hga € DG (ce qui est le cas).

La loi x sur H est interne et associative (par héritage de I’associativité de
la loi de groupe de G), son élément neutre est DG = egDG (o eq est 1élé-
ment neutre de G). L'inverse d’une classe est donné par la classe de l'inverse :
(gH)™' = g~ H. Ainsi, H est bien muni d’une structure de groupe (on dit que
c’est le groupe quotient de G par DG, on aurait pu parler du quotient d’un
groupe par un sous-groupe distingué en toute généralité).

Reste & montrer que (H,*) est commutatif (ici, on va utiliser qu’'on a le
quotient par DG en particulier). Soient g1,g2 € G, calculons [g1 DG, g2 DG]
(défini avec la méme formule dans H que dans G) :

(1 DG, g2DG] = (91 DG) x (92DG) % (g; ' DG) * (95 ' DG) = [g1, 92| DG = DG

La derniére égalité vient du fait que [g1,92] € DG d’aprés sa définition.
Comme DG est 'élément neutre de H,ona: Va,y € H, [z,y] = zyr~ 1y~ = ey.
C’est-a-dire : Vz,y € H,zy = yx. H est bien un groupe commutatif (c’est ce

qu’on appelle ’abélianisé de G).

27.11 Théorie des groupes

Exercise 27.21 (Groupe diédral). Dans le plan, pour n > 2 fixé, on note 7 la
rotation d’un %—iéme de tour (autour de lorigine), et o la symétrie par 1’axe
des abscisses. Soit D,, = (7,0) le groupe diédral.
Expliquez en quoi D,, "capture" les symétries du polygone régulier a n coté.
Calculez 02, 7" et oo~ !. En déduire que D,, est fini, dénombrez-le.
Déterminez le centre Z(D,,) = {p € D,, ; Yu € D, pu = up} en fonction
de n. Quand est-ce que D,, est abélien ?
Les éléments 770 sont appelés réflexzions. Montrez que si n est impair, alors

pour toutes réflexions p; et po, il existe u € D,, tel que ps = ppp~t.
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Exercise 27.22 (Solution). Les éléments 7 et o du groupe diédral corres-
pondent aux symétries fondamentales du polygone régulier a n c6té. En effet, 7
correspond a faire tourner le polygone sur lui-méme jusqu’a ce que le polygone
tourné coincident avec le polygone de départ. De méme, o correspond a ’axe
de symétrie du polygone. Le groupe engendré par ces symétries donnent toutes
les symétries du polygone.

On a 02 = id (id est I'application identité du plan, qui est ’élément neutre de
D,,) car effectuer deux fois une symétrie autour de I'axe des abscisses revient a
ne rien faire. En particulier 0! = . De la méme maniére, 77 = id car effectuer
n fois un %—iéme de tour revient a faire un tour complet (donc a ne rien faire).

Prenons un polygone régulier et numérotons ses sommets de 1 a n. le sommet
k est envoyé par 7 sur k + 1 et par o sur n — k + 1 (cf dessin). Donc :

T

PN n—k+1 S5 n—k+2 S n-n-k+2)+1=k—1

Cela s’étend a tout le plan naturellement. Finalement, o070 ~! = 77!, Cela in-
duit que o7 = 77 !0, donc si on a un élément de D,, écrit v = TP gi1ri2gI2  Tirgir,
on peut commuter les T et les o pour récrire 7y sous la forme 7¢¢?. Ensuite,
comme 7" = id et 0? = id, on peut réduire i modulo n et j modulo 2, donc
tout élément de D,, est de la forme 7°07 avec i € [0,n — 1] et 5 € {0,1}. Ainsi
#D,, < 2n. On remarque aussi que les %07 avec i € [0,n — 1] et j € {0,1} sont
deux & deux distincts (il suffit de regarder les images des sommets 1 et 2 pour
s’en convaincre). De fait #D,, = 2n.

Supposons maintenant que p = 7F¢™ avec k € [0,n — 1] et m € {0,1}
commute avec tous les éléments de D,,. Alors en particulier, en utilisant la regle
de commutation o7 = 77 'o, si on suppose m =1 :

pT =TP rh=lg = 7htly . ?  =id
oo —ap kg2 k2 2k g
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Donc si m = 1, alors 72 = 4d, donc nous sommes dans D5 car tous les 7% sont
différents de id pour [1,n —1]. Dy contient 4 éléments : id, 7, o et To. Parmi ces
4 éléments, id et T commutent avec tous les autres car 7 x 0 = o7l =0 X T et
TX (10)=0=(10) X T.

Par ailleurs, si m = 0, alors :

pT =Tp TRl = gkl id =1id
{ :>{ k —k :>{T2k —id

po =op ™o =71""%C0

Comme les 7% ne sont pas I'identité, I'égalité 72% = id conduit a k = 0 si n
est impair et & k € {0,n/2} si n est pair. et donc n doit étre pair.

En conclusion, Z(Da,,) = {id, 7} et Do, 1 = {id}. En particulier, D,, n’est
jamais abélien car si G est abélien, alors Z(G) = G.

Soient p; = 7%10 et py = 7720 deux réflexions de D,,. Posons y = 7o, on a

pl=ort=1lc=p:

porp”t = (rlo)(tMo)(r'e) = 7R e

Donc si ko = 2i — ky [n], alors on aura ps = ppip~t. On cherche de fait
a fixer i tel que 2i = ki + k2 [n]. Si k1 + ko est pair, i = % fonctionne,
et si n est impair et k; + ko aussi, alors i = Mfﬁ" fonctionne car 2¢ est
a considérer modulo n. Ainsi, si n est impair, alors toutes les réflexions sont
conjuguées (c’est-a~dire que pour tout couple de réflexions (p1,p2), il existe
€ Dy, pa = ppip™t).

N. B. : Si n est pair, la question est plus subtile. Les réflexions p; = 7% ¢
p2 = 720 telles que ki + kg est pair sont conjuguées entre elles. Donc celles
de Ry = {r%0 ; k € [0,7/2 — 1]} sont conjuguées entre elles, et celles de
Ry = {r?**15 ; k € [0,7/2 — 1]} sont conjuguées entre elles, mais si p; € Ry
et pa € Ry alors p; et pa ne sont pas conjuguées entre elles (on a prouvé que
si 4 = 7% pour un certain 4, alors ps = upipu~ ' est impossible; de méme, si
p = 77 pour un certain j, alors ps = ppip~ ! est impossible aussi). On obtient
ainsi deux classes de conjugaisons distinctes pour les réflexions de D,, quand n
est pair.

27.12 Théorie des groupes, Espaces vectoriels

Exercise 27.23. Soit G un groupe et F un corps. Soient X1, ..., Xn 7 IMOI-
phismes de G dans E*, tous distincts. Montrer que x4, ..., X» sont linéairement
indépendants.

28 Topologie générale et réelle

28.1 Topologie générale
Exercise 28.1. Lacs de Wada.
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28.2 Topologie générale

Exercise 28.2. Pour une norme absolue ultramétrique, montrez que deux
boules sont soit disjointes soit 1'une est incluse dans l'autre. Une norme est
ultramétrique si on a : Vz,y, [|x + y|| < max(||z]|],]|]y]])-

Montrez que les boules fermées sont ouvertes et fermées.

Montrez que si ||a|| # ||b]| alors ||a + b|| = max(||all, ||b]]).

Exercise 28.3 (Solution). Commencgons par remarquer que si z,t € B(x, R,),
alorson a ||z —t|| = ||(z — z) + (z — t)|| < max(R,, R,) = R,.

Soit maintenant deux boules B(x, R;) et B(y, R,) avec x # y et R, < R,,. On
suppose que B(z, R;) N B(y, R,) # 0 et on va montrer que B(z, R;) C B(y, Ry)
(ce qui est tres étrange). Soit z € B(z, Ry) : ||z — || < R,. Alors, avec t €
B(z,R.) N B(y, Ry) :

lz =yl = lI(z = ) + (t = y)l| <max(|[z —¢[],|[t = yl]) < max(Rq, Ry) = Ry

Ainsi, z € B(y, R,) et on a bien B(z, R;) C B(y, Ry).

B(z,R;) = {z; ||z — z|| < R, } est ouverte car pour z € B(z, R;), B(z,R;) C
B(z, R;) (et Ry # 0). En outre, B(x, R,) est fermée car son complémentaire est
ouvert : si z est tel que ||z — z|| > Ry, soit € < Ry, si B(z, R;) N B(z,e) # 0,
alors on a B(z,¢) C B(z, R,) d’apres le raisonnement précédent, or z ¢ B(x, R,),
donc B(z, R;) N B(z,e) = () et on a bien défini une boule non nulle autour de z,
ce qui montre que “B(z, R,) est ouverte.

Maintenant, soient a, b avec ||b|| < ||a||. On remarquera que || —b|| = ||b]| car
[|...]| est une norme. Des lors, on a d’une part : ||a+b|| < max(||all,|b]]) = ||al|;
et d’autre part ||a|| = |la + b — b|| < max(]|a + b]|,|| — b]|), or ||a|]| > ||b]|,
donc |ja|| < ||la + b]|. Ces deux inégalités montrent que ||a + b|| = ||al| et plus

généralement : Va, b, [[a]| # [[b]] = [|a + b]| = max([|a[, [[b]]).

28.3 Topologie réelle

Exercise 28.4. Soit A C R vérifiant Vo € R,Ja,b € A,a < x < b et Va,b €
A, “T'H’ € A. Montrez que A est dense dans R.

Exercise 28.5 (Solution). Soient © < y € R. On peut trouver a,b € A tels
que a < z < y < b. On pose les suites réelles (an)n, (bn)n et (my), définies
ainsi : ag = a et bg = b. Pour n fixé, soit m,, = %, si my, < x, on pose
Gpt1 = My €t bpp1 = by, si my, > y, on pose anp41 = ay et b1 = My, si
my, € [z,y], on s'arréte. Grice a la propriété de moyennage de A, on sait que
n, an, by, m, € A. On veut montrer qu'il existe N € N,;my € [z, y].

Raisonnons par l’absurde, si ce n’est pas le cas, alors Vn, a,, b, ¢ [z,y]. De
fait, la récurrence garantit que a,, < x <y < by, donc 0 <y —x < b,, — a,. Or
bnt1 — Qa1 = %(bn —ay) — 0, ce qui est une contradiction.

Finalement, il existe un N tel que my € [z,y], donc AN [z,y] # 0.
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28.4 Topologie réelle

Exercise 28.6. Montrez que {r®;r € Q} est dense dans R.

Exercise 28.7 (Solution). Soient x,y € R tels que x < y. Comme t + V/t est
strictement croissante sur R, on a /z < &y. Comme Q est dense dans R, on
peut trouver r € Q tel que Yz <r < ¢y, puis (toujours par stricte croissance
ce la racine cubique) : x < 73 < y. Ainsi, 'ensemble {r3;r € Q} est dense dans
R.

28.5 Topologie réelle

Exercise 28.8. Montrez que A = {z € Q;2? < 2} est non-vide, bornée, mais
n’admet pas de borne supérieure. (Introduire B = {y € Q,;y? > 2}.)

Exercise 28.9 (Solution). On a évidemment 0 € A, et si |z| > 2, alors 22 >
4> 2, donc A C [—2,2] est borné.

Si A admet une borne supérieure, alors cela signifie que B = {y € Q;y* >
2} admet un minimum. Or si on note m = ¢ ce minimum. Soit n assez grand
pour que 0 < 1 < m — 2. Alorsmf% € B car (mf%)2 > \/52 = 2.
Seulement m — -~ < m, ce qui contredit la définition de m.

Ainsi A n’a pas de borne supérieure.

28.6 Topologie réelle

Exercise 28.10. Soit A C R non-vide. Montrez que la fonction ds : = —
inf{|z — a|;a € A} est bien définie puis : Vz,y € R, |da(z) — da(y)| < |z — y|.

Exercise 28.11 (Solution). Soit z € R, 'ensemble {|x — al;a € A} C R est
non vide car A est non vide et minorée par 0, donc il admet un borne inférieure
par axiome de la topologie réelle. Ainsi, d4 est bien définie. On remarque que
siz € A, alors 0 € {|x —a|;a € A}, donc d4(x) = 0. En outre, d4(x) > 0 grace
a la valeur absolue.

Soit a € A, grace a I'inégalité triangulaire, on a : |z — a| < |z — y| + |y — al,
donc da(z) < |x —y|+ da(y). Pareillement, on peut échanger les roles de x et y
et on obtient finalement : |da(z) — da(y)| < |x — y|. Une application respectant
une telle propriété est appelée 1-lipchitzienne (voire cours sur la continuité).

28.7 Topologie réelle

Exercise 28.12 (Lemme de Cousin). Soit [a, b] un segment réel et § une fonction
strictement positive (appelée jauge) sur ce segment. Montrez qu’il existe une
subdivision a = zg < 1 < ... < x,, = b telle que :

Vi<, € w1, 2], 2 — 21 < 0(L;)

On pourra poser C' = {y € [a, bl; [a, y] posséde une subdivision}.
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Exercise 28.13 (Solution). C’est un exercice assez difficile...

On construit C = {y € [a,b]; [a, y] posséde une subdivision} ([a,y] est dite
0-fine), on va montrer que b € C. On sait que C est non vide car a € C' (on peut
subdiviser {a} par o = a et {y = a). En outre, C' est majoré par b. on note ¢
sa borne supérieure. On va montrer que ¢ € C.

Supposons ¢ ¢ C. Soit ¢ —d(c) < d < c tel que d € C (ce qui existe car ¢ est
a borne supérieure de C). Soit zy, ..., T, une subdivision de [a, d] avec tg, ..., t,.
On pose x, 41 = c et t,41 = ¢, on obtient que [a, c] est d-fine : ¢ € C.

Maintenant, si ¢ < b, alors soit e tel que ¢ < e < b et e — d(e) < ¢, on
peut refaire le méme raisonnement te prouver que e € C, ce qui contredit la
majoration de C' par c. De fait, ¢ = b et [a, b] est J-fine.

En réalité, cette propriété équivaut a l’axiome de la borne supérieure, et il
est parfois plus pratique de raisonner avec cette formulation.

28.8 Topologie réelle

Exercise 28.14. On va montrer lirrationalité de e. Montrez que Vn,e =
Sheom + fl {a nt) eldt, puis 0 < e— > & < ﬁ Raisonner alors par
I’absurde.

Exercise 28.15 (Solution) On raisonne par récurrence. Pour n = 0, I'égalité
e=>om+ fl @ nt) eldt est évidente (e = fo etdt).

Supposons 1’égalité vérifiée pour un n donné. Dans ce cas, on effectue une
intégration par parties :

1

Pa-pmrt o [a=nntt fa-n,
/0 R edt‘{ (n+1)! 6]0_(_1)/0 o cdt

“wen ()

Par récurrence, on obtient 1’égalité souhaitée.
1 (1 H" ot L a-y" 3

Ainsi : 0 < [) “p—eldt <e [; ~—p—dt = ot <

Si on suppose e = ¢ € Q, alors on peut écrire que pour tout n : 0 <

an! —by 0 & < n+1 En particulier, avec n = 3b :

3b
|
O<an!fb2%<l
5 !

Or on vient d’encadrer un entier entre 0 et 1, ce qui n’est pas possible, donc

e¢ Q.

28.9 Topologie réelle

Exercise 28.16 (Théoréme de Beatty). On note A(z) = {|nz|;n € N*} pour
x € R. Montrez que (A(z), A(y)) est un partition de N* si et seulement si

sty =letz,yd¢ Q.
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Exercise 28.17 (Solution). On introduit a,(x) = # (A(z) N[1,n]) et idem
pour y.

Soit k > ™ alors |kx| > kx > n+ 1, donc a,(x) < 2L De la méme
maniere, si k < % — 1 alors [kz| < kz < n+1—x, et comme |kz] est un
entier, on a bien |kz| < n, ce qui induit : a,(z) > 2 —1. On obtient I'inégalité
(qui vaut aussi pour y) :

n+1
T

an(x) < < ap(xz)+1

De fait, en retournant les inégalités, on obtient QT(””) — L et si(A(z), A(y))
forment une partition de N*, on doit avoir : a,(z) + a,(y) = n, donc en passant
a la limite : % + % = 1. En outre, si z (ou y) appartient & Q, alors 'autre aussi,
et en posant x = % et y = 2’—27 on a |paqiz| = |p1g2y] (= p1p2), ce qui n’est
pas.

Réciproquement, on suppose que x,y ¢ Q et % + % =1, et (par absurde)
que A(z) N A(y) # 0. Dans ce cas, soit k = |nz] = |ym|, Grace aux inégalités
usuelles, on obtient k < n+m < k+ 1. Comme k, n et m sont des entiers,
cela induit £ = n + m, puis k = nx et k = ny, ce qui contredit le caracteére
irrationnel de x et y. Soit maintenant k = |nz|, on veut montrez que toutes
les valeurs j < k sont dans A(z) U A(y), c’est a dire qu’on veut montrer que
# (A(z) U A(y)) = k. On pose m tel que |my| < k < |[(m + 1)y (on a déja
prouvé qu’il ne pouvait pas y avoir égalité car A(z)NA(y) = 0). Comme z,y > 1,
n +— |nz| et n — |ny] sont strictement croissante, donc il y a n + m valeurs
dans A(z) U A(y) qui sont < k. Or on a :

E§n< kil et ﬁ71<m<@
x x Y
En additionnant, on trouve : k —1 <n+m < k+1, dou k =n+m, ce qui
conclut.
Ce théoréme permet d’assurer qu’on a toujours un moyen de proposer une
partie qu’on est str de pouvoir gagner au jeu de Wythoff.

29 Trigonométrie

29.1 Trigonométrie
Exercise 29.1. Montrez que : Yz € R, sin(cosz) < cos(sin z).

Exercise 29.2 (Solution). Plusieurs pistes sont possibles. La plus efficace consiste
a poser la fonction f : x — sincosz — cossin x, puis d’en étudier le signe (c’est
un réflexe & acquérir face a ce genre de probléme). Une étude de signe commence
toujours par la résolution de I’équation f(x) = 0, dont la résolution peut étre
rédigée comme il suit.

Soit x € R tel que f(z) = 0. On a alors : cos(§ — cosz) — cossinz = 0

De fait : § —cosz = £sinx
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Il s’ensuit que : cosx +sinz =

On remarque ici une forme en acosf + bsinf, donc il existe ¢ € R tel
que acosf + bsinf = va? + b2 cos(6 + ¢). En appliquant ce résultat, on a :
cosx + sinz = v/2cos(x + 1) pour un certain ¢+ (qu’il n’est pas utile de
calculer et qui est différent pour le + et pour le — du =, attention & I’abus de
notation).

Dés lors : cos(z+p4) = 277% Or une simple vérification donne : 7 > 3 > 2v/2,

vl

donc cos(x + @) > 1.
Cela est impossible, ainsi, f ne s’annule pas sur R.

Comme f est continue, le théoréeme des valeurs intermédiaires garantit que
f garde un signe fixe. Calculons f(0) pour le déterminer (en utilisant & nouveau
que sin < 1) :

f(0) =sinl —cos0=sinl —1<0

Finalement, on obtient : Vz € R, f(x) < 0, ce qui se traduit par :

Vx € R, sincosx < cossinx

Cos sin

29.2 Trigonométrie

sin

Exercise 29.3. Montrez que : sin® 4+ cos? = 1 et tan = .

Exercise 29.4 (Solution). 11 s’agit d’appliquer le théoréme de Pythagore dans
le triangle rectangle usuellement tracé dans le cercle trigonométrique. Identifiez
les cotés et lisez les valeurs, on retrouve directement la formule souhaitée. Le
but est plus de voir si vous parvenez a fournir une explication orale claire du
tac-au-tac sur un probleme dont vous avez parfaitement intégré la formule mais
pas forcément la démonstration.

On pourrait aussi vous demander de démontrer grace au cercle trigonomé-

sin

trique que tan = 53, en définissant tanx (pour x € R) comme la longueur

indiquée sur la deuxieme image de la page Wikipédia mentionnée ci-dessus.
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29.3 Trigonométrie

Exercise 29.5. Montrez que

E cos(erar + €sas + ... + €pa,) = 2" oS ay COS az... COS Ay
e;i€{—1;+1}

En déduire la valeur de Zeie{q;ﬂ} sin(era1 + €zas + ... + €an).

Exercise 29.6 (Solution). On peut le montrer par récurrence. L’écriture ex-

ponentielle est la plus efficace. Soit S,, = > eiZi tai y a 2" termes dans la
somime, et on a : ‘ ‘
S1 =€ + e =2cosa

iy ta ia —ia
Sn+1=Z€ i ‘=" S, +e S, = 2cosa,Sy,

Par récurrence, on montre bien que : S, = 2" [} cosa;
On a ensuite les parties réelles et imaginaires :

Z coS (Z iai> =R(S,) =2" H coS a;
Zsin (Z iai> =3(S,) =0

29.4 Trigonométrie

Exercise 29.7. Calculez : .

> (3)

Exercise 29.8 (Solution). On rappelle que : ¢ = cosf + isinf. On note Nz
et 3z les parties réelles et imaginaires d’'un nombre complexe z. Dés lors (la
deuxi¢me ligne est une somme géométrique) :

kg:cos () =n <Z>

k=0

. (n41)7
1—¢e" 2
1—e'2

L. 1 - (n+1)7
R 2i sin We’ 1
2isin Teld

s
4

gin (U7

- R ()

Sin 1

1
\/ﬁsin (n—sz)w cos %
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29.5 Trigonométrie

Exercise 29.9. Calculer (on doit trouver 2) :

3 5 7
4§7rJr(:os‘l?ﬁJrcoszlg7T

Exercise 29.10 (Solution). Soit x le nombre en question. On a :

4T
Ccos g -+ cos

x = 2(cos’ g + cos® 3%)
= 2(cos? g + sin? %)
=2 ((cos2 % + sin? g)g — 2cos? % sin? %)

29.6 Trigonométrie
Exercise 29.11. Résoudre 1’équation :
94 cos? z+1 +16 x gdsin®z=3 _ o)
(On doit trouver z € (£ + 5Z) U (5 + 37Z).)
Exercise 29.12 (Solution). Nommons (E) I’équation & résoudre :
(E)
& 2t T 16 x 2t 10 =0
- (2400521)2 —10 % 24’7 416 =0
& 24005 T ot solution de X2 — 10X + 16 = 0
& 2157 ¢ 98}

1 3
& cosx € {:I:i; :t%}

wre (53053

29.7 Trigonométrie

Exercise 29.13. Résoudre I’équation : cos3x = sin2z. Grace a la formule
cos3z = 4cos®x — 3cosz, en déduire les valeurs de cosf et sinf pour 6 €

{1 m. 37T
10057107
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Exercise 29.14 (Solution). Tout d’abord :

cos3r =sin2x < cos3x = cos (g — 23:)

o Jkez, i3x=g—2x+2lm

2k
& dk ez, x—g—&—? ou x——§+2k:7r

Par ailleurs :

cos3z =sin2z < 4cos®z — 3cosz = 2sinx cosx
& cosz=0 ou —4dcos’z+3+42sinz=0

& cosz=0 ou 4sin’z—1+2sinz =0

Donc sin {f et sin 130” sont solutions de 4X? +2X — 1 =0 (car leur cosinus
est non nul). Or les racines de 4X2 4+ 2X — 1 sont _1+\/g et _1_‘/5. Comme

sin ?{—’5 —sin 13—” et avec une étude de signe, on trouve ﬁnalement
sinl—i_l—'_\/5 et sin3—7r—1+\/5
10 4 10 4

Enfin, on peut remarquer que :

T W)_Si 7r_—1—|—\/5

s
COSg—COS(i_E HTO— 1

Puis (attention a justifier le signe par un cercle trigonométrique) :

™ 1
in’ = -1/10— 2
sm5 1 0 V5

Pour compléter le tableau, on peut remarquer que :

/ / 1/
cos— 1 —sin? — 10+ 2V5 et cos— sng:i 10— 2v/5

29.8 Trigonométrie

Ccos p—cos q
sin p+sin ¢

Exercise 29.15. Simplifiez
nus s’en déduisent ?

et en déduire tan ;. Quels sinus et cosi-

Exercise 29.16 (Solution). On a, si (p+q) ¢ 7Z :

i P—4
Sin 3 — _tan p — q
sinp+sing  2sin 254 cos 254 2

cosp—cosq —2sin p—;rq
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T _ T

. x . <. . )
On peut alors utiliser § — 7 = {5 pour obtenir (penser a vérifier le signe) :

™  cosT —cosk V2/2 — 1/ (V2 -1)(V3-V2)
tan — = 4 3 — = =2 —V2—
g sin g +sin g V324 v2/2 3-2 TVE-V2V6

Deés lors, avec les formules de tangentes de ’angle de moitié, on retrouve la

T .
valeur de cos {5 et sin 5.

30 Trigonométrie réciproque

30.1 Trigonométrie réciproque

Exercise 30.1. (Montrez que arctan z + arctan = = +7.)

Montrez que arctan(e”) — arctan(tanh &) est une constante (= §).

Exercise 30.2 (Solution). (On dérive par composition, d’abord sur R*, puis
sur R* . On pose f : x — arctanx + arctan %7 on a:

(2) 1 -1 1 1 1

= —_— = — :O
1+m2+ 221+ L 1422 1+a?

Ainsi, f est constante sur les intervalles ou elle est définie, et en testant pour
x = —1et z =1, on obtient 1’égalité voulue.)

On procede de méme avec la fonction g : x — arctan(e®) — arctan(tanh §).
La fonction est définie sur R et dérivable par composition. On a :

Ja)= e = s
1+e2r  2cosh? 51+ tanh? 3
et 1/2
T 1+4e2  cosh? 5+ sinh? 5
e* 1/
T 1dex 1(2e* 4 2¢7)
=0

Ainsi, g est constante sur R, et on a d’ailleurs g(0) = arctan 1 — arctan0 = 7.

30.2 Trigonométrie réciproque

: 1 1 1
Exercise 30.3. arctan 5 + arctan ¢ + arctan g(= 7).

Exercise 30.4 (Solution). Premiérement, 0 < arctan% + arctan% < g, donc :
1) s 7

1
tan | arctan = 4 arctan —
( 2 + 5

1—1px1ls 9
De la méme maniere, 0 < arctan% + arctané < g, donc :

1) _ Th+1)s 65

7
tan (arctan 5 + arctan = | = . 7/9 = 1/8 = % =

1
8

Finalement : arctan § + arctan 1 + arctan § = 7.
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30.3 Trigonométrie réciproque

Exercise 30.5. Soit u, = Y_j_, arctan 5. Calculez lim .o .
(un = arctan(n + 1) + arctann — arctan 1 — arctan 0 — 2. Il faut retrouver

la formule d’addition des arctan.)

Exercise 30.6 (Solution). Il faut démontrer la formule de sommation des
arctan (en dérivant). Pour x,y € [0; 5[ :

Tty
— 2y

arctan = arctan z + arctany

Dés lors, on constate que (comme arctan est impaire) :

2
arctan == arctan(k 4+ 1) — arctan(k — 1)
On obtient une somme télescopique sur 2 rangs, puis le terme général de la
suite.

30.4 Trigonométrie réciproque

Exercise 30.7. Résoudre arcsin x + arcsin % = %.

Exercise 30.8 (Solution). Comme somme de fonctions strictement croissante,
la fonction x + arcsinx arcsin 5 est strictement croissante et réalise une bijec-
tion de [0, 1] sur [0; 2?"] L’équation a donc un unique solution. Or, dans [0, %’r], il

y a un seul argument tel que son sinus vaut sin § (= %) On peut donc raisonner

par équivalence :

1

() & sin (arcsin:c + arcsin %) = %
2 oz 1

Sayfl- -+ 5@ =

<1724 — 2022 +4=0

10 — 42
cr= \/T

30.5 Trigonométrie réciproque

Exercise 30.9 (Formule de Machin). Montrez que : T = 4arctan £ —arctan 55;.

tan a+tanb o
l—tanatanbd’ Des

Exercise 30.10 (Solution). On se rappelle que tan(a + b) =

lors, tan 2z = ﬁttjﬁzwl, en particulier avec x = arctan %, on a :
1 2/5 5
tan ( 2arctan - | = —— = —
( 5) 1—1ps 12
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Puis 2arctan + = arctan 5. On applique la méme idée :

5 12

t 4 " 1 ¢ 9 t 5 2 X 5/12 120

an ( 4arctan — | =tan ( 2arctan — | = ———+— = —

5 12 1—25/144 119

Pour finir, remarquons que — arctan ﬁ = arctan %’ puis :
1 1 120 , -1

tan  4arctan = — arctan — | = — 119 __ 239
( 5 239) 1— % x %

120 x 239 — 119 120 x 238 +1

119 x 239 + 120 119 x 240+ 1
120 x 2 x 119+ 1

— -1
119 x 2 x 120+ 1
Deés lors :
4 arctan » tan — tanl = ~
arctan — — arctan —— — arctan 1L = —
5 239 4

N.B. : Cette formule a été utilisée par John Machin pour calculer & la main
les 100 premiere décimales de 7, vers 1706. En effet, on verra dans le cours sur le

k
développement limité que arctanz = lim, o0 Y 1 %x%“. On en déduit

que :
. n (_1)k 1 2k+1 1 2k+1
=1 4 4= _
R - I;O <2k 1 5 239

On "peut" calculer la valeur de la somme pour des n de plus en plus grands pour
avoir une valeur approchée de 7. La méthode est juste, mais de bien meilleures
méthodes se sont développées depuis!

31 777

31.1 777

Exercise 31.1. Enigme des trois maisons de Dunedey.
Enigme des cavaliers d’Al-Adli.

31.2 777

Exercise 31.2 (Ponts de Koenigsberg). Montrez qu’il n’est pas possible de
construire tétraedre en sculpture sur ballon.

31.3 777

Exercise 31.3. Récurrence transfinie sur une suite de Goodstein faible : http:
//blog.kleinproject.org/?p=722&lang=fr.
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