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Mode d'emploi

Cet ouvrage, parfaitement conforme au programme de mathématiques en MPSI, vous propose
les outils adaptés a la réussite de votre premiére année.

COURS

Tout le cours avec des rubriques claires pour un meilleur repérage de points
importants a retenir, des conseils
méthodologiques et de nombreuses démonstrations.

FICHES DE SYNTHESE
Des fiches de synthése a la fin de chaque chapitre
pour retenir I'essentiel

PICTOS DE REPERAGES
_\‘/_ Pour un meilleur repérage ¥ Conseils méthodologiques
g desdéfinitions # pour acquérir les bons réflexes et éviter les pieges

ENTRAINEMENT

Un entrainement intensif avec quatre typologies d’exercices :

Vrai/Faux, application, approfondissement et problémes types concours.
Trois niveaux de difficulté clairement identifiés.

AIDES A LA RESOLUTION CORRIGES
Des aides a la résolution des exercices Tous les corrigés détaillés
en cas de blocage a la lecture de I'énoncé pour comprendre chaque étape

de résolution



Avant-propos

Partis pris de rédaction

Voici quelques-unes des contraintes qui ont guidé la rédaction de ce tout-en-un.

>Respecter I'esprit du programme en particulier la progression lorsque celle-ci est annoncée. Il ne s’agit
pas de se limiter strictement au contenu explicitement mentionné dans le programme mais de fournir
les moyens de comprendre en profondeur les notions mises en ceuvre.

> Ajouter une grande variété d’exemples : I'importance des exemples est trop souvent sous-estimée;
ils permettent de voir les propositions et théorémes en action. Pour les lecteurs, les exemples sont les
premiers « exercices corrigés ».

> Illustrer les résultats avec des schémas et dessins explicites. Ces représentations nourrissent I'intuition.
> Structurer les chapitres pour faciliter 'assimilation et mettre en évidence les articulations logiques.
Lorganisation tient compte des attentes des lecteurs : certains chapitres ont été scindés pour améliorer
la lecture en parallele d'un cours en classe.

> Proposer des exercices et problemes de difficultés variées permettant a chaque lecteur de progresser
quelque soit son aisance initiale.

Recommandations aux lecteurs

Si ce livre est construit pour étre utile, sa seule possession ne garantit en rien la réussite. Une étudiante
ou un étudiant doit aussi apprendre a I’exploiter efficacement.

> Lire le cours sans passer les démonstrations ou les exemples; au besoin, refaire un calcul ou un schéma
sur un brouillon. J’approuve le mathématicien Paul Halmos qui explique « Don’t just read it; fight it!»

> Retenir les énoncés et 'importance de chaque hypothese; pour cela on peut notamment utiliser les
questionnaires de type Vrai/Faux (a la fin du cours de chaque chapitre).

> Faire une fiche de synthese (celles proposées dans ce livre sont purement indicatives et devraient en
théorie servir de « vérification » apres le travail personnel de synthese) en faisant apparaitre les points de
cours importants, leurs articulations voire des méthodes de calcul ou de résolution.

> S’attaquer aux exercices avec ténacité et ne pas lire la correction proposée sans s’étre posé les trois
questions suivantes : quels sont les points de cours concernés? quels sont les énoncés proches que je
connais? pourquoi mes tentatives n'aboutissent pas?

> Travailler un probléme dans la durée en appréciant bien les enchainements de questions, la logique
interne a 'énoncé. A la demande des lecteurs, j'ai ajouté des problémes de niveau variable mais deman-
dant toujours un investissement dans la durée.

Remerciements

Méme si un seul nom figure sur la couverture de cet ouvrage, il ne faudrait pas oublier qu’un livre est
toujours le fruit de nombreuses rencontres, d’échanges et de critiques. Merci aux étudiantes et étudiants,
aux collegues des lycées Louis-le-Grand et Saint-Louis, aux lecteurs et a tous les amis qui m'ont permis
de transformer mes premiers essais en cet ouvrage qui, je I'espére, vous conviendra.

11






Bases mathématiques

1. Ecritures mathématiques — 2. Ensembles et applications —
3. Opérations entre parties — 4. Ensembles ordonnés —
5. L’'ensemble des entiers naturels

Objectifs et compétences du programme

» Comprendre et savoir utiliser les notations d’'un énoncé mathématique.
Connaitre les méthodes usuelles de raisonnement.

* Appréhender les manipulations entre ensembles, entre parties.

* Maitriser les propriétés des applications.

» Rédiger un raisonnement par récurrence.

Guiseppe Peano, mathématicien italien (1848-1932)

Il aborde de nombreux domaines mathématiques :

¢ le théoreme d’existence de solutions pour certaines équations diffé-
rentielles non linéaires;

* les axiomes définissant les entiers naturels a partir de la théorie des
ensembles (qu’on citera dans ce chapitre);

e la premiere utilisation de nombreuses notations ensemblistes
comme, par exemple, les symboles € ou C.

Tout au long de sa carriére, il a fait preuve d'une minutie extréme, trés

efficace pour la recherche, mais qui est devenue un grand travers pour

enseigner. Retenons qu’il convient d’étre rigoureux mais de ne pas trop

I'étre si cela interdit de communiquer les idées d'une démarche.
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Cet important chapitre rassemble un certain nombre de concepts et de méthodes utiles tout au long de
I'année. Ony aborde notamment tout le vocabulaire autour des manipulations ensemblistes et des appli-
cations qui est rapidement nécessaire pour rédiger avec rigueur. Méme si leur étude est moins urgente,
les notions de relation d’équivalence et de relation d’ordre permettent de mettre en pratique les concepts
précédemment évoqués.

La lecture linéaire de ce chapitre peut s’avérer difficile pour le lecteur débutant; aussi, celui-ci pourra s’y
reporter avec profit chapitre apreés chapitre.

1. Ecritures mathématiques

1.1. Quelques définitions pour la suite

Commencons par donner quelques définitions mathématiques qui seront utiles pour illustrer les concepts
suivants.

Définition 1.1.

Soit deux entiers 72 et p. L’entier 7 est un multiple de p, ou de maniere équivalente p est un diviseur
de n, s'il existe un entier k tel que n=kp.

Exemple
Les diviseurs de I'entier 12 sont —12, —6, —4, —3,—2,—1,1, 2,3, 4,6 et 12.

Définition 1.2.

Une suite réelle (u,,),, admet le réel £ pour limite si, pour tout écart & > 0, les termes de la suite (u,,),
sont a partir d'un certain rang a une distance inférieure a & de /.
Une suite réelle (u,,), est convergente s'il existe un réel £ qui est limite de cette suite.

Exemple

La suite (u,,),, définie, pour tout n €N, par u, =1—e~" admet ¢ = 1 pour limite. En effet, 'écart
entre u, et £ est e" qui est plus petit que € des que n dépasse —In(¢).

Cette derniere définition est plus facile & comprendre sil’on adopte une représentation graphique pour
les suites. Représentons chaque terme de la suite avec en abscisses son indice et en ordonnées sa valeur
(donc chaque point admet des coordonnées de la forme (7, u,,) pour un certain entier 7).

Avec cette convention, la définition se représente alors de la facon suivante : la zone grisée indique les
valeurs dont I'écart a £ est inférieur a ¢ et on observe qu’a partir d'un certain rang, les valeurs de la suite
s’y trouvent.
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Chapitre 1 - Bases mathématiques

e B R e e S i o

L 2

1.2. Ecriture avec quantificateurs

11y a deux symboles mathématiques, appelés quantificateurs, pour écrire définitions et affirmations en
mode mathématique.

* Le quantificateur universel V signifie « quel que soit» ou « pour tout ».

¢ Le quantificateur existentiel 3 signifie «il existe ».
Ces quantificateurs servent a introduire (au sens de définir) les variables que 1’on va manipuler pour la
suite.
A titre d’exemples, réécrivons les définitions de la section précédente.

Définition 1.3.

Soit deux entiers n et p. L'entier n est un multiple de p si
dk ez, n=kp.

Définition 1.4.
Une suite réelle (u,,), admet le réel £ pour limite si
Ve>0, dN€N, VneN, n>N = |u,—{|<e.
Une suite réelle (u,,), est convergente si
¥R, Ve>0, IN€N, VneN, n>N = |u,—[l|<e.

Dans cette écriture quantifiée, on a utilisé le symbole = pour I'implication. On lit donc que si n est plus
grand que N, alorson a |u, —{| < e.

Attention, les quantificateurs apparaissent dans les phrases mathématiques mais pas dans les phrases
«de texte ». IIs sont placés avant le corps de I'affirmation (en particulier, jamais en fin de phrase)!

Conseils méthodologiques

Lordre des quantificateurs est essentiel : on ne peut intervertir, sans justification précise, que deux
quantificateurs de méme nature (deux universels ou deux existentiels).

Dit autrement, toute variable définie par un quantificateur 3 dépend a priori de toutes les
variables définies auparavant.




Mathématiques MPSI

Une seule des deux phrases suivantes est correcte.
YxeR, dyeR,, y=x°
dyeR,, VxeR, y =x2

La premiére indique I'existence du carré d’'un réel; la seconde signifie qu'il existe un réel positif
qui est le carré de tous les réels ce qui est faux puisque 0 et 1, par exemple, admettent des carrés
différents.

Conseils méthodologiques

Pour nier une phrase avec quantificateurs, il faut appliquer les deux étapes suivantes :
e on remplace tout quantificateur existentiel par un quantificateur universel et réciproque-
ment (sans en changer I'ordre);
* on nie la conclusion.
Ceci est déja 'usage dans le langage courant; la négation de I'affirmation « tous les éléves sont
bruns » est «il existe un éléve non brun ».

Avec les deux définitions initiales, on obtient I'écriture des négations.
> Lentier n n'est pas un multiple de p si

YgeN, n#q.p,
> La suite réelle (u,), € RN n’est pas convergente si
VieR, >0, YNeN, dneN, n>N et |u,—{|>e¢.

On remarque que I'on n'a utilisé que la négation de I'implication « P = Q » est « P et non—Q ».

Remarque
On utilise parfois la combinaison de caracteres 3! pour indiquer «il existe un unique ». Par exemple, la
phrase suivante indique que tout réel positif admet une unique racine carrée positive :

VxeR,, AyeR,, x=y°

1.3. Ecriture d’ensembles

1l est facile de noter et donc de manipuler un ensemble lorsque I'on dispose d'une notation pour celui-ci.
Par exemple, on dispose des notations suivantes :
* N, Z, Q, R, C respectivement pour les ensembles des nombres entiers naturels, entiers relatifs,
rationnels, réels et complexes.
¢ [a, b] (respectivement [a, b[) I'intervalle formé des réels supérieurs ou égaux a a et inférieurs ou
égaux (respectivement strictement inférieurs) a b.
¢ [a, b]I'ensemble des entiers supérieurs ou égaux a a et inférieurs ou égaux a b. On note quelque-
fois N,, I'intervalle d’entiers [1, n].
» B4 pour I'ensemble des applications de A dans B; par exemple, RR désigne I’ensemble des fonc-
tions de R dans R et RN I'ensemble des fonctions de N dans R c’est-a-dire des suites réelles.
¢ R[X]I’ensemble des polynomes a coefficients réels.
Tout au long du cours, on introduira de nouvelles notations pour les ensembles particulierement remar-
quables ou fréquemment utilisés. Toutefois, certains ensembles sont d'usage trop rare pour mériter une
notation standardisée et il faut alors recourir a une notation plus explicite. Il en existe deux qu’il convient
de savoir lire.
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Chapitre 1 - Bases mathématiques

> La notation en compréhension consiste a décrire notre ensemble comme une partie d'un ensemble
plus grand formée des éléments vérifiant une ou plusieurs propriété(s). Par exemple, avec les écritures

A={neN, JkeN, n=2k},
B={x€R, 3k eZ, x =10%}.
Lensemble A contient exactement les entiers naturels z tels qu'il existe un entier k vérifiant n =2k ; B est

I'ensemble des réels (en fait des rationnels) qui sont une puissance de 10. Dans cette notation, la virgule
se lit « tel que » : A est’ensemble des entiers naturels n tels qu'il existe un entier k dont 7 est le double.

>Lanotation en extension consiste a décrire notre ensemble par la liste de ses éléments (souvent paramé-
trés par d’autres variables). Par exemple, avec cette notation, les ensembles A et B précédents s’écrivent

A={2k, keN}
B={10%, ke 7}

La virgule ici se lit «avec » : A est'ensemble des éléments de la forme 2k avec k un entier naturel.
11 ne faut pas confondre ces deux notations et bien identifier la nature des objets de I'ensemble.

Exemple

Soit g un entier. Lensemble des multiples de g est noté gZ; il est décrit des deux manieres sui-
vantes
qZ={kq, keZ}={neZ, IkeZ, n=kq}.

1.4. Modes de raisonnement usuels

On se pose maintenant la question de savoir comment démontrer I'implication « P = Q » entre deux
propositions P et Q et on passe en revue quelques méthodes courantes. Avant tout, précisons un point
de langage.

Définition 1.5.

Si « P = Q », alors P est une condition suffisante pour Q ou de maniere équivalente Q est une
condition nécessaire pour P.

1.4.1. Déduction

C’est la méthode naturelle : on part de 'hypothése et on aboutit a la conclusion par une suite d'implica-
tions simples.

Exemple
Soit n, k deux entiers. Montrons que si I'entier n est un multiple de k alors n? I'est également.

nestunmultiplede k = 3JpeN, n=kp
= 3peN, n?=k*p?
= 3peN, n?=k(kp?)
= n? est un multiple de k.

Remarquons ici la suite d'implications qui traduit les différentes étapes élémentaires de notre
raisonnement.

1.4.2. Disjonction de cas

Pour montrer 'implication «(P, ou P, ou ... ou P,)= Q », on montre successivement les différentes impli-
cations « P, = Q » pour chaque k €[1, n].
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Montrons que pour tout z €N, n(n+1)(2n+1) est une multiple de 3. Pour cela, on sépare en trois
cas selon les valeurs possibles 0, 1 ou 2 du reste r de la division de n par 3.

r=0
r=1
r=2

iy i Ul

dpeN, n=3.p
dp €N, n(n+1)2n+1)=3.p(n+1)2n+1)
n(n+1)2n+ 1) est un multiple de 3.

dpeN, n—1=3.p

dpeN, 2n+1=3.2p+1)

dp eN, nn+1)2n+1)=3.2p+1)n(n+1)
n(n+1)2n+ 1) est un multiple de 3.

dp €N, n—2=3.p

dpeN, n+1=3.(p+1)

dp €N, nn+1)2n+1)=3.n(p+1)2n+1)
n(n+1)(2n+ 1) est un multiple de 3.

On conclut par disjonction des cas que la propriété est vraie pour tout entier 7.

1.4.3. Contraposition et raisonnement par I'absurde

Lidée de la contraposition est de remplacer 'implication « P = Q » par I'implication logiquement équi-
valente « non—Q = non— P ». C’est souvent intéressant lorsque la négation d’'une proposition est plus
simple a manipuler que la proposition de départ.

Lidée du raisonnement par 'absurde consiste a montrer que 'on peut déduire une contradiction de

I'hypothese P et non—Q.

Ces deux modes de raisonnement sont proches dans la rédaction d'une copie. Il convient de faire atten-

tion a ne pas les confondre.

Montrons que si p est un nombre premier alors ,/p est un irrationnel. Par 'absurde,

JPEQ = 3Jaez, 3IbeN\{0}, /p=%

= 3Jaez, 3IbeN\{0}, p=%
= daeZ, 3IbeN\{0}, pb%=a?.

Les exposants de p dans la décomposition en facteurs premiers de a? et de b? sont pairs donc
les exposants de p dans chacun des membres sont différents (pair d'un c6té, impair de I'autre) :

contradiction.

Montrons par 'absurde qu'une suite convergente admet une unique limite.

Heuristiquement, voici le raisonnement a partir de notre représentation graphique : supposons
que la suite (u,,),, admette deux limites distinctes £ et £’. Pour toute « bande » autour de ¢ (respec-
tivement autour de ¢'), il existe un entier N (respectivement N”) a partir duquel les termes de la
suite définissent des points dans cette bande autour de ¢ (respectivement autour de ¢’). Ainsi, a
partir d'un certain rang, les termes de la suite sont dans les deux bandes. Comme on peut choisir
les deux bandes disjointes (car £ # ¢’), on obtient une contradiction.

18
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b4 8 oo _____.
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Formalisons notre raisonnement. Soit £ et £’ deux réels distincts tels que
Ve>0, INeN,VneN, n=N = |u,—/{|<¢,
Ve>0, INeN,VneN, n>N = |u,—l|<e.

Considérons ¢ = 1|¢ —¢’| (de sorte & avoir notamment 2¢ < |{ —{']).
D’apres la premiére condition, on fixe N tel que

VYneN, n>N = |u,—/{|<e.
D’apres la deuxieéme condition, on fixe N’ tel que
VneN, n>N" = |u,—l'|<e.

Donc, pour tout 7 > max(/N, N’), on a (la premiére inégalité s’appelle inégalité triangulaire)
1
=0 <|u,—€|+|u,—t|<2e< 5|£—£’|.

D’ol1 |/ —¢'|=0et donc £ =¢’. On a donc montré I'unicité de la limite par 'absurde.

2. Ensembles et applications

2.1. Egalité, inclusion

On suppose connue la relation d’appartenance € et on réécrit les définitions élémentaires.
Définition 1.6.
* Un ensemble F est inclus dans I'ensemble E si

Vx€F, X€E.

On note alors F C E et on dit que F est une partie de E.
L'ensemble des parties de E est noté Z(E).

« Si F CE, alors le complémentaire de F dans E est I'ensemble F défini par
YxeE, xe€F & x¢F
Sur la figure ci-dessous, le complémentaire de F correspond a la zone grisée.
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F

D’autres notations sont possibles pour le complémentaire de F dans E : Ft, E\ F (notation
a privilégier s’il y a une ambiguité sur I’'ensemble dans lequel on prend le complémentaire) ou
encore O£

» Deux parties F et G d’'un méme ensemble E sont égales si, et seulement si,

Vx€eE, xeF & xeG.

Conseils méthodologiques

Ces définitions indiquent directement les méthodes correspondantes de démonstration.
¢ Pour établir 'inclusion F C E, on part d'un élément quelconque de F et on montre qu’il
estdans E.
* Pour établir I'égalité entre ensembles F et G, il suffit de montrer séparément les deux inclu-
sions FCGetGCF.

Exemple

Les parties de {0, 1} sont 'ensemble vide, les deux singletons et la partie a deux éléments. Ainsi,
I'ensemble des parties de {0, 1} est ({0, 1}) = {@, {0}, {1}, {0, 1}}.

Exemple

Lensemble des suites convergeant vers 0 est une partie de 'ensemble des suites réelles.

Exemple

Soit deux entiers a et b. Lensemble aZ des multiples de a est inclus dans I'ensemble bZ des
multiples de b si, et seulement si, a est un multiple de b.

En effet, pour le sens direct, remarquons que a € bZ donc a est un multiple de b. Réciproque-
ment, si a est un multiple de b, alors tout multiple de a est un multiple de b.

2.2. Applications

Commencons par quelques définitions générales.

Définition 1.7.

Le produit cartésien de deux ensembles E et F est I'ensemble E x F des couples formés d'un élément
de E puis d'un élément de F, c’est-a-dire : {(x,y), x€ E, y € F}.
SiE=F,onnote E>°=E xE.

Remarque

Le produit cartésien E x F est un ensemble de couples d’éléments donc, en particulier, ne contient ni E
niF.
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On peut définir de méme le produit de n ensembles comme "’ensemble des n-uplets dont les différentes
coordonnées appartiennent aux ensembles de départ. La définition de E” pour tout n € N\ {0} est donc

NI Définition 1.8.

Une application d’'un ensemble E dans un ensemble F est un ensemble de couples G C E x F tel
que, pour tout x € E, il existe un unique y € F vérifiant (x, y) € G. L'ensemble des applications de
E dans F est noté FE ou Z(E, F).

Cette définition est assez peu maniable. Aussi note-t-on souvent f(x), 'unique y € F tel que (x,y) € G
et on adopte la notation plus simple pour une application

T B

Remarque

Pour montrer qu'un objet est bien une application, il faut démontrer que chaque élément de I'ensemble
de départ est associé a un unique élément de I’ensemble d’arrivée. Par exemple, ce qui suit ne définit pas
une application

1 si3divise n,

0 si2divise n,
n—
2 sinon.

car'élément n = 6 serait « envoyé » sur deux valeurs distinctes 0 ou 1 dans!’ensemble d’arrivée selon que
I'on considere que 2 divise 6 ou que 3 divise 6.

Conseils méthodologiques

# Pour vérifier qu'une application est définie « par morceaux », il faut vérifier que dansl'intersection
de plusieurs cas, les différentes définitions coincident.

, Définition 1.9.

Soit f: E — F une application et E’ une partie de E. La restriction de f a E’ est I'application

E' - F
f'E“{ x - f(x).

On définit de méme, lorsque cela est possible (c’est-a-dire quand, pour tout x € E, f(x) € F’), la cores-
triction ! : E — F’ d'une application f : E — F a une partie F’ de I'ensemble d’arrivée.

. Définition 1.10.

Soit f: E — F et g: F — G deux applications. La composée go f est I'application de E dans G qui
associe, a tout x € E, I'élément g(f(x)) € G.

On vérifie rapidement les propriétés suivantes.

Proposition 1.11.

Soit f, g et he EE. Alors,
fo(goh)=(fog)oh,  foldp=Idgof=Ff.
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Remarque

En général, on ne peut pas permuter les applications, ou en d’autres termes, la composition n’est pas
commutative : par exemple, avec f : x — 2x et g: x — x + 1, on observe pour tout x € R que

fog(x)=2x+2#2x+1=go f(x).

2.3. Image, image réciproque

Définition 1.12.

Soit f : E — F une application.
> L'image d'un élément x € E est I'élément f(x) € F.
> L'image (directe) d’une partie E/ C E est la partie de F définie par

FE)={f(x), x€E},

c’est-a-dire I'ensemble des images des éléments de E’.

Exemple
Soit f :{ ]5 : 9]52 . Alors, on obtient
* f0)=0 * f(0,1)=[0,1] * f(—1,1)=[0,1]

Définition 1.13.

Soit f : E — F une application.
> Un antécédent d'un élément y € F est un élément x € E tel que f(x)=y.
> L'image réciproque d’une partie F’ C F est la partie de E définie par

fN(F)={x€E, f(x)eF'},
c'est-a-dire I’ensemble de tous les antécédents des éléments de F’.

Remarque

Lensemble des antécédents d’'un élément y € F est par définition f~!({y}). Il peut étre vide, réduit a un
élément, ou beaucoup plus rempli!

Poursuivons I'exemple précédent.

Exemple
. R —- R . .
Soit f: { Y o x2 . Alors, on calcule les résultats suivants
s f'(Ry)=R * f7H({on) = {0} s f7110,4)=1-2,2]
s fIR)=R s fA)={-L1}
Remarque

11 faut faire attention a ne pas « simplifier » abusivement les expressions avec images directes et réci-
proques.
> On dispose des relations suivantes pour une application f : E — F :

YAe2(E), f Y (f(A)>A, YBe?(F), f(f '(B))cB.
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En effet, tout élément de A est un antécédent de son image et tout élément de B est I'image d’un de ses
antécédents.

> En revanche, les inclusions réciproques sont généralement fausses. Par exemple, avec 'application f
de I'exemple précédent, on vérifie que

FU (=11 =[0,1], et £ (f ([0, 1)) =[-1,1].

2.4. Injection, surjection, bijection

Définition 1.14.

> Une application f : E — F est injective si tout élément y € F a au plus un antécédent x € E
V(x,x’) e E?, fx)=f(x) = x=x'.

> Une application f : E — F est surjective si tout élément y € F a au moins un antécédent x € E
VyeF 3x€<E, flx)=y,

ou de maniere équivalente f(E)=F.
> Une application f : E — F est bijective si tout élément y € F a exactement un antécédent x € E.
En d'autres termes, f est bijective si, et seulement si, f est injective et surjective.

Conseils méthodologiques

Les définitions d’injectivité et de surjectivité donnent en méme temps le moyen de montrer ces
propriétés.
¢ Pour démontrer la surjectivité, on cherche sil’équation y = f(x) admet une solution x.
¢ Pour l'injectivité, on étudie 1'équation f(x) = f(x’) et, dans le cas d'une application injec-
tive, on doit en déduire x = x’.

Exemple
Les caracteres injectifs, surjectifs et donc bijectifs dépendent des ensembles de départ et d’arri-
vée :
R —- R R e e . . Lo
o f: , Tn'estniinjective, ni surjective.
X = X
P est surjective mais pas injective
89 x o 2 ] p ] .

R, - R .. . o
* h: 2 est IHJECUVC malis pas surjectlve.
X — X

Lapplication & estlarestriction de f aRR, ou, de maniére équivalente, f est un prolongement de
haR.

Exemple
Soit E un ensemble et A une partie non vide de E. L'application

J 2E) - 2(E)
f'{ X - XUA

n’est pas injective car f(@) = f(A); elle n'est pas surjective car il n'existe pas de parties X telles
que f(X)=@. En effet, pour tout X € Z(E), AC f(X).
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Exemple

Lapplication (p,q) — (2p + 1)29 réalise une bijection de N dans N\ {0}. En effet, tout entier
n € N\ {0} admet une décomposition en facteurs premiers uniques : en isolant le facteur 2 et
en rassemblant les facteurs premiers impairs, on obtient I’existence et I'unicité de 1'écriture de n
comme (2p + 1)27 donc 'existence et I'unicité de 'antécédent de n par f.

Définition 1.15.

Une application f : E — F est inversible s'il existe une application g : F — E qui satisfait a la fois
fog=1Idg,etgof=1Idg.
Cette application g est appelée inverse de f.

On relie cette définition aux précédentes par la proposition suivante.

Proposition 1.16.

Une application est bijective si, et seulement si, elle est inversible.
L'inverse d’une application f bijective est appelé bijection réciproque de f et noté f!.

Démonstration

Soit une application f: E — F.

(=) Supposons f bijective. Considérons’application g : F — E quiassocie a un élément de F son unique
antécédent par f. Alors, pour tout x € E, g(f(x)) est'unique antécédent de f(x) donc est égal a x. De
méme, pour tout y € F, f(g(y)) est'image de 'antécédent de y donc est égal a y.

Par conséquent, fog=Idp etgo f =Idg.

(<) Supposons f inversible d’'inverse noté g. Pour tout y € F, la condition y = f(x) entraine
g(y)=g(f(x))=x

donc le seul antécédent de y est g(y). En conclusion, tout élément de F admet un unique antécédent

par f: f: E — F estbijective. ]

Remarque

1l convient de ne pas confondre f~!({y}) I'ensemble des antécédents de y (qui est toujours défini) et
f7Y(y) 'élément image de y par la bijection réciproque (qui n’est définie que si f est bijective).

Proposition 1.17.

La composée de deux applications injectives (respectivement surjectives, bijectives) est injective (res-
pectivement surjective, bijective).

Démonstration

>Soit f : E — F et g : F — G deux applications injectives. Pour tout x, x’ € E, g(f(x)) = g(f(x’)) implique
f(x)= f(x) par injectivité de g puis x = x’ par injectivité de f.

>Soit f: E — F etg : F — G deux applications surjectives. Pour tout y € G, il existe z € F tel que g(z) =y
car g est surjective. Ce z étant fixé, il existe x € E tel que f(x) =z car f est surjective.

Par conséquent, il existe x € E tel que g(f(x))=y. ]
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3. Opérations entre parties

3.1. Lois de composition interne

Définition 1.18.

Une loi de composition interne sur un ensemble E est une application de E? dans E.

Une loi de composition interne est donc le terme mathématique pour décrire une opération sur un
ensemble.

Exemples

Les opérations +, x définissent des lois de composition interne sur les ensembles de nombres
usuels (N, Z, Q, R, C); la composition o est une loi de composition interne sur R, 'ensemble des
applications de R dans R.

Définissons quelques propriétés des lois de composition interne.

Définition 1.19.

Soit x une loi de composition interne sur un ensemble E.
> La loi x est commutative si
Y(x,y)e E?, X*xy=)*X.

> La loi = est associative si
V(x,y,2)€E®,  xx(y*z)=(x+y)*z.

> La loi * admet un élément neutre si
deceE, Vx€E, X*xe=exXx=Xx.

> Si la loi x admet I'élément neutre e, un élément x € E admet un symétrique (dans E) pour * si

dy€E, Xxy=y*rxx=e.

Remarque

> Toutes les lois ne sont pas commutatives : la composition des fonctions est un contre-exemple.
>L'associativité indique qu’il n’y a pas d’ordre de priorité dans les calculs qui n'impliquent que * : on peut
donc les mener dans l'ordre que I'on veut.

> L’élément neutre, lorsqu’il existe, est unique. Il suffit de calculer e x e’ lorsque e et e’ sont des éléments
neutres pour montrer que e = ¢’ en utilisant tour a tour les propriétés d’élément neutre de chaque élé-
ment.

> Lorsqu’une loi associative * admet un élément neutre e et qu'un élément x admet un symétrique, ce
symétrique est unique. Soit y et y’ des symétriques de x; alors,

y=yre=yx(xxy)=(y*x)ry'=exy’ =y’

En fait, nous utiliserons ces propriétés pour traiter de nombreuses situations simultanément : ’étude
des ensembles munis d'une loi de composition interne, associative, ayant un élément neutre et telle
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que tout élément admette un symétrique se fera indépendamment de la nature des éléments (nombres,
ensembles, applications, suites...). Cette riche idée d’abstraction sera développée avec 'introduction des
structures algébriques.

On aura quelquefois besoin d'une propriété qui lie deux lois de composition interne.

Définition 1.20.

Soit E un ensemble muni de deux lois de composition interne ¢ et . La loi x est distributive sur la
loi ¢ si
‘v’(x,y,z)eEs, xx(yoz)=(x*y)o(x*z),

V(x,y,2)€E®,  (yoz)xx=(y*x)o(z+x).

Par exemple, sur les ensembles de nombres usuels, la multiplication des nombres est distributive sur
I’addition.

3.2. Intersection et réunion

Définition 1.21.

Soit F et G deux parties d'un ensemble E.
> L'intersection de F et G est |a partie de E, notée F NG, formée des éléments communs a F et G,
c’'est-a-dire la partie définie par

Vx€E, xeFNG & (xeFetxel)
Sur la figure ci-dessous, I'intersection de F et G correspond a la zone grisée.

( N
N\ J
> La réunion de F et G est |la partie de E, notée F UG, formée des éléments appartenant a F ou a
G, C'est-a-dire la partie définie par

Vx€E, xeFUG < (x€FouxegG).

Sur la figure ci-dessous, la réunion de F et G correspond a la zone grisée.
( R
. J

On vérifie que F UG contient F et G, alors que F NG est contenue dans F et G.
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Exemple
Déterminons les parties F et G d'un ensemble E telles que F NG = F UG. On remarque que
FCFUG=FnNnGcQG.

Par symétrie, G C F et donc, par double-inclusion, F =G.

Proposition 1.22.

Les opérations U et N sont des lois de composition interne commutatives et associatives de 2 (E),
d’éléments neutres @ et E respectivement.

Lassociativité permet de définir les intersections et les réunions d'un nombre quelconque d’ensembles
et on observe les propriétés de distributivité.

Proposition 1.23.

Soit F une partie de E et (F;);c; une famille de parties de E. Alors

Fﬂ(l_LGJIE):iLGJI(FﬂE), FU(iQIE):iQI(FUE)'

On a évidemment, d’apres la commutativité, les mémes propriétés de distributivité a gauche.

Démonstration

Montrons la premiere égalité par double inclusion. La seconde se montre de maniére analogue.

(c) Soit x e Fn( u F;). Comme x € U F, ilexiste i €I tel que x € F;. Ainsi, x e FNF; € U (FNF).
e le le

(D) Soit x € _UI(F N E). Par définition, il existe i € I tel que x € FNF; C F; donc x € ( .UI E).
1€ 1€

En conclusion, x € F ﬂ( _UI E). [ |
1€

3.3. Partitions

Une famille (F;);c; de parties de E est une partition de E si
e Aucune partie n'est vide

Viel, F #@.
» Deux parties distinctes sont disjointes
V(i,j)el?, i#j = FENF=0.
* La réunion est égale a E
UF=E.

iel

Exemple

Lafamille ([n, n+1[),cz est une partition de R : les parties sont non vides, disjointes et de réunion
R. Il s’agit de partitionner I'ensemble des réels selon leur partie entiere.
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Exemple
Les parties 2Z et {2k + 1, k € Z} forment une partition de Z (selon la parité).

En fait, ces exemples relevent d'un cadre plus général que nous détaillons maintenant.

\é/ Définition 1.25.

= Une relation d’équivalence sur un ensemble E est une relation binaire ~ qui vérifie les propriétés
suivantes :
» ~ est réflexive, c’est-a-dire, tout élément x € E est en relation avec lui-méme pour ~ :

Vx€E, X~ X.

+ ~ est symétrique, c’est-a-dire pour tous les éléments x et y € E tels que x est en relation
avec y, on a aussi y en relation avec x

Vx,y€E, X~y =3 Y~ X,

+ ~ est transitive, c’est-a-dire pour tous les éléments x, y et z € E tels que x est en relation
avec y et y est en relation avec z, on a aussi x en relation avec z

Vx,y,z€E, x~y et y~z = X~2z.

Deux éléments en relation sont dits équivalents. La classe d’équivalence d’'un élément x pour la
relation ~ est I'ensemble des éléments de E équivalents a x pour ~, a savoir

{yeE, y~x}.

Exemple Congruence sur les entiers

Soit p € N\ {0}. Deux entiers m et n sont congruents modulo p si p divise m — n. On note alors
m = n[p] ou plus simplement m = n[p] en gardant a I'esprit que ce signe d’égalité n’est pas une
véritable égalité.

On vérifie immédiatement que la congruence modulo p est une relation d’équivalence sur Z et
que la classe d’équivalence de a est

{a+bp, beZ}.

Généralisons 'exemple précédent aux réels (ol1, rappelons-le, la notion de divisibilité est peu pertinente
puisque tout réel non nul divise tous les réels).

Exemple

Deux réels x et y sont congruents modulo 27 si la différence x — y est un multiple entier de 27.
On définit ainsi une relation d’équivalence sur R (le choix de 27 correspond a une utilisation
courante pour les fonctions trigonométriques, on peut bien évidemment choisir n'importe quel
autre réel non nul).

Proposition 1.26.

Soit ~ une relation d’équivalence sur un ensemble E. Les classes d'équivalence pour ~ forment une
partition de E.
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Démonstration

Il est clair qu'une classe d’équivalence est non vide et que E est inclus dans la réunion des classes d’équi-
valence (car chaque élément est inclus dans sa propre classe d’équivalence). Montrons que deux classes
d’équivalence distinctes sont disjointes. Pour cela, considérons x et y € E tels que les classes d’équiva-
lence de x et y ne soient pas disjointes et z € E a la fois équivalent a x et y. Alors, par transitivité, la
classe de x estla classe de z; de méme, la classe de y estla classe de z. Ainsi, les classes de x et de y sont
égales. [ ]

3.4. Fonctions indicatrices

Définition 1.27.

La fonction indicatrice d’une partie F de E est I'application 15 : E — {0, 1} définie, pour tout x € E,
par

1 sixeF
ﬂF(x):{ 0 sinon.

Exemple

Les fonctions indicatrices de E et de @ sont respectivement les fonctions constantes sur E et
égales a 1 et a 0 respectivement.

On vérifie immédiatement avec cette définition que F = {x € E, 1z(x) = 1}. On en déduit que deux
parties ayant la méme fonction indicatrice sont égales.

Conseils méthodologiques

Pour montrer une égalité entre ensembles, il suffit de montrer I'égalité des fonctions indicatrices.

Proposition 1.28.

Soit F et G des parties de E. Alors,

1p=1-1p, 1png =1rlg, lpyg =1p+16—1rlg.

Démonstration
> Pour tout x € E,

xeFex¢F
S (1-1g)(x)=1.
Ainsi, 17=1—1.
> Pour tout x € E,
xeFNGe xeFetxeG
Silp(x)=letig(x)=1
< (1plg)x)=1.

Ainsi, ﬂFﬁG = ﬂFﬂG'
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> Pour tout x € E,

xeFuUGe xeFouxeG
S ip(x)=1oulg(x)=1

AjnSi,]lFuG:ﬂF‘f']lG_]lFﬂG. | ]

Proposition 1.29. Lois de De Morgan

Soit F et G deux parties de E.

Démonstration
Les deux égalités sont équivalentes en utilisant que le complémentaire du complémentaire d’'une partie
est égal a la partie. Il suffit d’en établir une, ce que nous allons faire en comparant les fonctions caracté-
ristiques.

]].WZ 1—-1png=1—1plg= 1—(1—]].f)(1—]].6)= 17+ ﬂg—ﬂfﬂgz ]].fua.

4. Ensembles ordonnés

4.1. Relation d’ordre

Une relation d’'ordre sur un ensemble E non vide est une relation binaire < qui vérifie les trois pro-
priétés suivantes
* < est réflexive

Vx€E, X< X.
+ < est antisymétrique
Vx,y€E, x<yety<x = x=y.
* < est transitive
Vx,y,z€E, x<yety<z = x<z.

Le couple (E, <) est alors appelé ensemble ordonné.

Voici quelques exemples de relations d’ordre usuelles.

Exemple

Larelation de comparaison «inférieur ou égal » < est une relation d’'ordre surN, Z, Q, R, [a, b] En
revanche, la relation « inférieur strictement » < ne I'est pas puisqu’il lui manque la réflexivité.

Exemple

Linclusion C est une relation d’ordre sur 2 (E) avec E non vide ('antisymétrie correspond a la
définition de I'égalité entre parties viala double-inclusion).
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Exemple

La divisibilité définit une relation d’ordre sur N\ {0}.

Exemple Ordre lexicographique

Lordre lexicographique (ou ordre du dictionnaire) est une relation d’ordre sur N”.

Rappelons que cet ordre consiste a comparer les p-uplets en comparant les premiéres compo-
santes puis en cas d’égalité en passant a la suivante comme on le fait pour classer les mots dans
un dictionnaire; ainsi (1,7,8,9) est plus petit pour cet ordre que (1,7,9,3) : les deux premieéres
coordonnées sont égales dans les deux 4-uplet donc on considére la troisieme : on conclut en
remarquant que 8 est plus petit que 9.

Parmi ces relations d’ordre, toutes n’ont pas les mémes propriétés.

, Définition 1.31.

= Une relation d'ordre < sur E est totale si I'on peut comparer tous les éléments de E
Vx,y€E, X<youy=<x.
Une relation d’ordre qui n’est pas totale est partielle.

Parmi les exemples précédents, I'inclusion et la divisibilité sont des relations d’ordre partielles.

Exemple

Si(E, <) est un ensemble ordonné et F une partie de E, alors < définit une relation d’ordre sur F,
appelée relation d’ordre induite.

Si la relation < sur E est totale, alors la relation induite sur une partie F est elle aussi totale (en
revanche, la réciproque est fausse).

4.2. Plus petit élément, minorant

\6/ Définition 1.32.
s Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.
> Un majorant de A est un élément m € E tel que

Vx €A, x<m.

> Un minorant de A est un élément m € E tel que

Vx €A, m< Xx.

> Si A admet un majorant (respectivement un minorant), alors A est majorée (respectivement mino-
rée). Si A est majorée et minorée, alors A est bornée.

Exemples

>Lapartie ]—0o, 7r] est majorée par 4 ou 1789 mais aussi par 7 ; en revanche, elle n’est pas minorée.
> La partie {1,2,4,10'%} est bornée.

> L'ensemble Z n’est ni majoré, ni minoré.

> Toutes les parties de & (E) sont bornées pour I'inclusion (minorées par @, majorées par E).
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Définition 1.33.

Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.
> Un élément m € A est un plus grand élément de A si

Vx €A, X <m.

Autrement dit, un plus grand élément de A est un majorant appartenant a A.
> Un élément m € A est un plus petit élément de A si

VxeA, m=<Xx.
Autrement dit, un plus petit élément de A est un minorant appartenant a A.

Remarque

Les plus petits éléments et plus grands éléments n’existent pas forcément. Par exemple, I'ensemble ]0, 1{
(muni de la relation <) n'admet ni plus grand ni plus petit éléments.

Supposons que a est un plus petit élément de |0, 1[; alors § est un élément de ]0, 1 strictement plus petit
que a : contradiction.

De méme, supposons que a est un plus grand élément de ]0, 1[; alors ”T“ est un élément de ]0, 1] stricte-
ment plus grand que a : contradiction.

Proposition 1.34.

Quand ils existent, les plus grands et plus petits éléments d'une partie A sont uniques.
On les note respectivement max A et min A.

Démonstration
Supposons qu'il existe m et m’ deux plus grands éléments. Alors, comme m’ est un plus grand élément,
m < m’; de méme, m’ < m puis, par antisymétrie de <, m = m’. [ |

Proposition 1.35.

Soit A et B deux parties d’un ensemble ordonné (E, <) admettant un plus grand élément telles que
A C B. Alors, max A < max B.

Démonstration
Par définition du plus grand élément de B,
Vx €B, X <maxB.
Or, maxA € B donc maxA < maxB. [ |

4.3. Borne supérieure, borne inférieure

Définition 1.36.

Soit A un partie d’un ensemble ordonné (E, <).

> Si A est majorée, la borne supérieure de A est, lorsqu’elle existe, le plus petit majorant de A. On la
note sup A.

> Si A est minorée, la borne inférieure de A est, lorsqu’elle existe, le plus grand minorant de A. On la
note infA.
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On remarque que contrairement a maxA et min A, sup A et inf A ne sont a priori pas des éléments de A.
En fait, les bornes supérieure et inférieure appartiennent al’ensemble si, et seulement si, elles coincident
avec les plus grand et plus petit éléments.

Exemples

Avec A = {x € Q, x? < 2}, la borne supérieure dans R est supA = v/2 ¢ A. Il n'y a pas de borne
supérieure dans Q.
Avec B = {x € Z, x? <2}, la borne supérieure dans Z, Q ouR estsup B=1€ B.

Proposition 1.37.

Soit A et B deux parties d’'un ensemble ordonné (E, <) admettant une borne supérieure telles que
AcC B. Alors, supA <sup B.

Démonstration
Par définition de la borne supérieure de B,

Vx €B, X <sup B.
Ainsi, comme A C B, les éléments de A appartiennent a B donc
Vx €A, X <sup B.

Par conséquent, sup B est un majorant de A donc plus grand que le plus petit des majorants supA. ®

4.4. Applications croissantes

Définition 1.38.

Soit f : (E,<g) — (F,<Fg) une application entre deux ensembles ordonnés.
> L'application f est croissante si

Vx,y€E, x=<gy = [f(x)=<pf(y)

> L'application f est strictement croissante si
Vx,y€E, x<pyetx#y = [f(x)<pfly)etf(x)#f(y)

On définit de méme les propriétés de décroissance et de décroissance stricte.

Exemple
Soit E un ensemble et A une partie non vide de E. L'application

J 2(E) — 2(E)
f'{ X = XuA

est croissante mais pas strictement croissante (car f(@)= f(A) alors que @ & A).

Proposition 1.39.

Soit f: (E,<g)— (F,<p)ou <g estun ordre total. Si f est strictement croissante, alors f est injective.
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Démonstration

Supposons, par I'absurde, qu'il existe x # y tels que f(x)= f(y).

Si x <g y, alors, par croissance stricte de f, f(x) <g f(y) et f(x) # f(y) ce qui contredit I'hypothése
Fx)=F)

On procéde de méme pour le cas y <g x. [ ]

5. Lensemble des entiers naturels

5.1. Propriétés de Peano

Lidée de cette partie n’est pas de définir N (ce qui releve de la théorie générale des ensembles et qui est
délicat) mais de montrer quelles propriétés seront utiles. Voila les propriétés que nous admettrons.

Proposition 1.40.

L'ensemble N des entiers est un ensemble non vide ordonné tel que :
* toute partie non vide de N admet un plus petit élément;
* toute partie non vide majorée admet un plus grand élément;
* N n'admet pas de plus grand élément.

Remarque
En fait, on peut montrer que si A est un ensemble vérifiant ces propriétés, alors il existe une bijection
croissante de A vers N.

D’apres ces propriétés, il est évident que N est alors totalement ordonné (car un ensemble a deux élé-
ments admet un plus petit élément), que N admet un plus petit élément (car c’est une partie non vide de
N) que 'on note 0.
Pour tout n €N, on définit 7+ 1 comme le plus petit élément strictement supérieur a 7 : ceci est possible
car

* nn'est pas le plus grand élément de N donc il existe un élément strictement plus grand;

* I'ensemble des éléments strictement plus grands que n est non vide donc admet un plus petit

élément.

De méme, on définit n — 1 pour tout élément n € N différent de 0.

5.2. Principe de récurrence

Définition 1.41.

Un prédicat sur N est une application de N dans I'ensemble des booléens : vrai et faux.

Proposition 1.42. Principe de récurrence

Soit & un prédicat sur N tel que :

* 22(0) est vrai;

* pourtout n €N, si 2(n) est vrai, alors 2 (n +1) est vrai.
Alors, 2 (n) est vrai pour tout n €N,
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En remplagant la premiere condition par & (m) est vrai, on obtient la conclusion & (n) est vrai pour tout
entier n > m.

Démonstration

Considérons I'ensemble A = {n € N, 2(n) est faux}. Si A est non vide, il admet un plus petit élément
m =min A qui est différent de 0. Alors, m —1 ¢ A et donc par la seconde propriété, m ¢ A : contradiction
donc A est vide. [ |

Proposition 1.43. Principe de récurrence forte

Soit & un prédicat sur N tel que :

o 22(0) est vrai;

* pour tout n €N, si (k) est vrai pour tout k < n, alors Z(n+1) est vrai.
Alors, Z(n) est vrai pour tout n €N.

La preuve est identique a la précédente avec le prédicat 2 tel que £(n) est vrai si, et seulement si, 2 (k)
est vrai pour tout k < n.

Regardons quelques exemples.

Exemple

Montrons que tout entier supérieur a 2 admet une décomposition comme produit de nombres
premiers.
Posons, pour tout n > 2, 2 (n) : « n admet une décomposition en produit de nombres premiers ».
e Z(2) est vrai car 2 est un nombre premier.
* Soit n > 2. Supposons Z (k) vrai pour tout k < n et montrons % (n + 1) par disjonction de
cas:

- Sin+1 est premier, alors 22 (n + 1) est vrai.

- Sin+1estcomposé, alorsil existe p et g entre 2 et n tels que n+1 = p.q. Or, par hypo-
these de récurrence, 2 (p) et Z(q) sont vrais donc n + 1 est un produit de nombres
premiers et 2 (n + 1) est vrai.

On conclut avec le principe fort de récurrence.

Exemple

Notons, pour tout n € N\ {0}, S, la somme des cubes des entiers entre 1 et n et montrons par

2
récurrence sur n € N\ {0} que S,, = (—"(";U ).

Définissons, pour tout n € N\ {0}, Z(n): «S, = (@)2 ».

2
e P(1)estvraicarl= (@) .

¢ Soit n € N\ {0}. Supposons Z?(n) vrai et montrons & (n +1)
Sps1 =Sy +(n+1)°

2
=(@) +(n+1p
=(n+1)2(%2+n+1)=w.

D’ou le résultat.
On conclut avec le principe de récurrence.
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Soit (F,),, la suite de Fibonacci définie par Fy = F; =1 et, pour tout n €N, F,,, = F,,; + F,. Défi-
nissons, pour tout n €N, §,, la somme des termes de cette suite d’indice inférieur ou égal a n.
Montrons par récurrence sur n €N, la propriété 22(n): « S, = F,,» — 1 ».
e Z(0)estvraicar =K—FK=FK—1.
¢ Soit n € N. Supposons £ (n) vrai et montrons 2 (n +1).
Sni1 =S+ Fun
=F2—1+F=Fy—1

On conclut avec le principe de récurrence.

En fait, on remarque que I'on peut procéder « par récurrence » sur d’autres ensembles que N et que ce
principe d’induction sera fort utile en informatique.
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Linclusion entre parties A C B se prouve en montrant que tout élément de A appartient a B. Une égalité
correspond a une double inclusion.

Les opérations ensemblistes U, N et complémentaire fonctionnent comme le o, le et etle non du langage
courant. Il est important de se souvenir des regles de manipulations suivantes.

Propriétés des opérations entre ensembles

Soit E un ensemble, A, B et C C E. Alors,
« AU(BUC)=(AUB)UC « AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
« AN(BNC)=(AnB)NC
« AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

Ces exemples permettent de mettre en évidence les propriétés générales des lois de composition internes
(c’est-a-dire des opérations).

Lois de composition internes

Soit  une loi de composition interne a I'ensemble E.
> % est associative si
Vx,y,z€E, xx(y*xz)=(xxy)*z.

> x admet e € E comme élément neutre
Vx€E, Xxe=exx=Xx.

Quand il existe, I'élément neutre est unique.
> Si e € E est un élément neutre de *, les éléments x € E et y € E sont symétriques pour x si

X*xy=y*xx=e.

Pour les applications, on discute de propriétés selonle nombre d’antécédents des éléments de'’ensemble
d’arrivée.

Injection, surjection, bijection

Soit f : E — F une application.

> f est surjective si tout élément de F admet au moins un antécédent par f dans E.

> f est injective si tout élément de F admet au plus un antécédent par f dans E.

> f est bijective si tout élément de F admet exactement un antécédent par f dans E. Cette propriété
équivaut a I'inversibilité de f.

La composée de deux fonctions sur/in/bijectives est sur/in/bijective.




On peut s’intéresser aux images et antécédents pour une fonction ne possédant pas ces propriétés. On
introduit alors les parties suivantes.

Image directe et image réciproque

Soit f : E — F une application.

> L'image directe par f d’'une partie A C E est I'ensemble des images des éléments de A par f. On
la note f(A).

> L'image réciproque par f d’une partie B C F est I'ensemble des antécédents des éléments de B
par f.On la note f~1(B) (et ceci est cohérent avec le cas ou f est bijective).

Généralisant les relations de congruence sur les entiers, on obtient le concept suivant pour les relations
d’équivalence.

Relation d’équivalence

> Une relation d'équivalence sur E est une relation binaire réflexive, symétrique et transitive.
> L'ensemble des éléments équivalent a un élément donné est appelé classe d’équivalence de cet
élément. Les classes d'équivalence forment une partition de E.

Généralisant la relation < sur R, on obtient le concept suivant pour les relations d’ordre.

Relation d’ordre

> Une relation d’ordre sur E est une relation binaire réflexive, antisymétrique et transitive.

> La borne supérieure d’une partie A C E est, quand il existe, le plus petit des majorants de A. On le
note sup A.

> Le plus grand élément d’'une partie A C E est, lorsqu’il existe un élément de la partie qui est un
majorant. On le note max A. Un plus grand élément de A est nécessairement la borne supérieure
de A.

Récurrence

Pour montrer une propriété par récurrence, il faut établir a la fois I'initialisation et le caractere héré-
ditaire. La récurrence forte n’est qu’un cas particulier de récurrence.
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Vrai ou faux ?

Vrai Faux

a) 6ZN4Z=12Z. [} O

b) 6ZU4Z=2Z. [} [}

¢) Vf:E—F YACBCE, f(A)c f(B). ml m|

d) Vf:E—F YBe2(F), f-\(B)=f"'(B). o m

e) Vf:E—F VYAAeP(E) f(ANf(A)=f(ANA). | O

f) Vf:E—F YBe®?(F), f(f\(B))cB. m| m|

g) Lapplication f : E — F est surjective si, et seulement si, tout élément O O

de F admet au moins un antécédent par f.

h) Sif:E — F estinjective, alors f : E — f(E) est bijective. | O m
i) Lapplication f : { I;] — op Ot surjective. O m| 3
j) Lapplication f : { I;] : op oSt injective. m] m]
k) Sif:E — F estsurjective, alors f~!(f(A)) = A pour tout A € Z(E). m| O U
I) Sif etg sontsurjectives, alors f o g est surjective. O O m
m) Si f o g estinjective, alors f est injective. m| O m
n) Sifog estsurjective, alors f est surjective. O O x
0) Siuneapplication f : N — N est surjective, alors elle est injective. ] O m
p) Silaborne supérieure d'un ensemble A existe, alors A admet un plus m] O

grand élément.

Exercices d’application du chapitre 1

— Commencons par quelques manipulations ensemblistes.

OO Exercice 1

Soit A et B deux parties d'un ensemble E. Résoudre I'équation (d'inconnue X € #(E)) AN X = B puis
I'équation AUX = B.

©O0O Exercice 2
Soit E un ensemble. La différence symétrique de deux parties F et G de E est la partie

FAG=(FNG)U(FNG).

Sur la figure ci-dessous, la différence symétrique de F et G correspond a la zone grisée.
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Montrer que, pour toutes parties F et G de E, FAG=(FUG)NFNG.
Vérifier que, pour toutes parties F et G de E, la fonction indicatrice de FAG est égale a
1p+1g—21f1g.

Retrouver le résultat de la question précédente.

Montrer que A est une loi de composition interne sur 2 ( E) associative, commutative, d’élément
neutre @ et telle que toute partie admette un symétrique.

Montrer que la loi N est distributive sur A.

— Explorons désormais les propriétés des applications.

Exercice 3
Soit f : N — Z définie pour tout n € N par
2 sin=0[2]
— 2 o
fm={ _3a  Sron

Montrer que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque.
Exercice 4

Soit f : E — F et g : F — G des applications telles que g o f est surjective. Montrer que g est

surjective.

Soit f: E — F etg: F — G des applications telles que go f estinjective. Montrer que f est injective.
Soit f: E—F,g:F — G eth:G — H trois applications telles que g o f et h o g sont bijectives.
Montrer que f, g et h sont bijectives.

Exercice 5
Soit f : E— F, AC E et B C F. Montrer que f(AN f~}(B))= f(A)NB.

Exercice 6
Soit f : E — F une application. Définissons les applications suivantes
0. 2B - 2(F) g.[ PE) = 2E)
A = fA LB - (B

Montrer que f est injective si, et seulement si, ® est injective si, et seulement si, ¥ est surjective.
Trouver un analogue pour f surjective.

Exercice 7 Lemmes de factorisation
Soit f: F — E et g : G — E deux applications. Montrer qu'’il existe une application z : G — F telle
que g = f o h si, et seulement si, g(G) C f(F).
A quelle condition cette application & est-elle unique?
Soit f: E — F et g : E — G deux applications. Montrer qu'’il existe une application z : F — G telle
que g = ho f si, et seulement si,

Vx,yeE,  flx)=fy) = gx)=gy)
A quelle condition h est-elle unique?
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— Les exercices suivants permettent de s’approprier les propriétés des relations binaires.

Exercice 8
Déterminer les réels « tels que la relation binaire définie par

Vx,y €R, xxy=xy+alx+y)

soit associative.

Exercice 9
Soit E un ensemble et A une partie de E. On définit une relation Z sur Z(E) par :

XRY & XUA=YUA.
Montrer que Z est une relation d’équivalence.

Décrire la classe d’équivalence de X € 2 (E).

Exercice 10
On définit une relation # sur R par xZ y si

cos® x +sin’y =1.

Montrer que £ est une relation d’équivalence puis déterminer ses classes d’équivalence.

Exercice 11

On définit une relation binaire % sur Z par x2 y si, et seulement si, x + y est pair. Montrer que 2 est
une relation d’équivalence et préciser ses classes d’équivalence.

Exercice 12
On définit une relation ~ sur RY par u ~ v si

VneN, dp,q > n, Up S U, et Uy < Uy,

Montrer que ~ est une relation d’équivalence.

Exercice 13
Soit A et B deux parties non vides de R telles que

Y(a,b)e Ax B a<h.

Montrer que sup A et inf B existent et que sup A < inf B.
Exhiber un exemple de parties A et B telles que sup A =inf B et

Y(a,b)e Ax B a<hb.

Exercice 14
Considérons la relation binaire sur C définie par

1

zbz & 3neN, z/=z%.

F est-elle une relation d’ordre?
Reprendre la question précédente en définissant - sur R.

— Les trois exercices suivants permettent de vérifier la maitrise du raisonnement par récurrence.

Exercice 15
Soit x;, X, ..., X, = 1. Montrer que x; + X, +...+ x, <n—14+x1% ... X,.
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Exercice 16
Notons, pour tout k € N\ {0}, u; le plus grand diviseur impair de k.
Montrer que, pour tout n € N\ {0},

— 2
Upy1+ Upo+.o.+ Uy, =07,

Exercice 17
Calculer s; = k? —(k +1)> —(k +2)? + (k +3)? pour tout k €N.
Remarquer la valeur de s; — s;,4 pour tout k € N.
En déduire que, pour tout entier n, il existe une infinité d’entiers p et des suites (& )r<, € {£1}”
tels que n=g,1*+ £,2* +...+ ¢, p%

Exercices d’approfondissement du chapitre 1

Exercice A

Soit f et g deux bijections de Z dans Z. Montrer que I'application k — f(k)g(k) n’est pas une bijection
de Z dans Z.

Exercice B

Soit f : E — E une application. Pour tout n € N\ {0}, f" désigne la composée nitme de f définie par
réccurence par f°=1dg et pour tout k €N, f¥+1 = fo fk,

SoitACE, A, =f"(A),etB= ] A,.ex0

neN

Montrer que f(B)C B.
Montrer que B est la plus petite partie de E stable par f et contenant A.

Exercice C Théoréme du point fixe de Knaster-Tarsky
Soit f : 2(E) — Z(E) croissante pour l'inclusion. Montrer qu’il existe une partie X de E qui vérifie
fX)=X.

Exercice D
Soit (E;),<i<, une famille finie d’ensembles vérifiant
Vl,]Sn,ElkSn, EiUEjCEk'

Montrer qu’il existe k < 7 tel que, pour tout i < n, E; C Ey.
Le résultat subsiste-t-il pour une famille infinie d’ensembles?

Exercice E
Soit E = {x,,..., x,,}. Prouver quel'on peut ordonner les éléments de & (E) en respectant les quatre regles
suivantes :

* on commence par J,

¢ on termine par un singleton;

¢ chaque élément de & (E) apparait une et une seule fois;

¢ chaque terme de la suite est obtenu par 'ajout ou le retrait d'un seul élément du terme précédent.

Exercice F

Soit E un ensemble et f : E — E. Montrer que [ est injective si, et seulement si, pour toutes parties A et
BdeE, f(AnB)= f(A)n f(B).

Exercice G
On définit une relation binaire < sur R? définie par

(xt,y)<,y) e  |Ix-xI<y -y
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1. Montrer que < est une relation d’ordre. Est-elle totale?
2. Montrer que la borne supérieure du disque 2 = {(x, y) € R?, x%+ y? <1} estle point S = (0, v2).

Problemes du chapitre 1

o0 Probleme1l Lemme de classe monotone
Dans ce probleme, on fixe un ensemble E et on considére des ensembles de parties de E. Plus précisé-
ment, on s'intéresse aux notions de la définition suivante.

_\6/_ Définition 1.44.

-~ Soit .¢/ un ensemble de parties de E.
* .of est stable par intersection si pour tous A, B€ .«/, ANB € ..
 .of est stable par réunion si pour tous A, B€ ./, AUB € .¢/.
* .o/ est une classe monotone si
B .¢/ contient E, .
W pourtous A, Be.«/ telsque BCA, ANBe.«/,
W pour toute suite (A4,), € .&/N croissante pour I'inclusion

U A, € .d.
neN
+ .o/ est une tribu si

B .o/ estnonvide,

W pourtout A€e.of, A€ .o,

B pour toute suite (A4,), € .&/N
U A, € .d.
neN

Partie A - Exemples et premieres propriétés

1. Montrer que les ensembles suivants sont des tribus
a. Z(E)
b. {2, E}
c. {9,A,A E}avec ACE fixé
2. Montrer qu’une tribu est stable par réunion et par intersection.
3. Montrer qu’'une tribu est une classe monotone.
4. Soit .¢/ une classe monotone stable par réunion.
a. Montrer que, pour tous A, ..., A, €.¢/, A;U...UA, € .4.
b. Soit(A,), €.o/N et (B,), la suite de parties de E définie par

n
VneN,  B,=|JA.
k=0

n
Exprimer U By et U B;. en fonction des termes de la suite (4,,),,.
k=0 keN
c. En déduire qu’'une classe monotone stable par réunion est une tribu.

5. En déduire qu'une classe monotone stable par intersection est une tribu.

Partie B - Classes et tribus engendrées

1. Montrer qu'une intersection d'une famille quelconque de classes monotones de E est encore une

classe monotone.

2. Enoncer et justifier un résultat équivalent pour les tribus.

3. Soit ./ un ensemble de parties de E. Montrer qu'il existe une plus petite (au sens de 'inclusion)
classe monotone contenant .¢/ et une plus petite tribu contenant .¢/.
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On note ces A(.</) et o(.</) cette classe monotone et cette tribu et on les appelle classe engendrée
par ./ et tribu engendrée par .¢/.

Partie C - Lemme de classe monotone

Le but de cette partie est d’établir le résultat suivant :

Soit ./ un ensemble de parties de E stable par intersection. La classe monotone engendrée par .«/
est la tribu engendrée par .«/.

On fixe ./ un ensemble de parties de E stable par intersection.

Pour tout A € A(.¢/), notons 6, ={B € A(.«/), ANB € A(.</)}.
a. Montrer que, pour tout A € A(.</), 6, est une classe monotone.
b. Montrer que si A € .¢/, alors .«/ C 6, puis A(./) C 6.
c. Soit A€ .o/, B € A(.«/). Justifier successivement que B € 6, puis A € 6.
d. En déduire que, pour tout B € A(.</), A(.</) C 6.
e. Montrer que A(.¢/) est stable par intersection.

Conclure.

Probleme 2 Saturation pour une relation d’équivalence

Etant donnés un ensemble E et une relation d’équivalence ~ sur E, la classe d’équivalence de x € E est
la partie de E, notée X, constituée des éléments en relation avec x ; en d’autres termes, pour tout x € E,

x={y€E, x~y}

Afin d’éviter les confusions avec cette écriture d'une classe d’équivalence, dans ce probleme on notera
AP le complémentaire d’une partie A.

Partie A - Partition en classes d'équivalence

Soit E un ensemble muni d’une relation d’équivalence ~.
Montrer que deux classes d’équivalence distinctes sont disjointes; en déduire que les classes d’équi-
valence forment une partition de E.
Dans cette question, on considere E, F deux ensembles et f : E — F. Pour tous x, y € E, on note
x~ysifx)=fy).
a. Vérifier que ~ est une relation d’équivalence sur E.
b. Montrer que, pour tout x € E, X = f 1 ({ f(x)}).
c. Déterminer les classes d’équivalence sur Z pour la relation obtenue avec I'application f :
Z — [0,4] qui, a un entier n, associe le reste de la division de n? par 5 (que 'on pourra noter
abusivement n2[5]).
Dans cette question, on considere E un ensemble fini et A une partie de E. Pour tous X, Y € 2 (E),
onnote X ~YsiXUA=YUA.
a. Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur 2 (E).
b. Déterminer les classes d’équivalence; en préciser le nombre.
c. Montrer que toutes les classes d’équivalence ont le méme cardinal.

Partie B - Saturation d’'une partie
Soit E un ensemble muni d'une relation d’équivalence ~. La saturation d'une partie A C E est la partie

sat(A)= U x.

xX€A

Montrer que, pour toute partie A C E, A C sat(A).
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Comparer, pour toute partie A C E, sat(A) et sat(sat(A)).
Soit A C E et x € E. Montrer I'équivalence entre les propriétés
e x esat(A);
* X Nsat(A) #;
En déduire sat(sat(A)").
Montrer que la saturation d'une réunion de parties est la réunion des saturations de ces parties.
Comparer la saturation d'une intersection de parties et l'intersection des saturations de ces parties.

Partie C - Parties saturées

Soit E un ensemble muni d'une relation d’équivalence ~. Une partie A C E est saturée si elle est égale a
sa saturation. On note . I'ensemble des parties saturées de E.
a. Montrer qu'une partie est saturée si, et seulement si, elle est réunion de classes d’équivalence.
b. Déterminer toutes les parties saturées de Z pour la relation d’équivalence A.c..
Montrer que . est stable par réunion, intersection et passage au complémentaire, c’est-a-dire que,
pourtous A, B
AUBey, AnBey, Aeg.

a. Soit A une partie saturée et B C E tels que AN B =@.
Montrer que ANsat(B)=@.
b. Lhypothese A saturée est-elle nécessaire a la question précédente?
Dans cette question, on reprend les notations de la question A.2., a savoir deux ensembles E, F,
une application f : E — F et larelation d’équivalence qui en découle.
Montrer que . est en bijection avec 2 (f(E)).

Probleme 3 Théoreme de Sprague-Grundy
Un jeu a deux joueurs est un couple (S, V) ou S est un ensemble fini non vide d’éléments appelés confi-
gurations et V une application de S dans #?(S). Une partie du jeu issue de la configuration x, entre les
joueurs A et B est constituée d’étapes :

¢ le joueur A choisit une configuration x; € V(x),

* ensuite, si cela est possible, le joueur B choisit une configuration x, € V(x;),

¢ ensuite, si cela est possible, le joueur A choisit une configuration x3 € V(x,),

L]
Le joueur perdant est celui qui ne peut choisir une configuration.
Par exemple, dans une partie d’échecs, chaque configuration correspond a une disposition (d'une partie)
des piéeces sur I’échiquier et 'ensemble V(x) associé a une configuration x est1’ensemble des configura-
tions associées a un mouvement licite d'une piece depuis la configuration x.
Dans ce probléeme, on ne considére que des jeux pour lesquels toute partie est finie (donc pas les échecs
dans les regles simples).
Voici quelques notations utilisées.

> Pour toute partie E € N, mex(E) (pour minimum exclu) désigne le plus petit entier naturel
n’appartenant par a E, c’est-a-dire min E®. Par exemple

mex{2?3”5°, a,b,c €N} =0, mex[0,7] =8.

> Pour tous entiers x et y, 'entier x @ y est défini comme la somme des puissances de 2 qui
n’'apparaissent que dans 1'une des écritures binaires de x et y. Par exemple,

13020= 22 +22+2% @ (2* +22)=(2* + 2% + 2% =25.

On admet que la loi de composition interne & sur N est associative.
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Partie A - Fonction de Grundy

Soit (S, V) un jeu fini. On définit la fonction de Grundy f de ce jeu par f(x) =0si V(x) =@ et f(x) =
mex{f(y), y € V(x)} sinon.
Justifier qu'il existe au moins une configuration x telle que V(x)=@.
Montrer que I'application f est correctement définie.
Une configuration de départ x est gagnante s'il existe une stratégie permettant au joueur A de
gagner indépendamment des choix du joueur B.
Montrer qu'une configuration x est gagnante si, et seulement si, f(x)> 0. On précisera la stratégie
gagnante pour le joueur démarrant en une configuration x tel que f(x)> 0.
Dans cette question, on considére le jeu de Wythoff. Sur un échiquier, on pose une seule piéce, une
dame; a tour de role, les joueurs déplacent cette dame soit vers le bas, soit vers la gauche, soit en
diagonale en bas et a gauche. Le joueur ne pouvant plus bouger la dame a perdu.

a. Décrire le jeu avec la définition de ce probleme.

b. Déterminer la fonction de Grundy associée a ce jeu sur un
échiquier 8 x 8.
On pourra disposer les valeurs de cette fonction directe-
ment sur un échiquier.

c. Acceptez-vous de jouer en premier dans la configuration
ci-contre?

= N W R U O N ©

Partie B - Jeux composés

La somme des jeux J; =(S;, ;) et J, =(S,, V»), de fonctions de Grundy f; et f, estle jeu, noté J; + J,, défini
par (§; x S, V) avec

Vi(x,y)=A(s,y) seix)}}u{(x,s), se Wy}
Intuitivement, les deux jeux sont disposés coté a cote et, a chaque étape, le joueur est libre de jouer dans
I'un ou dans I'autre. On admet que toute partie du jeu J; + J, est finie lorsque toutes les parties de J; et J,
le sont.

Définissons (7;,),, une suite de parties de S; x S, définie par récurrence avec ¥, =@ et
VneN, “Vn+1={(x)y)€51><32, V(er’)C“Vn}-

Montrer que S; x S, est la réunion des parties ¥,.
On cherche désormais a établir le théoreme de Sprague-Grundy.

Soit f la fonction de Grundy du jeu J; + J,. Alors, pour tout n €N,
V(xr.V)eaVn! f(x’y):fl(x)@fZ(y)-

a. Etablir le résultat pour nn = 1.
Dorénavant, on fixe n € N et on suppose le résultat établi pour tout élément de ¥,.
Soit (x, y) € Vyia-
b. Montrer, en raisonnant par ’absurde et en utilisant la définition de f(x, y) comme mex, que
fx,y)< alx)e fi(y).
c. Montrer que f(x,y)= fi(x)® f(y).
On admettra le lemme arithmétique suivant :

Lemme 1.46.

Soita, betceNtelsquea<b@®c.Alorsadb<couadc<b.
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3. On consideére J = (S, V)unjeu. A quelle condition sur n et x € S laposition (x, x, ..., X) est gagnante
dans la somme J + J +...+ J de n occurrences de J ?

Partie C - Jeu de Nim

Dans cette question, on considere le jeu de Nim. Une configuration du jeu est un ensemble de k tas de
jetons et les joueurs enlévent a tour de role un nombre quelconque de jetons de 'un des tas. Le joueur
prenant le dernier jeton a gagné. Dans la configuration initiale, les tas comportent n,, n,, ..., n; jetons.

[

. Décrire le jeu en précisant S et V.

. Déterminer la fonction de Grundy associée au jeu de Nim a un seul tas.

. Déterminer la fonction de Grundy associée au jeu de Nim a k tas.

. Acceptez-vous de jouer en premier dans une partie de jeu de Nim avec quatre tas a 31,17, 11 et5
jetons?

=W N

Probleme 4 Confluence

Partie A - Préliminaire

Définition 1.47.

. - \ . A . . *
Soit E un ensemble muni d’'une relation binaire —. > La cl6ture transitive de — est la relation —
définie, pour tous x, y € E, par x — y s'il existe un entier n €N et des éléments xg, X;,...,Xx, € E

* P
tels que x = Xy, ¥ = x,, et, pour tout k € [0, 7 — 1], x; — X4 ; en d’autres termes, x — y sil’on
peut passer de x a y par une succession de relations —.

v P . P ot st ieez ge
> Un élément x € E est irréductible pour — s'il n'existe pas de y différent de x tels que x — y.
> La relation — termine s'il n’existe pas de suite (x,) d'éléments de E telle que x,, — X, pour
tout n.

1. Rappeler la définition de transitivité pour une relation binaire.
2. Montrer que la relation — est réflexive et transitive. Est-ce une relation d’équivalence?
3. Donner un exemple de relation qui termine et un exemple de relation qui ne termine pas.

Partie B - Réécriture

Cette partie est consacrée a un exemple tres particulier de relations, appelée relation de réécriture.
Considérons E I'’ensemble des mots formés avec les lettres a et b.
1. Munissons E de la relation — définie par m — m’ si ’on peut obtenir le mot m’ en supprimant
dans m un bloc de deux lettres consécutives a b.

a. Déterminer tous les éléments irréductibles de E.

b. En considérant la longueur des mots, montrer que la relation termine.
Posons, pour tout mot m, 6(m) la différence du nombre de b de m moins le nombre de a de
m et A(m) la plus grande valeur de 6 pour un préfixe du mot m.

c. Montrer que si m — m’, alors 6(m)=6(m’) et A(m)=A(m’).

d. En déduire que, pour tout mot m, il existe un unique couple d’entiers (p, g) satisfaisant la
propriété m — bPad.

2. Munissons E de la relation — définie par m — m’ si I'on peut obtenir le mot m’ en remplagant
dans m un bloc de deux lettres consécutives a b par un bloc de trois lettres consécutives b ba. Par
exemple, abab — abbba (en considérant la réécriture du bloc formé des deux derniéres lettres)
etabab — bbaab (en considérant la réécriture du bloc formé des deux premieres lettres).

a. Déterminer tous les éléments irréductibles de E.
Posons, pour tout m, f(m)la somme des 3* ot k désigne le nombre de a a gauche d’'une
occurrence de b.
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Par exemple, la quantité associée au mot baabbab vaut 3° + 32 + 3% + 3% = 46.
b. Montrer que si m — m’, alors f(m)> f(m’).
c. En déduire que la relation — termine.
3. Munissons E de la relation — définie par m — m’ si'on peut obtenir le mot m’ en remplagant
dans m un bloc de deux lettres consécutives a b par un bloc de quatre lettres consécutives bbaa.
Montrer a 'aide du mot aa b que la relation ne termine pas.

Partie C - Propriétés de confluence

Définition 1.48.

Soit E un ensemble muni d’une relation —.
> La relation — est localement confluente si, pour tout (x, y,z) € E3 tel que x — y et x — z, il

existe t € E tel queyi tetz 5.
> La relation — est confluente si, pour tout (x, y,z) € E° tel que x 5 yetx 5 z, il existe r € E tel

queyitetzit.

1. Soit E un ensemble muni d’une relation — confluente. Montrer que, pour tout x € E, il existe au

plus un élément irréductible y € E tel que x 5 y.
2. Montrer qu’'une relation confluente est localement confluente.
3. Définissons, dans cette question, la relation — sur [0,3] par1 - 0,1 —2,2 — 1 et2 — 3. Larelation
— est-elle confluente? localement confluente ?
4. Définissons, dans cette question, la relation — sur NU{o, ¢} (on ajoute deux nouveaux symboles a
I’ensemble des entiers naturels N) par
e pourtoutkeN, k—k+1,
e pourtoutk €N, 2k —o,
e pourtout keN,2k+1—e.
On peut représenter la relation par le schéma (partiel) suivant

Montrer que — est localement confluente mais pas confluente.

Partie D - Lemme de Newman

Soit E un ensemble muni d'une relation — localement confluente qui termine.
Lobjectif de cette partie est alors de montrer que la relation — est confluente (lemme de Newman).
1. Montrer qu’il existe au moins un élément irréductible.
2. Considérons & : E — {Vrai, Faux} telle que
e % (x)=Vrai pour tout élément irréductible x € E ;
e pourtout y € E, si 2 (x)= Vrai pour tout x € E tel que y — x, alors 2(y) = Vrai.
Montrer que & (x)= Vrai pour tout x € E.
3. Montrer que la relation — est confluente.
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Corrigés des Vrai/Faux

a) Vrai car les entiers multiples a la fois de 4 et de 6 sont les multiples de 12.
b) Faux, 2 ¢ 6ZU4Z par exemple.

c) Vrai.

d) Vrai. En effet, x ¢ f~!(B) si, et seulement si, f(x)¢ B.

e) Faux avec, par exemple, f: x eR—1, A={0}, A’ ={1}.

f) Vrai car 'image d'un antécédent d'un élément y € B est y.

g) Vrai, c’est la définition.

h) Vrai, elle est injective car I'application de départ I'est; elle est surjective car on a «limité » 'ensemble
d’arrivée aux seuls éléments atteints.

i) Faux, un entier impair n'admet pas d’antécédent.

j) Vrai, un entier pair admet comme unique antécédent sa moitié et un entier impair n’admet pas d’an-
técédent.

k) Faux avec, par exemple, f : x € R — x? surjective dans R, et A= {1}; alors, f~!(f(A)) = {1}.

[) Vrai.

m) Faux, la seule information dont on dispose est que la restriction de f a g(E) est injective.

n) Vrai.

o) Faux en considérant, par exemple, I'application qui associe a un entier n la partie entiere de n/2.

p) Faux, l'intervalle [0, 1] admet 1 comme borne supérieure mais n’admet pas de plus grand élément.

Corrigés des exercices d’application
du chapitre 1

Exercice 1

>Pour la premiére équation, remarquons que pour avoir des solutions, il est nécessaire que B € A puisque
ANX c Apour tout X C E. Dans ce cas, I'intersection d'une solution de X avec A est B et1'on ne dispose
d’aucune information sur I'intersection de X avec le complémentaire A.

Réciproquement, vérifions que les parties X = BU C oi1 C C A sont bien solutions :
UC)NA=(BNAJU(CNA)=BNAUZ=B.

> On procéde de méme et on montre qu'il est nécessaire que A C B puis que les solutions sont réunions
d’une partie de A et de BN A.
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Exercice 2
1. Utilisons successivement la loi de De Morgan puis la distributivité :
(FUG)NFNG=(FUG)N(FUG)
=(FNF)U(FNG)U(GNF)U(GNG)
=(FNG)U(GNF)
=FAG.
2. Appliquons les regles de calcul pour la réunion, I'intersection et le passage au complémentaire.
1rac = L FneuEng)
=1fn¢ T 1png — 1Fnc Lrne
=(1-1p)1g+(1—16)1r —(1—1p)1c(1—1g)1F
= ﬂp+ﬂG—2ﬂpﬂG.
On retrouve le résultat de la question précédente en calculant la fonction indicatrice de (FUG)NF NG
et en montrant que c’est la fonction indicatrice de FAG.
1 pugynrng = 1rue 1vng
=(1p+1c—1plg)1—1fr1c)
3. > La commutativité de A est évidente d’apres la définition de A et la commutativité de N et U.
> Pour tout F c E, FA@=(FU®@)NFNgZ=F. Le calcul de @AF s’obtient avec la propriété de commuta-
tivité.
>Pour tout F C E, 6 F =(F UF)N FNF =@. Ainsi, chaque partie est son propre symétrique pour A.
> Pour toutes parties F, G, H C E,
1paGam =1r +1gan —21plgan
=lp+1c+1y—21615—21p(1g+1y—21c1g)
=lp+ilg+1ly—21p1—21ply—21gly+41p1c1g.
Comme ce résultat est symétrique en F, G et H, on en déduit que
1raan) = Lrac)an
donc FA(GAH)=(FAG)AH.
4. Pour toutes parties F, G, H C E, calculons encore la fonction caractéristique de F N(GAH) et de
(FAG)N(FAH):
1pneam =1r(lg + 1y —2161y)
LrnG)aEna) = 1rnG + 1rna —21pnG Lrnm
Ainsi, FN(GAH)=(FNG)A(F NH).
Sur la figure ci-dessous, la partie F N(GAH) correspond a la zone grisée.
e 7

E

50



Corrigés

Exercice 3

Remarquons d’abord que la fonction est bien définie. De plus,

* pourtout k €N, k = f(n) est équivalent a n =0[2] et k = 5 donc n = 2k;

e pour tout k <0, k = f(n) est équivalenta n=1[2] et k = —”T“ doncn=—2k—1.

Dans tous les cas, un élément de Z admet un unique antécédent par f donc f est une bijection et la
bijection réciproque est
7Z — N
T { 2k sik>0

ko= —2k—1 sinon.

Exercice 4

1. Sigo f estsurjective, alors pour tout y € G, il existe x € E tel que go f(x) = y donc y admet au moins
un antécédent par g (en I'occurrence f(x)) : donc g est surjective.

2. Supposons que g o f est injective et montrons que f est injective. Soit x et x’ tels que f(x)= f(x’) et
donc g(f(x))=g(f(x")); comme g o f est injective, on en déduit x = x’.

3. D’apres les questions précédentes, g est a la fois injective et surjective donc bijective. En composant
g letgo f (respectivement hog et g1), on obtient que f (respectivement k) est une bijection comme
composée de deux bijections.

Exercice 5

Séparons les deux inclusions.

(©) Soit x € AN f~Y(B). Alors, f(x) < f(A) et f(x)€ B donc f(x)€ f(A)NB.

(2) Soit y € f(A)N B. Par définition de f(A), il existe x € A tel que y = f(x). Comme y € B, x € f~'(B).
Ainsi, y € f(AN f~1(B)).

Exercice 6

1. > Si f est injective, alors, pour tout A € 2(E), f~}(f(A)) = A; en effet, chaque élément de A est un
antécédent de leur propre image donc A C f~!(f(A)). Soit x € f~!(f(A)). Alors, x est I'antécédent d'un
élément f(a) avec a € A. Comme f estinjective, f(a)admet un unique antécédent : a. Ainsi, x = a € A.

En revenant a la question originale, on obtient W o ® =1d gy donc W est surjective et ® est injective.

> Supposons @ injective. Soit x,y € E tels que f(x) = f(y). Alors, ®({x}) = ®{y}) donc {x} = {y} par
injectivité de ® donc x = y. En conclusion, f est injective.

> Supposons ¥ surjective. Soit x, y € E tels que f(x)= f(y). Soit B € & (F) tel que {x} =¥(B). Par défini-
tion, f(x)= f(y)€ B donc y € {x}: x = y. En conclusion, f est injective.

2. On démontre comme dans les questions précédentes que f est surjective si, et seulement si, ® est
surjective si, et seulement si, ¥ est injective.

Exercice 7

1. (=) S’il existe une application % : G — F telle que g = f o h, alors g(G) = f(h(G)) C f(F).

(«<)Pourtout x € G, g(x) € g(G) C f(F). Par conséquent, ' ({g(x)}) #@. En considérant h(x) € f~({g(x)}),
on définit bien une application & convenant. Il y a unicité si, et seulement si, pour tout x € G, f~!({g(x)})
est un singleton.

2. (=)S’ilexiste une application  : F — G telleque g = hof, alors, pour tout x, y € E tel que f(x)= f(y),
ona

g(x)=h(f(x))=h(f(y)=2g(y)
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(«) Définissons I'application & sur 'ensemble f(E) en associant g(x) a f(x) (ceci définit bien une appli-
cation car si f(x) = f(y) alors g(x)=g(y)). Sur f(E), h est définie de maniere quelconque. Il y a unicité

si, et seulement si, f(E)=@, c’est-a-dire si f est surjective.

Exercice 8
Soit x, y, z € R. Apres calculs, on obtient

x*(y*z):az(y+z)+a(x+02)+cr3
(xxy)xz=a*(y+x)+a(z+0,)+0;

ouo,=xy+yz+zx,03=xyz désignentles « fonctions symétriques élémentaires » de x, y et z.
Ainsi, la relation est associative si, et seulement si, pour tous x, y, z €R,

Ay +z)+a(x+05)+05=0*(y+x)+alz+0,)+0;,

soit encore (@ —a)(x — z) =0 c’est-a-dire a € {0, 1}.

Exercice 9

1. Larelation Z est réflexive, symétrique et transitive, donc elle définit une relation d’équivalence.

2. Soit Y une partie de E équivalentea X. YUA = XUA = X\ A =Y \ A. En remarquant que Y =
(Y\A)U(Y NA), Y s’écrit sous laforme Y =(X \ A)U B, avec B € Z(A).

Réciproquement, si Y =(X \ A)UB, avec BeE Z(A), Y UA=(X\A)JUA=XUA,donc XZY.

Exercice 10

Remarquons que la relation x2 y se réécrit cos? x = cos? y. Avec cette expression, il est immédiat que la
relation est réflexive, symétrique et transitive.

La classe d’un réel x est '’ensemble des y tels que cos® x = cos? y, c’est-a-dire {+x + k7, k € Z}.

Exercice 11

La relation # est réflexive car, pour tout x € Z, x + x = 2x est pair, symétrique et transitive. En effet, si
xRy et yRz,il existe des entiers k et [ tels que x+y =2k et y+z=2l. Donc x +z =2(k+[—y) est pair.

Tous les entiers pairs sont équivalents a 0 et tous les entiers impairs sont équivalents a 1. Comme les
entiers pairs et impairs forment une partition, ce sont les deux seuls classes d’équivalence pour Z.

Exercice 12
Détaillons les trois points de la définition de relation d’équivalence.

> Soit u € RN, Alors, pour tout n €N, onaavec p =g = n, U, < u, et u, < u,.Ainsi, u ~ u etlarelation ~
est réflexive.

> Soit u, v € RY des suites telles que u ~ v. Pour tout n €N, il existe p, g > n tels que u, < v, et v, < u,,
c’est-a-dire tels que v, < u, et u, < v,. Par conséquent, v ~ u et la relation ~ est symétrique.

> Soit u, v, w €RYN des suites telles que u~ v et v~ w et n €N.

* Comme v ~ w, il existe p > n tel que v, < w,. Puis comme u ~ v, il existe p’ > p tel que u,, < v, (en
appliquant la propriété au rang p et non au rang 7) : ainsi, il existe p’ > n tel que u,,, < w,,.

* Comme u ~ v, il existe g > n tel que v, < u,,. Puis comme v ~ w, il existe g’ > q tel que w,, < v, : ainsi,
il existe g’ > n tel que w,, < u,,.

Par conséquent, u ~ w et la relation ~ est transitive.
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Exercice 13
1. Tout élément a € A est un minorant de B : la partie B est non vide minorée donc admet une borne
inférieure et, comme le plus grand minorant inf B est supérieur a tous les minorants,

YaeA, a <infB.

Ainsi, inf B est un majorant de A : la partie A est non vide majorée donc admet une borne inférieure et
sup A <inf B (car le plus petit majorant est inférieur au majorant inf B).
2. Avec A=R* et B=R*, on al'inégalité stricte de 'énoncé et pourtant sup A= inf B.

Exercice 14

1. > Larelation est évidemment réflexive puisque z = z2' pour tout z € C.

> Soit x, y,z € C tels que x I y et y |- z. Par définition, il existe 7, n’ €N tels que x = y*" et y = 2" donc
x=(y?" " =2z2"" ce qui entraine donc x I z : la transitivité est établie.

> Lantisymétrie est fausse : pour x = j et y = j2,ona y F x (car y = x?) et x - y (car x = y?).

En conclusion, sur C, - n’est pas une relation d’ordre.

2. 11 suffit d’étudier I'antisymétrie car le reste est déja établi. Soit x, y € R tels que x - y et y - x. Par
définition, il existe 1,7’ € N tels que x = y2" et y = x*" donc x = (x2")?"
x=0oux?"1=1donc x € {0,1}. Dans ces deux cas x = y. En conclusion, sur R, |- est une relation
d’ordre.

2n+n’ 8 A
=X ce qul entraine donc

Exercice 15
Montrons le résultat par récurrence sur n > 1.
> Pour n =1, on aimmédiatement que, pour tout x; > 1, x; <1—14 x;.
> Montrons la propriété pour n =2 (méme si ce n'est a priori pas nécessaire pour la récurrence). Soit x;,
X, > 1. Alors,
1+x%—x—%x=(x—1)(x,—1)>0.

> Soit 7 > 1 tel que le résultat est établi au rang n. Considérons x, ..., X, > 1. Alors, par hypothese de
récurrence sur les n premiers termes de la somme,
Xt Xt X = X Xy Xy F X
Sn—14+x%...X, + X, 1
Sn—14+1+X%... X, X411
en appliquant la propriété au rang 2 avec les réels x; X ... X,,, X,,;; (qui sont bien plus grands que 1). Ainsi,
X1+X+. . .+ X <(M+1)—1+XX... X, X1

ce qui acheve la récurrence.

Exercice 16

Montrons le résultat par récurrence sur n > 1.

> Pour n = 1, la somme est u, =1 =12 : la propriété est établie.

> Soit 72 > 1 tel que u,,; + Uy qp+...+ Uy, = n?. Alors, appliquons 'hypothese de récurrence et les résultats
suivants Uy, o = U, €t Uy, =21+ 1 (immédiat avec la définition de la suite u),

Uptp+ Upizt ..o F Upnin) = Uppr + Upyo oo+ Upp + Uppio + Uppy — Upgy
=n’+ Upt2n+1—uy,
=(n+1)>

Ainsi, le raisonnement par récurrence se termine.
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Exercice 17

1. En développant cette expression, on obtient que s, =4 pour tout k € N.

2. D’apres le résultat de la premiere question, s, — s;.4 =0 pour tout k € N.

3. > Montrons tout d’abord par récurrence sur n > 1 qu'il existe bien une telle décomposition.
* Pour les premiers entiers, on trouve

1=12
2=—12-22-32+4°
3=—12427

4=—12-2°+3%*=5y)

* Soit n > 4 tel que tout entier inférieur ou égal & n admet une décomposition de la forme de I'énoncé.
Par hypotheése de récurrence, (n + 1)—4 admet donc une décomposition de la forme

n+1—423112+8222+...+€pp2.
Alors, comme s,,,; =4 (d’apres la premiere question),
n+l=g1"+&2°+...+€,p*+ 5,11

est bien une décomposition de 7 + 1, ce qui achéve la récurrence.
> Soit n un entier qui admet une décomposition s’arrétant a I'entier p. Alors, il est facile de construire
une infinité de telle décomposition en ajoutant les termes (nuls d’apres la deuxieéme question) s, —Sp4s,

Sp+1 - Sp+5 + Sp+9 - Sp+13’

Corrigés des exercices d’approfondissement
du chapitre 1

Exercice A

Raisonnons par 'absurde et supposons que 'application produit & : k — f(k)g(k) réalise une bijection
de Z dans Z.

Par surjectivité de £, il existe des entiers k et [ distincts tels que h(k) = 1 et h(l) = —1, c’est-a-dire
f(k)g(k)=1et f(l)g(l)=—1. Comme f et g sont a valeurs entieres, on obtient que f(k)=g(k)< {£1} et
f(l)=—g(l) e {£1}. Comme f est injective, f(k)# f(I) soit, avec les conditions ci-dessus, f(k) =—f(1).
Par conséquent, g(k)= g(l) ce qui contredit I'injectivité de g.

On a en fait établi un résultat plus précis que celui de I'énoncé : le produit de deux injections de Z dans
Z ne pouvait étre une surjection de Z dans Z.

Exercice B

1. Soit x € B; montrons que f(x) € B. Par définition, il existe n € N tel que x € A,, et donc ¢ € A tel que
x = f"(t). Par conséquent, f(x)= f"" ()€ A, C B.

2. Soit C une partie de E stable par f et contenant A. Pour tout n €N, A,, = f"(A) C C; par conséquent,
B c C donc B est effectivement la plus petite partie de E stable par f et contenant A.
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Exercice C
Considérons ./ ={Ae Z(E), Ac f(A)}. Remarquons que .</ est non vide puisque @ € .¢/.
Notons X laréunion de toutes les parties de ./ et montrons que cette partie convient. Remarquons tout

d’abord que
fx=r(Ja)=U ras |Ja=x.
Ae.d Ae.d/ Ae.d
Ensuite, comme f est croissante, f(X) c f(f(X)) donc f(X)€ .o/ et par conséquent, f(X)c (] A=X.

Ac.d
Cette double-inclusion donne bien f(X)= X.

Exercice D
1. Montrons le résultat par récurrence sur n € N\ {0}.
e Linitialisation avec un ensemble est évidente.
* Soit n € N\ {0} tel que la propriété soit vraie au rang n. Considérons n + 1 ensembles E;, E,, ..., E,
tels que
Vi,j<n+1,3k<n+1, E;UE; C E.

Notons pour tout k < n, E; = Ex N E,,. Pour tous i, j < n,

E/U E]’ C(E;UE;)NE,,
dong, il existe k < n tel que E/ U E j’ C E;. Par hypothese de récurrence, il existe k < n tel que, pour tout
i <n, E]C E/.Alors, pour touti <n+1,
Un tel k étant fixé, il existe [ < n+1 tel que E; U E,;; C E; et’ensemble E; contient donc tous les autres.
2. Non, par exemple avec E; ={1,2,...,i} pour tout i € N\ {0}.

Exercice E
On prouve le résultat par récurrence sur p.
e Pour p=1,onaE ={x;}, etl'ordre @, {x;} convient.
* Supposons que le résultat soit assuré pour un certain p > 1. On considere alors E = {x;,..., X, X,41}-
D’apreés 'hypothése de récurrence, il existe un ordre convenable pour les parties de {x, ..., x,} qui, sans
perte de généralité, se termine par {x,,}, que 'onnote @ = ¢, e,,..., €, = {x,}. Il est alors facile de vérifier
que l'ordre

€1,€,...,8m, €0 U{Xy 1}, €0 1 U{x, .. er U{x, 0}

convient pour {x;,..., X, X,+1}, Ce qui prouve le résultat pour p + 1 et achéve la récurrence.

Exercice F

Remarquons tout d’abord que, pour toutes parties A et B de E, f(ANB) C f(A)N f(B) (car ANB C Aet
AN B c B). 1l s'agit donc de montrer que f est injective si, et seulement si, pour toutes parties A et B de
E, f(ANf(B)c f(ANB).

(=) Soit A et B des partiesde E. Soit y € f(A)Nf(B).Ilexistea € A, b € Btelsque y = f(a)= f(b). Comme
f estinjective, a = b donc a € AN B et, par suite, y € f(ANB) ce qui correspond bien a I'inclusion désirée.

(<) Soit x, x” € E tels que f(x)= f(x’). Appliquons la propriété A={x}et B={x'}:
FUxIn{x'P={f(x)}.

Ainsi, {x}N{x’} est non vide donc x = x’. La fonction f est donc injective.
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Exercice G

1. » Etudions chacune des propriétés.

 Larelation est bien réflexive, puisque, pour tout (x, y), |[x —x|=0<y —y.

* Soit (x,y)et(x’,y’)telsque |[x—x'|<y—y et|x—x'|<y'—y.Alors, y—y’ € R, NR_donc y =y’ et
par suite x = x’ : la relation < est bien antisymétrique.

e Soit (x,y), (x’,y)et(x”,y”)telsque [x —x'| <y —y et|x'—x"|< y’'—y”. Alors,

|x_x//|S|x_x/|+|x/_x//|Sy_y/'i‘y/_y//:y_y//-

Ainsi, (x, y) < (x”,y”) : la relation < est transitive.

>Larelation < n'est pas totale : les points (0, 0) et (1,0) ne sont pas comparables (de maniére plus générale,
deux points a la méme ordonnée et a abscisses différentes ne peuvent satisfaire I'inégalité définissant la
comparaison).

2. » Commengons par montrer que S est un majorant de %. Pour tout (x, y) € 2, I'inégalité de Cauchy-
Schwarz (le produit scalaire est inférieur au produit des normes) donne

lx|+y=]x|x1+yx1<y/x2+y2V/12+12< V2,

Par conséquent, |x| < v2—y donc (x, y) < (0, v2).
Dans le schéma ci-dessous, le quart de plan grisé correspond aux points plus petits que S.

S
9

> Soit (x, y) un majorant de 2. Alors, en particulier, (%, \/%) <(x,y)et (—%, ‘/%) <(x,y), cest-a-dire
|x—‘/iE Sy—%é
|x+% Sy—%
Alors,
2|x|£)x—%2 + x+% SZy—«/E.

Cette inégalité indique (0, v/2) < (x, y) donc (0, v/2) est bien le plus petit majorant de 2.

Corrigés des problemes du chapitre 1

Probleme 1
Partie A - Exemples et premieres propriétés

1. a. Lensemble & (E) contient @ et est clairement stable par passage au complémentaire et réunion
(puisqu’il contient toutes les parties de E) : c’est une tribu.
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b. Lensemble {@, E} contient @ et les complémentaires de ces éléments sont E et @ : ils appartiennent
a cet ensemble. On vérifie de méme que toutes les réunions (au nombre de 2) sont également dedans :
c’est une tribu.
c. Soit Ac E.Lensemble {&, A, A, E} contient @, les 4 complémentaires et les 4 réunions possibles appar-
tiennent bien a cet ensemble : c’est une tribu.
2. Soit .¢/ une tribu, A, B € ./
> Considérons la suite (A4,) d’éléments de .«/ définie par Ay = A et A,, = B pour n > 1. Alors (d’apres le
troisieme point de la définition)

AUB=|JA,eq.

neN

> Comme A et B appartiennent 2 .¢/ (deuxiéme point de la définition), le résultat précédent indique que
AUB € .¢/ . En utilisant une nouvelle fois la stabilité par passage au complémentaire etlaloi de De Morgan,
on obtient que ANB €.¢/.

En conclusion, une tribu est stable par réunion et par intersection.

3. Soit .¢/ une tribu.

> Soit A € .¢/ (qui existe d’apres le premier point). Alors A € ./ (stabilité par passage au complémentaire)
donc E = AUA € ./ (stabilité par réunion). Le premier point de la définition de classe monotone est
établi.

> Soit A, B € .o/ tels que B C A. Alors B € .o/ donc ANB € ./ d’aprés la question précédente : le deuxiéme
point de la définition de classe monotone est établi.

> Le troisiéme point découle directement du point correspondant de la définition de tribu (on se restreint
aux suites croissantes).

Ainsi, une tribu est une classe monotone.

4. a. Il s’agit d'une simple récurrence.

n
b. >La suite (B,) est, par définition, croissante donc | J B, = B, pour tout entier n.

k=0
> Remarquons que tout x € | B appartient a2 un ensemble B, donc a

keN
n
A A
k=0

keN

Réciproquement, tout élément x € | | A; appartient a un ensemble

keN
A, B, c| B
keN
Par double inclusion,
U Bk = U Ak-
keN keN

c. Montrons que la classe monotone .¢/ est une tribu.

> Le caractere non vide est établi d’apres le premier point de la définition.

> Si A est un élément de .<, alors d’apres le second point A= E NA appartient 3 .¢/ .
> Soit (A,) une suite de parties de .¢/. Avec les notations de la question précédente,

UA]C: U B .o
keN keN

d’apres le troisieme point de la définition de classe monotone.

5. Une classe monotone est toujours stable par passage au complémentaire. Par conséquent, avec la loi
de De Morgan, une classe monotone stable par intersection est stable par réunion donc une tribu d’apres
la question précédente.
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Partie B - Classes et tribus engendrées

1. Soit (.¢/;);c; une famille de classes monotones de E.

> Comme chaque .¢/; contient E, I'intersection contient E.

> Soit A, B des éléments de l'intersection des classes tels que B C A. Pour tout i, A NBe .¢/; donc A NB
appartient a 'intersection des classes.

> Soit (A, ),, une suite croissante de l'intersection. Alors, pour tout i, (A4,),, est une suite croissante de .</;
donc sa réunion appartient a I'intersection des classes.

En conclusion, UA; est une classe monotone.

2. Une intersection d'une famille quelconque de tribus de E est encore une tribu (car la définition est
une succession de propriétés d’appartenance).

3. Lintersection de toutes les classes monotones contenant .¢/ est encore une classe monotone conte-
nant .¢/ (d’apres la question précédente); or elle est contenue dans toutes les classes monotones conte-
nant .¢/ donc c’est la plus petite.

Un raisonnement analogue permet de définir la tribu engendrée comme intersection de toutes les tribus
contenant .¢/.

Partie C - Lemme de classe monotone

1. a. pllestclairque E € A(&/) et ANE € A(./) donc E € 6,.
> Soit By, B, € 6,4 tels que B, C B;. Alors,

(B,NB,)NA=(B;,NA)N(B,NA) e A(.)

car BjNA et B,N A sont des éléments de A(.¢/) qui vérifient B, N A C B; N A.
> Soit (A,,), une suite croissante d’éléments de 6. Alors, pour tout n, A, N A € A(.¢/). La suite (A, N A),

est croissante donc
(Uax)na=Ja,na)e A,

n

En conclusion, 64 est une classe monotone.

b. Soit A € .«/. Pour tout B € .¢/, ANB € ./ C A(.¢/) donc B € 6,. Ainsi, 6, est une classe monotone
contenant .¢f donc elle contient la plus petite classe monotone contenant .¢/ : A(.</) C 6,.

c. Soit A€ ./, B € A(.&/). Alors, B € 6, d’apres la question précédente. Ceci indique que AN B € A(.</)
donc A € 6.

d. Soit B € A(.</). La classe monotone 63 contient ./ donc contient la plus petite classe monotone
contenant .«f : A(.<f/) C 6.

e. Soit A, B € A(.¢/). Comme A € 65, AN B € A(.¢/). Ainsi, A(A) est stable par intersection.

2. On a établi le théoreme 1.44.

Probleme 2
Partie A - Partition en classes d'équivalence

1. » Raisonnons par l'absurde. Soit x,y € E tels que X # y et x Ny # @. Considérons z € X Ny. Par
définition, x ~ z et y ~ z donc, par transitivité, x ~ y. Par conséquent, X =y : contradiction.

* Considérons les classes d’équivalence distinctes. Par définition, elles sont non vides et de réunion tout
I'ensemble; or, nous venons d’établir qu’elles étaient deux a deux disjointes, elles forment donc une par-
tition de E.

2. a. * Pourtout x € E, f(x)= f(x)donc x ~ x : la relation ~ est réflexive.

e Pourtous x,y € E, x ~ y si, et seulement si, f(x) = f(y), si, et seulement si, f(y) = f(x) c’est-a-dire
¥ ~ x :larelation ~ est symétrique.

e Pourtous x,y,z<€ Etelsque x ~y ety ~z,ona f(x)= f(y) et f(y)= f(z) donc f(x)= f(z), cC’est-a-
dire x ~ z :larelation ~ est transitive.
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En conclusion, ~ est une relation d’équivalence.
b. Soit x € E. Alors

yvexe fly)=£(x)

e ye ).
En conclusion, X = f=1({f(x)}).
c. Remarquons tout d’abord que pour tout n, k € Z, f(n+5k) = f(n), autrement dit n+5k € 7 pour tout
k € Z. 11 suffit donc d’étudier les classes d’équivalence des entiers de [0,4]. Or, f(0)=0[5], f(1)= f(4) =
1[5] et f(2)= f(3)=4[5] : il y a donc trois classes d’équivalence :
* E,, 'ensemble des entiers congrus a 0 modulo 5;
e E;, 'ensemble des entiers congrus a 1 ou 4 modulo 5;
e E,,I'ensemble des entiers congrus a 2 ou 3 modulo 5.
3. a. On peut montrer les trois propriétés mais il est plus facile de se ramener au cas précédent avec
I'application
[ 2(E) — Z(E)
i { X — XUA

b. Remarquons que X ~ Y si, et seulement si, X UA= Y UA donc si, et seulement si, X N A= Y N A (en
partitionnant X UA en A et X N A%) : ainsi, deux parties sont dans la méme classe d’équivalence si leurs
intersections avec A® sont égales. Les classes d’équivalence sont donc de la forme

{BUC, Bc A}

avec C une partie de A®. Il y a donc autant de classes d’équivalence que de parties de AC, soit 2card 4’ clagses
d’équivalence.

c. D’apres la description de la question précédente, toutes les classes d’équivalence ont pour cardinal
zcardA'

Partie B - Saturation d’une partie

1. Pour tout x € E, x € x (c'est la réflexivité de la relation d’équivalence ~) c’est-a-dire {x} C x. Ainsi,
pour tout AC E,

A= J{x}c | Jx =sat(a).

x€A x€eA

2. Soit A C E. D’apres la question précédente, sat(A) C sat(sat(A)). Montrons qu'il y a en fait égalité. Soit
y € sat(sat(A)); par définition, il existe z € sat(A) tel que y €z, c’est-a-dire y ~ z; or, comme z € sat(A), il
existe x € A tel que z € X c’est-a-dire z ~ x. Par transitivité de ~, z ~ x donc z € x C sat(A). En conclusion,
sat(sat(A)) = sat(A).
3. SoitACEetx€E.

xesat(d) & 3JyeA, Xey
& dyeA, X~y
& dyeA, y~x
& dy eA, VEX
& xNsat(A)#£@.
Avec cette caractérisation, calculons sat(sat(A)) :
X e sat(sat(A)E) & dye sat(A)E, X~y
& dy esat(A), xX=Y
& dy ésat(A), xX=y
< 3Jy€E, ynsat(A)=@, x=y
& XNnsat(A) =g
& x ¢sat(A).

Ainsi, sat(sat(A)") = sat(A).
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4. Soit (4;);c; une famille de parties de E.
sat(,U Ai)= U X=U X = Usat(4;).
= xe_g,A,- X€EA;
Ainsi, sat(.u Ai) = Usat(4;).
i€l i€l
5. Soit (4;);c; une famille de parties de E.

sat(iQIAi): U X C UY:sat(Ai).

XENA; X€EA;
iel

Ainsi, sat(iQIAi) C ir;[sat(A,-).
Lautre inclusion est en général fausse comme on peut le voir avec A, = {x} et A, ={y} pour x, y distincts
telsque x ~ y :
sat(A; NA,)=sat(@)=9
sat(A;)Nsat(A,)=xNy =x.

Partie C - Parties saturées

1. a. Siune partie est saturée, alors elle est égale a sa saturation qui est par définition une réunion de
classes d’équivalence.
Réciproquement, A = | J %;, alors, pour tout x € 4, il existe i € I, tel que x € X; donc X C %;. Par consé-

iel
sat(d)= | Jxc| Jm =4

X€A iel

Comme on a toujours A C sat(A), on obtient A = sat(A), c’est-a-dire que A est saturée.
b. Pour cette relation d’équivalence, il y avait 3 classes d’équivalence E, E; et E,. Par conséquent, ily a,
d’apres la question précédente, 23 = 8 parties saturées

@, Ey, Ey, B, E,UE,, E,UE,, E,UE,, E,UE,UE, =Z.

quent,

2. Ces trois propriétés sont évidentes en utilisant la caractérisation comme réunion de classes d’équiva-
lence (par exemple, 'intersection de classe d’équivalence est soit vide soit une réunion de classes d’équi-
valence).

3. a. Soit A une partie saturée et B C E tels que AN B = @. Supposons, par 'absurde, qu'il existe x
AN sat(B). Par définition de la saturation de B, il existe y € B tel que x ~ y donc y € X C A : ainsi,
y € AN B =@: contradiction. En conclusion, ANsat(B) =@.

b. Lhypothese A saturée est nécessaire pour avoir le résultat précédent comme on peut le voir avec
I'exemple suivant A= {x} et B={y} pour x, y distincts tels que x ~ y :

ANB=g, AnNsat(B)={x}.
4. Soit B C f(E); notons A= f~'(B) (donc B = f(A) car B C f(E)) et montrons que A est saturée :

sat(A)=|_Jx=J FUf D

xX€eA XEA
= U ri'av=Ur'an=rm=a
yef(4) yeB

Ainsi, on peut définir les applications réciproques I'une de I'autre (car pour tout B C f(E), B = f(f~}(B))
etpourtout Ac.¥, A= fY(f(A) :

{y - 2(f(E) {W(f(E)) - &
A - fA)

En conclusion, & est en bijection avec 2 (f(E)).
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Probleme 3
Partie A - Fonction de Grundy

1. Raisonnons par 'absurde et supposons qu'il n’existe pas de configuration x telle que V(x)=@.
> Soit x, une configuration quelconque.
> Soit n € N tel qu'’il existe une suite xy, ..., x,, de configurations distinctes vérifiant

Vke{l,...,n}, X € V(xp—1)-

Comme V(x,) # @, il existe x,,; € S tel que x,., € V(x,). Mais, comme le jeu est fini donc sans cycle,
Xn+1 ¢ {xor”‘r xn}-

Par récurrence, on construit une suite infinie de configurations distinctes : contradiction avec le caractere
fini de S.

2. Reprenons le raisonnement par ’absurde de la premiére question en supposant qu’il existe x, € S tel
que la valeur f(x,) n’est pas définie. Alors, V(x,) # @ (sinon, la valeur f(x,)= 0 est correctement définie).
Il existe donc x; € S tel que x; € V(xp) et f(x;) n'est pas définie. On construit ainsi une suite infinie de
configurations distinctes : contradiction, 'application f est correctement définie.

3. > Remarquons que, par définition,

a. une configuration x vérifie f(x)> 0 si, et seulement si, il existe une configuration y telle que y € V(x)
et f(y)=0,

b. une configuration x vérifie f(x)=0 si, et seulement si, x € F ou, pour toute configuration y telle que
y€V(x), f(y)>0.

> Le joueur ayant a jouer depuis une configuration x telle que f(x) > 0 dispose d'une stratégie gagnante :
se déplacer en une configuration y € V(x) telle que f(y) = 0 (qui existe d’apres le premier point ci-
dessus). Lautre joueur, s'il n’a pas déja perdu, le ramenera nécessairement en une configuration z telle
que f(z)> 0 (second point ci-dessus). Et 'on recommence... Seul le second joueur peut se retrouver en
un sommet de V—({@}), donc la stratégie est gagnante pour le premier joueur.

4. a. Lesdifférentes configurations sont les positions de la dame. En notant ces positions par leurs coor-
données (entieres), on obtient S = [0, 7]? et, pour tout (x, y) € S, V((x, y)) est la réunion des ensembles

{(x",y), ' €lo,xl},  {(x,¥), yelo,yl},
{(x—k,y—k), k[1,min(x, y)]}.

b. Un simple calcul donne la fonction dont les valeurs sont sur I'échiquier suivant :

7, 8, 6| 9 0] 1| 4 5
6, 7| 8| 1| 9/10| 3 4
5 3| 4| 0 6| 8 10| 1
4| 5 3| 2, 7, 6, 9 0
3| 4, 5| 6, 2 0 1 9
21 0| 1| 5] 3 4, 8 6
1, 2 0, 4 5 3, 7| 8
0o 1| 2| 3| 4, 5| 6, 7

c. Jerefuse car la position étant évaluée a 0 par f, mon advsersaire dispose d'une stratégie gagnante.
Partie B - Jeux composés

1. Raisonnons par!’absurde comme dans la partie précédente. S’il existe une configuration qui n’est pas
dans la réunion des parties ¥, alors elle admet une configuration voisine qui n’est pas dans la réunion
des parties ¥;,. Par récurrence, on construit ainsi une suite de configurations distinctes donc une partie
infinie : contradiction.
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2. a. Soit(x, y)€ ;. Par définition de 43, V(x, y) € ¥, =@ donc f(x, y)=0, mais aussi

{(s,y), sen(x}ul(x,s) se(y)}=2
ce qui entraine V(x)=@ et V5(y) =@ donc fi(x)=0et f,(y)=0. Par conséquent,

flx,y)=0=080= fi(x)® fo(y).
b. Supposons par I'absurde f(x,y)> fi(x)® f,(y). Comme f(x, y) est le minimum exclu des valeurs de
fsur V(x,y), il existe z € V(x, y) tel que f(z)= fi(x)® fo(y).
Supposons sans perte de généralité que z € V;(x)x{y}, c’est-a-dire qu'il existe x’ € Vj(x) tel que z =(x’, y).
Comme z €Y,
fix)e f(y)=f(z)= filx) @ fo(y)
ce qui entraine fi(x) = fi(x’) et contredit x’ € V;(x).
Ainsi, f(x,y)< filx)® fo(y)
c. Supposons par I'absurde f(x,y) < fi(x)® f>(y) et utilisons le lemme admis : f(x,y)® fi(x) < fo(y) ou

f(x,y)® fo(y) < fi(x). Supposons sans perte de généralité que f(x, y)® fi(x) < fo(y).
Comme f>(y) est le minimum exclu des valeurs de f, sur V,(y), il existe y’ € V,(y) tel que

f(x, )@ filx)= f(y").
Par associativité et commutativité de &, f(x, y) = fi(x)® f2(y’). Or (x,y’) € V(x,y) C ¥, donc f(x,y)=
f(x,y’) (par hypothese de récurrence) ce qui contredit la définition de f(x, y).
En conclusion, f(x,y)= fi(x)® f2(y).
3. D’apres le théoreme de Sprague-Grundy, la valeur en (x, x, ..., x) dela fonction de Grundy du jeu itéré
n fois est 0 si n est pair et f(x) si n estimpair. La position (x, x, ..., x) est donc gagnante si, et seulement
si, n est impair et x est gagnant dans le jeu J.

Partie C - Jeu de Nim

1. Une configuration du jeu est un k-uplet (x;,..., x;) d’entiers naturels tels que, pour tout i, x; < n;. Les
configurations de V((xy,..., x;))sont les configurations (y;, ..., ) telles qu’il existe un indice i vérifiant
¥i < x; et, pour tout j # i, y; = x;.

2. Dans le cas d'un jeu de Nim avec un seul tas, la seule configuration sans voisin est 0 et une configura-
tion quelconque k pointe vers toutes les configurations de {0, ..., k—1}. Un récurrence immédiate permet
de montrer que la fonction de Grundy est alors f : k — k.

3. D’apres le théoreme de Sprague-Grundy, la fonction de Grundy associée au jeu de Nim a k tas est

fixi, o0 Xk —=®...0 X
4. Jerefuse car la valeur de la fonction de Grundy pour cette configuration est

3l1@17@1le5=02*+23+22+2' + 290 (2* +20) @ (22 +2! + 2% @ (22 +2%) =0.

Probleme 4
Partie A - Préliminaire

1. Unerelation Z sur E est transitive si, pour tous x, y et z € E telsque xZy et yZz,ona x#z.
2. »Larelation = est réflexive (il suffit de prendre n =0 dans la définition).

> Montrons que la relation - est transitive. Soit x, y et z € E tels que x — y et y — z. Par définition, il
existe des entiers n et m et des éléments xy, X1, ..., X, € E tels que x = x,, y = x,, et, pour tout k € [0, n—1],
X — X4 d’'une part et des éléments yy, 31, ..., Vm € E tels que y = y,, 2 = y,, et, pour tout k € [0, m —1],
Y& — Yis1 d’autre part.

Avec l'entier n + m et la suite d’éléments xy, X1, ..., X, = Yo, V1---» ¥Ym € E, on observe de x 5z,
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> La cloture transitive n’est en général pas une relation d’équivalence a cause de la propriété de symétrie :
pour construire un contre-exemple, il suffit de considérer E = {0, 1} et la relation — telle que 0 — 1 et
1—0.

3. »Larelation sur N définie par n — n—1 pour tout n > 1 termine.

> La relation sur N définie par n — n + 1 pour tout n €N termine.

Partie B - Réécriture

1. a. Les éléments irréductibles de E sont ceux sans facteur ab donc les mots de la forme b*a’ pour
des entiers naturels k et [.

b. Lalongueur des mots lors d’'une succession de réécritures est une suite strictement décroissante d’en-
tiers naturels; or, il n’existe pas de telle suite infinie donc la relation termine.

c. > On vérifie que, pour tous mots m, m’ € ¥* tels que m — m’, on a 6(m) = 6(m’) : la quantité est
conservée par réécriture.

> Vérifions que la quantité A est aussi conservée par réécriture. Soit m, m’ deux mots.

A(mabm’)=max{A(m),5(m)—1,5(m)+ A(m’)}
=max{A(m),5(m)+ A(m’)} (car 6(m) < A(m))
=A(mm’).

d. D’aprés la terminaison de — et la forme des mots irréductibles, il existe un couple d’entiers (p, q) tel
que m 5 bPaA.

Forts des deux remarques de la question précédente, on déduit de la réduction m 5 bPad que o6(m) =
p—q et A(m)=p donc p = A(m) et g = A(m)—6(m).

2. a. Les éléments irréductibles de E sont ceux sans facteur ab donc les mots de la forme b*a’ pour
des entiers k, [ éventuellement nuls.

b. Au cours d’'une étape de réécriture pour cette relation, seul un terme dans cette quantité est modifié
(celui qui correspond au b du motif réécrit; pour toutes les autres occurrences de b, le nombre de a a
gauche reste inchangé). Notons k le nombre de a a gauche de cette occurrence. Dans I'expression de la
quantité, on passe donc de 3* (avant réécriture) a 3! +35~! < 3% (apres réécriture).

c. La quantité calculée par f est un entier naturel et strictement décroissante au cours des réécritures :
la relation termine.

3. On remarque que l'on a successivement a’b — ab?a® — b?a’ba? et le mot initial est facteur du
mot obtenu : on obtient donc une suite infinie de réécritures en recommencant les mémes étapes sur ce
facteur : la relation ne termine pas.

Partie C - Propriétés de confluence

1. Raisonnons par I'absurde en supposant qu'il existe x € E et deux éléments irréductibles distincts y et
z tels que x — yetx ~, z. D’apres la propriété de confluence, il existe ¢ € E tel que ¥ Stetz5tcequi
n’est possible que si y =t (irréductibilité de y) et z = ¢ (irréductibilité de z) d’ou y = z : contradiction.
2. Pour montrer qu'une relation confluente est localement confluente, il suffit de remarquer que, pour
tous x, y et z€ E, x — y et x — z entraine x — y et x — z.

3. > La relation n’est pas confluente car 1 — 0 et 1 — 3 (en passant par 2) et pourtant, il n’existe pas de
x €[0,3] tel que 0 % x et35 x car 0 et 3 sont irréductibles.

> En revanche, la relation est localement confluente. En effet, par symétrie, un seul cas est a traiter, par
exemple 1 — 0 et1— 2:mais ona050et250.

4. » La relation n’est pas confluente car 0 — o et 0 — o (en passant par 1) et o et e sont des éléments
irréductibles.

> Pour étudier la confluence locale, il suffit d’étudier deux cas :

e 2k —oet2k — 2k +1 mais alorsoﬁoet2k+li>0,

e 2k+1—eet2k+1—2k+2maisalorse —eet2k+2 e

La relation est donc localement confluente.
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Partie D - Lemme de Newman

1. Raisonnons par I'absurde en supposant qu'’il n’existe pas d’élément irréductible et construisons par
récurrence une suite (x,), telle que, pour tout n €N, x,, — X,,,1-

e Posons xj € E un élément quelconque.

* Soit n € N. Supposons la suite construite jusqu’au rang n. L'élément x,, n’est pas irréductible donc il
existe x,.; tel que x,, — x,,,;.

La suite ainsi construite contredit 'hypothese donc il existe au moins un élément irréductible.

2. Raisonnons par 'absurde en supposant qu'’il existe x € E tel que Z(x) = Faux et construisons une
suite (x,), telle que, pour tout n €N, x, — X, et 2(x,) = Faux.

* Posons xy=x.

* Soit n € N. Supposons la suite construite jusqu’au rang n. L'élément x,, n'est pas irréductible car
2 (x,)=Fauxetonalapremiere hypothese. D’apres la seconde hypothese, il existe x,,, ; tel que x,, — x4,
et Z(x,,1)=Faux.

Ceci contredit 'hypothese sur la relation — donc & (x) = Vrai pour tout x € E.

3. Utilisons le principe d’induction de la question précédente avec, pour tout x € E, 2 (x)la proposition :
pour tous y etzeEtelsquex:y et x = z, il existe teEtelqueyL tetz>t.

> La propriété est évidente pour les éléments irréductibles.

> Soit y € E tel que 2 (x) = Vrai pour tout x € E tel que y — x. Considérons y, et y, € E tels que y = y,
ety = .

>> Si y = y,, il suffit de remarquer que y, — J, et y, — y,. On procéde de méme si y = y,.

>> Siy # ) ety # ), il existe y, et y, telsque y — y/, y/ Sy — ¥y, ety, = y,. Par hypothese de
confluence locale (en x), il existe z tel que y, Szet Vs 5z D’apres la propriété 2 (yy), il existe z, tel
que y % 2, et z 2 z,. Par transitivité de —, Yy % 2,.0n peut donc appliquer la propriété 2(y,) : il existe
z, tel que z; — 2, et J, — z,. En combinant tous les résultats obtenus, on a

* * *
N =2 =2, Yo =2

ce qui établit donc £ (x).
D’apres la question précédente, la relation — est confluente.
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Nombres complexes

1. Corps des nombres complexes — 2. Exponentielle complexe
— 3. Equations algébriques

Objectifs et compétences du programme

Savoir manipuler les nombres complexes.
Interpréter une situation géométrique dans le plan avec les affixes com-
plexes des points.

Résoudre les équations algébriques de degré 2.
Savoir déterminer des racines niemes,

Jean-Robert Argand, mathématicien suisse (1768-1822)

Alors que les nombres complexes introduits par les algébristes italiens
de la Renaissance semblent toujours aussi mystérieux et artificiels, le
mathématicien amateur Argand a l'idée de les interpréter comme les
points du « plan ». Il publie en 1806 son Essai sur une maniere de repré-
senter les quantités imaginaires dans les constructions géométriques,
dans lequel il aborde :

* lareprésentation géométrique des nombres complexes;

¢ l'identification d'un nombre complexe a un point du plan

* les opérations correspondant a ’addition et a la multiplication.

On lui doit également une autre pépite mathématique : une démonstra-
tion du théoreme de D’Alembert et Gauss. La « preuve » analytique de
D’Alembert est incomplete; le premier travail de Gauss ajoute un peu
de rigueur dans cette approche mais c’est bien a Argand que I'on doitla
premiére preuve solide.
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Dans ce chapitre, on explore une partie de la richesse des nombres complexes. Dans un premier temps,
on les construit et on vérifie les différentes regles de manipulation. Dans un deuxiéme temps, on rejoint
les notions d’angles via les arguments. Apres ces considérations plus géométriques, on revient aux équa-
tions polynomiales (algébriques) qui étaient al’origine des nombres complexes pour les mathématiciens
de la Renaissance italienne.

1. Corps des nombres complexes

Ce premier paragraphe sert a comprendre une construction de C.

1.1. Construction du corps C

Commencons par donner une définition abstraite de la structure algébrique de corps. Intuitivement, il
s’agit d'un ensemble avec deux opérations pour lesquelles toutes les manipulations simples se passent
bien. On étudiera dans un autre chapitre les structures algébriques pour elles-mémes.

Définition 2.1.

Un corps est un ensemble K muni de deux lois de composition internes + et x telles que
* + est associative, commutative, admet un élément neutre noté 0 et tout élément de K admet
un symétrique pour +.
* x estassociative, commutative, admet un élément neutre distinct de 0 et noté 1 et tout élément
de K différent de 0 admet un symétrique pour X.
* X est distributive sur +.

Les ensembles R, Q et Q(v/2) = {a + b+/2, a, b € Q} sont des corps pour I'addition et la multipli-
cation usuelles.

L’idée que nous allons utiliser pour construire C consiste a partir de R?, I'ensemble des couples de réels, et
d’en faire un corps en le munissant de deux lois de composition internes bien choisies. Pour cela posons,
pour tous (x, y) et (x/, y’) € R?,

(x, )+ y)=(x+x,y+y),
(x, ) x(x, y)=(xx"—yy", x'y +xy").

Remarque

Comme on cherche a retrouver les complexes dont on a I’habitude, on définit le produit pour obtenir la
formule suivante
(x+iy)x'+iy)=(xx"—yy)+i(xy +x'y).

On vérifie rapidement que R? avec ces lois est bien un corps que I'on notera C.

A partir de la construction précédente, on note le couple (x, y) comme x + iy ce qui revient a
noter (1,0)=1et(0,1)=1.

> On vérifie aisément que i2 =—1 d’apres la définition de la loi x.

> Les réels x et y sont appelés respectivement partie réelle et partie imaginaire du complexe x +
iy.Les parties réelle et imaginaire d'un complexe z sont notées Re(z) et Jm(z) respectivement.

66



Chapitre 2 - Nombres complexes

Proposition 2.2.

Les applications partie réelle et partie imaginaire définies de C dans R sont R-linéaires, c’est-a-dire
pour tous z, z’ € C et A, A’ €R,

Re(Az +A'z") = ARe(z) + A Re(2),
Jm(Az + Az )=ATdm(z)+ A" Im(z)).

Pour exprimer ces relations, on dit aussi que, pour la partie réelle ou la partie imaginaire, I'image d'une
combinaison linéaire a coefficients réels est la combinaison linéaire (avec les mémes coefficients) des
images.

1.2. Conjugaison, module

Définition 2.3.

Soit z = x + iy un nombre complexe avec x, y €R.
> Le conjugué de z est le nombre complexe z=x—1iy.

> Le module de z est le réel positif |z| = 4/ x2 + y2.

Remarque
On remarque que |z| =0 si, et seulement si, z = 0.

Des calculs immédiats donnent la proposition suivante.

Proposition 2.4.

Pour tout z € C,
=2iJm(z), 2z =|z|%

n|

z+7Z =2Re(z), z—

Conseils méthodologiques

La derniere propriété reliant module et conjugué est tres utile en pratique car elle permet de « se
débarrasser » des nombres complexes non réels au dénominateur en multipliant par le conjugué.
Plus précisément, pour tout complexe z non nul,

1 z

z |z’

Exemple

Déterminons les parties réelle et imaginaire du nombre complexe sous forme de fraction 3. En

multipliant par le conjugué du dénominateur les deux termes de cette fraction, on obtient
3+i (B+i)2—i) 1
2410 5 5

(7—1).

Ainsi, la partie réelle est %, la partie imaginaire —é.

Une simple vérification permet d’obtenir la proposition suivante.
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Proposition 2.5.

Pour tous z;, z, €C,
Z1+ 2, =Z_1+Z_2, 212y =Z_IZ_2

Démonstration
Notons z; = x; + iy, et z, = X, + i), avec x;, )1, X, et J» €R. Alors,
Z1tz=x+x+i(y+ )
=X+ X,— l(yl +y2)
= —iy)+(n—ip)=2+2.

Par ailleurs,

212 =01 X% — Nt i(x1 )+ X21)
=x1%—Nn)—i(x1),+%n0)
=0 —in)x—ip)=2.7.

On en déduit immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 2.6.

L'application conjugaison z — z est R-linéaire au sens défini ci-dessus.

Proposition 2.7.

Pour tous 211 %2 eC, |Z1Z2| = |Z]”Z2|.
Si, de plus, z, #0, alors
al_lal

|zo|

2

Démonstration
Ces identités découlent directement de I’écriture Z.z = |z|2. En effet,

2 — — — 2], 12
|2125|" = 212,212, = 2121 2,2, = | 21| 25"

Comme les modules sont positifs, on obtient le résultat en passant aux racines carrées.
On procede de méme pour le quotient. [ ]

Proposition 2.8. Identité remarquable

Pour tous z;, z, €C,
|21 + 221° = 21| + 2Re(2, Z5) + | 20 .

Démonstration
11 suffit d’utiliser la formule exprimant le module au carré :

21 + 22* = (21 + 2,)(Z1 + Z2)

=221+ 221+ 2122+ 2223

On conclut avec la formule donnant la partie réelle. [ ]
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Conseils méthodologiques

D’apres toutes les formules précédentes, on déduit qu’il est plus pratique de manipuler les
modules au carré que les modules. On pensera donc a élever au carré les modules qui apparaissent
dans les expressions.

Précisons maintenant quelques inégalités en module.

Proposition 2.9.

Pour tout z € C,
|Re(2)| < |z| et |Im(z)| < |z|.

Il'y a égalité respectivement pour z R et z € iR.

Démonstration
Pour tout z € C,

Re(z)? < Re(z)? + Tm(z)? =z %,
Tm(z)? < Re(z)? +Im(z)? =z

Le cas d’égalité correspond a Jm(z) =0 et Re(z) = 0 respectivement. [ ]

Proposition 2.10. Inégalités triangulaires

> Pour tous z;, 2z, €C,
|21+ 25| < |21| + 25|

Il'y a égalité si, et seulement si, z,z, € R, c'est-a-dire s'il existe A >0, z, = Az, ou 2, =0.
> Pour tous z;, 2z, €C,
l|z1]=122]l < |21 — 25|

Démonstration ¢ Soit zy, z, € C; I'identité remarquable donne
|21 + 221° =211 + 2Re(2, Z5) + | 20

En utilisant'inégalité (établie au point précédent), 2R¢(z,z,) < 2|z;||2,|, on en déduitla majoration
|21+ 25| < 21| +]2,].
Le cas d’égalité correspond a 29R¢(z,z,) = 2|z, z,| donc z,z, €R,.

¢ Déduisons cette inégalité de la précédente. Pour tous z,,z, €C,

|21] =122 + 21— 22| < 25| + 121 — 25,
|2o] =121 + 2, — 21| < |21] +]21 — 22|

Donc [|z;| =zl £ |21 — 2.

1.3. Interprétation géométrique

La construction de C repose sur une identification ensembliste de C au plan; on peut en déduire facile-
ment une utilisation des complexes en géométrie.
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Définition 2.11.

> L'affixe d'un point M(x, y) du plan est le complexe z=x+1iy.

—
> L'affixe d’'un vecteur AB est le complexe zz — z,4 ou les points A et B ont respectivement pour
affixe z, et zp.

Proposition 2.12.

La partie réelle (respectivement imaginaire) d’'un complexe z est la coordonnée du point d’affixe z
sur I'axe des abscisses (respectivement ordonnées).

Remarque
On déduit de cette proposition que le conjugué d'un complexe z est I'affixe du symétrique du point d’af-
fixe z par rapport a I’axe des abscisses.

A
Jm(z)t------------- fz
Re(z)
—Jm(z) === .
z
On ne confondrapasz et—z :
A
Jm(z)t------------- o,z
—Re(z) ! ‘Re(z)
e -+—Jm(z)

On vérifie par un calcul rapide I'expression suivante de la distance entre deux points.

Proposition 2.13.

La distance entre deux points du plan A et B d'affixe z4 et zg est le module |z, — zp|.

Remarque
c: - R,
(z,2) — |z—z
propriétés suivantes, déduites des propriétés du module détaillées précédemment.
e VYz,2€C, d(z,z)=0 = z=2z.
e VYz,2€C, d(z,z')=d(z/, 2).
e Vz,2',2" €C, d(z,z)<d(z,z")+d(z",2)).

Lapplication d : { 7 est, en un sens plus général, une distance car elle vérifie les
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De cette expression de la distance usuelle en termes de complexes, on déduit que I'’équation complexe

d’'un cercle de rayon R > 0 et de centre le point d’affixe w € C est |z — w| = R et que celle du disque
correspondant est |z — w| < R.

La lunule d'Hippocrate est la partie du plan intérieure au cercle de centre (0,0) et de rayon 1 et
extérieure au cercle de centre (—1,0) et passant par (0, 1) :

Un point M d’affixe z appartient a la lunule si, et seulement si, | z| < 1 (M est dans le petit disque)
et |z +1|> +/2 (mais pas dans le grand).

> L'axe des ordonnées est 'ensemble des points d’affixe z vérifiant fi¢(z) = 0 ou, de maniere
équivalente |z —1| = |z + 1|. Pour montrer ce deuxiéme point, on peut élever au carré puis utiliser
I'identité remarquable.

Toutefois, il existe une interprétation géométrique plus intuitive. En appelant A, B, M les points
d’affixe 1, —1 et z, on trouve que la condition |z —1| =|z + 1| équivaut a AM = BM soit, M appar-
tient a la médiatrice du segment [A, B].

> Avec un raisonnement analogue, on obtient que les points d’affixe z tels que |z —i| = |z — 1|

sont les points de la médiatrice des points d’affixe 1 et i, c’est-a-dire a la premiére bissectrice. Par

conséquent, les points d’affixe z tels que |z —i| < |z —1| sont les points strictement au-dessus de
la premiére bissectrice (zone grisée).

v

2. Exponentielle complexe

2.1. Compléments de trigonométrie : fonction tangente

On ne cherche pas a définir ici les fonctions trigonométriques mais on se limite a quelques rappels utiles
pour la suite. Les fonctions sin et cos sont connues et on en déduit des propriétés de la fonction tan = .
Rappelons les formules d’addition des fonctions trigonométriques cos et sin.

71



Mathématiques MPSI

Proposition 2.14. Formules d’addition et de duplication

Pour tous 8, y €R,
sin(0 + ¢) = sin(8)cos(y) + cos(8)sin(yp),
cos(0 + p) = cos(8)cos(p)—sin(8)sin(p).
En particulier, pour tout 8 € R,
sin(26) = 2sin(f)cos(8),
cos(20) = cos?(8) —sin%(0) =2 cos?(8)—1 = 1 —2sin?(8).

Les formules d’addition sont particulierement utiles lorsqu'’il s’agit de linéariser des produits de deux
termes sous la forme d’un cosinus ou d’un sinus.

Pour tous 8, p €R,
2sin(8)cos(p) =sin(0 + ¢
2cos(0)sin(p)=sin(0 + ¢
2cos(f)cos(¢)=cos(f + ¢
—2sin(0)sin(¢) = cos(f + ¢

+sin(0 — )
—sin(0 —¢)
+cos(f — )
—cos(8 — ).

— —

— —

Démonstration
Chacune de ses formules se démontre en utilisant les formules d’addition dans le membre de droite. |

Remarque

Les formules ci-dessus permettent de passer d'une forme linéarisée comme somme de fonctions trigono-
métriques (utile pour calculer une primitive par exemple) & une forme factorisée comme produit (utile
pour étudier le signe par exemple). Il convient de savoir les utiliser dans les deux sens.

Par exemple, on peut lire la troisieme formule de droite a gauche de la facon suivante : pour tous 8, ¢ € R,

cos(8)+cos(p)= 2cos( 0 ; 14 )cos(e%sa).

Exemple

Soit p, g € N. Calculons l'intégrale I = foz " cos(pt)cos(qt)dt. Pour cela, linéarisons I'expression
dans l'intégrale.

1 21
I=§f cos(p+q)t +cos(p—q)tdt
0

={ 0 sip#gq,

7 sinon.

Exemple

Déterminons le signe de la fonction f : t — cos(t)+ cos(3t) sur I'intervalle [0, 7r]. D’apres la for-
mule de linéarisation (utilisée de droite a gauche), pour tout ¢ €[0, ],

cos(t)+cos(3t)=2cos(2t)cos(—t).
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Comme cos(2t) change de signe en % et 3% et cos(—t) change de signe en %, on en déduit que la

fonction f est positive sur [0, Z]U[ %, 3% ].

Définition 2.16.

La fonction tangente, notée tan est la fonction définie sur R\ {5 + k7, k € Z} comme le quotient du
sinus par le cosinus.

Remarque
Cette définition nous permet d’obtenir la 7-périodicité de tan puis quelques valeurs :
x |05 5|3
1
tan(x) || 0 | = | 1 V3

Le calcul avec les dérivées de cos et sin donne

1
tan'= —— =1+tan?.
cos?

Ces expressions permettent, entre autres, d'obtenir le tableau de variations puis I'allure suivante de la
courbe représentative.

an

\!\\
(SE]
|
P =
NIA
(=)
_
T e
N
[SE
w
| o TSR —

Pour tous 0, ¢ e R\ {5 + km, k €Z} tels que 0 + ¢ eR\ {5 + k=, k €Z},

_ tan(@)+tan(yp)
@n(0+ )= T @) tan(p)’
En particulier, pour tout @ e R\ {% + km, k € Z} tel que 20 e \{Z + kr, k € Z},
2tan(0)

tan(29) = Tﬂz(e) o
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Démonstration
Ecrivons tan = 22 utilisons les formules d’addition puis factorisons par le terme adapté

_sin(0 + ) _ sin(B)cos(p)+cos(0)sin(p)

tan(0 +¢)= cos(0 + ¢) a cos(0)cos(yp)—sin(0)sin(yp)
_cos(B)cos(p)(tan(0) +tan(p))  tan(8)+ tan(yp)
- cos(0)cos(p)(1—tan(f)tan(y)) 1 —tan(0)tan(yp)’
|
Exemple

Calculons ¢ =tan 5. Comme tan 7 =1, on obtient avec la formule donnant tan(§ + §) que
2t

T1—g2’

donc ¢ est une solution de I'équation polynomiale #>+2¢—1 = 0. Comme les racines sont —1+ /2.
Or, 5 €[0,5],donc t >0ettan§ =+v2—1.

2.2. Exponentielle d’'un imaginaire pur

. Définition 2.18.

= Pour tout 8 € R, on définit le complexe e’ par cos8 +isin .

Remarque
Cette définition permet de décrire les complexes de la forme cos 8 + i sin 8 comme les affixes des points
du cercle unité.

A
it
sin @
0
>
cog0
Conseils méthodologiques
# Cette représentation permet de retrouver rapidement des propriétés des fonctions trigonomé-

triques.
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Exemple

Voicil'illustration pour retrouver la relation trigonométrique cos(m—68) = —cos(@) en considérant
les abscisses (mais aussi sin(7r — 8) = sin # en considérant les ordonnées)

A

—dos @ cosd

et I'illustration pour retrouver la relation trigonométrique cos(5 — 0) =sin(0)

A
cos ei(%_g)

i0

v

cog0

On en déduit directement que, pour tout @ €R, eif = =% et donc les relations suivantes comme expres-
sions des parties réelles et parties imaginaires.

Proposition 2.19. Formules d’Euler

Pour tous 8 €R,
i0 . ,—i0 i
el+e . e
cosf=—, sinf =

On déduit des formules d’addition la propriété suivante.

Proposition 2.20. Propriété de morphisme

Pour tous 6, ¢ €R, e'?e’¥ = ¢/0+¢),
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Démonstration
11 suffit de revenir aux écritures cartésiennes

e'%e’¥ =(cosf +isin@)(cosy +isiny)
= cos(0)cos(y)—sin(@)sin(y) + i(sin(8)cos(y)+ cos(H)sin(y))
=cos(f + )+ isin( + )= e'®¥),

Conseils méthodologiques

On se sert souvent des relations d’Euler combinées a cette propriété pour factoriser une somme
ou une différence de deux exponentielles complexes. A chaque fois, on procede de la méme
maniere : on met en facteur I'exponentielle complexe avec pour argument la demi-somme des

arguments
el +e=e7 2cos 2(’0,
. 0+p . . 6—
e — e =e' 7 2jsin
Remarque

On peut aussi factoriser une expression du type a cos(0)+ b sin(8) avec (a, b) # (0,0). En effet, on choisit
p€eRtelquea+ib=+va?+b2e'? et on remarque que

acos(0)+ bsin(0)=Re(a—ib)e'?)= v a2+ b2Re(e"® )= v a2+ b2cos(6 — ).

Cette factorisation s’interprete facilement pour un phénomene physique : les quantités v a2+ b2 et ¢
sont respectivement ’amplitude et le déphasage du signal a cos(8)+ b sin(@).

i0
Calculons, pour tout 6 € R, le complexe z,-gfi .

Pour cela, reconnaissons au numérateur comme au dénominateur la différence de deux exponen-
tielles complexes (avec 1 = e°) et factorisons I'exponentielle de la demi-somme des arguments.

el 41 eif(elt +e7i)
eif—1 eig(eig—e_i%)
2cos ¥ . AN
=g -1 tan — .
2isins 2

Par récurrence sur 'entier n, on obtient la formule suivante.

Pour tout €N et tout 8 R, (e'?)" = e"? et donc

(cos@ +isin@)" =cosnf +isinnb.

Démonstration
> Le résultat est évident pour n =0 puisqu’elle s’écrit 1 =1.
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> Soit 7 € N tel que, pour tout § € R, (e??)" = e"?_ Alors, pour tout @ € R, on applique successivement
I'hypothése de récurrence et la propriété de morphisme,

i(n+1)0

(eie)n+l:(eig)neiezeingeie:ein9+i9:e .

2.3. Groupe U des complexes de module 1

Lensemble des complexes de module 1 est noté U.

Proposition 2.22.

, . R —- U N . L
L'application 0 . pio estsurjective mais pas injective.

En particulier, U= {e?, 0 eR}.

Démonstration

> La non-injectivité est évidente d’apres la 27t-périodicité des fonctions trigonométriques.

>Soit z = x+iy € Uavec x, y € R. Comme x? < x?>+y? =1, il existe 0 tel que x = cos 0 etdonc y =+sin0
car y2=1—x2 Ainsi, z=e'? ouz=e". |

Définition 2.23. Groupe

Un ensemble G est un groupe s'il est muni d’une loi de composition interne x associative, qui admet
un élément neutre et telle que tout élément de G admet un symétrique pour cette loi.
Si, de plus, x est commutative, alors G est abélien (ou commutatif).

Exemple

Les ensembles (R*, x), (C*, x) sont des groupes abéliens.

Proposition 2.24.

L'ensemble U est un groupe abélien pour la multiplication.

Démonstration

La loi x est associative et commutative sur U car elle I'est sur C; 'élément neutre 1 appartient a U. De
plus, pour tout z, z’ €U, |zz'| =|zl|z’| = 1 et | 2| = p=ldonczz'€Uet ;€. n
Remarque

On aurait également pu utiliser la surjectivité de I'application exponentielle et que, pour tous 6 et ¢ €R,
eiG.ehp — ei(0+<,a) cU

(ei)'=e P cU
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Exemple

Soit a et b deux complexes de modules distincts et z € U. Montrons que %z—:g € U. En effet, en
écrivant que @ = a|z|? puis |z|* = zZ,

|bz+al=|bz+alz|*|=|z|.|b+az|

=|b+az|=|az+Db|.

2.4. Arguments d’un nombre complexe

Nous avons vu que 'application exponentielle complexe qui, a un réel, associe un complexe de module 1
est surjective. Cela autorise la définition suivante.

Définition 2.25.

Soit z € C non nul. L'ensemble des arguments de z est I'ensemble des antécédents de Ii_l par I'ap-
plication exponentielle complexe qui, a un réel, associe un complexe de module 1.

Autrement dit, un réel § est un argument de z si z = |z|e?? (cette écriture est appelée trigonométrique
ou géométrique de z par opposition a I'écriture cartésienne en termes de parties réelle et imaginaire).

Définition 2.26.

L'exponentielle d'un complexe z = x +iy avec x,y €R est le complexe e*e’’.

Cette définition étend évidemment la propriété de morphisme.

Proposition 2.27.

*

L'application { ([z: est surjective mais pas injective.

—  ef

Démonstration
Pour obtenir un antécédent x + iy de a € C*, il suffit de poser x =In|a| et y un argument de a. ]

Proposition 2.28.

L’ensemble des arguments d’'un complexe non nul est de la forme 0 +2nZ ={60 +2kn, k €Z}.

Démonstration

Deux réels 6 et ¢ sont des arguments d’'un méme complexe si, et seulement si, e’ = e¥ donc, par pro-
priété de morphisme, e’(®=%) = 1. Cette condition équivaut a cos(d — ) =1 et sin(8 — @) = 0, c’est-a-dire
al—ype2nZ. [ |

Voici une représentation de différents arguments du complexe 3 + 2i séparés par 2 et 47.
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3+2i

Définition 2.29.

L'argument principal d’'un nombre complexe z non nul est le plus petit argument positif de z. Il est
souvent noté arg(z).

Remarque
D’apres la proposition précédente, I’argument principal d'un complexe appartient a [0, 27[. Un réel est
un complexe d’argument principal 0 ou 7.

Proposition 2.30.

Soit z;, z, deux complexes non nuls.

> Un argument de z, z, est obtenu en additionnant des arguments de z; et de z,.

> Un argument de % est obtenu en soustrayant un argument de z, a un argument de z;.
> Un argument de z, est I'opposé d’un argument de z;.

Démonstration
Notons z; =|z;|e'% et z, =|z,|e?%. Alors,
; zi _lzl -
2122 = 2l lzle @7%, == T,
zy |zl
. . . . . . )z o,z 2

d’ot1 'on déduit les deux premiers points. La derniére affirmation provient de I'égalité z; = % etdela
propriété pour le quotient. |

2.5. Interprétation géométrique

Comme un argument d'un nombre complexe z s'interpréte comme 1'angle entre I’axe des abscisses et la
demi-droite issue de I'origine et dirigée par le vecteur d’affixe z, on obtient directement

Proposition 2.31.

Soit a, b, ¢ des complexes deux a deux distincts. L'argument du complexe % est une mesure de

I'angle orienté (A_B),E) ou A, B, C sont les points d'affixe a, b et ¢ respectivement.
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Exemple Angle au centre

Soit @, B, & € R. Notons A, B,M, O les points d’affixes e’?, e’f, e!? et 0 et montrons que

—_— — — — 3 . .
2(M B,MA) = (OB, OA)[27t]. En effet, en factorisant par 'exponentielle de la demi-somme des
arguments,

. . - a+0 ca—0 —0 jato . —

el — il oI5 (ol — *’T) et sin ¢ jap sin %52

. = =elz .
; B0 B0 50 50 . B o

elf—eil — il (pi%h _gil") ol gin L0 sin 22

a_pif

7 i L3N 2z .
Par consequent un argument de <;—o;, ou de maniere équivalente une mesure de I'angle

(M AM B) est égale & & ﬁ [7r] (’angle est exprimé modulo 7 et non modulo 27 puisque 'on ne

sin %2 ‘
connait pas le signe du reel —%7). Par conséquent,
SN ——

2(MB,MA)=a—p[2r]=(0B, 0A)2x].

Voici une illustration de cette propriété d’angle au centre.

A

AV,

Exemple Similitudes directes

Soit a #0 et b deux complexes.
> L'application z — az est la composition (commutative) de 'homothétie de centre l'origine et
de rapport |a| et de la rotation de centre I'origine et d’angle arg(a).

Voici, par exemple, I'effet de la transformation z — 2e’ ¥ sur un triangle ABC : une mesure de
I'angle (OA, OA’) vaut Z et le rapport de longueur 24 or  vaut 2.
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On note, en particulier, que la rotation de centre l'origine et d’angle 7 est simplement la multi-
plication par i.

> Pour étudier I'application z — az+b (pour a # 1 car dans le cas contraire c’est une simple trans-
lation), on se ramene au cas précédent en changeant de repere. Considérons z, = % l'unique
point fixe de 'application. Alors, z’ = az + b si, et seulement si, z’ — z, = a(z — z;) donc le point
d’affixe z’ se déduit du point d’affixe z par 'homothétie de centre z, et de rapport |a| et de la
rotation de centre z, et d’angle arg(a).

Proposition 2.32.

Le produit scalaire de deux vecteurs d'affixes z et z’ est Re(zz’) = %(Ez’ +2z7/).

Démonstration
Notons z =|z|e!? et z’ =|z’|e'?". Alors,
z2' =|z||2'|e"?" "% =|z||z’| cos(8’ — 0) + i|z|| 2’| sin(6’ — ),

et 'on reconnait I'expression du produit scalaire. ]

Remarque

La partie imaginaire de zz’ est appelée déterminant des vecteurs d’affixes z et z’. La nullité de cette
quantité sert a caractériser la condition de colinéarité. En effet, pour z # 0, Jm(zz’) = 0 si, et seulement
s'il existe a €R tel que Zz’ = a soit 2’ = [ 2.

Exemple

Considérons un triangle ABC et D, E et F les centres des triangles équilatéraux construits (exté-
rieurement) sur les cotés de ce triangle comme indiqué sur la figure suivante :

Notons a, b, c, d, e et f les affixes des points. D’apres les propriétés des triangles équilatéraux,
(d—b)=jld—c),  (f—c)=j(f—a) (e—a)=jle—D)
soit

(1-j)d=b—jc, 1—j)f=c—ja, (1—jle=a—jb.
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Ainsi,

(1—jle—d)=a—jb—b+jc=—jl—j)e—f)
donc e —d = e~3(e — f). En conclusion, DEF est équilatéral. Ce résultat est improprement
appelé théoreme de Napoléon.

Soit A, B deux points d’affixes a et b telles que |a| =|b|. Alors, le symétrique orthogonal du point
M d’affixe z par rapport a la droite (AB) est le point M’ d’affixe

1
Z=a+b——abz.
lal?

En effet, vérifions que la droite (AB) est la médiatrice du segment [M M’] avec une condition
d’orthogonalité (donc un produit scalaire nul) et une condition de distance :
Re((z'—z)(b—a))= %e((—#ub?— z)(b—a))
=—Re(azZ—az+bz—bz)=0,
b
|z —al= u||cz|2—aZ| =la—z|=|z—al.
laf?
Dans le premier calcul, on a utilisé que

Re((a+ b)a—Db))=Re(|al*—|b|* +2iIm(ba)).

Soit A, B, C trois points non-alignés d’affixes respectives a, b et c tels que O, le centre du cercle
circonscrit au triangle ABC, ait une affixe nulle (et donc |a| = |b| = |c|). Montrons que l'ortho-

—
centre H a pour affixe a + b + ¢ ; pour cela, il suffit de vérifier que le vecteur AH est orthogonal
—
au vecteur BC (on a les autres propriétés de hauteur par symétrie)

Re((a+b+c—a)c—b))=Re((b+c)c—b))=0.

Comme le centre de gravité G admet pour affixe %(a + b + ¢), on retrouve avec ce calcul que
P —

OH =306G.
A

B

o

> En utilisant les calculs de '’exemple précédent, on trouve que le symétrique orthogonal H’ de
H par rapport a un coté AB admet pour affixe —Ta—blf donc appartient au cercle circonscrit (de
centre O et de rayon |a|=|b|=|c]).
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z’+a+b+c _
LR =

> Soit z” I'affixe du symétrique H” de H par rapport au milieu du segment [AB]. Alors,
# donc z” =—c et le point d’affixe z appartient lui-aussi au cercle circonscrit.

A _H

o

Parmi les autres applications, il peut étre utile de savoir reconnaitre I'équation complexe d'une droite.

Proposition 2.33.

Une équation complexe d’une droite du plan est de la forme az+az+b=00u acC* et b eR.

Démonstration
Soit 2 une droite du plan complexe. Notons a 'affixe d'un vecteur normal a 7 et z, |'affixe d'un point de
9. Alors, un point d’affixe z appartient a & si, et seulement si, Re(a(z — zy)) =0, c’est-a-dire si

a(z—2zy)+a(z—2z¢)=0

c’est-a-dire
az+az=azy+az,.

On conclut en posant b =—(az, + azy). [ ]

Remarque
Pour une droite verticale, un vecteur est normal si son affixe a est réelle (non nulle); I’équation de la
droite devient alors afRe(z)+ b =0 c’est-a-dire Re(z) = —%.

Exemple

Soit M, un point d’affixe z, et 7 un vecteur non nul d’affixe b. Calculons une équation complexe
de la droite passant par M, et dirigée par u . Un point M d’affixe z appartient a cette droite si, et
—

seulement si, les vecteurs M M, et T sont colinéaires, c’est-a-dire Jm((z —zo)z) =0quel’onpeut
réécrire sous la forme zb — bz = zyb — bz,.

3. Equations algébriques
3.1. Equations de degré 2

On commence par selimiter al’équation de degré 2 pourlaquelle les résultats etles méthodes ressemblent
a ce qui est déja connu sur R.
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Proposition 2.34.

Pour tout a € C*, il existe deux solutions (opposées) a I'équation z?> =a.

Donnons deux preuves de ce résultat.

Démonstration
Ecrivons a = Re¥ avec R € R* et ¢ €R. Cherchons z sous laforme re'” avec r € R, et § € R. Léquation
2% = a se traduit r?e%% = Re¥ soit r> = R et 20 = p[27]. Les solutions sont donc

. (@ .
VRe's,  VRel5) —_vReiS.

i0

Malheureusement, en pratique, cette démonstration ne donne pas toujours le moyen d’obtenir les racines
puisqu'il faut disposer de I'écriture géométrique de a. Voici avec la seconde preuve le moyen d’obtenir
les racines lorsque I'on ne connait que I'écriture cartésienne de a.

Démonstration
Identifions les parties imaginaires et réelles dans I'équation (x + iy)?> = @ + if3; on obtient le systéme
non-linéaire
x2—y? =a
{ 2xy =p

Pour simplifier la résolution de celui-ci, on ajoute la condition sur le module |x+i y|> = |a+i | qui s’ écrit

x%+y?=+/a2+ B2. On obtient ainsi

2 e
- 2

2 JTF-a

y -2
2xy =p

ce qui permet de trouver rapidement les deux valeurs possibles de (x, y)

Va+p2+a B ot [ ve+pita B
2 ez pita) 2 Ja@ipita)

Les premieres équations donnent |x| et |y|, la derniére nous donne le signe de x en fonction de celui
dey.

[ |
Remarque

Lécriture +/z n’a aucun sens pour z ¢ R, aucune des deux « racines carrées » de z n’est privilégiée.

Exemple

Cherchons les complexes z = x+iy avec x, y € R tels que z2 = 3—4i. Avec laméthode précédente,
on obtient x =%2, y =+1 et 2xy =—4 donc les solutions sont z =2—i et z=—2+1.

Enoncons désormais la résolution compléte de I'équation de degré 2 (qui généralise les résultats connus
sur R)
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Proposition 2.35.

Soit a, b, ¢ trois complexes tels que a # 0. Notons A = b? —4ac le discriminant.
+ SiA=0, I'équation az?+ bz + c =0 admet une unique solution —%.
* Si A#0, I'équation az? + bz + ¢ =0 admet deux solutions distinctes =2=2 ol § est I'une des

solutions de z% = A.

Démonstration
Comme dans le cas réel, on se raméne a une écriture canonique et on utilise une identité remarquable

b c
azz+bz+c:a(z2+—z+—)
a a

3 (+b)2+c_b2 3 (+b)2_A
—A\” 2a a 4a? —4\” 2a 4a?

( —b+6)( —b—5)
=al|lz— z—
2a 2a

Exemple
Cherchons les solutions de z? —2cos 0z +1=0 pour  €R.
Le discriminant est alors 4(cos? 8 — 1) =—4sin? 6 donc les solutions sont

cos@ +isinf =e*?,

Exemple

Cherchons les solutions de z2 —2e% z +1=0 pour 0 €[0, 7).
Le discriminant est A = 4(e?% — 1) = 8e/%*+2)sin . Les solutions de 'équation z> = A sont
+£2+/2sin e+ donc les solutions recherchées sont

e+ /2sinfellt+i),

Exemple
Cherchons les solutions de z? +2iz —4+4i =0. ‘ _
Le discriminant est A = 12—16i dont une racine est 6 =4—2i. Les solutions sont donc w =
—2et 22D —5_2j,
Remarque
Sil’on écrit az?> + bz + ¢ = a(z — z,)(z — z,) et que 'on développe le second membre, on obtient
c
21tz =——, Z1%9 = —.
a a

Ceci est un cas particulier des relations entre coefficients et racines pour un polynéme : c’est particulie-
rement pratique lorsque que 'on connait une racine pour en déduire la seconde. Ces relations se géné-
ralisent a des équations de plus haut degré.

Remarque
Si z € C est solution d'une équation a coefficients réels, alors z est aussi solution de cette équation (il
suffit de conjuguer I'’équation).
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3.2. Racines nié¢mes

Dans cette section, on se limite a un exemple important : celui de I'équation z" = a avec a € C.

Définition 2.36.

Soit n € N'\ {0}. L'ensemble des racines nitmes de I'unité, noté U,,, est I'ensemble des complexes z
tels que z" =1.

Proposition 2.37.

L'ensemble U,, est un groupe (a n éléments) abélien pour la multiplication.

Démonstration
Laloi x est associative et commutative sur U,, car elle'est sur C;1’élément neutre 1 appartienta U,,. Pour
tout z, z’ €U,

1\" 1
(z2)'=2"2z"" =1, (—) =—=1.

donc zz' €U, et % €U, . Ainsi, U, est un groupe.

Remarque
Lensemble U, est stable par passage au conjugué car z" = 1 si, et seulement si, z" = 1. Ici, cette propriété
peut se retrouver également par le fait que U,, c U donc que, pour tout z € U,,,

1z _

=77

z  |zf?
1 s’agit toutefois d'une propriété plus générale, si z est racine d'une équation polynomiale a coefficients
réels, alors z I’est également (en conjugant).

Proposition 2.38.

Pour tout n e N\ {0},

2i

Un={e g ,keZ}={e 5“, kel[O,n—l]]}.

Démonstration .
>Un complexe z = |z|e!? appartient 2 U, si, et seulementsi, |z|* = 1 et nf € 2nZ. Comme |z| €R,, |z| = 1.
D’oti le résultat.
> Pour tout k € Z, il existe (g, r) € Z x [0, n —1] (quotient et reste de la division euclidienne de k par n) tel
que k =qgn+r. Ainsi, . . .

e = e{eﬁ, keI[O,n—l]l}.
DOHC 2ikm 2ikm

{eT, keZ} C {eT, kel[O,n—l]I}.

Lautre inclusion est évidente et ]'on vérifie que ces n complexes sont deux a deux distincts (car les argu-
ments principaux sont distincts). ]
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Exemple
Commencons par quelques petites valeurs
e Up={«£1}. _
o Uy={1,j,j%}=1{1,j,j}ouj= e (et donc j = j?).
e U, ={£1,+i}.
Remarque

Les points d’affixes les racines ni¢mes de I'unité forment un polygone régulier a n sommets, inscrit dans

le cercle unité et qui admet (1,0) pour sommet. En effet, 'angle au centre défini par deux racines niemes
de 'unité consécutives est un argument de

2i(k+1)m
~n

2ikn

e —0
donc de mesure 22,
Voici une illustration pour n =3, n=4etn=>5:

On étudie dans le chapitre suivant d’autres propriétés géométriques des racines ni¢mes de 'unité.

Exemple

Pour n =6, les racines 6i¢mes de I'unité sont successivement

2i0n 2iln in .2 2i2n 2in 2i3n 2idn 4in 2 2i57 5im
es =l,es =e3=—j% e =e7 j,e

6 :—]_’eT:es :]

,e 't =e’ =—j.
On obtient donc le dessin suivant des points correspondants a ces affixes

. A =
J —J

Proposition 2.39.

) i 1 argla)+2kn
Soit a € C*. Les solutions de z" = a sont les complexes |a|=e'™ =  pour k €[0,n—1].

En d’autres termes, pour obtenir les racines ni¢mes de ¢, on commence par en trouver une z,, a savoir
argla

1) . - . A .
la|= e’ » avecles notations de la proposition, puis on déduit toutes les autres en multipliant z, par une
racine ni¢me de I'unité.
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Démonstration

Notons z’ = —~47. Alors, z" = a(z’)" donc z est solution de z" = a si, et seulement si, z’ est une
la|met—n—
racine ni¢me de 'unité. [ ]

Les solutions de z" =i sont les complexes de la forme e # x ez avec k €[1, n].
Voici, en noir, le dessin des points correspondants a ces affixes pour n = 6 (les points grisés cor-
respondent aux points d’affixes dans Uy) :

Onremarque que I'on a « tourné » la figure pour Ug d'un angle correspondant a I'une des racines
6itmes de 7, & savoir 75.

3.3. Cas général

Citons un théoreme essentiel (certains 'appellent méme théoreme fondamental de U'algebre).

Tout polynéme non-constant a coefficients dans C admet une racine.

1l existe de nombreuses preuves de ce résultat mais aucune n’est accessible a ce stade du cours.

Un polynéme non constant définit une application surjective de C dans C.

Démonstration

Soit P € C[X] un polynéme non constant et z € C. Le polynéme P — z est non constant donc admet
une racine a € C d’apres le théoreme de D’Alembert-Gauss. Par définition, P(a) = z donc le complexe z
admet un antécédent. Ainsi, tout complexe appartient a 'image de P et P : C — C est surjectif. [ ]
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Lécriture naturelle pour un nombre complexe est I'écriture cartésienne définie avec deux réels.

Ecriture cartésienne

> Un complexe z admet une unique écriture x +iy avec x, y €R; x est la partie réelle et y estla
partie imaginaire de z. On les note PRe(z) et Im(z).

>Lle conjuguéde z=x+iyestz=x—iy.

> Les applications parties réelle, imaginaire et I'application conjugué sont R-linéaires.

Des qu'il s’agit d’effectuer des calculs avec des produits et des quotients, il convient de préférer I'écriture
géométrique.

Ecriture géométrique

Un complexe z non nul admet une unique écriture re’? avec r > 0 et 6 €[0,27[; r est le module
de z et 8 son argument principal. On les note |z| et arg(z).

> Pour tout z € C, |z|> = zZ.

> Pour tous z et z’ €C, |zz'| = |z||z’| et arg(zz’) = arg(z) + arg(z’)[27].

> Pour tout z #0, |%| = Izil et arg(%) =—arg(z)[2m].

Ces derniers résultats sur le module et I’argument sont des conséquences des propriétés de 'exponen-
tielle complexe.

Exponentielle complexe

L'application 8 — e? =cos8 +isin @ est surjective de R dans U (non injective).
> (formule d’Euler) Pour tous 8 € R,
00 4 o—if o0 _ o—if
cos = ——, sin0=T.

> (propriété de morphisme) Pour tous 8, ¢ €R, e e = ¢i(0+¢),
> (formule de Moivre) Pour tout 7 €N et tout 8 € R, (ei?)" = ei"?,

Parmi les ensembles remarquables de nombres complexes, on remarque quelques groupes.
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L'ensemble U des complexes de module 1 et I'ensemble U,, des complexes dont la puissance nitme
est égale a 1 sont des groupes pour la multiplication.

2ikm

U,={e™

L kezZ}={e", 0<k<n—1}.

L’ensemble des solutions de z" = re? avec r > 0 et O €R fixés est

1 0+2kn 1.0
{riet” " ,0<k<n—1}=rne'"U,.

J

Les nombres complexes peuvent aussi étre utiles aux calculs en géométrie plane. Pour cela, on identifie
un point M de coordonnées (x, y) et son affixe, le complexe égala x +iy.

Application a la géométrie

Soit A, B, C, D des points du plan d’'affixes a, b, ¢ et d € C respectivement.
> La distance AB est |b —al.

> Une détermination de I'angle (AB, AC) est arg(£=2).

> Le produit scalaire AB.CD est Re((b—a)(d—c)).

De nombreuses formules trigonométriques permettent de mener a bien les calculs (en linéarisant ou en
factorisant les expressions). On peut les retrouver a partir des formules d’addition suivantes.

Formules d'addition

Pour tous 8, ¢ €R,
sin(0 + ¢) =sin(8)cos(y) + cos(8)sin(y),
cos(0 + @)= cos(8)cos(yp)—sin(8)sin(y),
_ tan(0)+tan(p)
tan(6 +¢)= 1—tan(@)tan(yp)’

avec les restrictions 8, ¢, 6 + ¢ e R\ {5 + k7, k € Z} pour la derniére égalité.
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Vrai ou faux ?

Vrai Faux
; 1 )2 1
a) Lapartie réelle de (z5) est ;. o mi
b) Un argument de e’% +ei¥ est 3z, m] O
¢) Lexponentielle est surjective de C dans C*. m| m|
d) Soit @ ¢277Z, z— e'?z+1 est une écriture complexe de la rotation de m] m]
centre d’affixe 1 et d’angle 0.
e) Les deuxracines non réelles d'un polyndome de degré 2 a coefficients m] m] m
complexes sont conjuguées. m
f) Le complexe —j est racine de X2 — X +1. m| O ' '
g) Pour tout k €N\ {0}, j* est racine de X*+ X +1. m| O —
h) Si j est racine d’'un polynéme réel P, alors j? est aussi racine de P. m] O U
i) Sim divise n, alorsU,, cU,,. ] m| m
j) Lesensembles U, et {w, w" =—1} sont en bijection. ] O m
K (@ wel,}=U,. o o >
) {w? weU,}=U, pour n impair. O O m
m) Un polyndme complexe qui prend deux valeurs distinctes réalise une O O
surjection de C dans C.
n) Une fonction polynomiale injective sur C est de degré 1. O O

Exercices d’application du chapitre 2

e00O Exercicel
Soit neNet @ eR\ {3 +km, k € Z}. Calculer les complexes suivants (i — V3" et(l+itanf)".

000 Exercice 2
V3—i )15

Déterminer la partie réelle de (W
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Exercice 3
Déterminer les entiers n € N tels que (1+i)" € iR.

Exercice 4
Résoudre I'équation (1+i)z2—z—1+i=0.

Exercice 5
Soit O € R. Résoudre I'équation z* —2cos(0)z>+1=0.

Exercice 6
Résoudre I'équation z2—2z +i =0.

Exercice 7

Soit « € C\ R et n € N\ {0}. Montrer que les complexes z vérifiant 'équation (
si, et seulement si, |a|=1.

o )
12)" = ¢ sont tous réels

Exercice 8
Soit a, b, c et d des complexes de module 1. Montrer que |ab —cd|<|a—c|+|b—d|.

Exercice 9
Soit a, b € C. Montrer que
lal+|b|<|a+ b|+|a—Db|.

Etudier le cas d’égalité puis interpréter cette inégalité pour les longueurs remarquables d’'un parallélo-
gramme.

Exercice 10
Soit z € U. Calculer |z — 1|2 +|z + 1|? puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.

Exercice 11
Soit a, b € U distincts, z€C et u = %. Montrer que u? €R.

Exercice 12

Soit a € iR, n € N\ {0}, M,,, M., et M,,,, les points d’affixe a”, a"™ et a"*2. Montrer que le triangle
M, M, .M, estrectangle.

Exercice 13

Dessiner les trois zones du plan dont les points sont d’affixe z vérifiant
1<|z+1|<2.
Re(z+1)>0.
liz+1]<1.

Exercice 14

Soit a, b, ¢ € C deux a deux distincts. Montrer que les points d’affixes a, b, ¢ forment un triangle équila-
téral si, et seulement si,
[2a—b—c|=2b—a—c|=|2c—a—Db]|.
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Exercice 15
Soit a, b, ¢ € C deux a deux distincts. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes

i. les points d’affixes a, b, ¢ forment un triangle équilatéral;
ii. jou j?estsolutionde az?+bz+c=0;
iii. a?+b%+c?=ab+ac+bc;

. 1 1 1
. —+45+—=—=0.

Exercice 16
Soit u, v, w € U tels que u+ v+ w =0. Montrer que u = jv = j2wouu= jw = j?v.

Exercice 17
Déterminer les complexes z;, z,, z3 € U tels que z; + 2, + 23 = 212,23 = 1.
On pourra remarquer que z, z, z3 sont les solutions de(z — z,)(z — z,)(z — z3) = 0 que l'on développera.

Exercice 18
Soit a, b € C. Montrer que
la—bP <(1+]al’)1+|b[*).

Montrer qu'il y a égalité si, et seulement si, a = re’? et b=—21e% avec r e R*.

Exercice 19
Considérons 'application

74 d

f:{C\{—l} — Céo}

Déterminer f(U).

Exercice 20

Soit P={z€C, Jm(z)>0}etD ={z€C, |z|<1}.
Soit z € P. Montrer que 2—3 €D.
Soit z #—i tel que 45 € D. Montrer que z € P.

Montrer que I'application
P — D
f :{ z—i

z — =

est une bijection puis calculer sa réciproque.

Exercices d’approfondissement du chapitre 2

Exercice A
Soita, b et c € Z tels que ab + bc + ca = 1. Montrer que (1 + a?)(1 + b?)(1+ c?) est un carré d’entier.

93



Mathématiques MPSI

Exercice B
Considérons, pour tout a € R, I'équation (E,) suivante

284222 —el%z—2ei% =0,

Déterminer les solutions réelles de (E, /).

Montrer qu’'une de ces solutions est solution de (E,) pour tout a € R.

En déduire I'’ensemble des solutions de (E,).

Déterminer les valeurs de 7 telles que les points dont les affixes sont les solutions de (E,) forment
un triangle rectangle.

Exercice C
Résoudre I'équation z% + (i —2)z2 +(3—3i)z +2i —2 = 0 sachant qu’elle admet une solution réelle.

Exercice D

Soit a, b € C. Développer (a +ib)?.
Soit a, b € C. Résoudre I'équation z? =4ab +2i(a®— b?).

Exercice E
Résoudre I'équation 1 —z =|z|.

Exercice F
Résoudre I'équation z" =7Z.

Exercice G

Soit w € U;. Calculer

2 &

w w w
+ + .
1+w?2 1+w? 14wk

On pourra admettre que 1+ + w? + w3+ w* + w° + w® = 0 (ce résultat sera établi dans le chapitre suivant).

Exercice H
Soit n € N\ {0}. Résoudre I'équation fRe(z") =Tm(z").

Exercice |

Montrer que, pour tout z € C,
lz—1l<lz—jl+]z— j?I.

Exercice )
Soit z et z’ deux complexes de module au plus 1. Montrer que

min(|z—2z'|,|z +2']) < V2.

Exercice K
Soit u € C\ {1} et z € C\ R. Montrer que

Z—Uz

eR = lu|=1.
1—u
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Problemes du chapitre 2

Probleme 1
Considérons la loi de composition interne K sur C définie, pour tous z, z’ € C, par

1 - _ N
ZRz = E(ZZ/+ zZ7 +22 —z27').

On considere I'application f : z — Re(z)? — aIm(z)? avec a €R.
Déterminer a € R tel que

V(z,2)eC?  flzmz’)=f(2)f(2).

On fixe dorénavant @ =1 et on pose G = {z eC, f(z)# 0}.
Montrer que K est une loi de composition interne sur G.
Montrer que (G, X) est un groupe abélien.
I - R*
Smtf:{ z = flz)
a. Lapplication f est-elle surjective? bijective?
b. Calculer et dessiner I'’ensemble f —1(R’jr).
Déterminer parmi les ensembles suivants lesquels sont des groupes pour X

a. {zeC, f(z)=1} c. {z€C, f(z)<0}
b. {z€C, f(z)>0} d. {z€C, f(z)=0}

Probleme 2 Homographies stabilisant U,
Dans ce sujet, on étudie des applications f : U,, — C stabilisant U,,, c’est-a-dire telles que f(U,)cU,,.
Partie A - Exemples préliminaires

Déterminer, pour chacune des applications f suivantes, les valeurs de’entier n > 3 pour lesquelles

fU,)CU,:
a. firz—z c. fziz—jz e. fziz—1
b. friz—1l+z d. fiiz—1 f fo:z2— 28

Reprendre la question précédente avec la condition f(U,)=U,,.
On fixe désormais n > 3 et on se limite a certaines fonctions « homographiques », c’est-a-dire aux fonc-

tions de la forme
az+b

cz+d

Z—

avec a, b, c et d des complexes tels que cw +d # 0 pour tout w € U,,.
Partie B - Stabilisation de U

Soit f une homographie stabilisant U,, et a #0, b, ¢ #0 et d des complexes associés comme ci-dessus.
Justifier que, pour tout w €U, [aw + b|=|cw+d)|.
a. Retrouver I'identité remarquable |z + z’|> pour z, z’ € C.
b. Montrer que |a|?+|b|2=|c[>+|d|? etab =cd.
Indication : on pourra utiliser la question 1 et utiliser que la somme des éléments deU,, vaut0.
c. En déduire que |c|? et |d|? sont solutions de I'équation z2 —(|a|* +|b|*)z +|a|?|b|* = 0.

95



Mathématiques MPSI

d. Conclure que

{ lal=|c| ou { la|=|d|
|b|=|d| [b|=|c|

Supposons |a| = |c| et considérons 8 € R tel que a = ce'?. Montrer que b = d e’ puis en déduire f.
Supposons |a| =|d|.
a. Montrer qu'il existe 0 eR tel que a =de®.
Fixons ce réel 6.
b. Montrer que b =ce? puis en déduire la forme de I'application f.
Vérifier que I'application f stabilise U.

Partie C
On considere dorénavant une application
fiz—e' w
bz+a
avec a, b € C\ {0} et on suppose qu’elle stabilise U,,.
Montrer que, pour tout w €U, e (qw+b) = (Ew +E)n.

On admet que, pour tout k € Z,
k { n sindivise k,
E w" = .
0 sinon.
welU,

’ _—n-1
En déduire que ba"'ei"® =gb" .
Conclure que |a|=|b|.

Déterminer f.

Partie D - Conclusion

Préciser toutes les fonctions homographiques (au sens de I'énoncé) qui stabilisent U,,.
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Corrigés des Vrai/Faux

a) Faux, la partie réelle vaut .

b) Faux, en effet, e’s +e’s =e% 2cos = —ei’s dontun argument est -z

c) Vrai.

d) Faux, c’est bien une rotation mais le centre est le point d’affixe z solution de z = e?? z + 1 c’est-a-dire
Z= ﬁ #1.

e) Faux, il manque une condition « a coefficients réels ». Pour un contre-exemple, on peut considérer le
polynéme (X —i)(X —2i).

f) Vrai car j est racine du polynome X2+ X +1.

g) Faux, si n est un multiple de 3, j* = 1 n’est pas racine de X2+ X + 1.

h) Vrai car j2=j et P est a coefficients réels.

i) Vrai, pour tout z €U,,, 2™ =1 donc z"” =1 (puisque m divise n) donc z €U,,.

j) Vrai. En fait, U, est en bijection avec tous les ensembles {z € C, z" = a} pour a # 0 d’apres la structure
de 'ensemble des racines ni¢mes de a.

k) Vraicar z" =1 si, et seulement si, 2" = 1.

) Vrai. Il est clair que {w?, w €U, } c U,. Réciproquement, écrivons n =2k + 1 et remarquons que, pour
tout w €U,

d’ou1'autre inclusion.

m) Vrai. Si un polynéme prend deux valeurs distinctes, alors il est non constant donc surjectif d’apres le
théoreme de D’Alembert-Gauss.

n) Vrai, il est clair que toute fonction constante n’est pas injective. De plus, si une fonction polynomiale
est de degré n, alors chaque complexe admet n antécédents d’aprés le théoreme de D’Alembert-Gauss :
ainsi le degré d'une fonction polynomiale injective est 1.

Corrigés des exercices d’application
du chapitre 2

Exercice 1

On passe par les écritures géométriques i —+/3 =2e etl+itand = —L

cos@

e'? et on en déduit

. n__on 5"% . n__ 1 nié
(i—v3)"=2"e ¢ , (1+itan@) —me .
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Exercice 2
Commencons par écrire le numérateur et le dénominateur sous forme géométrique en mettant en fac-
teur le module et en reconnaissant ’argument :

x/§—i:2e_%, 1+i:1/§e%.
Alors,

.\ 15
(‘ﬁ‘f) T ) g
14

La partie réelle est donc v'2 1 cos(—Z?T“) =279,

Exercice 3
Commencons par écrire 1+ i sous forme géométrique v2e’ 4. La question se reformule en la recherche

des entiers n € N tels que v2" /"4 € iR soit en

On obtient ainsi la condition nécessaire et suffisante de congruence suivante : n = 2[4].

Exercice 4
On commence par calculer le discriminant A =1—4(—1+i)(1+ i) =9. Les solutions sont donc % soit

1—iet—z(1—1).

Exercice 5
Un complexe z est solution de cette équation si, et seulement si, Z = z? est solution de I'équation Z2 —
2c0s(0)Z +1=0, c'est-a-dire si Z = e'? ou Z = e~*?. Les solutions sont donc ei? —el% e~i% et—e—it,

Exercice 6
On pourrait calculer le discriminant mais il peut étre plus malin ici de remarquer que I'équation se réécrit

1 . T
(z—1)> = 1—i soit encore (z —1)> = 22¢~'%. On obtient alors les solutions, d’apres le résultat sur les
solutions d’'une équation de la forme Z2 = a,

1 _.m
1+22¢7's,

Onremarque que dans cette solution, nous avons en fait choisi d'utiliser la mise « sous forme canonique »
plutot que la routine sur le discriminant.

Exercice 7
Résolvons I'équation. Notons « € C tel que a” = a. Un complexe z vérifie (iii; )n = «a si, et seulement si,
1+iz
— =0w,
1—iz

avec w € U,,. Ceci équivaut encore a

1—aw (1-aow)l+aw)

ll+aw_ 1+ awl|?

Pour que z soit réel, il faut et il suffit que
(1—aw)l+aw)=1—|a)*—2iTm(aw)

soit un imaginaire pur, c’est-a-dire que |a| = 1. Comme |a| = |a|", la condition recherchée est |a| =1.
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Exercice 8

lab—cd|=|ab—bc+bc—cd|
<l|lab—bc|+|bc—cd|
<la—c|+|b—d|,

car |b|=|c|=1.

Exercice 9
> Ecrivons 2a = (a+ b)+(a—b) et 2b = (a + b)—(a— b) puis utilisons I'inégalité triangulaire.

1 1
lal+|b| < z(|a+b|+|a—b|)+ §(|a+b|+|a—b|)
<l|a+b|+|a—b|.

> Par ailleurs, on a égalité si, et seulement si, on a égalité dans I'inégalité triangulaire aveca+ b et a—b
et dans I'inégalité triangulaire entre a + b et b —a. Ainsi, a = b ouil existe A>0et u>0telsquea+ b =
Ala—Db)eta+b = u(b—a). Ces deux dernieéres égalités entrainent a =—b. En conclusion, le cas d’égalité
correspond a a =+b.

> En notant A et B les points d’afixes a et b, 'inégalité indique que, dans le parallélogramme construit

—_— —
sur les vecteurs OA et O B, la somme des longueurs de deux cotés consécutifs est inférieure a la somme
des longueurs des diagonales.

Exercice 10
Utilisons I'expression du module au carré comme le produit du complexe par son conjugué. Alors,
lz—1P+]z+1P=(z—1)(Zz—1)+(z + 1)z +1)
=|zP—z—Z+1+|zP+z+Z2+1=4.
Pour interpréter géométriquement ce résultat, introduisons les points A, B et M d’affixes 1, —1 et z réci-
proquement. La quantité calculée est donc AM?+ BM?; comme le triangle ABM est rectangle en M (ce

sont trois points du cercle unité et AB en est un diamétre), AM? + BM? = AB? = 4 d’apres le théoréeme
de Pythagore.
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Exercice 11
Vérifions que u =—u ; en effet,

_ zZ+abz—a—-b Z+iiz—-1—1 abz+z—-b-a
W= = = = =—u.
a—b -3 b—a
Ainsi, u?> =—|u|? €R_.
Exercice 12
Pour obtenir une détermination de I'angle (M,,,; M,,, M,, ;1 M,,»), calculons un argument de
a" —a"*t! l—a a .
= =———c¢ciR.
ant2 — gn+l a(a_l) |a|2

Ainsi, (M1 M, M1 M, 40) = g[ﬂ']

Exercice 13
Dans ce corrigé on note M le point d’affixe z.

1. Soit A le point d’affixe —1. M appartient a la zone indiquée si, et seulement si, AM €[1,2]. Il s’agit de
la couronne centrée sur A, de rayon intérieur 1 et de rayon extérieur 2.

\

e

2. Avec la linéarité de la partie réelle, I'équation se réécrit fie(z) > —1. On obtient donc le demi-plan
délimité par la droite verticale d’équation x =—1.

3. Enfactorisant par i,ona|iz+1|=|i|.|z—i| =|z—i|. Léquation indique donc que la distance entre M
et le point d’affixe B d’affixe i est inférieure a ou égale a 1.
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Exercice 14
Notons g I'affixe du centre de gravité. La condition se réécrit alors

la—gl=|b—gl=|c—gl,

c’est-a-dire que le centre de gravité est le centre du cercle circonscrit : le triangle est équilatéral.

Exercice 15

> Montrons 1'équivalence entre i. et ii.. Les points d’affixes a, b, ¢ forment un triangle équilatéral si, et
seulement si, I'une des rotations de centre le point d’affixe b et d’angle +% envoie le point d’affixe a sur
le point d’affixe ¢, c’est-a-dire :

c—b:ei%(a—b) ou c—b:e_i%(a—b).
Cette condition se réécrit alors —xa + (x —1)b + ¢ =0 avec x € {e!5,e~?5}, soit encore, aprés de rapides
calculs,
e aj’+bj+c=0six=e’3;
e aj+bj’+c=0six=e"'s.
On retrouve bien ii.
> Montrons I'équivalence entre iii. et ii. La condition iii. signifie que c est solution de I'équation

3

z2—(a+b)z+a*+b*—ab=0,
dont le discriminant est —3(a — b)? et dont les racines sont
a+b=xiv3a—>b)
2

ouencore—a j?—bjet—aj—b j?=—a j*—b j>. Le complexe c est donc égal a I'un de ces deux nombres
si, et seulement si, j ou j? est solution de az?+ bz + ¢ =0.

> Pour I'équivalence entre iii. et iv., il suffit de mettre au méme dénominateur car

(b—c)c—a)+(a—b)c—a)+(@a—b)b—c)=ab+ac+bc—a*—b?—c>.

2:

Exercice 16
Soit «, B et y les arguments principaux de u, v et w. Sans perte de généralité, on peut supposer que

a<PB<y.Orl=|wl= |u+v|:2‘cos@ .Ainsi,[a’—ae{—%”,%“} c'est-a-dire v = ju ou v = j2u et

donc w = j?u ou w = ju respectivement.

101



Mathématiques MPSI

Exercice 17

Remarquons tout d’abord qu’en conjuguant, z; + z, + z3 = 1 et comme les complexes sont de module 1,
1 1 1
—+—+—=1
21 2 23

Ainsi, z;2, + 2,23+ 2321 = 1. D’apres les relations entre coefficients et racines, les trois complexes sont les
racines du polynéome X3 — X%+ X —1 = (X2 +1)(X —1). En conclusion, {z;, z,, 23} = {1, i,—i}.

Exercice 18
1. Par inégalité triangulaire, |a — b| < |a|+|b| donc
la—bl*<|al?+|b>+2|ab|.
Il reste a voir que I'inégalité arithmético-géométrique donne 2|ab| < |ab|? + 1 pour conclure.

2. 1l suffit d’avoir I'égalité dans les deux majorations utilisées ci-dessus donc |ab| =1 d'une part et a et
—b de méme argument modulo 27.

Exercice 19
Un complexe z appartient a f(U) si, et seulement si, il existe 8 e R\ {w+ 2k, k € Z} tel que

2 0

—i%

z=———=e
eif+1 cos §

. 0
=1—itan—.
2

Par ailleurs, on remarque que I'image directe de R\ {+ 2k, k € Z} par la fonction tan est R. Ainsi, tout
complexe de partie réelle 1 est de la forme 1 —i tan % avec 0 e R\ {n+2km, k €Z}.

Ainsi, z € f(U) si, et seulement si, z appartient a la droite verticale d’équation De(z) = 1.

Exercice 20
1. Soitz=x+iy € P avec x e R et y > 0. Calculons le module de

2=l
z+i*

z—i 2_ X%+ (y —1)?
z+i|  x2+(y+1)
4y

=l-———F—<1
x2+(y +1)2

z—i

z+i

2

2. Soitz=x+iy#—iavec x, y €R tel que <5 € D. Le calcul de la question précédente donne

z—1
z+1

4y
X2+ (y+12°

Par conséquent, y > 0.
3. Soit z’ € D. Résolvons I'équation z’ = f(z).

Z=flz)ez(z+i)=z—i
& z(2/—1)=—i(1+2)
P —i(1+z’).
z/—1

D’apres la question précédente, 'unique antécédent z de z’ appartient a P. Ainsi, f est bijective de réci-
proque

—i(1+z)
z—1

{D—>P

%, —
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Corrigés des exercices d’approfondissement
du chapitre 2

Exercice A

Le terme considéré est le module au carré du complexe z =(a + i)(b + i)(c + i) dont la partie imaginaire
estab+bc+ca—1=0 etlapartie réelle est un entier.

Exercice B

1. Un réel x est solution de (E,,) si x* +2x*—ix —2i = 0 soit en prenant partie réelle et imaginaire
x3+2x2=0et x +2=0:la seule solution réelle est donc x =—2.

2. On vérifie immédiatement que —2 est solution des équations (E,) pour tout a € R.

3. Factorisons z +2 dans I'équation (E,) :

(z+2)(z*>—e'*)=0.
Les solutions de (E,) sont donc —2, e‘%/? et —e /2,
4. Notons A;, A, et B les points d’affixes ele/2 o et —2 respectivement.

Le triangle A; A, B ne peut étre rectangle en B car B n’appartient pas au cercle unité. En revanche, ce
triangle est rectangle en A; si A; B? + A; A = BAZ (théoreme de Pythagore) soit en complexes

_z_eia/ziz+|_eia/2_eia/2i2: |_2+eia/2|2'

ia/2

En développant, on obtient cos ¢ =—3 soit % = £ [27].

Ay

A,

De méme, il est rectangle en A, si
|_2+eia/2|2+ |eia/2+eia/2|2 =|_2_eia/2 2,

C’est-a-dire cos & = 1 soit ¢ =+Z[27].

Exercice C
Cherchons tout d’abord une solution réelle x : elle vérifie DRe(x3 +(i —2)x%+(3—3i)x +2i —2) = 0 soit x> —
2x2+3x—2=0donc x = 1 est une solution possible. On vérifie immédiatement qu’elle est effectivement
solution de I’équation initiale.
Factorisons 'équation par z —1:

2 +(i—2)z*+(3—3i)z+2i—2=(z—1)(z* + (i — 1)z +2—2i).
Les autres solutions de I'équation initiale sont donc les solutions de I'équation z? + (i — 1)z +2—2i = 0.
Résolvons cette équation avec la méthode habituelle : le discriminant est A = —8 + 6i dont les racines
carrées sont (1 + 3i). Ainsi, les solutions sont 1+ i et —2i.
En conclusion, les solutions recherchées sont —1, 1+ i et —2i.
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Exercice D
1. D’apres 'identité remarquable, (a +ib)*> = a?—b? +2iab.
2. D’apres la premiére question, cette équation se réécrit z? = 2i(a — i b)? soit encore

z? :(ﬁeig(a—ib))z.

On en déduit que les deux solutions sont iﬁeig(a —ib).

Exercice E

Remarquons tout d’abord que, pour toute solution z, |z| € R donc z € R soit encore z € R.

Il suffit alors de distinguer les cas selon le signe duréel z. Si z > 0, 'équation devient 1 —z = z donc z = %
Si z <0, alors I'équation devient 1 — z =—z ce qui est impossible.

En conclusion, la seule solution est %

Exercice F
Remarquons tout d’abord que si z est solution, alors |z|" =|z| donc |z| =0 ou |z| = 1.
Cherchons désormais les solutions z non nulles (donc de module 1) :

"=z 7" =%z
o=

En conclusion, les solutions sont 0 et les racines 7 + 1i¢émes de 'unité.

Exercice G
Si w =1, cette quantité vaut 3. Sinon, en mettant au méme dénominateur, on obtient
w w? 0 2Q+w+e’+o’+ot+d)
1+w?2  1+wt 1+ws  1+w+w?+wd+w+ws+2wb
—2w5
= = —2’
wb

en utilisant que 1+ w + w? + W + w* + w® + W® = 0.

Exercice H

Cherchonsles solutions souslaforme z = re
r"sin(n0) soit r =0 ou n6 = §[n].

En conclusion, les solutions de 'équation sont donc 0 et, pour tout r > 0 et tout entier k,

10 avec r € R, et @ € R. Léquation se réécrit alors r” cos(nf) =

. (4k+1)
n

rexp(z4—).

Exercice |
Faisons apparaitre j + j? dans le membre de gauche en utilisant que cette quantité vaut —1. Ainsi, on
obtient en appliquant ensuite I'inégalité triangulaire,

lz=1=|(z=1)(j + j2)
=ljz—j*+j*z— ]l
<ljz—j*+1j%z = I
=ljllz—jl+15%llz = j*I
=lz—jl+lz—j°I.
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Exercice )
Remarquons que
lz—2/|x|z+ 2| = |22 — 27| <|2%| +|z?| < 2
par inégalité triangulaire. Or, |z — z’| X |z + z’| > min(|z — 2’|, |z + z’|)> d’ou1 le résultat annoncé.

On remarque que cette majoration est optimale avec z = 1, z’ = i par exemple puisque, dans ce cas,
lz+2'|=|z—2'| = V2.

Exercice K
Le complexe 5= "f est réel si, et seulement s’il est égal a son conjugué, c’est-a-dire

ETUE _ZTUE L wE) (- = (E—Ti2)(1— )

1—u 1—u

Sz—uz—uz+|uPfz=z—uz—uz+|ul’z
S (z—2)(1—|ul)=0
o |uff =1,

car z n’est pas réel donc z # z.

Corrigés des problemes du chapitre 2

Probléme 1
1. Onremarque que f(iRi)=1 et que f(i)=—a, d’ou @® = 1. Réciproquement,
e Poura=—1, f:z—|z|%. Alors,

f(A+)RA+1)=f(2+2i)=8.

Ainsi, la valeur —1 ne convient pas.
e Pour @ =1, on a, pour tout x, x’, y, y' €R,

flx+iy)R(x +iy)=f(xx +yy)+ilxy +x'y))
=(xx'+yyV—(xy +x'y)
— xz(x/z_y/2)+y2(y/2_x/2)

YA x*—y

=flx+iy)f(x'+iy)).

:(x 2 _ /2)

Ainsi, la valeur a = 1 convient.

2. Soitz,z’ € G.Alors, f(z)#0et f(z')£0d ol f(zRz")= f(2)f(z')#0donc zRz' €G.

3. Lassociativité et la commutativité sont faciles a vérifier; 1 € G est1’élément neutre; le symétrique de
z€G est 7i; €G :eneffet,

2 2

z z
f(z)  f(2)
4. a. Lapplication f est surjective : en effet, si x >0, x = f(v/x)etsix <0, x = f(+/—x).
Enrevanche, f n’est pas bijective car f(—1)= f(1).

zR f(z)=5(

=1L,

S
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b. Lensemble f ~!(R*) est I'ensemble des complexes dont la partie réelle est en valeur absolue stricte-
ment supérieure a la partie imaginaire, soit la zone colorée ci-dessous

A

\/

5. On vérifie que les deux premiers sont des groupes; les deux derniers ne sont pas des groupes (par
exemple, ils ne contiennent pas 1’élément neutre 1).

Probleme 2
Partie A - Exemples préliminaires

1. a. D’apres le cours, tout groupe U, est stable par f; (car pour z € C, z7 =Z").

b. Aucun groupe U,, n'est stable par f, car 1 € U,, et pourtant2= f(1)¢U,,.

c. Un groupe U, est stable par f; si, et seulement si, pour tout z € U,, (jz)" =1 soit j” = 1. Ainsi, les
seuls groupes U,, stables par f; sont ceux pour lesquels 3 divise 7.

d. D’apres le cours, tout groupe U, est stable par f; : en effet, pour tout z € U,,, % =z"leU,.

e. Un groupe U, est stable par f; si, et seulement si, i € U,, c’est-a-dire si 4 divise 7.

f. Tout groupe U, est stable par f; puisque le produit est une loi de composition interne a U,,.

2. Iln'y arien a étudier pour f,. Comme les applications f;, f3, f; sont injectives, une inclusion entraine
I’égalité (les n éléments de U,, ont n images distinctes) donclaréponse estidentique a celle de la question
précédente pour ces applications.

Lapplication f; n'atteint pas 1 donc il n’existe pas de »n tel que f5(U,)=U,,.

Pour f, on remarque que si 3 divise 7, alors plusieurs éléments de U,, admettent la méme image : on
n'atteint pas les n éléments de U,, a 'arrivée. En revanche, sinon, 3 est premier avec n donc, d’apres le
théoréme de Bezout, il existe des entiers u et v tels que 3u+nv =1: pour tout z € U,,,

fa(zu) — Z3u — Z3u+nv =z
Ainsi, tout U,, est atteint par f;. La réponse est donc tous les groupes U,, avec n non divisible par 3.

Partie B - Stabilisation de U

1. Pour tout w €U, f(w)€U, cUdonc |f(w) =1 ce qui se traduit par [aw + b|=|cw +d|.
2. a. Développons en utilisant le conjugué. Pour tous z, z’ €C,

lz+2P=(z+2)z+2)=|z*+|z|? + 22/ + 2'Z.
On peut encore écrire cette identité sous la forme
|z + 21> =|z|> +|2'|> + 2Re(27).
b. D’apres la question 1, pour tout w € U, |[aw + b|? = |cw + d|? soit, en développant

lal? +|bl?=|c|?—=|d|* =2Re((cd — ab)w).

106



Corrigés

En additionnant toutes ces relations et en utilisant la linéarité de 9ie, on obtient que

n(jal® + b —|cP —|d[?) = 2%¢((cd — ab) > )=
wel,
Ainsi, |a>+|b> = |c|? +|d|? et par conséquent, Re((cd —ab)w) =0 pour tout w € U,,. En utilisant tour a
tour les valeurs w =1 et w = e 1 , on obtient que Re(cd—ab)=0 puis Jm(cd —ab) = 0. En conclusion,
ab=cd.
c. D’apresla question précédente, [c|?+|d|? = |a|+|b|? et|c|?|d|? = |cd|> = |ab|? = |a|?| b|*. Connaissant
somme et produit, on en déduit que |c|? et |d|? sont solutions de I'équation
2> —(lal+1b*)z +|al|bl> =0

d. Les solutions de I'équation précédente sont |a|? et |b|*> donc

{lal,|bIP}={lcl?,|d*}.
Comme les modules sont positifs, on en déduit {|al,|b|} = {|c|,|d|} ce qui est la condition recherchée
dans 'énoncé. L _
3. Enreportant dans la relation ab = cd et en simplifiant par ¢ #0, on obtient e®b=d donc b =de®
Par conséquent, f :z — el?,
4. a. Par hypothése |a|=|d| donc d #0 et |a/d|= 1. Ainsi, il existe @ €R tel que a = de?.
b. Une nouvelle fois, on reporte dans la relation ab = cd et on simplifie pour obtenir b =ce’?. Alors f

est de la forme
oi0 dz+7T

zZ—
cz+d’

5. Ilestclair que fz — e’ stabilise U. Supposons dorénavant que f est de laforme obtenue 4 la question
4b. Alors, pour tout z € U dans le domaine de définition de f :

| (dz+c|—|dz+c| |dz+c| ||d—i—cz| |d +cz|.

En conclusion, f(U)=TU.
Partie C

1. Par définition de stabilisation, pour tout w € U,,, f(w)" =1 donc e?"?(aw + b)" = (bw+a)".
2. Calculons avec la formule du binéme, le théoreme de Fubini et la question précédente :

Z w(aw+b)" ZwZ( ) kpn—k o)k

wel, wel,
n =
=Z(k)akbn k Z wk+1
k=0 wel,
=a"'p.

De méme,
- _ _—n-1
Z wbw+a)" = ab"
wel,,
a B3 . . 1. —7n—1
Avec l'identité de la question 1, on obtient ba"'ei"? =g b"
3. En passant au module dans la question précédente, on obtient |a|""!|b| = |a||b|"! donc |a|*? =
|b|"~2. Comme les modules sont positifs, |a| = |b]|.
4. Notons a =e'?b avec ¢ € R. Alors f est de la forme
i€ Wz +1
z+e i®

Z — = pil0+¢)
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Partie D - Conclusion

Discutons si coefficients a et b sont nuls.

e Sia et b #0, alors d’apres les parties B et C, f est constante; elle stabilise U, si, et seulement si, cette
constante appartienta U,,.

* Sia=0etb #0, alors f estdelaforme z — £; elle stabilise U, si, et seulement si, k¥ € U,, (condition
nécessaire car f(1)=x€U,).

e Sia#0etb=0,alors f est delaforme z — kxz; elle stabilise U, si, et seulement si, k € U,, (condition
nécessaire car f(1)=x €U,).

Les fonctions homographiques (au sens de cet énoncé) qui stabilisent U,, sont les z — w, z — wz et
z— 2 pour w€U,.
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Sommes et produits
(finis)

1. Regles de manipulation — 2. Quelques sommes classiques —
3. Formule du binbme

Objectifs et compétences du programme

* Apprendre a manipuler les quantités exprimées avec > et [].

» Découvrir les aspects calculatoires (par opposition aux aspects combina-
toires) des coefficients binomiaux.

» Reconnaitre des sommes classiques (géométrigues, binomiales...).

Srinivasa Ramanujan, mathématicien indien (1887-1920)

Il est 'un des rares mathématiciens a avoir vu son histoire inspirer un
film de grande diffusion (The Man Who Knew Infinity réalisé par Mat-
thew Brown, en 2016). Deux livres dévorés pendant son adolescence
lui serviront de formation initiale en mathématiques. En autodidacte,
il va développer une singuliere vision des mathématiques, de géniales
intuitions calculatoires (mais aussi un style de rédaction laconique) qui
entraineront une riche collaboration avec de grands mathématiciens
britanniques comme Geoffrey Hardy.

Les carnets de Srinivasa Ramanujan débordent littéralement de for-
mules toutes plus exotiques les unes que les autres et il est toujours dif-
ficile méme pour un mathématicien actuel de comprendre le chemine-
ment intellectuel qui a amené Ramanujan a intuiter les valeurs de telles
ou telles sommes.
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Ce chapitre, a vocation essentiellement technique, permet de se familiariser avec une notation compacte
et précise pour les sommes et produits (et par conséquent, d’éviter les disgracieux «... »). Il convient de
préter attention aux différentes regles de manipulation et de recalculer les sommes classiques présentées
en exemples pour les intégrer comme naturelles.

1. Regles de manipulation

Cette section rassemble des exemples importants de manipulations des sommes et produits finis. Com-
mengcons par rappeler les notations » et [ ].

Notation

Soit une famille finie non vide (u;)c; de complexes,
2w |
kel kel

désignent les somme et produit de tous les complexes de cette famille.
En particulier, si u;, u,, ..., u, sont des complexes, on note

n
U =uy+uy+...+u,,
k=1

n
| |uk=u1xu2x...xun.
k=1

Par convention, la somme des éléments de la famille vide vaut 0 et son produit vaut 1.

On indique quelquefois une condition supplémentaire sur les valeurs de I'indice. Par exemple, si on ne
considére que les indices entre p et g, qui sont diviseurs de n, c’est-a-dire 'ensemble d’indices

I={k€|[l’r‘l]|: kin},

on note la somme et le produit par

q q
S [u
k=p k=p
kin kin

De méme, les quantités

n
2w [Ju
k=1

k pair k pair

désigne les sommes sur I'ensemble d’indices I ={k €[1, n], k =0[2]}.

Proposition 3.1.

Soit I un ensemble fini et a € C. Alors,
a=all|
iel

ou |I] désigne le nombre d'éléments de 1.
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Chapitre 3 - Sommes et produits (finis)

Exemple

n
Soit m < n deux entiers naturels, a € C. Alors, Z a=(n—m+1)a.Eneffet, n—m+1estle
k=m
nombre d’entiers entre m et n (au sens large).

Voici un exemple de produit de référence.

Y Définition 3.2.

Soit n € N. La factorielle de n, prononcée « factorielle n », est I'entier noté n! défini par

n!=!cjk.

En particulier, d’apres la convention sur le produit vide, 0! =1.

Exemple
n ﬁ k ,
Soit m < n deux entiers naturels. Alors, k]_[ k= ,’i%ﬁk = Ty
=m

>

On peut résumer la philosophie générale des régles de manipulation ainsi : dans le terme de droite d'une
égalité, on doit retrouver chaque terme du membre de gauche une et une seule fois et aucun autre terme.
La premiere «regle » est que I'indice est muet donc on peut changer sa notation (a condition bien stir de
la changer a toutes ses apparitions) et qu’il n’est pas défini en dehors de la somme/du produit.

Proposition 3.3.

n n n n
Soit uy, ..., u, €C. Alors, > up=> uj, et [Jur=[]u.
k=0 =0 k=0 1=0

Remarque
On peut aussi choisir des noms de variables plus exotiques mais il convient de rester raisonnable. On
évitera par exemple, le pourtant tres juste,

n n
E U = E UBernardo-
k=0 Bernardo=0

Proposition 3.4. Linéarité de la somme

Soit uy, vy ..., uy,, v, A€C. Alors,
n n n
Dt v) =3 it > v
k=0 k=0 k=0
n n
Z}Luk =)LZ Up.
k=0 k=0
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La premieére propriété est une conséquence de l'associativité et de la commutativité de '’addition. La
seconde propriété signifie simplement que, par distributivité de la multiplication sur I'addition, on peut
mettre en facteur un terme qui ne dépend pas de I'indice de sommation.

Conseils méthodologiques

|
#* On sort d'une somme (c’est-a-dire, on met en facteur) ce qui ne dépend pas de I'indice de som-
mation.
Exemple
Calculons la somme des écarts a la moyenne dans une suite finie de complexes uy, ..., u,.
n 1 n n n 1 n
2 (=g D)= w3 (53 wi)
=1 o e ¢ Sing

n 1 n
=Zuk—n—2ui=0.
=1 a3

On a utilisé la mise en facteur du terme %Z:’zl u; qui ne dépend pas de k. Ainsi, la somme des
écarts a la moyenne est nulle.

Proposition 3.5. Associativité du produit

Soit ug, vy ..., Uy, v, €C. Alors,

n n n
[ Towewor=(] Tue)(] Tve)
k=0 k=0 k=0
On notera le cas particulier suivant, pour uy, ..., U,, A€C,
n n
[ [owe) =2 Jus-
k=0 k=0

Iy a n+1 termes dans le produit donc A sort avec 'exposant n + 1.

Démonstration

> Sil'un des complexes considérés est nul, les deux membres sont nuls et il y a bien égalité.

> Sinon, posons, pour tout k € [1,n], a; et b, € C tels que u; = e% et v, = e’ (ce qui est possible car
exp : C — C* est surjective). Ainsi,

ﬁ(uk vk)=]l[exp(ak+bk)=exp(i(ak+bk))
k=0 k=0 k=0
—on(Yar)enn(3 i)
k=0 k=0
= ([ T (T T}
k=0 k=0
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Dans la démonstration précédente, on s’est ramené a la proposition analogue pour les sommes. On
pourra le faire pour la plupart des propositions suivantes donc on se contentera d’énoncer les résultats
pour les sommes.

Exemple
> Le produit des nombres pairs entre 1 et 2n vaut

ﬁ k :ﬁ(zt):z”n!.
k=1 1

1=

k pair

> Par ailleurs,

2n 2n 2n
(2n)!:gk=(l;[ ) ]_[ k).
- & pair & impair

Ainsi, le produit des nombres impairs de 1 a 2n vaut

2o (2n) (2n)!
T2 T onpl

k=1 I |
k impair k
k=1
k pair

1.1. Associativité

On rappelle que l'associativité de 'addition permet de parenthéser a sa guise une somme de plusieurs
termes. Combinée avec la commutativité, cela permet de regrouper notre somme « par paquets ». Voici
un exemple d’une telle manipulation.

Proposition 3.6.

Soit uy, ..., u, €C. Alors,

n n n
Zuk = E Uy + Z Up.
k=0 k=0 k=0

k pair k impair

Cette manipulation correspond a partitionner 'ensemble [0, ] des indices de la somme de gauche en
deux parties :

¢ celle des indices pairs [0, ] N 2N,

¢ celle des indices impairs [0, n] N (2N +1).

Exemple

Lentier 111111 n’est pas premier : en effet, 111111 = 111 x 10% + 111 = 111. Généralisons cet
exemple et montrons que 'entier n dont I'écriture décimale compte ab chiffres 1 avec a, b > 1

n’est pas premier. Par définition,
ab—1

n= Z 10*.
k=0

Séparons cette somme selon la valeur du quotient de I'indice par b, c’est-a-dire que I'on com-
mence par calculer la somme sur les indices k dont le quotient par b est 0, puis sur les indices
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dont le quotient par b est 1 et ainsi de suite.

Ainsi, n est le produit de deux entiers différents de 1 ou —1 donc n’est pas premier.

1.2. Sommes doubles

Proposition 3.7. Théoreme de Fubini

Soit (Ur,1)k<p,i<q Une famille de complexes. Alors,

Cecirevient a partitionner différemment '’ensemble [0, p] x [0, g] des couples d’indices (k, ) : d'un coté,
selon la valeur du premier indice; de 'autre, selon la valeur du second indice.

5«“ )
4 e e e e e e e
l l
e s e
26 e e e e o o
1o o ¢ o o o o
D
k 1 2 3,4 5 6
Corollaire 3.8.
Soit ug, ..., Uy, Vg, ..., Uy, €C. Alors,
n m n m
(Z ) (Z vk)= 2t
k=0 k=0 k=0 1=0
En particulier,
n 2 n n
(Z uk) = Uy
k=0 k=0 1=0
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Remarque
Ecrivons la formule du carré d'une somme dans les cas particuliers de 2 ou 3 termes :

(uo+uy)* = u§+u0u1+u1uo+uf: u§+2u0u1+uf,
(U + Uy + Up)* = Ul + Ug Uy + U Uy + Uy Ug + UZ + Uy Uy + Up U + Up Uy + U

=ub+ud+ ud+2uguy +2uy Uy +2uy U,

1.3. Changement d’indice(s)

1 s’agit de faire un changement de variables entre deux ensembles d’entiers.

Proposition 3.9.

Soit I et J deux ensembles finis, ¢ : J — I une bijection et (x;);c; une famille de complexes. Alors

Z U= Z Ugp(j)-

iel JjeJ

Le cas le plus fréquent est le cas d'un changement par « translation ».

Proposition 3.10.

Soit ug, ..., u, €C. Alors,
* En posant [ = k +a ou de maniére équivalente k =1—a,
n n+a
E Up = E Ul—q-
k=0 l=a
0 n
k = = = = = =
! - - - - - -
a n+a

n a
E U = E Ug—
k= l=a—n
0 n
k RN - = N /
T~ lT~< \\\ N ! s
I N \ | s
RSO N I
RSN
Tees
7 NS~
e ! \\\\\\\\
7 | N \\\\ \\\
/ | N - ~ T -=_
! - —————
a—n a
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Regardons comme une conséquence des propositions précédentes la propriété de télescopage.

Proposition 3.11. Somme télescopique

Soit uyg, ..., u,,; €C. Alors,
n
Z(uk-H = Uy) = Upy1 — Up.
k=0
Démonstration
On utilise la linéarité puis on effectue un changement de variables par translation
n n n
Z(uk+1 —ur)= Z Ugy1 —Z U
k=0 k=0 k=0
n+l n
DI
=1 k=0
n+1 n
= Uy —z Uy
k=1 k=0
n n
= (un+1 +Z uk)—(z U+ uo) = Upy1— U
k=1 k=1

Remarques
Notons que m = 1 — 7. Par conséquent, la somme suivante est télescopique

- 1 21 1 1
;k(kﬂ):;(i_m):l_nﬂ'

Remarquons également que 1+ % = % Par conséquent, le produit suivant est télescopique

=n+1.

1 (1+1)_ L k+1_n+1
k=1 k k=1 k 1

Voici un autre exemple utile de changement d’indices qu’il faut comprendre et savoir manipuler.

Exemple

Soit uy, ..., u, €C. Alors,

k pair k impair

ol | x| désigne la partie entiere du réel x, c’est-a-dire le plus grand entier inférieur ou égal a x.
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/ / - ~
/ 4 .7 -7
/ s - _-
/ // 7 -
1 ~ ~
0 %]
2

La véritable difficulté dans cette proposition consiste a trouver les bornes de la nouvelle somme. Par
exemple, dans la seconde somme, on pose k =2/ + 1 et on effectue le petit raisonnement suivant :

0<k<n&e0<2l+1<n

1 n—1
&S——<I< .
2 2

Or, [ est un entier donc la condition 0 < k < n est équivalente a0 < I <| 2% |.

Pour une somme double, le paradigme estle méme pour le changement avec deux indices : dans le terme
de droite, on doit retrouver chaque terme du membre de gauche une et une seule fois. Le cas le plus
simple reste le théoréme de Fubini déja énoncé.

En choisissant une famille nulle en dehors du triangle d’indices (k, 1) avec 0 < I < k < n, on obtient le
résultat suivant sur les sommes triangulaires.

Soit (uy,1)o<i<k<n Une famille de complexes. Alors,

D’un coté, on commence par «fixer » k puis / vérifie 0 < [ < k; de l'autre, on « fixe » [ puis k vérifie
[<k<n.
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Exemple

Soit uy, us,..., u, € C. Reprenons I'’exemple du carré d'une somme

n k—1

) =X u(Swrus > w)

k=0 k=0 =0 I=k+1

1 n n
u;+ Z U

k=0 k=0 =0 k=0 I=k+1

N
N
=

n n k—1 n

-1
= Ui+ > u ul+ZZ U U
0 ]

=0 k=0

On retrouve bien la construction de I'identité remarquable avec d'une part la somme des carrés
et d’autre part les doubles produits.

On peut toutefois effectuer d’autres manipulations.

Exemple

Soit (4, ;)k<p,1<4 une famille de complexes. Pour calculer

on peut bien entendu partitionner 'ensemble des indices selon la valeur de s = k+1. Cette fois-ci,
on partitionne I'ensemble des couples d’indices selon les « diagonales ».

$§=6 s=11

Ainsi,
p_q p_k+q p+q  min(p,s)
PIPIIEDIPIENED D Do
k=0 [=0 k=0 s=k $=0 k=max(0,s—q)

Les bornes de la derniere somme se retrouvent en remarquant que

0<k<p
0<k< 0<k<
{ oslss < { 05s—k£q < S:Zf”;f;
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2. Quelques sommes classiques

2.1. Sommes géométriques

Proposition 3.13. Somme géométrique

Soit a € C. Alors, pour tous entiers relatifs p < g
aP _aq+1

Zak= l—a

q sia#1;
k=p .
g—p+1 sinon.

On mémorise qu'une somme géomeétrique de raison différente de 1 est la différence du premier terme
écrit et du premier terme non-écrit divisée par un moins la raison.

Démonstration
> Le résultat est évident pour a = 1 carilya g—p+1 éléments dans [p, g] et le terme général de la somme
est constant égal a 1.

>Sia #1, on a, par télescopage,

q q
(l—a)Zak — Z(ak _ak+1)
k=p k=p

al —at,

Le résultat annoncé s’obtient en divisant par 1 —a. ]

Exemple

2im

Effectuons quelques calculs sur les racines ni¢mes de I'unité. Notons w=e " .
> La somme des racines ni¢mes de I'unité est nulle. En effet,

n—1

Z Z=Za)k= 11__62): =0.

zeU, k=0

Ainsi, la moyenne des racines ni¢mes de I'unité est nulle. En termes géométriques, I'isobarycentre
ou centre de gravité des points d’affixes dans U,, (donc des sommets d'un polygone régulier ins-
crit dans le cercle unité) est l'origine.

> Reprenons ce calcul en ajoutant un exposant m € Z. Cette fois-ci, il s’agit d'une somme géomé-
trique de raison w™ :

= = n sim=0[n]
m _ kym __ myk _ -
Z z —Z(o) ) _Z(o) ) _{ 0 sinon.
zeU, k=0 k=0

Exemple

Calculons, pour tout 6 € R et tout n € N\ {0}, la somme ZZ:O cos(k@). Pour cela, remarquons
que le cosinus est la partie réelle de 'exponentielle complexe puis utilisons que la partie réelle
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est linéaire.
n n n
Zcos(ke) = %e(z eike) = 9%( (eie)k).
k=0 k=0 k=0
On est ainsi ramené a calculer la somme géométrique de raison e’?.
>Siel? =1, c’est-a-dire si @ € 21Z, la somme recherchée vaut n + 1 (car chacun des 7 +1 cosinus
de la somme initiale vaut 1) ;
> sinon,

n i(n+1)0

Zcos(kﬂ):me(%)

k=0
. . (n+1)0
e(—ZzsmTei%)
Y]
—2isiny
:(n+1)0
sin *—— - no
— —29‘%(61 2 )

0
sin§
sin@h? g

=——,—Ccos—.
sin 2

Exemple Noyau de Dirichlet

n
Calculons, pour tout n € N\ {0} et tout § €R\27Z, D,(8)= . eik?.
k=—n
e—inB _ ei(n+1)€

DAO)=———;

ei%(e—i(n+%)0 _ei(n+%)9)

e"g(e—i%—e"%)
B —2isin((n+ %)0) B sin((n + %)0)

—2isin(%) B sin(%)

On remarque que I'on a utilisé la méthode canonique pour simplifier la somme/différence de
deux complexes de module 1, qui consiste a factoriser I'exponentielle de la demi-somme des
arguments.

2.2. Formule de Bernoulli

Généralisons le résultat des sommes géométriques (qui se retrouve pour b =1).

Proposition 3.14. Formule de Bernoulli

Pour tous a, b € C et tout n €N,

a"“—b"“ Z({l—b)Z{Zkbn_k.

k=0
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Démonstration
Partons du second membre et développons

((l _ b)iakbn—k =iak+lbn—k_iakbn+l—k
k=0 k=0 k=0

n+1

n
ZEalbn+l—l_ akpri-k
=1 k=0

n n
— (an+l +Zalbn+1—l)_(zakbn+l—k + bn+1)
=1 k=1

:an+1_bn+1‘

Exemple

Montrons que si 'entier n est composé, alors 2" —1 l'est également. Pour cela, notons n = ab
avec a, b > 1 et d’apres la formule de Bernoulli,

zn_1=(2h)a_la

a—1

:(2b-—1):E:2kb.

k=0

Ainsi, 2" —1 est composé.

2.3. Sommes géomeétriques dérivées

Proposition 3.15.

Pour tout a e C\ {1} et tout n €N,

n

Zkak_l _1—=(n+1)a"+na""!
a (1—a)

k=0

Démonstration
Considérons 'application

1—x"t1

D’apres la somme géométrique, pour tout x # 1, f(x) = ==—. En dérivant cette relation, on obtient
I'égalité pour x eR\ {1}

Zn:k o1 1—(n+1Dx"+nx"H!
X =
e (1—x)?

Par conséquent, I'équation polynomiale

n
(l—x)Zkak_1 —(1=(n+Dx"+nx"")=0
k=0
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admet une infinité de solutions (tous les réels) donc est satisfaite sur tout C (une équation polynomiale
non nulle de degré au plus n+1 admet au plus n +1 solutions). Par conséquent, I'égalité est vérifiée pour
tout a € C\ {1} en divisant par a — 1. [ |

Exemple

2im 4 Py 2o 2
Notons encore w = e » . Alors, la formule de somme géométrique dérivée donne

nz_lkwk_l _1—no" '+ (n-1o"
k=0 (1-wp
n—nwl' no Y w-1) n
T lmwp | (—wP  wow-1)

Il peut étre tentant de faire tendre a vers 1 dans la formule des sommes géométriques dérivées. C’est tout
a fait possible et on obtient alors la formule suivante par un argument de continuité.

Proposition 3.16.

Pour tout n €N,

Voici une démonstration élémentaire (une récurrence serait tout aussi simple).
Démonstration

k=0 k=0
n

=> k+
k=0

=Zn: k +Zn:(n —k)
k=0 k=0

=Zn =n(n+1).
k=0

k=0

Z(n—l) avecl=n—k
1=0

Par une simple récurrence (puisque 'on connait la forme du résultat), on obtient les égalités suivantes.

Proposition 3.17.

Pour tout n €N,
n

(n+1)2n+1) (n+1)Y°
Zk2=nn : n , stz(nnz )

k=0 k=0
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3. Formule du binome

3.1. Coefficients binomiaux

Définition 3.18.

n!

Le coefficient binomial (Z) est I'entier P—p] si p €[0, n], 0 sinon.

Remarque

Comme on le verra dans un chapitre ultérieur, le coefficient binomial (z) est le nombre de parties a p
éléments d’'un ensemble de cardinal n. Cette interprétation combinatoire est fort riche et permet de
revisiter la plupart des résultats évoqués ici de maniere plus élégante.

Remarque
Remarquons que la définition donne directement (Z) = (g) =1 pour tout n € N\ {0} et la propriété de
symétrie () =(,”,) pour tous 0 < p < .

Proposition 3.19. Pascal

Pourtous0<p <n,

n + n\ [(n+1
p) \p+1) \p+1)
Démonstration
Fixons n et p tels que 0 < p < n et utilisons la définition

(n)+( n )_ n! N n!
p) \p+1) pln—p) (p+Di(n—p—1)

n!

=D TP
_ (n+1)
~ (p+DI(n—p)

_(n+1
\p+1)

On représente régulierement les coefficients binomiaux sous la forme d’un tableau a deux entrées : le
coefficient (Z) se lit a 'intersection de la ligne 7 et de la colonne p. Les coefficients non nuls forment
alors un triangle appelé triangle de Pascal. La formule précédente se visualise bien sur ce triangle comme
indiqué ci-dessous.
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o)

W () 6 ©

@ 6 () 5 o0 o

@ 0 @ 6 « e e e

@ 0 6 6 @ I

@ 6 6 6 @ 6 e
@ 0660 6 6 @ . . i}—j_ . .

Montrons, par récurrence sur 71, que
n
+k +n+1
we SO-C0)
Sur p+1
p+1

> Le résultat est évident pour n =0 car (Z) = (p+1) pour tout p €N.
> Soit n € N. Supposons que 'égalité est vérifiée au rang n et montrons-la au rang n + 1; pour

tout p €N,
n+1 n
Z +k Z +k +n+1
(p ): (p )+(p ) )
p p p

k=0 k=0
_(p+n+l + p+n+l) (p+n+2
\ p+1 p U p+1 )
D’ot1 le résultat annoncé.

On peut aussi tenter de comprendre rapidement cette identité avec le triangle de Pascal comme
illustré sur le dessin suivant.

. p .
p . . @ . . .

T+

] L] @ L] L L4 ®-- @
1 + =

. ] @ . ] . ] @—-—‘r——t‘ .
1 + =

p+n e . ® . . . . ° @—_—i_— —¥ ° °
. . . . . . ° . ) . ‘ ) . .

Remarquons par ailleurs que pour p = 1, cette identité n’est que la relation

Z(k+l)=(n+2)2(n+1).

k=0
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3.2. Formule de Newton

Proposition 3.20. Formule du binome de Newton

Pourtous a, beCetneN, (a+b)" =Y (})akb"*.

Démonstration
Fixons a et b € C et montrons la propriété par récurrence.

> Linitialisation est immédiate car (a + b)° = 1.
> Soit n € N. Supposons la propriété vérifiée au rang n. Alors, avec la formule de Pascal,

(@a+b)"" =(a+ b)Z(Z)akb”‘k

k=0

N n) k+1 7, n—k N (n) k 3 n—k+1
= b+ a“b
n+1 n
n ) k3, n—k+1 (”) k 3, n—k+1
= a“b + a“b

) w10 N n k 3, n—k+1 s A n—k+1 , [?) 04 n+1
n)a b +kz_:(k—l)a b +Z(k)a b +(0)a b
=1 k=1
n+l1 2 n n k 1,n—k+1 n+1
o (Pl ) Bt

< 1
:an+1+2(n;: ){lkbn_k+l+bn+l

k=1
+1
:nz(nl-: l)akanrlk'
k=0

d’ou1 le résultat.

Conseils méthodologiques

Remarquons le role symétrique des exposants dans la formule du binéme. En effet,

(1) kpnk N n n—lg1
Z(k)a b —Z n_l a"'b avecl=n—k

k=0 1=0

_ . (n)an—lbl
T\

avec la propriété de symétrie des coefficients binomiaux. Ainsi, il est pertinent de choisir le terme
sur lequel on met I'exposant « compliqué » n— k.

C

En choisissant b =1 dans la formule du bindme, on obtient le cas particulier suivant.
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Pour tout a € C et tout n €N,

En particularisant encore, on obtient le résultat suivant qui sera revisité lors du chapitre de dénombre-
ment.

Pour tout n €N,

D’apres la formule du bindme,

2 2 ()2

k pair k impair

n
)1’61"’6 =(1+1)"=2",
k pair k impair )

En additionnant puis en soustrayant ces deux égalités, on obtient que

206 2 ()
k pair k impair

Remarque
On peut obtenir ce résultat d’'une autre maniére en utilisant astucieusement la formule de Pascal.

2 (-2l

k=0 k=0
n—1 + n—1
2k 2k—1
1

2
(%)=

k=0
k

0

Pour simplifier la lecture, on a ici noté les sommes jusqu’'en +oo en utilisant que les coefficients bino-
miaux (}) sont nuls si k ¢ [0, n].
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Exemple Polynémes de Tchebychev

Pour tout r e N et tout 8 €R,

cos(rf)= %e(((eig)') =Re((cos O +isin 0)’) = Z(;){Re ((i sin B)k)cos’_k 0
k=0

( ’ )(—1)k(1—cos20)kcos’-2k )

5] 15
_ T k(i 912K e =2k g —
= (Zk)( 1)*(sin 8)~" cos 0 kgzo ok

k=0

Ainsi, pour tout r €N, le polyndme

5]
T,(X)=Z(2rk)(—1)’“(1—XZ)"X'—Z"
k=0

vérifie
VO eR, cosr0 = T,(cosB)
n
On peut facilement montrer que deg 7, = r et que le coefficient dominant est > (})2"".
k=0
k pair

En dérivant cette relation par rapport a 8, on a également

1
VO eR, sinrO:sinH;Tr'(cosﬂ).

En dérivant la formule du binome réelle puis en I’étendant aux complexes comme précédemment, on
obtient le calcul de somme suivant.

Proposition 3.23.

Pour tout a € C,

On aurait également pu démontrer cette formule en utilisant la formule suivante entre coefficients bino-
. n n—1
miaux k(}) = n(}7))-

Démonstration
Avec cette formule, on se rameéne a la formule du binéme :

n

n " (n—1
ka*'=n ( )a"_l
(i Jeet=n (i)
n—1
—1
=0

=n(l+a)" .
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3.3. Sommes de puissances

Notation

n
Notons, pour tout / eNettout n>1, S,(I)= > k'.
k=1

On a déjadonné les valeurs de S,,(1), S,,(2) et S,(3). On cherche désormais une relation de récurrence pour
la suite (S,,(1)); (a n fixé).

Proposition 3.24.

Pour tout p > 1,
p
1=

Z(p ;” 1)s,,(l) —(n+ 1P —n—1.

1

Démonstration
En réécrivant la définition de S,,(), on obtient

zp:(p;'l)sn(l)zzp:(p;rl)zn:kl

=1 k=1
_ i P+
1
= ((k +1)PH P — 1) (formule du bindme)

=> ((k+1)P*"' —k"")—n
k=1
=(n+1)P"'—1-n

par télescopage dans la derniére somme. ]

Exemple
> Pour p =1, on obtient (f)Sn(l) =(n+12—n—1so0itS,(1)= w
> Pour p =2, on obtient G‘)Sn(l) + (g)Sn(Z) =(n+1)>—n—1 soit, en remplagant S,,(1),

n(n+1)

3 +3S,(2)=n*+3n*+2n

donc §,,(2) = 2z+1lentl),

Remarque

Cette relation permet de calculer les S, (/) de proche en proche. Pour la retrouver sans avoir a retenir le
premier membre, on peut également procéder dans le sens contraire de cette démonstration : partir de
la somme télescopique de terme général (k +1)P*! — kP*! et développer le premier terme par la formule
du binéme.
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Les manipulations sur les sommes et produits finis sont assez naturelles et il est important de savoir les
mettre en ceuvre. On se ramene souvent a des sommes connues.

Somme de puissances

Pour tout n €N,

N

Somme géométrique

Pourtous a et n €N,

l_an+l
u sia#1,
uk: ]._a
k=0 n+1 sinon.

En particulier, pour tous a et b € C,

n
an+1_bn+1 Z(d—b)debn_k.
k=0

On retiendra en particulier 'application de ces formules aux racines ni*mes de I'unité.

Somme de racines niémes

Pour tous entiers m et n,
Z m_ | n sim=0[n],
Z°=1 0 sinon.

Pour tout z €U,,,

n—1 .
sz_ n siz=1
~1 0 sinon.
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La généralisation de I'identité remarquable (a + b)?> = a® +2ab + b? est la formule du bindme.

Formule du bindbme de Newton

Pourtousa, beCetneN,

n_n n kn—k_n n\ kg k
(a+Db) —kgzo(k)a b" " = E (k)a b".
En particulier,

() Sl

k=0 k=0

11 est nécessaire pour faire des calculs avec la formule du bindme de bien connaitre les propriétés des
coefficients binomiaux.

Coefficients binomiaux

Pourtous p <neN,
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[ JOle;

[ ]©]®)

[ ]©]®)

[ ]©]®)

Vrai ou faux ?

Vrai Faux
1789

a) > 1=2x1789. o ]

k=—1789

n
b) > 1=|3]. o o

i

2n o)l
o JJk=2L. O m

=

n
d) Pourn>m, Y 2k=2ntl_pm i mi
k=m
n—1
e) SiweU,\{1}, Y wk=0. m} O
=0
f) SoitkeZ. > w*=0. | m]
wel,
n .m i k
g) Le coefficient de x* dans Y a;x' > b;x/ est Y. a;by_;. ) O
=0 =) =0

h) Pour0<p<n,p(;)=n(;"). ] m]

p—1

Exercices d’application du chapitre 3

Exercice 1
n
Calculer la somme Y. k(3k +1).
=0

Exercice 2
n n
.
Calculer les sommes Y 5 et 3 2.
=0 k=0
Exercice 3

n
Calculer par télescopage la somme ﬁ
k=0

Exercice 4

n
Calculer la somme S ———.
kgl VEk+1+vk
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Exercice 5
n
Calculer la somme > (—1)%k.
k=0
Exercice 6

n
Calculer lasomme S = Y (7).
k=0
k=0[3]

On pourra calculer (1+1)", (1+ j)" et(1+ j)".

Exercice 7
n

Calculer le produit [ | 27 avec des factorielles.
k=1

Exercice 8

n
Calculer, pour tout 6 €R, lasomme Y (})cos(k6).
k=0

Exercice 9
Calculer la somme > _ k?(}).

Exercice 10
Calculer la somme Y/ G-

Exercice 11
n
Soit n €N\ {0}, 6 e R\ 2"nZ. Calculer le produit P, = [ | cos %.
k=1

Exercice 12

n n

Calculer la somme double > 3 L.
I=1kETh

Exercice 13
Calculer la somme double Y > min(k, I).

k=01=0

Exercice 14

. n
Soit n e N\ {0} et w = e’ . Montrer que, pour tout complexe z, >_(z + k)" =n(z" +1).
k=1

Exercices d’approfondissement du chapitre 3

Exercice A
Soit n > 2 un entier. Posons, pour tout p < n, S, = i (Z)
Montrer que pour tout p €[0,n—1], S, + S,,:::l =2"
En déduire nf Sp-
p=0
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Chapitre 3 - Sommes et produits (finis)

Exercice B
Soit (u,), la suite définie par u; =1 et, pour tout n € N¥,
Uzp = Up, Uzpt1 = =" Upy.

4n
Calculer, pour tout n €N, D Uy 4.
k=1

Exercice C
n n
Soit Xy, Xy, ..., X, €R et x,4, = x;. Montrer que Y xXg1 < O X7
=1 k=1
Exercice D

Soit x; <...< x, et ) <... < y,. Montrer que

EOINEIIAERS IR

k=1 k=1 k=1
Exercice E
Soit n e N\ {0}.
Rappeler, selon les valeurs de k €N, A, = > zF.
z€U,
n—1
Soit P: x — 3. a;x* une application polynomiale a coefficients complexes ay, ..., a,_; et
k=0

M =max{|P(z)|, z€U,}.

Montrer que, pour tout k <n—1, |a;| <M.

Exercice F

n
Soit ag > a;, >...> a, > 0 et z un complexe tel que Z a;z* = 0. Montrer que |z| > 1.
k=0

n
On pourra minorer le module de (1 —z) Z az*.
k=0

Exercice G
. n—1
Soit neN\{0}, w=e’" etZ= Y . Calculer |Z2.
k=0

Problemes du chapitre 3

Probléme 1
Soit n > 2 un entier. Un n-uplet (z,..., z,_1) € C" satisfait la propriété &2 (n) si z, = 1 et, pour tout expo-
sant k€[1,n—1],

—

n—

k
z;=0.
J

~
Il
o

Déterminer tous les couples de complexes satisfaisant la propriété &2 (2).
Soit (Z(), 21y Zz) € (CS.
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a. Exprimer la quantité 2z, + 212, + 2,29 al'aide de 2 + z, + 2, et 27 + z7 + z2.
b. En déduire que, si (zy, 21, 2,) satisfait 2(3), alors z,, z,, z, sont les racines d’'un polynéme de
degré 3 que I'on explicitera.
c. Déterminer tous les triplets satisfaisant 22 (3).
Soit (zy, ..., z3) satisfaisant & (4). Expliciter, en utilisant les relations entre coefficients et racines,
un polynome de degré 3 dont les racines sont exactement z;, z,, 3.
En déduire tous les 4-uplets satisfaisant 2 (4).
Soit n > 2.
a. Montrer que si (2, ...,2,_1) € C" satisfait 22 (n), alors le n-uplet des conjugués (z,...,Z,_;)
satisfait aussi 22 (n).
b. Soit (z,...,2,-1) € C" qui satisfait 2(n). Notons z; =1, z/,_, =—1 et, pour tout k €[1, ], z;
etz’ les racines de X2 — z;.

n—1+k
Montrer que (2, ..., 2,,_,) € C*" satisfait 22 (2n).

2n—1
Probleme 2 Représentation de Zeckendorf
On considere la suite de Fibonacci (u,,),, définie par uy =1, u; =2 et la relation de récurrence

VYneN, Upyo = Uy + Uy.

Une représentation de Zeckendorf de I'entier m € N est une suite finie (a; )<y € {0,1}N*! telle que ay =1,
pour tout k < N, agai, =0, et
N
m= Z Ay Up.
k=0

On précise les valeurs suivantes

n oj1/2/3|4|5 |6 789 10 | 11 12 13 14 15
u, || 1,235 8|13 |21 |34 55|89 | 144 | 233 | 377 | 610 | 987 | 1597

Montrer que, pour tout n €N,

n
Z Ug = Upir—2.

k=0

Posons, pour tout n €N,
15]
On= Up_2k-
k=0

a. Trouver une relation reliant o ,,,,, 0, et U, 5.
b. Montrer que, pourtout €N, 0, = t,,;; — 1.
Supposons que m € N admette une représentation de Zeckendorf (a; )<y -
a. Montrerque m <oy.
b. En déduire que uy est le plus grand terme de la suite (u,,),,cn inférieur ou égal & m.
Montrer que tout entier non nul admet une unique représentation de Zeckendorf.
a. Déterminer la représentation de Zeckendorf de 2016 (en précisant vos étapes de calculs).
b. Déterminer la représentation de Zeckendorf de m + 1 ol m est 'entier de représentation de
Zeckendorf
(1,0,1,0,1,0,1,0,0,0,1,0,0,1).

c. Déterminer la représentation de Zeckendorf de m,; + m, olt m, et m, sont les entiers de repré-

sentations de Zeckendorf
(1,0,1,0,1,0,1,0,0,0,1,0,0,1)

(1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1)

134



Chapitre 3 - Sommes et produits (finis)

Probleme 3 Transformée de Fourier discrete

Dans tout ce probléme, n désigne un entier naturel nonnulet w =e &

Lobjectif est I'étude de I'application %, : C" — C" qui associe a u = (u,..., U,_;) 'élément F,u =
(vg, -+, Uy_y) défini par:

n—1
Vkelon—11,  ve=> ujelt.
j=0

Partie A - Préliminaires

n—1 n
Calculer, pour tout k €N, les sommes > w/* et > w/*.
j=0 j=1
Déterminer Z,(1,1,...,1) et Z,(1, w,...,w™").
Calculer 7, 0 Z,,. En déduire que .7, est bijective et préciser sa bijection réciproque.
Déterminer Z,(1,1,0,...,0).

Partie B - Equations de convolution

Pour tous u, v € C" tels que u = (uy, ..., U, 1) et v =(vy,..., V,_1), on définit :
¢ le produit terme a terme de u et v par u x v = UV, ..., Uy_1Vp_1),
¢ le produit de convolution de u et v par u® v =(wy, ..., w,_;) avec w; la somme de tous les termes
u;v; tels que i + j = k[n] que I'on note

Vkel0,n—1], wy = Z u;v;.
i+j=k[n]
Montrer que pour tous u, v € C"*, Z,(u® v)=%,(u) x Z,(v).
En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que I'équation u® x = v d'inconnue x € C"
admette une solution.
Résoudre I'équation (1,1,...,1)® x = (1, w, ..., 0" ).

Partie C - Algorithme de Cooley-Tukey

Soit (ug, ..., uz) et (vy, ..., v3) = F4(ug, ..., Us).
a. Montrer qu'il existe (ag, a,, by, b;) € C* tel que

V0:a0+b0 nga()_bo V1:a1+0)b1 U3=a1—a)b1

b. Trouver (ay, a;) € C? tel que (ay, a,) = F»(ay, a).
Supposons dans cette question que 7 = 2m avec m € N*. Pour tout u € C", on posera u*’) (respec-
tivement uD) I'élément de C™ des coefficients d’indice pair (respectivement impair) de u.
a. Notons.Z,u=(v,...,V,_). Montrer que (ay, ..., Gy_1) = Fm(u®) et(by,..., bypy) = F(uh)
vérifient
Vke[0,m—1], Ve =ar+ by Uy =ar—wFby.

b. Notons M,, le nombre de multiplications nécessaire pour calculer %, u pour u € C". Que
pouvez-vous dire de M,, ?
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Corrigés des Vrai/Faux

a) Faux,ilya2x 1789+ 1 termes dans la somme.
b) Faux, on cherche a dénombrer les k =21 entre 0 et n doncles / entre O et | 2 |:ilyena |2 |+1.

c) Faux, le produit recherché est
n

l_[(2l):2"n!.

1=1
d) Vrai, c’est la formule pour la suite géométrique de raison 2.
e) Vrai.
f) Faux, des que k est un multiple de 7.
g) Vrai, en effectuant un changement d’indices avec la somme des deux indices.
h) Vrai.

Corrigés des exercices d’application
du chapitre 3

Exercice 1
Revenons aux sommes de puissances déja connues :

4 a L n(n+1)2n+1) n(n+1)
kBk+1)=3>» k*+ > k=3 + =n(n+1)>.

Exercice 2

On se rameéne a des calculs de sommes géométriques de raisons 27> et % respectivement en mettant en
facteur le terme idoine.

n n — 9-5(n+1)
DAY o o R
= 25k+1 2 = 2 1—2-5

nok—1 o1 _n k 1—(2)"*! n+l
2 :2_2(2):1‘(;)2:1(1_(%) )
3k+1 3 3 6 1-% 2 3

k=0 k=0
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Corrigés

Exercice 3
Pour faire apparaitre un télescopage, on remarque k = (k +1)—1; la somme s’écrit alors

ok " 1 1
Z(k+1)! =Z(E_(k+1)!)=1_(n+1)r

k=0 k=0

Exercice 4
En utilisant la « quantité conjuguée », on obtient

Z": 1 ‘i VE+1-vE _z": k+1-vk
M Er1+vVE S WEHI+VEWVEFI-VE) & k+l-k

n

=3 (VEr1-VE)

par télescopage.

Exercice 5
Séparons, par associativité de lasomme, les termes correspondant aux indices pairs et aux indices impairs.

n n n [5] =
Z(—l)kk = Z(—l)kk+ Z kK =Zzz— Z(zz +1).
k=0 = k ilrcn:]?air 1=0 1=0

Pour simplifier I'écriture, séparons les cas n pair et n impair.
e Sin=2p avec p € N\ {0}, alors

n 14 p—1
Z(-l)’%:Zzl— @21+1)
k=0 =0 =0
eSS (E U
2 2
* Sin=2p+1avecp €N, alors
n p p
D= 21-> (21 +1)
k=0 =0 =0
+1 +1
:zp(pz )_zp(pz )—(p+1)=—p—l

Exercice 6
Posons, pour compléter la notation de 'énoncé,

5 £
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Développons (1+ j)" avec j=e & par la formule du bindme

1+ )" =Z(Z)1k

k=0
(n S (n S (n
.k .k .k
= + +
S22 )
k=0[3] k=1[3] k=2(3]
=S+ S+ S,
en utilisant que
1 sik=0[3],
jf={ J sik=1[3],
j?  sik=2[3].

On obtient de méme les égalités suivantes
L+ 2" =%+ %8+ ]S,
1+1)"=8+8 +S,.
En additionnant ces trois formules et en utilisant que 1+ j + j2 =0, on obtient que
3S=2"+(1+j)"+(1+ )"

On montre, de méme, que

38 =2"+ 21+ )"+ j(1+ )"

38, =2"+j(1+j)"+ j* 1+ j*)".
On peut calculer les sommes des coefficients binomiaux avec des indices égaux a une valeur modulo r en

partant des sommes (1 + w)" ot w €U, .

Exercice 7
Pour faire apparaitre une factorielle au numérateur, on « ajoute » les termes pairs.

n 2n
ﬁZk—l:ﬁ(Zk—l)(Zk):,H(Zk_l)(Zk): e ey
k=1 215 k=1 (2k) Iﬁ[l(gk)g (ﬁZk)z (27 n!)2

- k=1

Exercice 8

Ecrivons la somme recherchée comme partie réelle d'une somme binomiale avec des exponentielles
complexes.

i(Z)COS(kQ):me(i(Z)eike):%e((1+ei0)n)=9{e(ei,? (e_i% +ei§)")

k=0 k=0
= cos(%)(Z cos %)”.

138



Corrigés

Exercice 9
Commengons par écrire k2 = k(k—1)+ k pour tout k. Lidée est d’exploiter la formule k(}) = n(}_}) et sa

conséquence immeédiate :
n n—1 n—2
k(k—l)(k) = n(k—l)(k_l) = n(n—l)(k_z).

Alors,

=n(n—12"2%+n2"".

Exercice 10
Proposons deux solutions distinctes.
> Faisons apparaitre un coefficient binomial (Zﬂ)

X 1 1 I (n+1)
Z (n—kNk+1) (n+1) < (n—k)\(k+1)!

k=0 * k=
1 & (n+1)
" (n+1) &t (n+1—(k+1)(k+1)!
1 = n+1)
_(n+1)!k:0 k+1
1 (”“ n+1 _1) car n+1)_
(1) K 0o )
_ 1 n+l
_(n+1)'(2 1)
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> Faisons apparaitre un coefficient binomial (})

n!

Exercice 11
Multiplions P, par sin % afin d’utiliser la formule de duplication de la fonction cos.

n

.0 0. 0
P"'sz_n:(gcosz_k)smz_n

(ncos )(cosismzi)

(ﬂcos—) =

1
=—siné,
n

sin 6

apres une récurrence élémentaire. Ainsi, P, = = ren L
2n

Exercice 12
Commencons par échanger les deux sommes : comme les « dépendances » s’écrivent 1 </ < k < n, on

obtient

=1 k=I1+1 k=1 I=1
_ n lk—ll
k=1 k =1
L (k=K
=L
1 L . (n—1)n
_Ejzoj_ 4
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Exercice 13
Séparons la seconde somme selon que min(k, /) est égala k oua /.
n o n n k n
D> min(k,1)=> (> min(k, )+ > min(k, 1))
k=0 1=0 k=0 1=0 I=k+1
n k n

k(k+
= (( )+k(n—k))

2
k=0
z 1 2n+1
I
k=0 2
__1n(n+1)(2n+1)+2n+1n(n+l)
T2 6 2 2

= én(n +1)2n+1).

Exercice 14
Développons le terme central avec la formule du bindme puis utilisons le théoreme de Fubini
n

Z(z + k) :ii(r?)wjkz”_j :i(n,)z”_jiwjk.
] =0 \J k=1

k=1 k=1 j=0

Orzn:wfk: n sij=0[n],
= 0 sinon.

n
Par conséquent, Z (z+ b)) =n(1+2z").
k=1

Corrigés des exercices d’approfondissement
du chapitre 3

Corrigés

Exercice A
1. Réécrivons cette quantité en utilisant la symétrie des coefficients binomiaux
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2. Calculons le double de cette somme de sorte a pouvoir se ramener a la question précédente.

n—1 n—1 n—1
2> 5,=)85+> 5,
p=0 p=0 p=0
n—1 n—1
:ZS,,+ Sn-1-¢ avecq=n—1—p
p:O q:O
n—1
= Z (Sp + Snflfp)
p=0
n—1
=>» 2"=n2".
p=0
n—1
Ainsi, la somme recherchée est > S, =n2""".
p=0

Exercice B
Séparons dans la somme les termes d’indices pairs et ceux d’'indices impairs :
4n 4n 4n
E U Uy = Z Up Uy T E Uk Uk+2
k=1 k=1 k=1
k=0[2] k=1[2]
2n 2n—1
= Z Uy Up(i+1) + Z Upj+1 Up(1+1)+1
I=1 1=0

2n—1

2n
= Z U Up(1+1) T Z U1 Up(1+1)+1 T U1 U3
=1 =1
2n—1

2n
= Z Uy Up(14+1) + Z Upp1 Up(r+1)41 — 1
=1 =1
Exploitons alors les relations de récurrence : pour tout / < 2n,
_ _ (_l)l (_1)l+1 _
Upp Up(141) = UL U4, Upj41 U3 = 127] U =—U U
Ainsi,

4n 2n 2n—1

Zukuk+2 ZZ Ul — Z U —1

=1 =1 =1
= UppUpp—1
=(-D"u’—-1=(-1)"—1.

n
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Corrigés

Exercice C
Remarquons tout d’abord que, pour tout k < n, 2x; X1 < x,% + x,gﬂ. Ainsi,

n n
2 .2
ZZxkka < Z(xk aF xkﬂ)
k=1 k=1
n+1

—Zxk+Zxk
n
2 2 _ 2
xk+2xk —ZZxk.
= k=1 k=1

On obtient le résultat attendu en divisant par 2.

Exercice D
Remarquons que, pour tous i et j, x; — x; et y; — y; sont de méme signe. Par conséquent,

0<ZZ yj)
SZZ(%‘J’:‘ +X;Yj— XY — X Vi)

i=1 j=1

<2n2x,y, ZZZx,yj

i=1 j=1

ZanzJ’z >zzxzzy]’
i=1 Jj=1

En conclusion,

ce qui est bien I'inégalité annoncée.

Exercice E
1. Pour tout k €N,

n—1 n—1

n= 3ot

0 m=0

m=
{ n sik=0[n]
sinon.

II
—
[\

©

|
&
~——

3

n—1
2. Notons P(X)= > a; X*. Pour comprendre I'idée de la preuve, commencons par calculer

ZP ZZakz

z€U, z€U,
n—1
= ag Z Zk
k=0 z€U,
n—1
= Z aiAx = nay,
k=0
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d’apres la question précédente. Ainsi, 'inégalité triangulaire donne la majoration souhaitée
1 1
laol=—| > P(a) <5 > 1PN <M.
n n
zeU, zeU,

Reprenons cette idée pour étudier les autres coefficients en effectuant un « décalage » des indices. Pour
j € |[0r n— l]ly

n—1 n—1
Z z 1P(z)= Z Zakzk_f :ZakAk,j =na,.
z€U,, z€U, k=0 k=0

Comme précédemment, |a;| < M.

Exercice F
Suivons l'indication et simplifions la quantité proposée :

n

n n
(l—z)Zakzk :Zakzk—z a;z*t
=0 =0

k=0
n n+l1
= Zakzk —Z ak_lzk
k=0 k=1
n
=ay+ Y (ar—ap_)z*—a,z"".
k=1

Utilisons alors I'inégalité triangulaire sous sa « forme gauche » :

Yu,veC, lu—v|>lul—|v|.
Ainsi,
n n
k k 1
(1-2)> az*| = ag— > (a1 —ap)lzl — a2,
k=0 k=1

Si|z| < 1, alors
n

n
(1-2) ) apz" >do—2(dk—1—f/lk)—an:0
k=0 k=1

n
et donc z ne vérifie pas Y. a; z* = 0. Par contraposition, si z vérifie I'équation, alors |z| > 1.

k=0
Exercice G
En utilisant I'expression du module au carré | Z|? = ZZ,
n—1 n—1 n—1n—1
|Z)? = Z w® Z w = Z wF
k=0 1=0 k=0 1=0

Répartissons alors les couples d’indices (k, I) selon la valeur du reste r de k+ modulo n. A r €[0,n—1]
fixé, les couples correspondants sont les (k, r— k) pour k € [0, 7] etles (k,r—k+n)pour k €[r+1,n—1].
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Ainsi, la somme recherchée est

n—1 r n—1
|Z|2 _ ( wsz(rfk]z + Z a)kz(rk+n)2)

r=0 \ k=0 k=r+1
n—1 r n—1

= Z (Z WF=r=FF 4 Z a)kz_(’_sz) carw” =1
r=0 \ k=0 k=r+1
n—1 n—1

— Z a)kz—(r—k)z
r=0 k=0
n—1 ) n—1

— a)frZ (er)k .
r=0 k=0

n—1 g
. ok | n si2r=0[n],
Rappelons, par ailleurs, que kzo(a) = { 0 sinon.
Discutons alors sur la parité de n pour trouver les entiers 7 tels que 2r =0[n].

e Sin=2p+1 estimpair, le seul entier r € [0, n—1] qui convient est 0 donc la somme ne comporte qu'un
terme: |Z|>=n.
* Si n=2p est pair, deux entiers r € [0, 7 — 1] conviennent : 0 et p. Par conséquent,

1Z?=n(1+ ™) =n(l+(-1)%),

car w? =w? =—1.

Le point crucial de cet exercice est le changement d’indices pour passer de (k, [) a (k, r). Visuellement, ce
changement correspond a la partition du « carré » d’'indices en « diagonales continuées ».

Voici l'illustration pour n =7 de I’ensemble des couples (k, 1) tels que k + [ = 1[n]

Corrigés des problemes du chapitre 3

Probleme 1
1. Le seul couple (zy, z;) satisfaisant 2(2) est (1,—1) car 0 =zy+ z; =1 + z;.

145



Mathématiques MPSI

2. a. Lidentité remarquable pour le carré d'une somme donne
1
2021+ 2120 + 2020 = > ((zo +2,+2)° —zg + zl2 + 222)

b. Sile triplet (2, z;, z,) satisfait 2(3), alors zy + 2z, + z, = 0 et zy 2, + 2, 25 + 2, 2o = 0 donc z, z;, 2, sont les
racines d’'un polynome de la forme X2 — a en utilisant les relations entre coefficients et racines.

Comme z; = 1 est racine de ce polynome on en déduit que z, z;, z, sont les racines du polynome X°—1.
c. Les triplets satisfaisant 22(3) sont donc (1, j, j2) et (1, j2, j).

3
3. Soit (zg,...,23) satisfaisant 22 (4). Alors, pour tout k € [1,3], > z]’.‘ = —zé“ = —1. On trouve comme
j=1
précédemment z3z; + z; 2, + 2,23 = 1 puis z; 2,23 =—1 car
3212,23 = zf + 223 + zg +3(2y + 2 + 23)(2321 + 2120 + 2223) — (21 + 2o + 25)°.

Ainsi, les racines du polynome X3+ X2+ X +1 (a savoir i, —1 et —i) sont exactement z,, z,, z3. Les 4-uplets
satisfaisant % (4) sont alors (1, i,—1,—i) et ceux obtenus par permutation des trois derniéres composantes
(soit 3! =6 4-uplets).

4. a. Il suffit de passer au conjugué les relations définissant &2,.

0 P
b. Pour tout k €[1,2n —1], en utilisant que z7 =z,

2n—1 n—1 2
z;,kzz E Z],2 =0 Slk=0[2],
Jj=0 Jj=0
2n—1 2n—1
k=1
z/.]C = z.2 7'
J J
Jj=0 j=0
n—1 P , ,
p— 2 —_ 3
=D % (z].+zn_1+j)—0 sinon.
j=0

Pour conclure dans le second cas, on a utilisé que z;. =—z pour tout j. D’ou1 le résultat annoncé.

/
n—1+j

Probléme 2

1. Montrons le résultat par récurrence sur n € N.
> Uy = U, —2 donc la propriété est vraie au rang 0.
> Soit n € N tel que la propriété soit vraie au rang n. Alors, par hypothese de récurrence,

n+l

Z U =Ups1+ Upyp—2=Upz3—2.
k=0
2. a. Pourtoutn €N,
[5]+1 [3]+1
Ont2 = Z Upi2—2k = Ups2 T Z Up—2(k—1) = Unt2 + 0 p.
k=0 k=1

b. Montrons le résultat par récurrence sur 7z € N.

>Og=Uy= ul—let0'1= u; = u2—1.

> Soit nn > 1 tel que la propriété soit vraie au rang n. Alors,
Opi1=0OptUy=U,+Up—1=Uy—1.

3. a. Montrons le résultat par récurrence sur N.
> Un entier m qui admet une représentation de Zeckendorfavec N = 0 est nécessairement égal a u, donc
vautl et m=1=0,.
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>Soit N € N. Supposons que tout entier m qui admet une représentation de Zeckendorf d'indice maximal
k < N vérifie m < 0. et considérons un entier m qui admet une représentation de Zeckendorf d’'indice
maximal N +1. Alors, m—uy,; estsoit nul (auquel cas, m = uy,; < 0 y41), Soit admet une représentation
de Zeckendorf d’'indice maximal au plus N — 1. Dans ce dernier cas, par hypothése de récurrence, m —
Uy SO pn_; etdonc

M= Uy +ON—1 =ONy1-

Par récurrence, le résultat est établi.

b. Par construction, uy < m.D’apres la question précédente, m < oy = U, 41 —1 < Uy, . Ainsi, uy estle
plus grand terme de la suite (u,,),cy inférieur ou égal a m.

4. e Montrons par récurrence sur N > 1 que tous les entiers m €[1, uy—1] admettent une représentation
de Zeckendorf d'indice maximal N —1.

e Pour N =1, le seul entier a considérer est 1 et il admet bien la représentation de Zeckendorf (1).

e Soit N > 1 tel que tout entier de [1, u) — 1] admettte une représentation de Zeckendorf. Considérons
m € [uy, uy,1—1]. Alors, m = uy (auquel cas I'existence est établie) ou m—uy €[1, uy_;—1] et, d’apres
I'hypothese de récurrence, m — u, admet une représentation de Zeckendorf d’'indice maximal N —2: m
admet alors une représentation de Zeckedorf d’'indice maximal V.

e Passons a l'unicité. Si un entier m admet deux représentations de Zeckendorf, alors il existe, quitte a
enlever les termes, deux représentations d’'indices maximaux différents, ce qui contredit le résultat établi
ala question 3.

5. a. Le plus grand terme de la suite inférieur ou égal a 2016 est 1597 : 2016 = 1597 +-419.

Le plus grand terme de la suite inférieur ou égal a 419 est 377 : 2016 = 1597 4 377 +42.

Le plus grand terme de la suite inférieur ou égal a 42 est 34 : 2016 = 1597 + 377 4+ 34 +8.

Ainsi, 2016 = u, + u; + u;, + U5 et la représentation de Zeckendorf de 2016 est

(0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,1).

b. Effectuons les calculs pas a pas en remplacant tant que 1'on peut les séquences (1,1,0) et (1,1,1) par
(0,0,1) et(0,0,2).

m+1=(2,0,1,0,1,0,1,0,0,0,1,0,0,1)
,11,0,1,0,1,0,0,0,1,0,0,1)
=(0,0,0,1,1,0,1,0,0,0,1,0,0,1)
( )
( )

0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,1,0,0,1
=(0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,1).

c. De méme,

m;+m,=(2,0,1,1,1,0,2,0,0,1,1,0,1,1)

0,1,1,1,1,0,2,0,0,1,1,0,1,1)

0,1,1,1,1,0,2,0,0,1,1,0,0,0,1)
(0,1,1,1,1,0,2,0,0,0,0,1,0,0,1)
,1,1,0,0,1,2,0,0,0,0,1,0,0,1)
(
(
(

011,0,0,01,1,0,0,0,1,0,0,1)
011,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,1)
0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,1).
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Probleme 3

Partie A - Préliminaires

. L = n sik=0[n]
1. Comme déja calculé dans les exercices, > w/F = w/k= .
= = 0 sinon.

2. D’apres la question précédente, Z,(1,1,...,1)=(n,0,...,0) et Z,(1, w,..., 0" ') =(0, n,0,...,0).
3. Notons w = %, 0 Z,(u). Alors, pour tout k €[0,n—11],

n—1 ) n—1 n—1 n—1 )

j=0 1=0 =0  j=0

en utilisant la question 1. D’ou Z,, 0 Z,, = n.Id et Z, est bijective de réciproque + 7,,.
4. Par linéarité 7,'(1,1,0,...,0) = Z,'(1,0,...,0)+ Z,%(0,1,0,...,0), le résultat est donc 1,1,..., )+
11, 0,...,0" ™).

Partie B - Equations de convolution

1. Notons w =u® v et z =.%,(w). Alors, pour tout k €[0,n—1],

n—1 n—l
Zp = E wla)lkz E E Mil/j(l)lk

1=0 1=0 i+j=I[n]
n—1
:Z Z u—iwikv—jwjk
1=0 i+j=I[n]
n—1

n—1
zmwzkv—jwjk
j=0

i=0 j

D’ou le résultat.

2. u®x =v si, et seulement si, Z,(u)Z,(x) = Z,(v) (car Z, est bijective). Une condition nécessaire et
suffisante d’existence des solutions est que pour tout coefficient nul de %, (u) correspond un coefficient
nul de Z,(v).

3. D’apres la question précédente, I'équation n’admet pas de solution.

Partie C - Algorithme de Cooley-Tukey

1. a. Avec les expressions des v;, on trouve ay = Uy + Uy, a; = Ug— Uy, by =Uy + U3 et by = u; — us.
b. On en déduit que (@, @) = (1o, u,) (et que (by, b)) = Fo(uy, Us).
2. a. Onremarque que pour tout k €[0,n—1]

2m—1 m—1 m—1
U = E u_ja)fk: E uzjw21k+wk E uzj,lwsz.
j=0 Jj=0 j=0

2ir
Cela suffit pour conclure en remarquant que w?=e .
b. La méthode de calcul naive nous donne M,, < n?. En utilisant la question précédente, on remarque

que My, <2.M,p1 +2P7! (ce qui nous donne une borne de I'ordre de N log(N)).
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Chapitre 4

Fonctions usuelles

1. Propriétés des fonctions réelles — 2. Valeur absolue —
3. Exponentielles, logarithmes, puissances — 4. Exponentielle
complexe, fonctions circulaires

Objectifs et compétences du programme

* Reconnaitre et interpréter les symétries d’'une courbe représentative de
fonction.

* Apprendre les propriétés des fonctions usuelles.

* Savoir utiliser les formules trigonométriques (hyperboliques et circulaires).

Leonhard Euler, mathématicien suisse (1707-1783)

II a contribué a toutes les mathématiques de son temps (et a beau-

coup de sciences physiques); on peut citer quelques résultats qui ont

conservé son nom dans la mémoire mathématique :

¢ la formule d’Euler sur les nombres complexes (voir chapitre précé-
dent),

¢ les chemins eulériens sur les graphes avec 'exemple des ponts de
Konigsberg,

* la caractéristique d’Euler des polyedres,

* ladroite et le cercle d'Euler d'un triangle,

¢ le produit eulérien de la fonction ¢ (qui lui permet de fournir une nou-
velle preuve de I'infinité des nombres premiers),

* les équations d’Euler-Lagrange qui caractérisent les solutions extré-
males a un probleme géométrique...

On lui doit également les notations e pour exp(1), > pour les sommes,

i pour le complexe ou méme f(x) pour la valeur d'une fonction f en

I'argument x. En ce qui concerne ce chapitre, il fournit notamment de

nouvelles expressions pour les fonctions exponentielle et arctangente

dans ces travaux sur les séries et produits infinis.
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Apres avoir rappelé les principales propriétés remarquables des fonctions a valeurs réelles, nous explo-
rons les différentes familles de fonctions usuelles qui apparaissent dans les calculs en analyse celles qui
sont liées a la valeur absolue, a I'exponentielle réelle puis a 'exponentielle complexe. C’est également
I'occasion de reprendre le formulaire de trigonométrie.

1. Propriétés des fonctions réelles

1.1. Parité et périodicité

Définition 4.1.

Soit f: D —R.

> La fonction f est paire si pour tout x € D, —x € D et f(—x) = f(x).

> La fonction f est impaire si pour tout x € D, —x € D et f(—x)=—f(x).

> Soit T > 0. La fonction f est T-périodique si pourtout xe D, x+ T €D et f(x+ T)= f(x).

Remarque
Une fonction f impaire définie en 0 est toujours nulle en 0 car f(—0)=—f(0).

Une fonction polynomiale est paire (respectivement impaire) si les exposants correspondant a
ses coefficients non nuls sont tous pairs (respectivement impairs).

En effet, pour f: x — Z],LO a x*, la condition f(—x)= f(x) pour tout x € R se réécrit

N
VxeR, Z Zakxk=0,

k=0
kimpair

ce qui implique le résultat annoncé.

Remarque

11 existe des fonctions qui ne sont ni paires, ni impaires comme par exemple x — x3 + x2. Pour étudier
une telle fonction f, on peut la décomposer comme somme des fonctions paire et impaire suivantes

f(x)+f(=x) f(x)—f(=x)
_ X——
2 2
Remarquons que cette décomposition est unique : en effet, si f = g+ h avec g paire et i impaire, alors,
pour tout x,

X —

f(x)=g(x)+ h(x), f=x)=g(x)—h(x),
et donc

gy fOEIED L f—fex)

2 2
Ces deux fonctions sont respectivement appelées partie paire et partie impaire de f.

150
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Exemple

sin

Les fonctions cos et sin sont 27-périodiques; la fonction tan définie par le quotient ;; est quant
aelle m-périodique.

Exemple

Définissons la partie entiére | x| d'un réel x comme le plus grand entier inférieur ou égal a x puis
la partie fractionnaire {x} de x comme la différence entre x et sa partie entiére. Par exemple,
{1,789} =0,789, {2,789} = 0,789 et {0,789} = 0,221 (car [-0.789] =—1).

La fonction x — {x} est 1-périodique et sa courbe représentative est la suivante

On déduit immédiatement de la définition la proposition suivante.

Proposition 4.2.

La somme de deux fonctions paires (respectivement impaires) est paire (respectivement impaire).

En revanche la somme de deux fonctions périodiques n’est pas forcément périodique.

1.2. Courbes représentatives

Définition 4.3.

La courbe représentative d’'une fonction f : I € R — R est I'ensemble des points du plan dont les
coordonnées sont de la forme (x, f(x)) avec x € I ; autrement dit, la courbe représentative de f est
la courbe d'équation y = f(x).

Remarque

Par définition, une fonction n’associe qu'une seule image a un argument donné.

Par conséquent, la courbe représentative de f : I — R ne rencontre qu’en un seul point la droite verticale
d’équation x =a aveca € 1.

Proposition 4.4.

Soit une fonction f: T — R et 6 sa courbe représentative.

> La courbe représentative de x — f(x +a) est déduite de 6 par translation de vecteur (—a,0).
> La courbe représentative de x — f(x)+a est déduite de 6 par translation de vecteur (0, a).

> La courbe représentative de x — b — f(x) est déduite de 6 par symétrie d'axe d'équation y =

b
7.
> La courbe représentative de x — f(b — x) est déduite de ‘6 par symétrie d'axe d’équation x = %.
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On remarque qu’en prenant b =0 dans les deux derniers cas on retrouve les symétries par rapports aux
axes du repere. Démontrons seulement I'un des points de cette proposition.

Démonstration
Soit b eR, f:x— f(b—x)et(x,y)unpoint du plan. Alors,

(x,y)e%f(:)y:f(b—x)(:)(b—x,y)e‘ﬁf.

Ainsi, (g + x, y) appartient a la courbe représentative de f si, et seulement si, (% —Xx,y)appartient a la
courbe représentative de f :la courbe de f est déduite de celle de f par symétrie d’axe d’équation x =

[ ] [NJISS

Illustrons cette propriété avec la courbe représentative de la fonction f : x — x3—x2 + é

On obtient les courbes représentatives des fonctions x — f(—x) et x — —f(x) par symétrie par rapport a
I’axe des ordonnées et des abscisses respectivement.

y=f(=x) y=—f(x)

On pourrait bien stir combiner les deux et déduire la courbe représentative de x — —f(—x) de la courbe
de f par symétrie centrale en I'origine. Ces résultats se généralisent aussi en « translatant » les courbes.

y=f(1-x) y=1—f(x)
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Enfin, on prendra garde a ne pas confondre une translation sur 'argument de f (qui donne une transla-
tion horizontale de la courbe) et une translation sur la valeur de f (qui donne une translation verticale
de la courbe).

y=flx)+1 y=f(x+1)

La propriété précédente permet d’obtenir un certain nombre de corollaires dont voici un exemple.

La courbe représentative d’une fonction f vérifiant la relation f(a — x) = f(x) est symétrique par
rapport a la droite (verticale) d’équation x = 5.

En particulier, la courbe représentative d’'une fonction paire (respectivement impaire) est symétrique par
rapport a I’axe des ordonnées (respectivement I'origine).

De la méme facon on déduit les courbes représentatives de x — f(ax) et x — af(x) en dilatant selon
I'axe des abscisses et selon I’axe des ordonnées respectivement.

t g

y=r3) y=3fx)

Remarque
On peut encore utiliser différemment la courbe représentative d'une fonction f.

Par exemple, la zone colorée sur le dessin ci-dessous correspond aux points d’ordonnées supérieures ou
égales a % Enreportant sur I’axe des abscisses la partie de la courbe appartenant a cette zone, on obtient

I'image réciproque ([}, +00[).
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1.3. Fonctions dérivables

Définition 4.6.

Soit f: I —R.
> La fonction f est dérivable en a € I si la fonction x —

limite est alors appelée dérivée de f en a et notée f'(a).
> La fonction f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I.
> La fonction f est de classe 6! sur I si f est dérivable sur I et si la fonction x — f’(x) est continue.

W admet une limite finie en a. Cette

Remarque

Interprétons cette définition a I’aide de la courbe représentative d’'une fonction f. Pour x # a, la quantité
% estla pente de la droite joignant les points de la courbe (x, f(x)) et(a, f(a)). La «limite » de cette
droite lorsque x tend vers a est, quand elle existe, la tangente en a a la courbe représentative de f; le
nombre dérivé en a est donc la pente de la tangente. Une limite infinie correspond ainsi a une tangente
verticale.

On peut étendre la définition des classes de régularité
* une fonction est de classe 6° si elle est continue;
* pourtoutn > 1, une fonction est de classe 6" si elle est dérivable et que sa dérivée est de classe 6" ;
¢ une fonction est de classe 6 °° si elle est de classe 6" pour tout n € N.
On peut également étendre cette définition aux fonctions a valeurs complexes : une fonction f : I — C
est dérivable en a € I si PRe(f) et Jm(f) sont dérivables en a. La dérivée de f en a est alors

fl(@)=Re(fY(a)+iIm(f)(a).

Exemple

Etudions la dérivabilité de la fonction x — 4/x sur son domaine de définition, R..
> Remarquons tout d’abord que }Ci_r% %ﬁ =+00.
> Ensuite, pour tout a >0,

lim YX—va _ 11

i x—a ravxi+Ja 2va

En conclusion, la fonction x — 4/x est dérivable sur R mais n’est pas dérivable en 0.

Mentionnons quelques résultats opératoires sur la dérivation qui seront démontrés plus tard dans le
cours.
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Proposition 4.7.

Soit f, g : I — R deux fonctions dérivablesena <1, A, ueR.

> La fonction A f + ug est dérivable en a et (Af +ug)(a)=Af"(a)+ug’(a).
> le produit f.g est dérivable en a et (f.g)(a)= f'(a)g(a)+ f(a)g’'(a).

> Si g(a)#0, alors le quotient {‘,—r est dérivable en a et

f " flla)g(a)—f(a)g'(a)
(g)(a)_ gla)y '

Exemple

Considérons la fonction homographique définie par f : x — ‘;ﬁg avec a, b, c, d € R tels que

ad—Dbc #0 (pour que f ne soit pas constante) et ¢ # 0. Alors, f est définie et de classe € ° sur
son ensemble de définition R \ {%} et sa dérivée est donnée par

d , ad—bc
Vx;é—z, f(x):m

Proposition 4.8.

Soit f: I — J dérivable en a et g: J — R dérivable en f(a). Alors, la fonction composée g o f est
dérivable en a et (go fY(a)=g"o f(a)f'(a).

Pour étudier les fonctions de plusieurs variables, on introduit la notion de dérivée partielle (qui cor-
respond intuitivement & la dérivation selon une variable en considérant toutes les autres comme des
constantes).

Définition 4.9. Dérivation partielle

Soit U une partie de R”, f : U — R, (ay,...,a,) € U. La fonction f est dérivable selon la kieme
variable au point (a,, ..., a,) si la fonction réelle

p:rx—flay,...,ar1,%,051,--.,0y)

est dérivable en ay. La quantité ¢’(ay) est alors notée %(al,...,an).

Comme on se ramene pour cette définition a la dérivation d'une fonction avec une seule variable, les
regles de manipulations pour les dérivations partielles se déduisent des propositions précédentes.

Le principal intérét du calcul de dérivées est le résultat suivant.

Proposition 4.10.

Soit f dérivable sur un intervalle I.

« La fonction f est constante si, et seulement si, f'=0sur I.

+ La fonction f est croissante si, et seulement si, f’ >0 sur I.

* La fonction f est décroissante si, et seulement si, f' <0 sur I.
De plus,

* Si f/>0sur I, alors f est strictement croissante sur I.

* Si f’<0sur1,alors f est strictement décroissante sur I.
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Remarque

Il est ici essentiel de travailler sur un intervalle. Par exemple, la fonction f : x — % est dérivable a dérivée
strictement négative sur R* et pourtant elle n’est pas décroissante puisque f(—1)< f(1)et—1<1.

Ce résultat est évidemment essentiel pour établir des tableaux de variation et donc pour obtenir I’allure
d’une courbe représentative, déterminer le signe d'une fonction ou estimer le nombre de solutions d'une
équation de la forme f(x)= b avec b fixé.

1.4. Bijections réelles

Définition 4.11.

Une fonction f réalise une bijection de I dans J si, tout y € J admet un unique antécédent x € I
par f.

Graphiquement, la courbe représentative d'une bijection (respectivement d'une surjection ou d'une injec-
tion) de I dans J coupe une et une seule (respectivement au moins une ou au plus une) fois les droites
horizontales y =aotia e J.

Rappelons le théoréme suivant que nous utiliserons tout au long de ce chapitre.

Une fonction f continue strictement croissante sur un intervalle I réalise une bijection de I dans
I'intervalle f(I).
Si, de plus, f est dérivable et que sa dérivée ne s'annule pas, alors f~! est dérivable et

_1/ — 1
Vyef, YW= Fommny

Remarque
Les courbes représentatives de f et de f~! sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x. En
effet,

(x,y)e6;, & y=fx) & x=fy) & (1)

A ‘
-
A/
. £
i .
.
.
5 .
& 0
/ 6
B, L
k . 5
. A
5 //
% || 2
ol}2
S
, 5
z
.
. S
’ T °
P B

Les points A et B appartiennent a la courbe représentative de f donc leurs symétriques, A’ et B’, sont des
points de la courbe représentative de f~!. La méme propriété de symétrie se trouve pour les tangentes;
ceci permet de comprendre ’hypothése « f’ ne s’annule pas » dans le théoréme de bijection : si f'(x)=0,
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la tangente au point (x, f(x)) a la courbe représentative de f est horizontale donc la tangente au point
(f(x), x) ala courbe représentative de f~! estverticale; en conclusion, la fonction f~! n’est pas dérivable

en f(x).

2. Valeur absolue

2.1. Relation d’ordre canonique

La propriété suivante (admise) résume les rapports entre la relation «inférieur ou égal » et les opérations
sur R.

Proposition 4.13.

La relation d’ordre total < sur R vérifie, pour tous x, y, z €R,
e six<y,alorsx+z<y+z;
e six<yet0<zalorsxz<yz.

On en déduit immédiatement les résultats suivants.

Proposition 4.14.

> Pour tout x €R, 0 < x si, et seulement si, —x <0.
> Pour tout (x, y) € R?, les conditions 0 < x et 0 < y entrainent 0< xy et0< x+y.

Démonstration
¢ Pour le premier point, il suffit d’appliquer la premiére propriété de la proposition précédente avec
z = X ou z =—Xx pour avoir chacune des implications.
¢ Lapremiere provient de 0=0.x < y.x. La seconde est obtenue par transitivitt 0 <0+ y < x+y.

Soit x < y. Les intervalles de bornes x et y sont les ensembles de R définis par

s [x,y]={z€R, x<z<y}
s |x,y]1={z€R, x<z<y}
s [x,y[={z€R, x<z<y}

e Ix,y[={z€R, x<z<y}

On étend sans probleme les définitions d’intervalles aux cas [x,+0o[, ]x,+0oo[, ] — 00, x], ] — 00, x[ et
]—o00,+00[=R.
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2.2. Valeur absolue

Définition 4.16.

La valeur absolue d’'un élément x € R est I'élément | x| défini par max{x,—x}.

Remarque

On remarque immédiatement que la condition | x| < a est équivalente a —a < x < a et que la condition
|x —¢| < a est équivalente a { —a < x <{ + a. Les réels x vérifiant la condition |x —¢| < a forment donc
I'intervalle [{ —a,{ + a] : ce sont les réels a distance de ¢ inférieure ou égale a a.

Voici par exemple l'illustration de ’ensemble des réels x tels que |x — %I < % :

3 2 -1 0 1 2 3

De maniere plus générale, pour tous a < b, on a la description suivante d'un intervalle avec la valeur
absolue :
atb b—a
[a,b]={x eR,|x— 2| < 552},

Remarque
Par définition, on a 0 < |x| pour tout réel x. Le cas d’égalité |x| = 0 correspond exactement a x = 0.

Proposition 4.17. Inégalités triangulaires

Pourtous x, y €R, |[x +y| <|x|+ |yl et ||x|—|yl| < |x =]

Démonstration

Soit x, y €R.

>Comme —|x| < x <|x|et—|y| <y <|y|, on obtient —(|x|+|y]) < x + y <|x|+|y], soit |x + y| < |x|+|y].
>|x|=|x—y+y|<|x—y|+]|y| d’apres le premier point. Par conséquent, | x|—|y| < |x — y/|. Par symétrie,
|y]—|x|<|x—y|etdonc ||x|—|y|| < |x—y]. ]

Remarque
Légalité |x + y| =|x|+|y| n’alieu que pour des réels x et y de méme signe (il suffit de discuter selon le
signe des réels x et y) :
* six et y sont de méme signe, il y a égalité;
¢ sinon, on peut supposer sans perte de généralité x > 0> y. L'égalité devient alors |[x+ y|=x—y ce
qui entraine, selon le signe de x + y, x =0 ou y =0 ce qui est contradictoire avec notre hypothese.

Proposition 4.18.

Pour tous x, y €R, |xy|=|x]yl.

Démonstration
11 suffit de discuter selon les signes de x et de y. ]
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Exemple

Soit x, x/, y et y’ e R tels que |x —x’| < g et |y — y’| < &. Majorons [xx'— y y’|.
Pour cela, faisons apparaitre un terme médian dans les sommes de sorte a ce qu’entre deux
termes consécutifs seul un facteur du produit change.

lxy—x'y|=lxy—x"y +x'y—x'y|
<lxy—x"yl+|x'y—x"y'l
<yllx—x"1+1xNly =y I <yl +1x")e.

Remarque
La fonction x — | x| est définie sur R, continue, dérivable sauf en 0 et sa courbe représentative est

A

\

La partie positive d’un réel x (respectivement la partie négative) est le réel positif x* (respectivement
Xx7) défini par x* = max(x, 0) (respectivement x~ = max(—x, 0)).

Proposition 4.20.

Pourtout xeR, x =xT—x"et|x|=xT+x".

Par conséquent, pour tout x € R, x+ = 2 et yx~ = =t
Démonstration
11 suffit de discuter selon que x >0 ou x <0. ]
Remarque

D’apres les propriétés correspondantes de la valeur absolue, les fonctions x — x* et x — x~ sont définies
sur R, continues, dérivables sauf en 0. Voici la courbe représentative de la seconde :

A
24

A4
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3. Exponentielles, logarithmes, puissances

3.1. Exponentielle réelle

Définition 4.21.

La fonction exponentielle exp est I'unique fonction solution sur R de I’équation y’ = y avec la condi-
tion initiale y(0)=1.

Commencons par une propriété caractéristique de I'exponentielle.

Proposition 4.22. Propriété de morphisme

Pour tous x, x’ €R, exp(x + x’) = exp(x) exp(x’).
En particulier, pour tout x €R, (exp(x))™! = exp(—x).

Démonstration
Pour tout x’ fixé, les fonctions x — exp(x + x’) et x — exp(x) exp(x’) sont solutions de I'équation différen-
tielle y’ = y avec la méme condition initiale y(0) = exp(x’) donc sont égales. ]

Pour tout x eR et n €Z, exp(nx)=(exp(x))".

Démonstration

Pour 7 € N, il suffit de procéder par récurrence avec la propriété de morphisme. On passe ensuite a un
entier n négatif avecla propriété de morphisme puisque, pour tout x € Rettout n €N, exp(nx)exp(—nx) =
exp(0)=1. [ |

Etudions dorénavant la fonction exp. D’aprés I'équation différentielle, on déduit le tableau de variation
suivant

X —0c0 +00
exp’(x) +
+00
0

En effet, la fonction exp ne s’annule pas car sinon elle serait égale a la fonction nulle (par unicité de
la solution a I'équation y’ = y avec une condition initiale nulle). Par conséquent, elle est strictement
positive donc strictement croissante car égale a sa dérivée.

Pour la limite en +00, on remarque que, pour tout x > 0, exp’(x) = exp(x) > exp(0) = 1 et donc en inté-
grant entre 0 et x, exp(x) > x + 1 d’ot1 la limite +00 en +co.

Pour la limite en —oo, il suffit de remarquer que

. i i 1
xl—l»I_noo exp(x) - xl—l}-gloo eXp(—X) - xl_l’l‘gloo eXp(x) -0
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On a établi la proposition suivante

Proposition 4.24.

La fonction exp réalise une bijection de classe 6, strictement monotone, entre R et R*.

On en déduit I'allure suivante pour la courbe représentative de exp.

\

On remarque que la courbe représentative de exp est au-dessus de sa tangente en 0. On peut aussi le voir
comme le cas simple (n = 1) de la propriété suivante.

Proposition 4.25.

Pour tout n €N,

Démonstration
Montrons, par récurrence sur n €N, que

no ok
X
VxeR,, exp(x)zzﬂ.
k=0
¢ Le résultat est vrai pour n = 0 car, par croissance de 'exponentielle, pour tout x € R, exp(x) >

exp(0)=1.
¢ Soit n e N tel que, pour tout x €R,,

n_ .k
X
exp(x) > ==
p(x) ; -
Intégrons cette relation entre 0 et x €R,,
n ok
exp(x)—1>
Xp(x) ; Kk +1)
Ainsi,
n ket n+l g
exp(x)=21+» ——=>» —.
e (k+1) s k!

161




Mathématiques MPSI

Remarque
Cette inégalité n’est pas vraie sur R. En revanche, on dispose toujours de e* > 1+ x pour tout x € R.

Notation
On pose e =exp(1) et on note exp(x) = e* pour tout x €R.

3.2. Logarithme

NI Définition 4.26.

= La fonction logarithme népérien In: R} — R est la bijection réciproque de exp.

D’apres le théoréme de la bijection (car exp’ ne s’annule pas), on a le résultat suivant.

Proposition 4.27.

La fonction In est de classe 6! sur R* et sa dérivée est x — .

Plus précisément, on obtient le tableau de variation suivant

®|=
+

+00

In /

d’ou1 'on déduit I'allure de la courbe représentative de In.
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Remarque
On fera attention que la fonction définie sur R* par f(x)=In|x| admet aussi pour dérivée x — %

Conseils méthodologiques

11 peut étre utile de savoir utiliser la dérivée logarithmique d’'une fonction f dérivable et stricte-
ment positive, c’est-a-dire la dérivée du logarithme de f qui vaut fT/ Par exemple, pour étudier
la monotonie d'une fonction f, il est équivalent d’étudier la monotonie de In(f); or, il est plus
simple de calculer la dérivée logarithmique d'un produit a I'aide de la propriété de morphisme.

Réciproquement, on peut reconnaitre une fonction de la forme % comme la dérivée logarith-
mique de u pour en obtenir une primitive.

L

La propriété de morphisme de I'’exponentielle donne une propriété analogue pour In.

Proposition 4.28. Propriété de morphisme

Pour tous x, y €RY, In(x y)=1In(x)+In(y).
En particulier, pour tout x € RY, ln% =—In(x).

Définition 4.29.

Inx

Le logarithme en base a > 1 est la fonction log,, : x — 1.

Notation
La notation log (sans indice) est réservée au logarithme en base 10.

3.3. Puissances

Définition 4.30.

La fonction puissance d’exposant r € R est la fonction définie sur R par x — e7In(x),

Remarque
> Cette définition est bien cohérente avec celle déja connue pour les entiers naturels
x"=xx...xx
N——
n fois
et relatifs x™" =(x~!)" pour x #0.

> On peut prolonger un certain nombre de fonctions puissances a tout R : celles qui correspondent a des
exposants entiers (non nuls), aux inverses d’entiers impairs...

Les propriétés de morphisme de I'exponentielle et du logarithme permettent d’obtenir rapidement les
reégles de calculs suivantes.
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Proposition 4.31.

Pour tous x, y €RY ettous r, s€R,

o x".xS=x""s e« (xy) =x"y
o (x")P=x"" o« xT=L1
xT
Remarque

1l convient de faire attention aux notations : la quantité x“" signifie x(4") et cette quantité differe en
général de (x*)? = x4b,

La fonction puissance d’exposant r est dérivable de dérivée x — r x"~!. On obtient les allures suivantes
pour les courbes correspondant aux exposants —2, —1, %, let2.

On peut, bien évidemment, composer les fonctions puissances avec d’autres fonctions et on obtient

Proposition 4.32.

Soit u: R — R* et v : R — R deux fonctions dérivables. Alors, x — (u(x))"*) est dérivable de dérivée

v(x)u'(x)

X — (v’(x)ln(u(x)) + e

)(u(x))”“”.

1l est inutile d’apprendre cette formule mais il convient de savoir la retrouver sans erreur en revenant a
la définition de (u(x))"¥) = e ?¥(ux) et en utilisant la formule de dérivation d'une composée.

Exemple

Ftudions la fonction f : x — (1+1)".
Cette fonction est définie et dérivable sur |—o0o,—1[U]0,+00[. Pour tout x dans ce domaine, on a

ri-{ofis )11+ 1)

Pour étudier le signe de cette quantité, il suffit d’étudier la fonction auxiliaire g : x — ln(l + %) -

iz dont la dérivée vaut g'(x) = — 7 - D’ott le tableau de variation suivant :
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g'(x)

g (et, par conséquent, f) est donc positive et le tableau de variation de f est

X —0Q —1 0 +00
f'(x) +
f
e /

Lallure de la courbe représentative de f est donc

L e

-6 -5 -4 -3 =2

|

d;
—
[\S]
w
IS
4]
=2}
N

Pour tout r > 0,
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Démonstration
Démontrons la premiere relation (les suivantes découlent de la composition des limites et des propriétés
de morphisme). Soit u €]1 —r, 1[. Alors,

Inx 1 ("1 1 (1

0< =— | —-dt<— | —dt

xr xr 1 t xr 1 tu
1 xl xlmu-r

< — .
xXT1l—u 1—u

Inx
X7

—s 0. |

Or, 1 —u—r <0 par choix de u donc par encadrement
x—+00

Heuristiquement, on vient d’établir qu’en +00, In est négligeable devant les puissances qui sont elles-
mémes négligeables devant I'exponentielle. Pour calculer une limite, on mettra souvent le terme pré-
pondérant en facteur puis on utilisera les croissances comparées.

3.4. Fonctions hyperboliques

Définition 4.34.

Les fonctions hyperboliques sont définies sur R par

sh:x»—»l ch:xr—>i th:xHSh(x).
2 2 ch(x)

Proposition 4.35.

Pour tout x €R, ch?(x)—sh?(x)=1.

Démonstration
Soit x € R. Alors,
eXX 42428 @2¥ 2472

200\ <h2(+) — _
ch®(x)—sh*(x)= i a

4
=-=1.
4

Remarque

Cette propriété justifie 'appellation « hyperbolique » puisque X2 — Y2 = 1 est 'équation réduite d’'une
hyperbole. Plus précisément, cette courbe est composée de deux branches symétriques par rapport a
I'axe des ordonnées et les points du plan de coordonnées de la forme (ch(x), sh(x)) décrivent la branche
«droite» de celle-ci (de laméme maniére que les points du plan de coordonnées de la forme (cos(x), sin(x))
décrivent le cercle unité).
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On obtient directement de la définition les propriétés suivantes.

Proposition 4.36.

> La fonction ch est une fonction paire, alors que les fonctions sh et th sont impaires.
> Les trois fonctions hyperboliques sont de classe ¢ *° et

1
ch’=sh sh=ch th'=— =1—th?.
c

h2

Voici le tracé des trois fonctions de trigonométrie hyperbolique. On remarque notamment le comporte-
ment asymptotique de ch, sh et x — 1 exp(x) en +00.

A

3+ .
,
,
,
,
,
,
,
2+ /
.
,
) ,
, ,
// //
L 1 L
A ] - e
, ;
, ,
, ,
, ,
,
,
,
/.
/ : : : i >
‘ | 0o 1 2
;
h v
i N N » t o
________ [ B
-2 0o 1 2 A
,
// //
=11 #
// //
// // _2 +
// //
# sh -2 1 F
,
, ’
// . _3 +
’ _3 +
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4. Exponentielle complexe, fonctions circulaires

4.1. Exponentielle complexe

Définition 4.37.

Pour tout complexe z = x + iy avec x, y €R, on pose e® = e*(cos(y)+ isin(y)).

Remarque
Lapplication exp : C — C n’est ni injective (pour tout z € C, exp(z) = exp(z + i27)), ni surjective (0 n'est
pas atteint).

Proposition 4.38.

L'application exp : C — C* est surjective.

Démonstration
Pour tout z = p.eie avec p >0, z =exp(In(p)+i0). [ |

Remarque

La non-injectivité de la fonction exponentielle pose probléme lorsqu'il s’agit de définir un «logarithme
complexe »; il faut alors se demander comment gérer les arguments de sorte a conserver la propriété de
morphisme : I'utilisation d'une telle fonction est en dehors du programme.

4.2. Fonctions trigonométriques circulaires

Commencons par rappeler les relations avec I’exponentielle complexe.

Proposition 4.39. Formules d’Euler

Pour tout x €R,
eix+e—ix eix_e—ix
cos(x)= ——, sin(x) = 7
I

Remarque

On peut alors établir un lien «formel » avec les fonctions hyperboliques qui permet entre autres de retrou-
ver les formules de trigonométrie

cos(x)=ch(ix) sin(x)=—ish(ix).

On veillera a ne pas utiliser ces relations dans nos raisonnements et a leur conserver leur réle mnémo-
technique.

Nous avons déja vu les formules d’addition. En voici une nouvelle application.
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Exemple

Calculons cos %" En utilisant que la somme des racines 5#¢mes de I'unité est nulle, on obtient
27 ar
14+2cos—+2cos— =0.
5 5
D’apres la formule de duplication du cosinus,
27 , 2T
1+Zcos?+2 2cos ?—1 =0,

donc cos & est une racine de 4X?+2X —1. Les racines de ce polynome sont %ﬁ. Or, Z [0, 7]

donc cos & > 0 et par conséquent, cos & = _1+‘/3.

On utilise aussi abondamment les formules suivantes pour le calcul intégral.

Proposition 4.40.

Pour tout x e R\ 7Z,
__ 42

cos(x)= !

(= T e

142’

ou t =tan .

On rappelle également I'expression des dérivées cos’ = —sin, sin’ = cos et tan’ = @ =1+ tan? qui per-

mettent d’obtenir les courbes suivantes.

sin

Ccos
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i A : i
! ! !
! ! !
! 21 ! !
! ! !
! ! !
! ! !
: i i : i >
L5 1% 0 15 2.2 3.8
! ! !
! > ! !
! ! !
! ! !
! ! !
! 1 ! !

4.3. Fonctions trigonométriques réciproques

-@- Définition 4.41.

> La fonction arccos :[—1, 1] — [0, 7t] est la bijection réciproque de cos: [0, t] —[—1,1].
> La fonction arcsin : [-1,1] — [—7F, 7] est |a bijection réciproque de sin:[—%, 5] —[—1,1].
> La fonction arctan: R —]— 7, 7| est la bijection réciproque de tan:]— 7, Z[—=R.

En appliquant le théoréme de la bijection, on a le résultat suivant.

Proposition 4.42.

Les fonctions arccos et arcsin sont dérivables sur ]—1, 1[, arctan est dérivable sur R. Les dérivées
correspondantes sont
arcsin’(y) = ! arccos’(y) = ! arctan’(y)= !
y)= y)= V=1 T+

T—y2 Ji=y2
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On en déduit les allures suivantes pour les courbes des fonctions circulaires réciproques

A

B
+
N

v
v

arccos : £ arcsin

[NE]
| -
>
N

N

F arctan

1l existe de nombreuses identités reliant ces fonctions entre elles.

Proposition 4.43.

b
Vxel-1,1], arccos(x)+arcsin(x)= 3
Démonstration
La fonction définie par le membre de gauche est continue sur [—1, 1], dérivable sur |—1, 1[. Sa dérivée est
nulle sur un intervalle, elle est donc constante; or, elle vaut % en 0 d’ou I'égalité annoncée. [ |
Remarque

Ce résultat peut se retrouver géométriquement pour x € [0, 1] avec de la trigonométrie élémentaire dans
un triangle rectangle dont I'hypoténuse est de longueur 1 et un autre coté de longueur x :

1
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Proposition 4.44.

Z  six>0,

* 1 —
YxeR*,  arctan(x)+arctan(1) { P six<o,

Démonstration

La fonction définie par le membre de gauche est continue sur R*, dérivable sur R*. Sa dérivée est nulle
sur RY et R*, elle est donc constante sur chacun de ces intervalles. On obtient le résultat en évaluant en
leten—1. |

Remarque
Une fois encore, ce résultat peut se retrouver pour x € [0,1] avec de la trigonométrie élémentaire dans
un triangle rectangle dont les deux cotés autre que '’hypoténuse sont de longueur x et 1 :

Par ailleurs, la propriété de bijection permet les simplifications suivantes (on fera bien attention aux
intervalles).

Proposition 4.45.

* Vye[-1,1], cos(arccos(y))=y * Vx€[0,m], arccos(cos(x))=x
* Vye[-1,1], sin(arcsin(y))= g

y * Yxe[-%, 5], arcsin(sin(x))=x
« VyeR, tan(arctan(y))=y * Vxe]-7%,%[, arctan(tan(x))=x

Conseils méthodologiques

Pour simplifier une fonction trigonométrique et une fonction trigonométrique réciproque, on
veillera a se ramener systématiquement a I'intervalle ou elles sont effectivement réciproques.

Remarque
On remarque bien qu’en général, arccos(cos(x)) # x comme on peut le voir sur la courbe représentative
suivante de arccoso cos.

v

27 -1 T 21

Pour justifier I'allure de cette courbe, trouvons, pour chaque x, un élément y € [0, 7t] tel que arccos(cos x) =
arccos(cos y) et donc arccos(cos x) = y.
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¢ Pour tout x €[0, 7], arccos(cos x) = x.
e Pour tout x € [, 0], arccos(cos x) = arccos(cos(—x)) =—x.

Plus généralement, fixons k € Z.
e Pour tout x € [2km,(2k + 1)1],

arccos(cos x) = arccos(cos(x —2km))=x —2km.
e Pour tout x €[(2k + 1)7t,(2k + 2)7],

arccos(cos x) = arccos(cos((2k +2)mr— x))=(2k +2)T— x.

Simplifions la fonction x — sin(arccos x).
Pour cela remarquons tout d’abord que arccos est a valeurs dans [—7, 7] et que sur cet intervalle

la fonction sin est positive. Ainsi, pour tout x €[—1,1],

sin(arccos x) = 4/ 1 —cos?(arccos x)
=4 1—x2
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Les premieres compétences a maitriser apres ce chapitre sont la manipulation d’inégalités, des valeurs
absolues, la lecture précise d'une courbe représentative de fonction et 'obtention de la courbe représen-
tative a partir d'un tableau de variation.

Le principal théoréme du chapitre est le théoreme de la bijection.

Théoréme de la bijection

Une fonction f continue strictement croissante sur un intervalle I réalise une bijection de I dans
I'intervalle f(I).Si, de plus, f est dérivable et que sa dérivée ne s’annule pas, alors f ! est dérivable
et

_1/ — 1
Yyef YW=y

Parmi les fonctions usuelles, certaines jouissent d’'une propriété de morphisme qui permet de les utiliser
pour simplifier les calculs.

Propriétés de morphisme

>Vx,y €R,
exp(x + y) = exp(x)exp(y).
>Vx,y €RY,
" In(x y)=In(x)+In(y).

>Vx,y ERY, Vr,s eR,

xr.xszxrﬂ, (xr)szxrs, (xy)rzxryr, xT= .

Les croissances comparées permettent de calculer un certain nombre de limites.

Croissances comparées

Pour tout r >0,
. Inx . x’
lim =0 lim — =0.
x—+o00 xT x—+00 g X

limx"lnx=0.

x—0

lim |x|"e*=0.
X——00
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Les fonctions trigonométriques hyperboliques sont définies a partir de '’exponentielle réelle.

Fonctions trigonométriques hyperboliques

e¥—e™* e*+e™* sh(x
sh:x—»T ch:xHT th: x— (x)

VxeR, ch?(x)—sh?(x)=1.

Rappelons le parallele avec les fonctions trigonométriques (circulaires).

Fonctions trigonométriques

. elx —g7ix el* 4 e7ix sin(x)
sin: x—-———  cOS:X— ———  tan:x— .
2i 2 cos(x)

VxeR,  cos?(x)+sin®(x)=1.

De nombreuses formules de trigonométrie complétent les formules d’additions déja étudiées dans les
chapitres précédents. Ici, on s'intéresse a leurs réciproques obtenues en se restreignant aux intervalles
idoines.

Fonctions circulaires réciproques

> La fonction arccos :[—1,1] — [0, 7t] est la bijection réciproque de cos: [0, t] —[—1,1].
> La fonction arcsin : [—1,1] — [—%, 7] est la bijection réciproque de sin:[—%, 5] —[—1,1].
> La fonction arctan: R —]— 7, 7| est la bijection réciproque de tan:]— 7, Z[—R.

Il estimportant de connaitre les courbes représentatives des fonctions usuelles et de savoir y reconnaitre
un certain nombre de propriétés.
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[ ]Ol®;

[ JOl®;

00O

Vrai ou faux ?

Vrai Faux
a) Le produit de deux fonctions impaires est une fonction paire.
b) Il n’existe pas de fonction a la fois paire et impaire. m] m]
N 2 s . 1
c) Ledomaine de définition de la fonction x — poweed estR%. O O
d) Lafonction partie entiére x — | x| est impaire. m| O
e) Une fonction T-périodique est aussi 1789T -périodique. O O
f) Lasomme d’'une fonction 3T -périodique et 2T -périodique est m] m]
6T -périodique.
g) Lacourbe représentative de la fonction cos est symétrique par rapport m] m]
al’axe d’équation x = 7.
h) Le point (7, 0) est centre de symétrie de la courbe représentation de la m] m]
fonction sin.
i) Lacourbe représentative de x — —f(1— x) est déduite de celle de f par ] O

symétrie autour du point (3,0).

j) Lafonction partie entiére est 1-périodique.

k) Le produit de deux fonctions croissantes est une fonction croissante.

I) Lafonction f : R — R est surjective si, et seulement si, toute droite
horizontale coupe la courbe représentative de f.

m) Pour tout x €[0, 7t], arcsin(sin(x)) = x.

n) Pour tout x € [—1, 1], cos(arccos(x))= x.

Exercices d’application du chapitre 4

Exercice 1
Montrer que la fonction f : x — In(+/x2 + 1+ x) est impaire.

Exercice 2
Considérons la fonction f : x — 5.
1. Calculer, pour tout x > 0, f(x)+ f(—x).
2. En déduire que la courbe représentative de f admet un centre de symétrie.

Exercice 3

Soit f : x — x+1 sixeq,
’ X sinon.

La fonction est-elle surjective de R dans R? injective? bijective?
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Chapitre 4 - Fonctions usuelles

Exercice 4
Soit a € R. Définissons f, : R — R par

x+a six=0,
f“(x)_{ X—a sinon.

Déterminer les réels a pour lesquelles f, est surjective.
Déterminer les réels a pour lesquelles f, est injective.

Exercice 5
Déterminer les réels x et y telsque (x +y)" =x"+ y+.

Exercice 6
Déterminer les réels x tels que cos(x — %) =sin(2x—Z).

Exercice 7
Déterminer les réels x tels que (cos x)* +(sinx)® = 1.

Exercice 8
1 _ 3

sin 15 COS 15

Calculer

Exercice 9
Soit n e N et x €R tels que x # 5[] et nx # Z[r]. Exprimer tan(nx) en fonction de tan(x).

Exercice 10
Déterminer les x € R tels que In(1 + x th(x)) = x.

Exercice 11
Trouver une condition nécessaire et suffisante sur a, b € R pour qu’il existe A € R* et ¢ € R tels que

VxeR, ach(x)+ bsh(x)= Ach(x + ¢).

Exercice 12
Déterminer les réels a > b pour lesquels le systeme

ch(x) + ch(y) =a
{sh(x) + sh(y) =b

admet des solutions.

Exercice 13

Montrer que, pour tout x # 0,
1 1 1

sh(x) th* thx’

n
En déduire une expression simple de m puis sa limite quand n tend vers +00.
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Exercice 14
Reconnaitre les courbes représentatives de x — arccos(x), x — —arccos(x), x — arcsin(x), x — arcsin(—x)
et x — 7 —arccos(x) sur la figure suivante

Exercice 15
Calculer arcsin % + arcsin %

Exercice 16
Calculer f(x)=arcsin x +arcsinv'1— x2 pour x €[0, 1].

Exercice 17
Montrer que, pour tout x > 0, arctan ‘/—1} = arcsin

1
Vx+1°
Exercice 18

Montrer que arctan(2+/2)+ 2 arctan(v/2) = .
En déduire la valeur de arctan ( ﬁ) +2arctan ( 1/%)

Exercice 19
On admet I'égalité suivante entre complexes
(8+i)°(57+1)*(239 + i) = 150837781250 + 1508377812501

En déduire la formule

T 1 1 1
— =6arctan — + 2arctan — + arctan —.
4 8 7 239

Exercices d’approfondissement du chapitre 4

Exercice A
Soit k > 0. Une fonction f : R — R est k-lipschitzienne si

Vx,yeR, [f(x)—fy)<klx—yl.
On admet qu'une fonction k-lipschitzienne est continue. Par ailleurs, pour une fonction f : R — R, on
définit les fonctions partie positive et partie négative de f par f, : x — (f(x))" et f.: x — (f(x))”
Montrer quesi f : R — Rest k-lipschitzienne, alorsles fonctions f, et f_sontaussi k-lipschitziennes.
Soit f : R — R telle que f, et f sont k-lipschitziennes. Montrer que f est k-lipschitzienne.
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Chapitre 4 - Fonctions usuelles

Exercice B

noo
Déterminer I'abscisse du premier maximum local sur R* de f:x — ». w
k=1

Exercice C
Soit t4, ..., t3 € R. Montrer qu’il existe deux entiers distincts i, j €[1,13] tels que
0<— <2-43.
1+t

On pourra calculer tan 5.

Exercice D
Notons dans cet exercice f la fonction arctan.
Montrer que, pour tout n € N\ {0} et tout x € R,

F"(x)=(n—1)(cos f(x))" sin(n (f(X)-i- —))

Déterminer les zéros de ") pour tout n € N\ {0}.

Problemes du chapitre 4

Probleme 1 Majoration de Huygens

Soit f: x — 2sinx +tanx —3x.
a. Justifier que f est dérivable et calculer sa dérivée.
b. Déterminer le signe pour x €[0,1] de la quantité 2x3 —3x2 +1.
c. En déduire que

U
Vxe[O,E[, 2sinx +tanx > 3x.

d. Linégalité est-elle encore vraie pour x €]%, 372

A-t-on 'inégalité 2shx +th x > 3x pour tout x €R, ?

Probleme 2
Rappeler (sans démonstration) la formule donnant tan(x + y) en fonction de tan x et tan y pour
des réels x et y pour lesquels ces trois termes sont définis.
Calculer arctan a +arctan b pour
a. a,bel0,1]
b. a>0>b
a. Préciser, pour tout k €N, arctan(k + 1)—arctan(k).

b. En déduire lim i arctan -
Soit (F,),, la suite de Eﬁonacci définie par F, =0, F =1 et
VneN, Foip=F,+ F,1.
a. Montrer que, pour tout n €N,

F2

n+1

_FnFnJrZ:(_l)n-
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b. Montrer que, pour tout 7 € N\ {0},

1
arctan + arctan =arctan —.
n+1 2n+2 2n
n
c. En déduire lim Y’ arctan z;—.
k=0
Probleme 3 Trigonométrie lemniscatique
Partie A
x_ 1

Notons, pour tout x €[0, 1], £(x)= fo T dr.

Justifier que I'application x — £(x) définit une application strictement croissante sur [0, 1[ que I'on

notera {.

Montrer que ¢(x) < arcsin x pour tout x € [0, 1[ puis en déduire que ¢ admet une limite finie en 1
que I'on notera o (mais que I'on ne calculera pas).
On étend ¢ en une nouvelle application de [—1, 1], encore notée ¢, définie par

£(x) six€[0,1],
X — o4 six=1,
—((—x) sinon.

Montrer que ¢ est une bijection entre [—1,1] et un intervalle I que 'on précisera.
Partie B - Sinus lemniscatique

Définissons la fonction sinus lemniscatique sl comme la bijection réciproque de ¢ sur I'intervalle I, pro-
longée par symétrie par rapport a I'axe d’équation x = o puis par 40 -périodicité.
Calculer sl(ko) pour tout k € Z.
Montrer que sl est continue, dérivable puis deux fois dérivable.
On pourra admettre la dérivabilité aux points ko si l'on n'a pas encore repris la notion de dérivabi-
lite.
Partie C - Une équation différentielle

Considérons (E) I'équation différentielle y” +2y3=0.
Montrer que la fonction sl est solution de (E).
Considérons y une solution de (E).
Montrer que la fonction (y’)? + y* est constante. Notons-la 7.

Déterminer I'application x — ¢ (r‘% y(x)) sur les intervalles o1 y’ > 0.
En déduire les solutions de (E) dont la dérivée reste positive.

Partie D - Cosinus lemniscatique

Définissons la fonction cosinus lemniscatique cl par
sl'(x
Vx eR, cl(x)= #
1+sl%(x)

Simplifier la fonction x — cl?(x)+ sl?(x) + cl?(x)sl*(x).

Calculer cl’ puis montrer que cl est solution de I'équation (E).

Montrer que, pour tout x € R, cl(x)=sl(o — x).

Calculer, pour tout (x, y) € R?, sl(x + y) en fonction de cl(x), cl(y), sl(x) et sl(y).
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Corrigés des Vrai/Faux

a) Vrai.

b) Faux:ily ala fonction nulle.

c) Vrai.

d) Faux:|[1.5|]=1et|—1.5]=—2#=*1.

e) Vrai et d’ailleurs, pour tout n € Z, elle est aussi n T -périodique.
f) Vrai.

g) Faux. Par exemple, cos 7 # cosO0.

h) Vrai car, pour tout x € R, sin(27 — x) = —sin x.

i) Vrai.

j) Faux car, pour tout x €R, [x +1|=|x]|+1.

k) Faux, cela dépend du signe des fonctions.

) Vrai.

m) Faux car arcsin est a valeurs dans [—%, %] donc arcsin(sin(x)) # x pour x > 7.

n) Vrai.

Corrigés des exercices d’application
du chapitre 4

Exercice 1

La fonction f est définie sur I'intervalle R qui est symétrique par rapport a 0. De plus, pour tout x € R,
en multipliant par la quantité conjuguée,

ﬂ—ﬂ=hmJﬁ:T—m:m((xLHfWXfﬁ¢T+ﬂ)

(Vx2+1+x)
1
s el

En conclusion, f estimpaire.
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Remarque
La fonction f considérée n’est autre que la bijection réciproque de sh, habituellement notée argsh. En

effet, pour tous x, y €R,

y=sh(x)=2y=e*—e”*

S e —2ye*—1=0
Sefe{y+vy2+1,y—+y2+1}
Set=y+4yy2+1 cary—+/y2+1<0

< x=f(y)

Exercice 2
1. Pour tout x >0,

1 1

fx)+ fl=x)= or_1 + o=
1

= + = =—1.

ex—1

2. Pour tout x >0, f(0+ x)+ % = —% — f(0— x) donc le point (0,—%) est centre de symétrie de la courbe
représentative de f.

Exercice 3

Montrons que la fonction f est bijective. Remarquons tout d’abord que f(Q) c Q et f(R\Q) c R\ Q. Soit
y €R. Cherchons les antécédents de y.

e Si y €Q, alors les antécédents de y appartiennent nécessairement a Q d’apres la remarque liminaire
et on trouve que f(x)=y si, et seulementsi, x =y —1.

* Sinon, les antécédents de y appartiennent nécessairement a R \ Q et on trouve que f(x) = y si, et
seulement si, x = y.

Ainsi, tout réel y admet un unique antécédent et donc f est bijective de R dans R.
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Corrigés

Exercice 4

Pour bien visualiser la situation il est bon de commencer par tracer la courbe représentative de ces fonc-
tions. Voici, par exemple, le tracé des courbes représentatives de f; etde f ;.

\

Nous allons montrer que f;, est surjective si, et seulement si, a < 0 et injective si, et seulement si, a > 0.
1. Remarquons que f,(R,)=[a,+o0o] et f,(R*)=]—0c0,—al : ainsi,

fa(R) = fa(RJr) U fa(Ri) =]—o00,—alU[a,+oo[.
Sia <0, alors —a > a et donc f(R)=R: f, est surjective. Sinon, 0 €]—a, a[ donc 0 ¢ f,(R): f, n’est pas
surjective.
2. Sia <0, alors 0 admet deux antécédents par f : a € R_ et —a € RY. Sinon, le seul antécédentde y > a

est x =y —a €R,;leseul antécédent de y < a est x = y + a € R* ; enfin les réels de I'intervalle [—a, a|
n'admettent aucun antécédent. En conclusion, f;, est injective dans ce cas.

Exercice 5
On rappelle que pour tout z €R, z* = 1(z + |z|). Par conséquent, I'équation se réécrit

x+y+lx+yl=x+|x[+y+|yl,
soit encore |x+ y|=|x|+]|y|. D’apres le cours, cette égalité n’est réalisée que lorsque x et y sont de méme

signe.

Exercice 6
Rappelons que, pour tout 6 € R, sinf = cos(g — 6’). Ainsi, 'équation se réécrit

b T T
cos(x——):cos(——2x+—).
4 2 3

Par conséquent, les solutions sont les x tels que

T T U
X——=——2x+—[27]
4 2 3
ou
s s U
X—— =—(——2x+ —)[Zn].
4 2 3
On trouve donc I'’ensemble des réels x tels que
13727 7
:—[—] ou x=—[2m].
36 -3 12
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Exercice 7
Pour tout x € R, (cos x)* < (cos x)? et (sin x)® < (sin x)?. Par conséquent,
1 <(cos x)* +(sin x)°® < (cos x)* +(sin x)° < (cos x)* +(sin x)* = 1.

Ainsi, pour une solution x de I'équation, chaque inégalité intermédiaire est une égalité soit (cos x)* =
(cos x)? et (sin x)® = (sin x)? ce qui se traduit encore par cos x € {0,+1} et sin x € {0,£1}. Les seules solu-
tions sont donc les éléments x de 7 Z.

Exercice 8
Commencons par mettrel’expression au méme dénominateur; le numérateur est alors dela forme a cos 6+
b sin 0 et il est factorisé par v a2 + b2 pour reconnaitre une formule d’addition.

1 V3 2 1 m V3 . m
—= —=— —| =€0S — — —sin —
siny C€OSyg Sin{zCos{z \ 2 18 2 18

4 (T T 4 1
:,—nsm(———): ——sin—=4
sin2 5 6 18 sin 9

Exercice 9
Par définition de la fonction tan et avec les formules d’Euler,
sin(nx) el —lgpin
tan(nx)= =—i— —,
cos(nx) einx 4 g—inx

De plus, la formule du bindme de Newton donne

e!"* = (cos(x)+isin(x))"

= Z (n) cos(x)" % i* sin(x)F
k=0 k

=cos(x)" Z (Z)lk tan(x)*.

k=0
De méme,
; " n
e " =cos(x)" ( )(—i)k tan(x)~.
k
k=0
En combinant ces résultats, on obtient

(1) (i* = (—i)*) tan(x )

M=

=
Il
o

tan(nx)=—i
(1) (i* + (—i)k) tan(x )k

M=

T
(=1

Ces sommes se simplifient alors en

i (Dei* tan(x) Y ()1 tan(x)t

tan(nx)=—i =
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Exercice 10

Remarquons tout d’abord que le membre de droite est bien défini pour tout x € R puisque x — x th(x)
est a valeurs positives.

Léquation se réécrit 1+ x thx = e*. Etudions f : x — 1+ x th(x). Comme th est a valeurs dans [—1, 1], on
obtient 1 < f(x)<1+|x]|.

e Pour x =0, 'équation est satisfaite.

* Pour x €R?, il n'y a pas de solution puisque e* > 1+ x > f(x).

* Pour x € R*, iln'y a pas de solution puisque e* <1 < f(x).

La seule solution est x =0.

Exercice 11
Si I'équation est satisfaite, alors a = Ach(y) (en évaluant en x = 0) et b = Ash(y) (en dérivant puis en
évaluant en x = 0). Par conséquent, |a| > |b| d’apres I'inégalité correspondante entre les fonctions ch et
sh.
Réciproquement, supposons |a| > |b|. Définissons A € R* par A?> = a?—b? et aA > 0 (donc A et a sont de
méme signe). Comme A? < a?, 4 > 1 donc il existe p €R tel que § = ch(yp). Ensuite a = Ach(¢p) puis
b? = a®— A* = A*(1—ch®(p)) = A%sh*(p).
Quitte a changer ¢ en —¢ (ce qui ne perturbe pas la relation a = Ach(p)), on a b = Ash(y). Ainsi, pour
tout x € R,
ach(x)+ bsh(x)= Ach(y)ch(x)+ Ash(¢)sh(x)
= Ach(x + ).

Remarque
D’apres le cours, pour factoriser un terme de la forme a cos(x) + b sin(x), on met en facteur v a2+ b2.

L'analogue en trigonométrie hyperbolique est donc : pour factoriser un terme de laforme ach(x)+bsh(x),
on met en facteur v a2 — b2.

Exercice 12
Posons X = e~ et Y =e?. Le systeme se traduit alors par
1 1 _
{ X+x + Y+y =2a
X - X P Y -y = Zb
Avec l'opération élémentaire L, < L, + L,, ce systeme est équivalent a
{ X + Y =a+b
1 1 _
K=x + W=3 =2b
En substituant la premiére équation dans la seconde, on obtient

{X + Y =a+b
1 1

bd + ¥y =a-— b
Ainsi, le systéme initial est équivalent a la résolution dans (R*)* de X +Y =a+b et XY = 4tb | donc a
I'existence de racines dans R} du polynéme

X2—(a+b)X+M =0.
a—b
Le discriminant est A = Zig (a? — b?—4). Les racines sont réelles si, et seulement si, a*> > b? + 4 et, dans
ce cas, les racines sont strictement positives (car a + b > vA).
La condition recherchée est a®> > b? +4.
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Exercice 13
> Pour tout x #0, thx #0 et th 5 #0. Ainsi,
11 ch3shx —sh3chx _ sh(x—%) _ 1
thy thx sh3shx shishx  sh(x)’

> Pour tout x # 0, la somme est télescopique

z 1 o1 L |
Z sh(2k x) :Z ch"Tx _Z th2kx

k=0 k=0 k=0
1 1
thi th2rx’

n
. _ . 1 _ 1 _
Or, xl—l»gloo thx =1 donc hrrlnkz::o ) = BT 1.

Exercice 14
> Les tracés des courbes des fonctions x — arccos(x) et x — arcsin(x) sont donnés dans le cours. Par
ailleurs, la fonction x — 7 —arccos(x) est x — arcsin x donc cette courbe est déja connue.

> La courbe de la fonction x — —arccos(x) est symétrique par rapport a I'axe des abscisses de la courbe
de x — arccos(x) soit

> La courbe de la fonction x — arcsin(—x) = —arcsin(x) est symétrique par rapport a I’axe des abscisses
de la courbe de x — arcsin(x) soit

Exercice 15
Notons a =arcsin £ +arcsin 3 et calculons sin« avec la formule d’addition.

i 3 5 5 3
sin = — cosarcsin — + — cosarcsin —.
5 13 13 5
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Corrigés
Par ailleurs, pour tout ¢ € [—1, 1], cosarcsin ¢ = +/1— ¢2 (car cos® +sin® = 1 et cos est positif sur arcsin[—1,1] =

[—%,%]) donc
. 3 52 5 32 56
sina=-\|1-—+—\|1—-—=—.
5 132 13 52 65

0 3 1 5 1 G ) q 2 2
Remarquons ensuite que 0 < = < et <~ (simple vérification en élevant au carré) donc, par
croissance de la fonction arcsin,

0<a<?2 in L T
<a<2arcsin— = —.
V2 2

Par conséquent, a = arcsin(sin &) = arcsin g—g.

Exercice 16

Remarquons tout d’abord que f(x) est entre 0 et 7 car chacun des termes appartient a [0, 2 ]. Par ailleurs,
pour tout x €[0, 1], la formule d’addition donne

sin(f(x)) = sin(arcsin x) cos(arcsin v' 1 — x2) + cos(arcsin x)sin(arcsin v 1 — x2)

2
=xV 1—-vV1—x2 +vV1—x2v/1—x2=x*+1—x*=1.

En conclusion, f(x)= % pour tout x [0, 1].

Remarque
D’autres moyens de résolution étaient envisageables et tout aussi efficaces :

> On aurait également pu montrer que la fonction f est continue sur [0, 1] et dérivable sur 0, 1[ a dérivée
nulle; ainsi, f est constante et f(0)= 7.

> On aurait enfin pu considérer la somme des angles dans un triangle rectangle dont les c6tés ont pour
longueur 1, x et /1 — x2 (d’apres le théoreme de Pythagore) :

Vv1—x2

X

La quantité f(x) estla somme des deux angles contre I’hypoténuse donc vaut 71— % = 7.

Exercice 17

Considérons un triangle rectangle dont les cotés ont pour longueur 1, 4/x et v x + 1 (pour ’hypoténuse
d’apres le théoreme de Pythagore) :

vx+1

VX

D’apres les relations trigonométriques dans un triangle rectangle, I'angle indiqué sur cette figure admet

pour tangente ‘/Lf et pour sinus ﬁ d’ou1 I'égalité recherchée.
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Exercice 18
1. D’apres la formule d’addition de tan,

tan(2arctan(v'2)) = —— =—2v2.
an( arctan( )) - ﬁz
Par ailleurs,
tan (7‘[ — arctan(zﬁ)) =tan ( — arctan(Zﬁ)) =—tan ( arctan(Z\/f)) =—242.

Or, par définition de arctan, les deux valeurs 2 arctan(+/2) et 7 —arctan(2+/2) appartiennent 2 ]0, [ donc
sont égales.

2. D’apres le lien entre arctan x et arctan %, ona

arctan ( #E) +2arctan ( \/%) = g —arctan(2v2)+ 2(% —arctan( 1/5))

= S—TE — ( arctan(2v2) + 2 arctan(\/i))

T

Exercice 19

) . . _ 0 _ J/
Rappelons tout d’abord que si x +iy =re'” avec x €R*, y €R, r €R*, § €R, alors tan§ = .
> Le résultat proposé par I'énoncé indique que la quantité

1 1 1
tan (6 arctan — + 2 arctan — + arctan —)
8 57 239

vaut
150837781250
150837781250

)

donc 6arctan é +2arctan % +arctan ﬁ = Z[r].

Pour obtenir une égalité a la place d'une congruence on va chercher a localiser le membre de gauche
dans un intervalle de longueur inférieure a 7.

> Soit ¢ = tan 75. D’apres la formule d’addition de la fonction tan,

2t " s 1
—— =tan— = —,
1—12 6 43
donc en résolvant cette équation de degré 2, t =2—+/3= 7= >, C'est-a-dire arctan < {;.
Immédiatement, avec la croissance de la fonction arctan,

1 1 1 1
0 < 6arctan — + 2arctan — + arctan — < 9arctan —
8 57 239 8
T 3n
12 4°
En conclusion,

1 1 1 b
6arctan — +2arctan — +arctan — = —.
8 57 239 4
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Corrigés des exercices d’approfondissement
du chapitre 4

Exercice A

1. Supposons que la fonction f est k-lipschitzienne. D’apres la définition de partie positive, f, =
Par conséquent, pour tous x, y €R,

IS
7o

1
If(x)=f(y)l < Elf(X)—f(y)ﬂL |f(x)=1f(y)

If fJ/)|+—||f(XI—|f

<If —f<klx—yl.

Ainsi, f, est k-lipschitzienne. On procede de méme pour f-.

2. Supposons que les fonctions f, et f_ sont k-lipschitziennes. Alors, f = f, — f_ est continue comme
différence de deux fonctions continues. Considérons x, y €R.

* Silesvaleurs f(x) et f(y) sont positives, alors

If ()= =1fx) = £V < klx =yl

On procede de méme si les valeurs de f(x) et f( y) sont négatives.

* Sinon, on peut supposer, sans perte de généralité, que f(x) > 0 et f(y) < 0. D’apres le théoreme des
valeurs intermédiaires appliqué a f, il existe z entre x et y tel que f(z) = 0. Introduisons cette valeur
dans notre calcul

[f(x)=fFI=1f(x)+ ()
=|filx _f+(z +f .V)_f
<Ifilx)= @I+ (y)—f(= |
Sklx—zl+k|y—z|§k|x—y|,

ol pour la derniere inégalité, nous avons utilisé que z est entre x et y.
En conclusion, la fonction f est k-lipschitzienne.

Exercice B

n
Remarquons tout d’abord que la fonction f est dérivable de dérivée f”: x — > cos(k x).
k=1
Calculons cette dérivée sur ]0,27[ en repassant par les parties réelles :

=Zn:£ﬁe(e”€x)
k=1
n
:me(zeikx)
k=1

_ ei[n+1)x

ZW(eIT)

25)

sin(3x)

_ sin(

LS

cos( % x).
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Ainsi, le premier zéro de f’ sur R* esten x, = ;7 etla dérivée est positive avant et y change de signe (car
dans I’expression seul le cosinus change de signe).
n

Lextremum local recherché est donc f(x,)= Z
k=1

. km
sm(n—_H)
% -

Exercice C
Commengcons par montrer I'indication. On sait que tan § = ‘/% donc ¢ =tan {5 vérifie

1 2t

V3 1-12
Comme £ > 0, on a, en résolvant cette équation de degré 2, t =2—+/3.

Revenons au probleme de départ. Considérons desréels 0, ..., 015 € |- %, Z[ tels que, pour tout k €[1,13],
ty = tan 6. On cherche donc deux entiers distincts i, j € [1,13] tels que 0 < tan(f; — 6;) < tan 7 soit

encore, avec la croissance de la fonction tan sur ]—%, g[, telsque 0<0;—0 ;i < .

En recouvrant l'intervalle |—%, Z[ en 12 sous-intervalles de longueur %, on obtient que deux des 13 réels
0y, ..., 613 sont dans le méme petit intervalle donc séparés par moins de 7.

Exercice D

1. Procédons par récurrence.
e Pour n=1ettout x €R,

1
cosf(x)sin(f(x)+ g) = cos® f(x)= T+ f(x)
1
- 1+ x2 :f,(x)'

 Soit n €N\ {0} telle que la propriété soit vraie au rang n. Alors, pour tout x €R,

FU )= (£ (x)

=(n—1) (_nf’(x)Sjnf(x)(cosf(x))n_l sin(n(f(x)"‘ g)))
+ n!f’(x)(cos f(x))" COS(" (f(x) + g))

= nf’(x)(cos f(x))"! cos((n F1)f(x)+ ng)

= nl(cos f(x))"'sin ((n + 1)( flx)+ g))

2. Comme | est a valeurs dans ]— 3, %[, cosof ne s’annule jamais. Par conséquent, f(x) = 0 si, et
seulement si, sin(n (f(x)+ %)) =0, c’est-a-dire f(x)+ % € ZZ. Les zéros de ") sont donc les
T T 1
tan(—— + k—) Se——=
2 n tan(kZ)

avec ke[1,n—1].
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Corrigés des problemes du chapitre 4

Probleme 1
1. a. La fonction f est dérivable comme somme de fonctions dérivables. On trouve immédiatement,
pour tout x €[0, 7[

, 1 2cos® x —3cos? x +1
fi(x)=2cosx+ —3= .
cos2 x cos2 x
b. Lafonction ¢ : x — 2x3—3x2+1 est dérivable de dérivée p’(x) = 6(x%—x) < 0. Ainsi, ¢ est décroissante
avec ¢(1)=0. Par conséquent,
Yxe[0,1], 2x*—3x*+12>0.

c. D’apres les deux questions précédentes, la fonction f est croissante sur [0, Z[. Comme f(0) =0, f est
positive sur cet intervalle et donc

v
Vxe[O,E[, 2sinx +tanx > 3x.
d. Linégalité n’est pas vraie pour x €]7, 37“[ car la limite de f en —7 par valeurs positives est —oo : la
fonction n’est donc pas positive sur cet intervalle.
2. Laméme méthode permet de vérifier cette inégalité.

Probléeme 2

t S
1. Comme vu dans le cours, tan(x + ) = 12 crany -

2. Notons x = arctana + arctan b. Alors, avec la question précédente

a+b
tan x = .
1—ab
Or, dans les deux cas, x €]— 7, 5[ car
a. arctana et arctan b appartiennent a [0, Z[.
b. arctana €0, 5[ et arctan b €]—%,0].
a+b

Par conséquent, x = arctantan x = arctan {=.
3. a. Avecla question précédente,
arctan(k + 1)—arctan(k) = arctan(k + 1) + arctan(—k)
" k+1—k "
=arctan ————— =arctan ——.
1+k(k+1) k2+k+1
b. Pour tout n €N, on obtient par télescopage
Z 1

arctan ————— =arctan(n + 1) —arctan(0).

S i g st D

Par conséquent,

n
S arctan ——— — =
pn k2+k+1 27
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4. a. Notons, pourtoutn €N, u, = Fn2+1 —FE,E,,.Alors, uy =1 et, pour tout n €N,

Upy1 = F,,2+2 —F1(Fugo + Fpp1)
=FEo(Fpi2—Fia)— F,,ZH
= FuuoFy— Fpyy =—Up.
Le résultat suit immédiatement pour cette suite géométrique de raison —1.

b. On applique encore la formule d’addition : pour tout n € N\ {0},

1 1
F2n+1 + FZn+2
_ 11

B Bnga

F2n+1 + 571-%—2
F2n+1FZn+2 -1

L Bn FZn+l + FZn F2n+2
En i F2n+1 FZn+2 —1

2
= arctan L EonFon1 + By 1

2n F2n+1 FZn+2 —1

+ arctan
2n+1 n+2

arctan

= arctan

= arctan

= arctan

1
=arctan —.
n

c. Notons, pour tout 7, S, = >} _ arctan .—. Pour tout n € N\ {0},

S, + arctan =§,_; +arctan + arctan

n+2 n+l1 n+2

1
=S§,_; +arctan —.
n

2 _ 1 _ 1 _T 3 n
Par récurrence, S, = S, + arctan F —arctan p——. Comme F, — +0c0 et § = 7, on obtient S, — 5.

Probleme 3
Partie A
1. Lapplication x — £(x) est strictement croissante car, pour tous y > X,
|
{(y)—t(x) =£ e dtr>0.

2. Pour tout x €[0,1[, x* < x? et donc
1 1
< .
1—x4 1—x2
En passant a la racine puis en intégrant de 0 a x, on obtient I'inégalité ¢(x) < arcsin x pour tout x € [0, 1.
Par conséquent, £ est majorée par 5. Comme ¢ est croissante, £ admet un limite finie en 1.
3. Par construction, ¢ réalise une bijection entre [0,1] et [0,0]. Comme la fonction ¢ est impaire, elle
réalise une bijection entre [-1,1] et [-0,T].

Partie B - Sinus lemniscatique
1. La 4o-périodicité permet de réduire a quatre les cas a étudier.

e Pour k =0[4], sl(ko)=sl(0)=0 car £(0)=0.
e Pour k=1[4],sl(kg)=sl(oc)=1car{(l)=0.
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e Pour k =2[4], sl(ko)=sl(20) =sl(0) = 0 par la symétrie de sl.
e Pour k =3[4], sl(ko)=sl(—o)=—1car{(—-1)=—((1)=—0.
2. > Lapplication sl est clairement continue sur R et de classe 62 sur R\ {2k +1)o, k € Z}. De plus, pour

tout x €]—o, 0],
sl'(x)= _ Vv 1—sl*(x).

/(sl(x))

Par conséquent, sI’ — 0 en 0. Comme sl est continue en o et que sa dérivée admet la limite finie 0 en o,
sl est dérivable en o et sI'(0)= 0. On procéde de méme en —a.
> Pour tout x €]—o, 0],
—2sB3(x)sl'(x
sl”(x)= Z2st)slx) _ —2s13(x).
1—sl*(x)
De plus, le taux d’accroissement admet une limite finie :
sl(x)—1  /1—sl*(x)—1

xX—0 xX—0o
_sl(x) —sB3(x)
x—=0 /1 sl (x)+1
—3
— sl’(U)T =0

On conclut ainsi pour la dérivée seconde en o. On procéde de méme en —o.

Partie C - Une équation différentielle

1. Ceci est une conséquence directe de I’expression trouvée a la question 2 de la partie précédente.
2. Dérivons la fonction (y’)? + y*.

/i

(" P+yY=2y'y"+4y'y?
=2y'(y"+2y%=0.
En conclusion, la fonction ( yl’ ) + y* est constante.
3. Lapplication ¢ : x — £(y~1 y(x)) est dérivable de dérivée
PO 0 4 MY R b 15 Y
V1-rly(x)?*  V1-rly(x)p

En intégrant, on obtient que ¢ : x — y% x+ C avec C €R.
4. Eninversant ¢, on obtient que les solutions de E dont la dérivée reste positive sont de la forme

X Hy%sl(7%x+ C)

avec C € R.
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Partie D - Cosinus lemniscatique
1. Pour tout x €R,
cl?(x) + sI2(x) + cl?(x)sl?(x) = (1 + sI(x))cl(x) + sl (x)

sl?(x)

= le X
1+sP(x) (x)
1—sl* 12 IS
-5 (x)+sz(x)+s (x) =1 carsl? +sl*=1.
1+sl“(x)

2. > Par définition, la fonction cl est dérivable et, pour tout x €R,

sl”(x)(1 + s?(x))—2sl”?(x)sl(x)

c'(x)=

(x) (1+s?(x))2
_ —2sl(x)
S 1+sP(x)

> En dérivant a nouveau, on obtient
1—sl?
o (x)= —Zsl’(x)s—z(x)
(1+sl9(x))?
1/3
zg_igL:Q&m.
(1+s1%(x))3

Par conséquent, cl est solution de (E).
3. Remarquons que (cl')?>+(cl)* doit étre une fonction constante y d’apres la question D2. Or cette constante
y vaut ici (cl')2(0) + (cl)*(0) = 1. Ainsi, la dérivée de cl ne s’annulant pas, on obtient qu’il existe C € R tel
que

Vx eR, cl(x)=sl(x+C).

Par ailleurs, en évaluant en x =0, on obtient sl(C) =1 donc C = o[40]. Ainsi, pour tout x € R,
cl(x)=sl(x+o)=sllo—x).
4. Pour tout (x, y) € R?, posons

_ sl (y)+sI'(x)sl(y)
o y)= 1+s%(x)sl3(y)

On vérifie rapidement que, a s fixé, x — @(x, s — x) est constante et égale a (0, s —0) = sl(s). Par consé-
quent,

sl(x)sl’(y) +sl'(x)sl(y)
1+s2(x)sl(y)

Ces fonctions trigonométriques sont dites lemniscatiques car la fonction ¢ correspondant a un calcul de
longueur d’arc sur la courbe appelée Lemniscate de Bernoulli

sl(x+y)=
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Equations

differentielles

1. Généralités — 2. Primitives — 3. Equations linéaires d’ordre 1

— 4. Equations linéaires d’ordre 2

Objectifs et compétences du programme

Connaitre le vocabulaire des équations différentielles.
Déterminer une primitive d'une fonction simple.

Résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
Résoudre une équation différentielle linéaire d'ordre 2 a coefficients
constants.

Josef Hoéné-Wronski, mathématicien et scientifique polonais (1776-

1853)

versitaires en philosophie et en mathématiques.

terrain).
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Il demeure un personnage a part dans I'histoire des mathématiques. Ini-
tialement soldat dans I'armée polonaise, il entreprend des études uni-

Aprés une révélation mystique, il consacre 1'essentiel de son énergie a
établir une théorie messianique mais préserve un peu de temps pour
écrire quelques mémoires mathématiques o1 I'on trouve notamment
des déterminants, désormais appelés « wronskiens », qui permettent
d’étudier certaines propriétés quantitatives des solutions d’équations
différentielles linéaires. Toutefois, son tempérament et son style confus
compliquent la réception de ses travaux. Il finira par se mettre a dos
quasiment tous les mathématiciens de I’Académie avant de s’exiler a
Londres (ot il entreprend notamment de construire des véhicules tout



Dans ce chapitre, on apprend a résoudre des équations différentielles linéaires simples : les équations
d’ordre 1 a coefficients quelconques et les équations d’ordre 2 a coefficients constants. Partant d’équation
d’inspiration physique, on découvre peu a peu la structure de I'ensemble des solutions et les méthodes
pour déterminer cet ensemble. On insiste particulierement sur le résultat d’existence et d'unicité pour
une solution vérifiant des conditions initiales données.

1. Généralités

1.1. Définitions générales

Une équation différentielle est une équation (définie sur un intervalle donné) dont I'inconnue est une
fonction y, reliant les dérivées successives de I'inconnue prises avec le méme argument. Lordre de la
plus importante dérivation apparaissant dans I'équation est appelé ordre de I'équation.

Une équation différentielle d’ordre k est sous forme résolue si elle peut s’écrire sous la forme

y P = Flx, y(x), ..., y*D(x)).

Exemple
Lordonnée y d'un point de masse m a l'extrémité d’un ressort vertical de coefficient k est solu-
tion de
my”(x)=—ky(x)
y
Exemple

L'angle d'un pendule simple de longueur [ est solution de

y”(x)=—§ sin(y(x))— ky/(x).
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Le terme —k y’ est un terme de frottement.
Sion oublie le terme de frottement (c’est-a-dire k = 0), on peut réécrire différemment1'équation;
multiplions par y’ et intégrons

Lo, w_8&

E(y (x)) ZTCos(y(x))+ C, avec C €R.

On reconnait '’équation de conservation de I'énergie (potentielle et cinétique).

Remarque
Toutes les équations de ces exemples sont d’ordres 1 ou 2. La variable x n'y apparait pas : on dit de ces
équations qu’elles sont autonomes.

La derniére équation n’est pas sous forme résolue.

1.2. Equations différentielles linéaires
Une équation différentielle linéaire est une équation de la forme
k
> ai(x)y(x) = b(x).
i=0

Les fonctions ay, ..., a; sont appelées coefficients de I'équation.
La fonction b est appelée second membre de I'égquation. Une équation dont le second membre est
identiquement nul est homogene.

Remarque
Cette équation est appelée linéaire car I'application ¢ : y — zf:() a;.y"V estlinéaire, c’est-a-dire que pour
toutes fonctions y et z et tous réels A et u,

Ay +uz)=Ap(y)+pp(2).

Pour étudier une équation différentielle linéaire ¢(y)= b, on commence toujours par étudier I'équation
homogene associée ¢(y)=0.

En physique, on comprend le second membre comme le signal d’entrée et 'équation homogene décrit
donc le régime libre du systéme.
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Définition 5.2.

Un probléme de Cauchy consiste a chercher les solutions d'une équation différentielle d’ordre k sur
I'intervalle I étant données les valeurs de y(a), ..., y*~D(a) pour un a € I donné, appelées condi-
tions initiales.

Un probleme de Cauchy en cinématique consiste a déterminer la trajectoire d'un mobile a partir de
I'équation du mouvement et de conditions initiales : la position et la vitesse & un instant donné.

1.3. Structure de I’ensemble des solutions

Les trois propositions suivantes découlent d’'un simple calcul exploitant la linéarité de la dérivation.

Proposition 5.3.

Soit f et g solutions d’une équation linéaire homogene (E), A, u des réels. Alors A f + g est encore
solution de (E).

En d’autres termes, I'ensemble des solutions d’'une équation différentielle linéaire homogeéne est non
vide et stable par combinaison linéaire (on verra plus loin que la structure algébrique correspondante
est celle d’espace vectoriel).

Proposition 5.4.

Soit (E) une équation différentielle linéaire avec second membre et z une solution de (E).
Alors, toute solution de (E) s'écrit comme somme d’une solution de I’équation homogéne associée
a(E)etde z.

Proposition 5.5. Principe de superposition

Soit A, u €R et y;, ¥» des solutions de deux équations linéaires de méme équation homogene et de
seconds membres f; et f,. Alors, la fonction Ay, + uy, est solution de I'équation linéaire de méme
équation homogeéne avec le second membre Af; +uf>.

Cette derniére proposition permet de se ramener a deux problémes plus simples lorsque le second membre
est somme de deux fonctions élémentaires distinctes.

2. Primitives

Dans cette partie, on admet les propriétés de I'intégrale (linéarité, lien avec primitivisation); on déve-
loppe les manipulations et calculs qui permettent de résoudre des équations de la forme y’ = b ou b est
une fonction continue (par morceaux).

Remarque
Il ne s’agit pas de fonder le calcul intégral mais seulement de compléter le cours de terminale pour dis-
poser des outils nécessaires.
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2.1. Généralités

Définition 5.6.

Une primitive d’une fonction f est une fonction F dérivable telle que F’ = f.

Proposition 5.7.

Deux primitives d'une fonction définies sur un méme intervalle ne difféerent que d’une constante.

Démonstration
La différence de deux primitives est a dérivée nulle donc constante sur un intervalle.

Remarque
Le résultat est faux si 'on ne précise pas que I'on travaille sur un intervalle puisque la fonction non

constante
0 sixe[0,1]

f:x>—>{ 1 sixe[l,2]

est a dérivée nulle.

Exemple

Dans les calculs de primitives simples, il est important de reconnaitre les fonctions de la forme
’

u’u, % et plus généralement de la forme u’u" avec n € Z. Par exemple, avec u =In(x), on trouve,

toujours a constante pres, les primitives suivantes, pour n > 2,

fx) F(x)
Lin(x) 3(In(x)y?
ﬁ(x) In|In(x)|
1 1 1
xIn(x)" 1—n * (In(x))»-1

Dressons un rapide tableau de primitives usuelles. La colonne de gauche contient I'expression de f(x),
celle de droite F(x) ol F est une primitive de f.

fx) | Fx)
e L xatl
1 In|x]|

cos(x) sin(x)

sin(x) —cos(x)

exp(x) exp(x)

arctan(x)

arcsin(x)
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Plus généralement, avec les fonctions réciproques, on obtient les primitives suivantes pour a > 0 (et a
constante pres)

f(x) F(x)

—— || Larctan(%)

a
‘/ﬁ arcsin ( 2 )

On admet (temporairement jusqu’a la construction rigoureuse de I'intégrale) la propriété suivante.

Proposition 5.8.

Soit f continue définie sur un intervalle I et a € I. L'unique primitive de f nulle en a est la fonction

x»—»f f()de.

Corollaire5.9.

Soit f continue définie sur un intervalle [a, b] et F une primitive de f sur [a, b]. Alors,

b
f f(t)dt = F(b)—F(a).

Cette quantité est encore notée [F(t)]Z.

Démonstration
Les fonctions F et G : x — fax f(t)dt ne différent que d’'une constante d’ott

G(b)—F(b)=G(a)—F(a).
Ainsi,

b
f f(t)dt = G(b)—G(a)=F(b)— F(a).

Exemple

Soit (a, b) € R?\ {(0,0)}. Déterminons une primitive de x — e** cos(b x) en utilisant une fonction
dont la variable apparait comme borne d’'une intégrale. Pour tout x €R,

X X
J e‘”cos(bt)dt:f Re(e @) dr
0 0

=NRe (J e(a+ih)t dt)
0

(e(aﬂ'b)x_l)
=Re| —————
a+ib

_ae“*cos(bx)—a+be sin(bx)
B a2+ b2 ’
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2.2. Intégration par parties

Proposition 5.10. Intégration par parties

Soit u, v deux fonctions de classe 6! sur [a, b]. Alors

b b
f u(t)v(t)de = [u(t)v(t)]z—f u(t)v'(¢)de.
Démonstration
1l suffit d’intégrer la relation (u.v)(t)= u/(t)v(t)+ u(t)v'(t) entre a et b. [ ]

La technique del'intégration par parties est tres utile des que I'on doit intégrer le produit d'un polynéme
par une fonction exponentielle, une fonction trigonométrique ou une fonction logarithme puisque 'on
peut faire baisser le degré du polynome.

Exemple

Pour calculer I,,(x) = fox t"e~" dt, on écrit par intégration par parties (avec u’(t)=e ‘et v(t)=1t"
pour les notations ci-dessus)

L(x)= [—t”e‘t]g +nl,_(x)=—x"e ™ +nl, ()

Avec la valeur de Iy(x), on en déduit par récurrence un mode de calcul de I,,(x).

Conseils méthodologiques

On peut utiliser I'intégration par parties pour faire disparaitre un terme compliqué et le remplacer
dans le calcul par sa dérivée.

Exemple

Les primitives de In (sur R} ) sont x — xIn x —x + C avec C €R. Il suffit pour cela d’appliquer la
formule d’intégration par parties avec u’(t)=1 et v(t) =In(t).

Exemple

Les primitives de arctan (sur R) sont x — x arctan x — % In(x? + 1)+ C avec C € R. Il suffit pour
cela d’appliquer la formule d’intégration par parties avec u/(¢)=1 et v(¢)= arctan(t).

Exemple

Déterminons une primitive x — m Calculons, pour tout x € R, I,,(x) = fox mdt. On

trouve immédiatement [;(x) = arctan x. De plus, par intégration par parties avec u’(t) = 1 et
v()=1+27",

t 7 g2
L) =|—2 | 42 v
() [(1+t2)"]0+ HL W oy &

= Ty P2~ (),

201



Mathématiques MPSI

Par conséquent, I,,,(x) = 2;’—;II,L()C) + ﬁﬁ A partir de cette relation de récurrence et de
I'expression de [;(x), on peut calculer I,,(x).

Exemple Intégrales de Wallis

2 < P .
Pour tout n € N, on pose I, = fon/ cos” t dt. Calculons I, a I'aide d'un intégration par parties.
Pour tout entier n,

/2
I,—1I,,= f cos” tsin® tdt
0

—cos" 1t z "2 cost ¢ 1
=|——sint| — —————costdt = ——1,,,.
n+ 0 n+1 n+1

0

Doy, I, = 251, pour tout n € N. Comme ona I, = 5 et I, =1, pour tout p €N,

I _2p—1 1 (2p) T
2p = 2 Nz
2p 270 (pr) 2’

L 2p 2 (ePply?
P op 4173 T 2p )

2.3. Changement de variables

Proposition 5.11.

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et ¢ une fonction de classe 6! de[a, b] dans I. Alors,

b @(b)
f Flp(x)g (x)dx = fly)dy.
a p(a)
Démonstration ) )
Les deux fonctions b — fa flo(x)¢’(x)dx et b — fw f(y)dy sont des primitives de x — f(¢(x))¢’(x)
nulles en a donc sont égales. ]
Exemple

Calculons, pour tout a >0, fox #;-l—ﬂ dt.

[t e
J,

5|~

1 X
adu = —arctan —.
1+ u? a a

1
az

Ainsi, une primitive de x — - est x — ~arctanZ. On montre de méme qu'une primitive de
1 in X
X = ——— est x —arcsin 7.
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Exemple

En posant y = x2 avec x entre 0 et 1, on obtient

1 1
1 1 1
xtan(x*)dx =~ | tanydy = -[—In|cos(y)|]; =—= In(cos1).
. 2), 2 2

Exemple

En posant y =sin x avec x entre % et 0, on obtient

z

1 3 z
cos(2x)+1 T
f v1—y2dy :f cos’(x)dx :f ¥dx: —.
0 0 0 2 4
La courbe représentative de la fonction a intégrer étant un quart de cercle, on retrouve bien évi-
demment I'aire d'un quart du disque unité.

Proposition 5.12.

L'intégrale d'une fonction impaire sur un segment symétrique par rapport a 0 est nulle.

Démonstration
Soit f impaire. En posant y =—x,

ff(X)dx=f f(—y)(—dy)=—f fly)dy.

donc f_aa f(x)dx=o. ]

3. Equations linéaires d’ordre 1

Remarquons que nous avons déja résolu des équations différentielles de la forme y’(x) = b(x). En effet,
résoudre cette équation correspond a déterminer les primitives de la fonction b. C’était'objet dela partie
précédente.

3.1. y'(x)=ay(x)

Cette équation est la plus simple a résoudre car on reconnait la définition de I'exponentielle. Plus préci-
sément, cette équation est équivalente a e~**(y’(x)—a y(x))=0 donc x — e~** y(x) est constante.
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Proposition 5.13.

Les solutions de I'équation différentielle linéaire y’(x) = ay(x) sont les fonctions x — Ce®* avec
CeR.

Remarque

Sil'on cherche les solutions a valeurs complexes d'une telle équation, on obtient le méme résultat mais
avec une constante C € C.

3.2, y(x)=a(x)yx)

On procéde comme pour I'équation précédente en multipliant par e =A%) ol1 A désigne une primitive de a.
On obtient que x — e~4*) y(x) est constante.

Proposition 5.14.

Les solutions de I'équation différentielle linéaire y’(x)= a(x)y(x) sur I'intervalle I contenant x, sont

a(u)du

les fonctions x — Cefm avec C €R.

Conseils méthodologiques

Dans de nombreux exercices, on cherche a faire apparaitre un terme de la forme (e"™°y) puis a
intégrer.

Exemple

Léquation y’ = {y est définie sur R* et sur R*. Sur chacun de ces intervalles, les solutions sont
les fonctions x — Ce?"*l = C|x|* avec C une constante réelle qui dépend de l'intervalle sur
lequel on se place pour résoudre I'équation.

Une conséquence de cette résolution explicite est le théoreme d’existence et d'unicité suivant.

Proposition 5.15.

Pour tout (xo, ) € R?, il existe une unique solution y de I'équation y’(x) = a(x)y(x) vérifiant la
condition initiale y(xo) =, et cette solution est

Yo _Voef’; u(t)dt'

Remarque

Interprétons géométriquement cette propriété : les courbes représentatives de deux solutions distinctes
ne peuvent se couper (sinon il y aurait deux solutions correspondant aux conditions initiales indiquées
par le point d’'intersection); par ailleurs, par tout point du plan passe la courbe représentative d'une
solution. Voici en guise d’illustration quelques solutions d'une équation linéaire d’ordre 1 :
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\4

En conclusion, les courbes représentatives des solutions distinctes d'une équation différentielle d’ordre 1
forment une partition du plan.

3.3. y'(x)=a(x)y(x)+b(x)

Remarquons que si z est une solution (particuliére) de ’équation y’(x)=a(x)y(x)+ b(x), alors f est une
solution de cette équation si, et seulement si, f —z est solution de I'’équation homogene y’(x)=a(x)y(x)
(que I'on sait déja résoudre). Il suffit donc de chercher une solution particuliére.

> Dans le cas ol a est constante et b est le produit d'un polynéme par une fonction exponentielle de
parametre A, on cherche une solution particuliere sous la forme du produit d'un polynéme par une fonc-
tion exponentielle de parametre A (car 'ensemble des fonctions de cette forme est stable par dérivation
et combinaison linéaire).

Exemple

Résolvons y’(x)— y(x) = x? — 1 avec la condition initiale y(0) = a en cherchant une solution
polynomiale ax?+ b x + ¢. En remplagant dans I'équation on trouve les conditions

a=-1, —b+2a=0, b—c=-1.

Donc une solution particuliere est x — —x?>—2x —1 et la solution recherchée est

x——x2=2x—1+(a+1e”".

Précisons davantage le cas des équations a coefficients constants avec second membre produit d'une
exponentielle et d'un polynéme.

Proposition 5.16.

L'équation y’(x) = ay(x)+ e**P(x) avec P € R[X] admet une solution de la forme x — e**Q(x)
avec Q e R[X] tel que
* degQ =degP +1 si a = a (c'est-a-dire si I'exponentielle au second membre correspond aux
solutions de I’équation homogene);
* degQ =degP sinon.

Démonstration
Posons z : x — e ?*y(x). La fonction y vérifie y’(x) = ay(x)+ e**P(x) si, et seulement si, z’(x) =
el@@xp(x),
¢ Sia=a, il suffit de prendre pour z une primitive de P.
* Sinon, on obtient une primitive de x — e(®~?* P(x) par intégrations par parties successives d’oit
I'on déduit le résultat.
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> Dans le cas général, on utilise la méthode de variation de la constante : on cherche la solution sous
la forme x — C(x)e”*) o1 A est une primitive de a et C est une fonction dérivable que I'on cherche &
déterminer (on a remplacé la constante dans 1'expression de la solution générale de 1'équation homo-
gene par une fonction d’ot1 le nom de la méthode). En reportant dans I’équation, on obtient la condition
nécessaire et suffisante suivante

C'(x)e"™ = b(x).

Par conséquent, une solution particuliere est donnée par

z(x)=eA(x)J b(v)e W dv.
0

Résolvons y’(x)— y(x) = e~2* avec la condition initiale y(0) = a par la méthode de variation de
la constante. En posant y(x) = C(x)e*, on obtient C’(x) = e** et donc C(x) = —%e‘Sx. Une
solution particuliere est donnée par z(x) = —% e~2* et les solutions de I'équation homogene sont
les fonctions x — Ce*. La fonction recherchée est donc

1 1
x-—»(a+—)ex——e_2x.
3 3

Comme on est sir de trouver une solution particuliére (au moins par la méthode de variation de la
constante), on obtient

L'équation y’(x)= a(x)y(x)+b(x) admet une unique solution satisfaisant la condition initiale y(x,) =
Y et cette solution est donnée par

y(x)=eln ettt (yﬁf

Xo

X

b(v)eifxx; “(”)d”dv).

Remarque

Lunicité dans cette proposition traduit graphiquement que les courbes représentatives de deux solutions
distinctes ne se coupent pas. L'existence assure que ces courbes représentatives recouvrent le plan.

4. Equations linéaires d’ordre 2

4.1. Equations homogeénes a coefficients constants

Commencons par chercher les solutions exponentielles de 'équation linéaire a coefficients constants
ay”+by’+ cy =0.0n vérifie alors que x — e"* est solution si, et seulement si, ar?+ br + ¢ = 0. Cela
nous amene a la proposition suivante.
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Considérons I'équation ay” + by’ +cy =0 avec a, b, c € R et a # 0. Soit A le discriminant de
I’équation caractéristique ar®+ br+c =0 et 1y, 1, les racines (éventuellement égales) de celle-ci.

* Si A>0, alors les solutions sont les fonctions x — Ae"* + Be™* avec A, B€R.

* Si A=0, alors les solutions sont les fonctions x — (Ax + B)e'* avec A, B€R.

* Si A <D0, alors les solutions sont les fonctions
x — (Acos(Im(r;)x) + Bsin(Im(r;)x))e " U*,

avec A,BeR.

Remarque
Dans le dernier cas, on peut aussi écrire (en posant C = v/ A2 + B2) les solutions sous la forme

x — C cos(Tm(r)x + @)eTien)x

avec C, ¢ €R, ¢ étant alors appelé déphasage de la solution.

Démonstration ¢ Commencons par considérerle cas ol1]'équation caractéristique admet une racine
réelle r; et posons z : x — e~ y(x). Un rapide calcul donne que y est une solutionde ay”+by’+
cy = 0 si, et seulement si, z est une solution de az” + (2ar, + b)z’ = 0. Remarquons enfin que
2r1+§:r1—r2.

- Si W =0 (c'est-a-dire si A =0), alors z” =0 et donc z est un polynéme de degré au plus 1
et y a bien la forme recherchée.

- Si W # 0 (C'est-a-dire si A # 0), alors z” = (1, — )z’ donc (en intégrant ’équation en z’
puis en réintégrant) on obtient z(x) = Ae?1)* 4 B avec A, B € R. On en déduit directement
la forme de y.

¢ Si I’équation caractéristique n'admet pas de racine réelle, on procede de méme avec une racine
complexe r; et on montre de méme (en considérant des fonctions a valeurs complexes) que y est
delaforme x — Ae"*+Be"* avec A, B € C. Reste maintenant & exprimer que la solution est réelle,
c’est-a-dire y =7 . Cette derniere équation s’écrit

Vx, Ae"* + Be'"¥ =Ae"* + Ben~®

donc A = B. On obtient ainsi la forme recherchée y(x)=2%Re(Ae*).

De la méme maniére, on obtient la résolution sur C.

Considérons I'équation ay” +by’+cy = 0 avec a,b,c € C et a # 0. Soit A le discriminant de
I’équation caractéristique ar?+br+c =0 et r, 1, les racines (éventuellement égales) de celle-ci.

* Si A#0, alors les solutions sont les fonctions x — Ae* + Be™* avec A,B€C.

* Si A=0, alors les solutions sont les fonctions x — (Ax + B)e"'* avec A, B €C.
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Exemple
Les solutions de y” + y’+ y = 0 sont les fonctions
V3 V3
X e (Acos - Xt BsinTx ,

avec A, B e R. Par conséquent, elles tendent vers 0 en +00.
Ce résultat se généralise dés que les racines de 'équation caractéristique (ici, j et j?) sont de
partie réelle strictement négative.

On déduit de ce résultat le théoréeme d’existence et d'unicité suivant :

Proposition 5.20.

Etant donnés trois réels x,, 3, ;. il existe une unique solution de I'équation ay”+by’+cy =0
satisfaisant les conditions initiales y(xo) =y, et y'(xo) = ;.

Démonstration

11 suffit de considérer les trois cas.

> Si b2 —4ac > 0, alors une solution x — Ae"* + Be™* avec A, B € R et 1y, 1, les racines de I’équation
caractéristique vérifie les conditions initiales si, et seulement si,

Ae* 4+ BeRM =y,
Are™ 4+ Bre™h =y

Ce systéme admet une unique solution

=1
B — nyo—Yy e—r2x0

n-—r;

{ A — er’o_J/g’ e—rlxo

>Si b2 —4ac =0, alors une solution x — (Ax + B)e"* avec A, B €R et r; la racine de I'équation caracté-
ristique vérifie les conditions initiales si, et seulement si,

XA + B =ye %
(nxo+1)A + nB =ye "%

Ce systéme admet une unique solution car il est de déterminant —1.

> Si b2—4ac <0, alors une solution x — (A cos( x)+ Bsin(f x))e®~, avec A, B€R et e+ i les racines de
I'équation caractéristique, vérifie les conditions initiales si, et seulement si,

cos(fxy)A + sin(fxy)B = ye %
(acos(Bxo)—Psin(fx))A + (Bcos(Bxy)+asin(Bx)B =y e
Ce systeme admet une unique solution car il est de déterminant 3 # 0. [ ]

Remarque

Dans le cas des équations d’ordre 2, les courbes représentatives des solutions peuvent se croiser. Tou-
tefois, cette proposition indique qu’en un point de concours, deux de ces courbes n’ont pas la méme
tangente.
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4.2. Exemples d’équations avec second membre

L'équation ay” + by’ + cy = e** P(x) avec P € R[X] admet une solution de la forme x — e**Q(x)
avec Q e R[X] tel que

* degQ =degP +2 si a est racine double de I'équation caractéristique;

* degQ =degP +1 si a est racine simple de I'équation caractéristique ;

* degQ =degP sinon.

Démonstration
Soit r; une racine de I’équation caractéristique; posons z : x — e~ "1* y(x). Alors, y est une solution de
ay”+by’+cy = e P(x) si, et seulement si, z est une solution de az” + (2ar, + b)z’ = e *P(x),
c’est-a-dire z” —(r, — )z’ = 1 e@=* P(x). On applique alors le résultat de la proposition 5.16.
e Sia—r =r,—rn,alors z’ est de la forme x — e@*Q(x) avec degQ = deg P +1.
- Sia—r, =0 (Cest-a-dire @ = 1, = 1), alors z est de la forme x — e "*R(x) avec degR =
degQ+1=degP +2.
- Sinon (c’est-a-dire @ = 1, # 1), z est de la forme x — e(®*R(x) avec degR = degQ =
degP +1.

e Sia—r #1,—rn,alors z’ est de la forme x — e *Q(x) avec degQ = deg P.
- Sia—r =0 (Cest-a-dire a = r, # 1), alors z est de la forme x — e(@")*R(x) avec degR =
degQ+1=degP +1.
— Sinon (c'est-a-dire a ¢ {r, 1,}), z est de la forme x — e ¥ R(x) avec degR = deg Q = deg P.

En se ramenant a y, on obtient le résultat annoncé. [ |

Cherchons une solution particuliére a I’équation y” —2y’+ y = xe*. D’apres la proposition pré-
cédente, on sait qu'il existe une solution z : x — (ax®>+ bx*+cx+d)e* aveca, b, c et d € R.
Pour déterminer ces constantes a, b, ¢ et d, calculons z”/ —2z" + z.

z"—2z'+z=(6ax+2b)e”.

Comme z est solution,ona b =0eta = é (et aucune condition sur c¢ et d). Ainsi, une solution
particuliére est x — %x3ex et, en ajoutant les solutions de 'équation homogene, les solutions
sont les fonctions )

X — gxgex +(Ax + B)e”*,

avec Aet BeR.

Remarque

On remarque que dans I'exemple précédent, on n'obtient aucune condition sur les constantes c¢ et d.
Ceci est normal puisque la fonction f : x — (c x +d)e* est solution de I’équation homogene. En écrivant
z=f+g,onobtient alors z”/ —2z’ + z = g’ —2g’ + g. On aurait donc pu se dispenser des coefficients ¢
et d des le départ puisque I'on savait qu’ils n'interviendraient pas dans le calcul.

De maniére plus générale, lorsque 'on cherche une solution sous la forme d’'un produit exponentielle
par polynome, il est inutile de faire figurer les facteurs qui correspondent aux solutions de I'équation
homogene.
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4.3. Etude des oscillateurs linéaires amortis

Reprenons, en termes plus physiques, I’étude d’équations linéaires a coefficients constants fréquentes.

\6/ Définition 5.22.
= Un oscillateur linéaire (ou harmonique) est un systeme gouverné par une équation différentielle de la

forme
Yy 22y +wly =e(x),

avec A > 0 et wy > 0. Le second membre est appelé excitation du systeme; si I'équation est homo-
gene, le systeme est appelé oscillateur libre.
Le terme 24y’ est le terme d’amortissement.

Lobjectif est désormais de décrire quelques oscillateurs linéaires de conditions initiales
y0)=a et y’(0)=0.

1. Oscillateur libre (e =0), non amorti (A =0)
Dans ce cas simple, la solution au probléme de Cauchy est x — a cos(wgx); a est 'amplitude, w,
est la pulsation qui est reliée a la période par la relation Ty = f)—’;
Remarquons que I'on peut obtenir une «intégrale premiére » ((y’)* + wjy? est constante) en mul-
tipliant par y’ et en intégrant. En termes physiques, cette derniere égalité traduit la conservation
de I'énergie (le systéme est fermé car il n'y a pas d’excitation et conservatif car il n'y a pas d’amor-
tissement).

2. Oscillateur libre (e =0), amorti
On discute selon le signe du discriminant de I'équation caractéristique A = 4(A*—w3). On introduit
quelquefois la quantité Q = 53¢ appelée facteur de qualité; on remarque que Q est décroissant en
A donc qu'un fort taux d’amortissement implique un faible facteur de qualité.

a. A<0ouQ > j (amortissement faible)
La solution au probléme de Cauchy est donnée par

A

y(x)=ae™* (cos(xv—A)+ sin(x«/—A)).

On remarque en particulier que y tend vers 0 en +00 en oscillant : sans excitation et avec

amortissement, le systéme revient a une position d’équilibre.
b. A>0ouQ<1}

La solution au probléme de Cauchy est donnée par

A
exp(xvA +[1——]ex —x\/Z).
p(xvA) 7A p( )

y(x)= ge_“ ([1+ \/A_Z

On remarque en particulier que y tend vers 0 en +00 (sans oscillation cette fois) : sans exci-
tation et avec amortissement, le systéme revient a une position d’équilibre.

c. A=0ouQ= % (cas critique)
La solution au probléme de Cauchy est donnée par

y(x)=a(Ax+ e ?*.

On remarque encore que y tend vers 0 en +0o.
3. Oscillateur excité, amorti
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Dans ce cas de figure, on sait que la solution serala somme d’une solution deI’équation homogeéne
qui tend vers 0 en +oo (régime transitoire) et d'une solution particuliere (régime stationnaire).
Dans le cas d'une excitation sinusoidale e(x) = cos(wx) avec w # 0, on obtient une solution parti-
culiere (en la cherchant sous la forme d’'un polyndme trigonométrique) définie par

W — w? 220
> cos(wx)+ —
(g — w22 +42202 (wg— w22 +4220

y(x)= > sin(wx).

On remarque que cette solution n’existerait pas pour A = 0 (systéme non amorti) et w = wy : ce cas
tres particulier ou le régime propre du systeme a la méme pulsation que |'excitation correspond
au phénomene de résonance.
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Dans ce chapitre, nous avons appris a résoudre certaines équations différentielles. La plus simple est
y’ = f et sarésolution correspond a la détermination des primitives de f.

Primitive et intégration

Soit f continue définie sur un intervalle I et @ € I. L'unique primitive de f nulle en a est la fonction

x»—»J f(r)de.

Les autres primitives de f se déduisent de celle-ci par I'ajout d’une constante.

Voici un petit tableau récapitulatif des primitives usuelles.

Primitives usuelles

, celle de droite F(x) ou F est une primitive de

La colonne de gauche contient I'expression de f(x)

f
x%aveca#F—1 | Axot!
1 In|x]|
In(x) xIn(x)—x
cos(x) sin(x)
sin(x) —cos(x)
exp(x) exp(x)
o arctan(x)
ll—xl arcsin(x)
—arccos(x)

On peut obtenir de nombreuses primitives en utilisant les manipulations sur les intégrales : intégration

par parties, changement de variables...

Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Les solutions de I'équation différentielle linéaire homogeéne y’(x) = a(x)y(x) sont les fonctions

x— Ce”™ avec C €R et A une primitive de a.

Pour résoudre I'équation avec second membre, on ajoute une solution particuliere que I'on cherche
sous la forme x — C(x)eA™*) avec C dérivable (méthode de variation de la constante).

Chaque probleme de Cauchy admet une unique solution.
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Dans le cas particulier d'un second membre produit d'une exponentielle et d'un polynome, on peut cher-
cher la solution particuliere de la méme forme et on connait a priorile degré du polyndéme.

Equations différentielles linéaires d'ordre 2 & coefficients constants

Considérons I'équation ay” + by’+cy =0avec a, b, c €R et a # 0. Soit A le discriminant de
I’équation caractéristique ar®+br+c =0 et 1y, 1, les racines (éventuellement égales) de celle-ci.
* Si A>0, alors les solutions sont les fonctions x — Ae"'* + Be™* avec A, B€R.
* Si A=0, alors les solutions sont les fonctions x — (Ax + B)e"'* avec A, B€R.
* Si A <0, alors les solutions sont les fonctions

x — (Acos(Im(r;)x)+ Bsin(Im(r;)x))e T 0x,

avec A,BeR.

Chaque probléme de Cauchy admet une unique solution.

On sait comme précédemment résoudre des équations a coefficients constants et second membre pro-
duit d'une exponentielle et d'un polynome.

Cas d’un second membre exponentielle-polynéme

Soit a, b et c €R. L'équation ay”+by’+cy =e** P(x) avec P € R[X] admet une solution de la
forme x — e**Q(x) avec Q e R[X] tel que

+ degQ =degP +2 si a est racine double de I'équation caractéristique ;

+ degQ =degP +1 si a est racine simple de I'équation caractéristique;

+ degQ =degP sinon.
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Vrai ou faux ?

Vrai Faux

a) Lessolutions de y’(x)+ay(x)=0sont de la forme x — Ce®* avec [} O
CeR.

b) Les solutions de y’(x) = a(x)y(x) sont de la forme x — Ce*™)* avec m| O
CeR.

c) Lessolutions de y”(x)—2y’(x)+2y(x) =0 sont de la forme m] m]
x+— e *(Acosx+ Bsinx)avec A, BER.

d) Soit a > 0. Léquation y’(x) = ay(x)admet une unique solution bornée m| O
surR,.

e) Léquation y’(x)=ay(x)+sin(3x)admet au plus une solution [} O
périodique définie sur R.

f) Lessolutions de y’+ ay =0 sont deux a deux proportionnelles. O O

g) Lessolutions de y” +ay’ =0 sont deux a deux proportionnelles. m} O

h) Les solutions de y” + ay =0 sont deux a deux proportionnelles. O O

i) Lafonction x — e’* estsolutionde ay”+by’+cy =0si, etseulement O O
si, r est racine de I'équation caractéristique.

j) Lafonction x — arccos x est solution de m| m|

’ + 1 _
Yt ="

k) Les fonctions x — sin(x) et x — sin(2x) sont solutions d’'une méme [} O
équation linéaire d’ordre 2 a coefficients constants réels.

I) Léquation y”—2y’+2y = x.e* admet une solution de la forme o O
X — P(x).e* avec P un polynome.

m) Léquation y” —3y’+2y =In(x) admet une solution de la forme o O
x — P(x).e** avec P un polyndme et a € R.

n) Ilyaune unique solution de y’(x)= x y(x) vérifiant y(0)= 1. [} [m}
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Chapitre 5 - Equations différentielles

Exercices d’application du chapitre 5

Exercice 1
Calculer les primitives des fonctions suivantes

X — e*cosx, x—+er—1, x—xv1+x.

Exercice 2
Calculer les intégrales suivantes
/2 . 3 m/2 4 /2 o
fo sin ¢ cos® t dt, fo cos* tdt, fo t“costdt.

Exercice 3
Résoudre I'équation y’—arctan(x)y =0.

Exercice 4
Résoudre les équations homogenes d’ordre 1 suivantes

y’—cos(x)y =0, (1+x3)y'+xy=0.

Exercice 5
Résoudre les équations d’ordre 1 suivantes

y' =3y =e®, y' =3y =2e%%, Yy —y=x+e-.

Exercice 6
Résoudre les équations homogenes d’ordre 2 suivantes

y”—8y’+15y =0, y”'—+3y’ +y=0.

Exercice 7
Résoudre les équations d’ordre 2 suivantes

Y’ =4y +4y = xe**, y'—4y =x+e**.
Exercice 8
Trouver les couples (a, b) € R? tels que 'équation y” +ay’+ by = 0 admet une unique solution sur R de

la forme x — e%* avec a €R.

Exercice 9
Résoudre I'équation y”/—2y” + y’—2y =0 en se ramenant a une équation d’ordre 2.
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Exercice 10
Considérons I'équation suivante avec a et b deux fonctions continues

y' +a(x)y +b(x)y*=0.

Montrer que, si y est une solution de cette équation qui ne s’annule pas, alors z = % est solution
d’une équation linéaire.
Déterminer les solutions ne s'annulant pas sur R de y’+ y —x y2=0.

Exercice 11

Soit y une solution sur R* de I'équation différentielle x*y” —2y = x. Montrer que z : t — y(e’) est

solution d'une équation différentielle puis en déduire 1'expression de y.

Exercice 12

Trouver une équation différentielle linéaire d’ordre 1 dont les solutions sont exactement les fonctions
x— £ pour C €R.

Exercice 13

Soit w un réel strictement positif. Le mouvement d'une particule chargée dans un champ magnétique
uniforme dirigé selon I'axe Oz est régi par le systéme différentiel (en la variable ¢) suivant

x// :wy/
y// ——wx’
z” =0

En considérant la fonction u = x’ +iy’, résoudre ce systeme différentiel.

Exercice 14

Déterminer les fonctions f : R — R continues telles que x — f(x) —fo

X

t f(t)dt est constante.

Exercice 15
Trouver les fonctions f continues vérifiant

Vx eR, f(x)—f f(x—t)costdt=1.
0

Exercices d’approfondissement du chapitre 5

Exercice A
Existe-t-il une fonction bornée définie sur R* solution de 1'équation y’+y =Inx?

Exercice B
Déterminer les couples (a, b) € R? tels que toutes les solutions de I'équation y” + ay’+ by = 0 sont

bornées sur R,.

Exercice C
Soit a € R. Trouver les fonctions f de classe €2 vérifiant f/(x)= f(a — x) pour tout x € R.
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Exercice D Lemme de Gronwall
Soit f:R, —= R, g:R, —» R, continues et A >0 tels que

VxeR?, f(x)§A+J f(t)g(r)dr.
0
Montrer que

VxeR,, f(x)SAexp(J g(t)dt).
0

Problemes du chapitre 5

Probleme 1
Soit J un intervalle de R et F : J x R — R. Notons (E) 'équation différentielle y’ = F(x, y).
Donner une équation de la droite du plan de pente F(xy, },) et passant par le point (x, y,)-
Supposons, dans cette question, que F est de la forme F : (x, y) — a(x)y + B(x) avec a et  deux
fonctions de classe 6! et fixons x, € J.
a. Montrer que, si a(x,) = 0, alors les tangentes au point d’abscisse x, aux courbes représenta-
tives des solutions de (E) sont paralleles.
b. Montrer que, si a(xg) # 0, alors les tangentes au point d’abscisse x, aux courbes représenta-
tives des solutions de (E) sont concourantes.
Dans cette question, supposons que la fonction F vérifie
* pour tout (xy, Jp) € J x R, il existe une solution de (E) satisfaisant la condition de Cauchy
(%)= Yo;
¢ lestangentes au point d’abscisse x, aux courbes représentatives des solutions de (E) sont soit
toutes paralléles, soit toutes concourantes.
a. Soit xy € J; montrer que w est une quantité qui ne dépend pas du couple (3, 1)
avec ), # y1. On note désormais a(x,) cette quantité.
b. En déduire que, si a(xy) # 0, F(xg, o) — (%) ne dépend pas de y,.
c. Conclure que F est linéaire en la seconde variable.

Probléeme 2
Soit f :[0, 2] — R une fonction continue. Considérons I'équation différentielle (E) y” +y = f.

Dans cette question, f:x — x +1.
a. Résoudre (E).
b. Combien de solutions vérifient y(0)=y(5)=07? y(0)=y'(5)=0?
Soit y une solution de (E).
Déterminer les fonctions de classe 62 A et B vérifiant les conditions suivantes

{ A(x)cos(x) + B(x)sin(x) = y(x)
A'(x)cos(x) + B/(x)sin(x) = 0

En déduire qu'il existe (k1, k,) € R? tel que, pour tout x €0, Al
X
y(x)= J sin(x —t)f(¢)dt 4k, cos(x)+ K, sin(x).
0

Montrer qu'il existe une unique solution de (E) satisfaisant y(0) = y(3)=0, donnée par
/2

sin(t)f(t)dt—sin(x)f cos(t)f(t)dr.

X

X

Vxe[o, %] y(x):—cos(x)f

0
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Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que (E) admette une solution satisfaisant
y(0)=y'(3)=0.

Probléme 3
Partie A - Réduction de I'équation

Soit (E) une équation différentielle de la forme a(x)y” + b(x)y’ + c¢(x)y =0 avec a une fonction ne s’an-
nulant pas. Pour toute fonction u deux fois dérivable ne s’annulant pas, définissons z deux fois dérivable
telle que y = uz.

Montrer que si y est solution de (E), alors z est encore solution d'une équation différentielle.

En déduire que si u est solution d'une équation (E”) linéaire d’ordre 1 (a préciser), alors z est solu-

tion d'une équation (E’) de la forme

a(x)z” +B(x)z=0.

Partie B - Entrelacement des zéros

Soit p, g deux fonctions, y; et y, des solutions non nulles des équations y”+p(x)y =0et y”+q(x)y =0
respectivement.
On admet que les zéros de ces solutions sont isolés, c’est-a-dire que, pour chaque zéro d'une de ces
solutions, il existe un intervalle ouvert ne contenant pas d’autre zéro.
Considérons la fonction, appelée wronskien, W : x — y;(x)y, (x)— y/(x)y5(x).
Donner une expression simple de la dérivée de W.
Supposons, dans cette question, que, pour tout x € R, p(x) < g(x).
a. Soit x; < x, deux zéros consécutifs de y,. On admet que y,(x;)y,(x;) <0.
Montrer que y; admet au moins un zéro dans l'intervalle [x;, x,].
b. En déduire que si p est minorée par une constante strictement positive w?, alors y, admet
une infinité de zéros et que deux zéros consécutifs sont séparés d’au plus Z.
c. En déduire aussi que si g est majorée par 0, alors ), admet au plus un zéro.
Supposons que p = q (c’est-a-dire que y; et J, sont solutions de la méme équation différentielle
d’ordre 2). Montrer que si y; et 3, n'ont pas de zéro commun, alors y; admet exactement un zéro
entre deux zéros consécutifs de y,.

Partie C - Equation de Bessel
Soit 7 le nombre de zéros sur un intervalle de longueur 7 d’'une solution sur R¥ de I'équation
y'+iy+(1-%)y=o0.

Montrer que si A > %, alorsn <1.
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Corrigés des Vrai/Faux

a) Faux, elles sont de la forme x — Ce %* avec C €R.

b) Faux, elles sont de la forme x — Ce4® avec C €R et A une primitive de a.
c) Faux, les racines de I'’équation caractéristique sont 1+ i et non —1 1.

d) Vrai, iln'y a que la solution nulle.

e) Vrai, la différence de deux solutions périodiques définies sur R est une solution de I’équation homo-
gene et elle est bornée (comme différence de deux fonctions bornées) : c’est la fonction nulle.

f) Vrai.

g) Faux.

h) Faux.

i) Vrai par définition de I'équation caractéristique.

j) Faux, les solutions de cette équation sont x — Ce?““*s* avec C € R.

k) Faux, sic’étaitle cas, il faudrait que i et 27 soient solutions d'une équation polynomiale réelle de degré
2 (dont les racines sont réelles ou conjuguées).

[) Vrai.
m) Faux, il suffit de vérifier que le membre de gauche sera de la forme Q(x)e“* avec Q un polynome.

n) Vrai.

Corrigés des exercices d’application
du chapitre 5

Exercice 1

1. Remarquons que la fonction considérée est la partie réelle de la fonction x — e*9*, Une primitive
est donc donnée par

e[H—i)x -1

X
oxe( f 0 ar) = one( o)
= %9%((1— i)(e"t* —1))
= %(e"cosx—l—f—exsinx).

Les primitives recherchées sont donc x — %ex(cos x +sinx)+ C avec C €R.
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2. Posons u = +et—1 c’est-a-dire ¢ =In(1 + u?) dans le calcul suivant

X In(14x2) 2u
Vet—1dt = u
i i 14+ u?

In(14x2) 1
=p) 1— du
i 14+ u?

=2In(1 + x*)—2arctan (In(1 + x?)).

Les primitives recherchées sont x — 21n(1 + x2)—2 arctan(ln(l + xz)) + C avec C eR.
3. Posons u =1+t c'est-a-dire £ = u® —1 dans le calcul d’intégrale suivant

X 1+x
f v/ 1+tdt=f (u®—1)u3du?du
0

=il
itz
:3J (ub—u®)du
0

3
:;(1+x)%— 1+ x)3.

W

Les primitives recherchées sont x — %(1 + x)% — %(1 + x)g + C avec C €R.

Exercice 2

1. Lafonction a intégrer est presque de la forme 4’ u® avec u = cos ¢ qui s'inteégre en u*. On se rameéne

acecas
/2 1 /2
sintcos® rdr=—- —4sint cos® tdf
0 4 Jo

L

1
=——[cos" t]’
4 0

2. Commencons par linéariser le cos* avec la formule d’Euler :

4 eix+e—ix 4
COoS x=(—)
2
ei4x+4ei2x+6+4e—i2x+ei4x

16

1 1 3
= —cos(4x)+ = cos(2x)+ —.
8 2 8

Intégrons désormais chacun de ces termes :

/2 /2 1 1 3
cos?rdt = —cos(4t)+ = cos(2t)+ = dt
. , 8 2 8

/2

1 1 3
=|—sin(4¢)+ - sin(2¢)+ =t
[3251n( ) 4s1n( ) 8 ]0
_3n

S
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3. Procédons par intégrations par parties a deux reprises afin d’« éliminer » le terme ¢ :

/2 /2
. 2 .
f tzcostdt:[tzsmt]g/ —ZJ tsintdr
0 0

7_[2 . /2
:I—Z[—tcost]g/ —ZJ costdr
0

=— 2.
4

Exercice 3

Cette équation est linéaire d’ordre 1, homogene. Les solutions sont de la forme x — C e4™) gvec C eR et
A une primitive de arctan. Comme une primitive de arctan (obtenue par intégration par parties) est

1
X — x arctan(x)— > In(1 + x?),

on en déduit que les solutions sont les fonctions

X — Cexarctanx—%ln(HxZ] — C exarctanx’
v1+x2
avec C eR.
Exercice 4

1. Une primitive de —cos est —sin. Les solutions sont donc les fonctions x — Ce*"*) avec C €R.

2. DivisonsI'équation par la quantité (non nulle) 1+ x? pour se ramener a une forme «normalisée ». Une
primitive de x — 757 est x — %ln(l + x?) (la fonction est de la forme % avec u(x)=1+ x?). Les solutions
sont donc les fonctions

X o Ce—zn(+x%) _ c
Vv1+ x2
avec C € R.
Exercice 5

1. Les solutions de I'équation homogene sont les fonctions x — Ce3* avec C € R. Le second membre
est produit d'un polynéme (constant) par une exponentielle avec le coefficient de I'’exponentielle non
solution de I'équation caractéristique (6 # 3). Il existe donc une solution particuliére de la forme x —
Ae®* avec A €R: en reportant on obtient (6A—3A)e%* = e~ soit A= % En conclusion, les solutions sont
de la forme x — 3 %% + Ce®* avec C €R.

2. Les solutions de I'équation homogene sont les fonctions x — Ce3* avec C € R. Le second membre est
produit d'un polynéme (constant) par une exponentielle avec le coefficient de I’exponentielle solution
simple de I'équation caractéristique. Il existe donc une solution particuliere de la forme x — (Ax + B)e3*
avec A, B € R : en reportant on obtient A = 2 (et aucune condition sur B). En conclusion, les solutions
sont de la forme x — 2xe3* + Ce3* avec C €R.

3. Les solutions de I'’équation homogéne sont les fonctions x — Ce* avec C €R.

Pour le second membre x (polynéme de degré 1), une solution particuliére est x — —x —1.

Pour le second membre e* (exponentielle de coefficient racine de I'équation caractéristique), une solu-
tion particuliere est x — xe”*.

D’apres le principe de superposition, les solutions sont de la forme x — xe*—x—1+4 Ce* avec C €R.
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Exercice 6

1. Léquation caractéristique r>—8r + 15 = 0 admet deux racines distinctes : 3 et 5. Par conséquent, les
solutions sont les fonctions x — Ae3* + Be®* avec A et B€R.

2. Léquation caractéristique 7>—+/3r+1 = 0 admet deux racines complexes conjuguées : @ Par consé-

. . ] .
quent, les solutions sont les fonctions x — e 7x (A cos(3)+ B s1n(§)) avec Aet BeR.

Exercice 7

1. L'équation caractéristique r>—4r +4 = 0 admet une unique racine 2. Par conséquent, les solutions de
I'équation homogene sont les fonctions x — (Ax + B)e?* avec 4, B €R.

Le second membre est le produit d'un polyndme de degré 1 et d'une exponentielle dont le coefficient est
racine double de I'équation caractéristique : il existe donc une solution de la forme x — (ax® + b x?)e?*.
En reportant, on obtient a = % et b = 0. On a ainsi trouvé une solution particuliere et les solutions de
I'équation compléete sont

1
X — gxsezx +(Ax + B)e?*,

avec A, BeR.

2. L'équation caractéristique r> —4 = 0 admet deux racines distinctes +2. Par conséquent, les solutions
de I'équation homogene sont les fonctions x — Ae?* + Be2* avec A, B€R.

Une solution de I'équation avec le second membre x est x — —1 x.

Une solution de I'équation avec le second membre e** est x — 75 e**.

En conclusion, les solutions de I'équation compléte sont les fonctions x — —} x + £ e** + Ae?* + Be 2%,
avec A, B eR.

Exercice 8
Lafonction x — e~ avec a € R est solution de I'équation y”+ay’+b y = 0si, et seulement si, a®>+aa+p =
0 c’est-a-dire a est racine de I'équation caractéristique.

Ainsi, il existe une unique solution de cette forme si, et seulement si, 'équation caractéristique admet
une unique racine réelle, c’est-a-dire si son discriminant est nul : 1a condition recherchée sur les couples
(a,b)eR? estdonc a® =4b.

Exercice 9
Considérons la fonction z = y’—2y. Alors, y vérifie I'équation de I’énoncé si, et seulement si, z” + z =0,
c’est-a-dire si z est de la forme

x+— Acosx + Bsinx,

avec A et B € R. On est donc ramené a résoudre I’équation d’ordre 1 suivante
y'—2y =Acosx+ Bsinx.
Les solutions de I'équation homogene sont de la forme x — Ce?* avec C € R. Une fonction de la forme
x—acosx+fsinx
est solution de I'équation avec second membre si, et seulement si,

{—20{ + pf =A
—-a — 2B =B

donca = —@ etf = %. Lorsque A et B décrivent R, les constantes a et S décrivent R. En conclusion,
les solutions sont de la forme x — @ cos x + § sin x + Ce?*, avec @, 8 et C €R.
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Exercice 10
1. Comme y ne s’annule pas, la fonction z est dérivable et z’ = —%. Alors, I'équation en y équivaut a
I'équation suivante en z obtenue en divisant par y? :

—z'+a(x)z+b(x)=0.

2. Avec le formalisme de la premiére question, cette équation équivaut a —z’ + z = x. Cette équation
est linéaire d’ordre 1 a coefficients constants. Une solution particuliere est x — x + 1 (cas simple d'un
second membre produit d'une exponentielle et d’'un polynéme). Les solutions de I’équation homogene
sont les fonctions x — Ce* avec C € R. Par conséquent, z est de la forme x — x +1+ Ce* et y dela
forme x — — ¢ avec C €R.

Pour terminer la question, il convient de déterminer les fonctions y de cette forme définies sur R. On

étudie pour cela les variations de x — x + 1+ Ce” et on trouve que la fonction s’annule seulement si
C > —1. En conclusion, les solutions qui ne s’annulent pas, définies sur R de I’équation sont les fonctions

1
meaVQCC<—1.

Exercice 11
Par définition, pour tout x € R*, y(x) = z(In x) donc

1
/ — /l !

y'(x) xZ(nx)
” _1 //1 1 /1

y (x)—zz (le)—ﬁz(nx).

Ainsi, x?y”(x)—2y(x)=(z”—z'—2z)(In x) et nous devons résoudre z”(¢)—z’(t)—2z(t) = e*. Les solutions
de I'équation homogene sont les fonctions ¢ — Ae?’ + Be~* avec A, B € R et une solution particuliere
est t — —3e’ (le second membre de cette équation linéaire est le produit d’'une exponentielle et d'un
polynome). Par conséquent, z est de la forme ¢ — Ae?' + Be™" — je' et y est de la forme

, 1 1
xX—Ax“"+B———x.
x 2
La réciproque est immédiate.

Exercice 12

Cherchons I’équation sous la forme y’ + a(x)y = b(x).

D’apres le théoreme de structure, les solutions de I'équation homogéne sont les x — % pour C € R
donc x — Tlxz est solution de y’ + a(x)y = 0. En remplagant dans cette équation, on obtient que la
fonction a est définie par a(x) = 2

1+x2°
Il reste alors a exploiter que x — = est solution de ’équation avec second membre pour déterminer
I'expression de b :

1+x:

(1+x2)—2x2+ 2x x 1
(1+ x2)2 1+x21+x2 1+x2

b(x)=

En conclusion, 'équation recherchée est y’ + 12, y = .

Exercice 13
On remarque que les deux premieéres équations donnent la condition

uW=x"+iy"=wy' —ivx'=—iou.
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Par conséquent, u est de la forme r — Ce~'“? avec C € C. En notant C = Ae’¥ avec A>0et p €R, on
obtient

x’ = Acos(—wt+ )
{ Yy’ = Asin(—wt+)
z/ = 0
d’ ol
w = —% sin(—wt+y)+a
y = Zdcos—wt+p)+p
z = 7yt+o0

avec A, ¢, a, B, yeto eR.
Exercice 14

Soit f une fonction continue telle que ¢ : x — f(x)— f Ox t f(t)dt est constante. Alors, ¢ est dérivable
donc

f:xHJ tf(r)dt+p(x)
0

est dérivable. Ainsi, la condition ¢ constante équivaut a ¢’ nulle donc f est solution de I’équation y’ —
xy=0.

x2
En conclusion, les fonctions recherchées sontles x — Ce = avec C €R.

Exercice 15
Léquation se réécrit : pour tout x €R,

f(x)=l+f f(x—t)costdt
0
=1+f f(u)cos(x —u)du enposant u=x—t
0

:1+cosxf f(u)cosudu+sinxf f(uw)sinudu.
0 0

Cette nouvelle formulation permet de montrer qu'une solution f est dérivable puisque le membre de
droite est dérivable comme somme et produit de fonctions dérivables. Par conséquent, 1'équation se
réécrit encore f(0)=1 et, pour tout x €R,

f'(x)=cos? xf(x)—sinxJ f(u)cos udu+sin® xf(x)+cosxf f(u)sinudu
0 0

:f(x)—sinxf f(u)cosudu+cosxf f(u)sinudu.
0 0

Ceci permet a nouveau de remarquer que f” est dérivable puis de donner la formulation équivalente
suivante : f(0)= f’(0)=1 et, pour tout x €R,

f”(x):f/(x)—sinxcosxf(x)—cosxf f(u)cosudu
0

+sinxcosxf(x)—sinxf f(u)sinudu
0

=f'(x)—f(x)+1.
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En résolvant I’équation, on obtient que f est de la forme

X ﬁ 3
X — 1+e?(Acos7x+Bsin7x),

avec A et B € R. En utilisant les conditions initiales, on trouve A=0 et B = ‘/%
En conclusion, 'unique solution est la fonction x — 1+ % e sin ‘/7§ X.

Corrigés des exercices d’approfondissement
du chapitre 5

Exercice A
Supposons qu’il existe une telle solution y. Alors, y’ diverge vers +co comme somme d’une fonction qui
diverge vers +00 en +0o (a savoir In) et d’'une fonction bornée (a savoir —y). Par conséquent, il existe
A > 0 tel que, pour tout x > A, y’(x) > 1. En intégrant ceci entre A et x > A, on obtient la minoration
y(x) = x — A+ y(A) donc, par comparaison, y diverge vers +00 en +00 ce qui contredit le caractere
bornée de y.

Exercice B

Discutons selon le signe de A = a? —4b du discriminant de I'équation caractéristique.

—axiv—-A
2

> Si A <0, les racines complexes conjuguées de 1'équation caractéristique sont . Les solutions

sont

X — e’f"(Acos —‘/?x + Bsin —J;Tx),
avec A, B € R. Elles sont toutes bornées sur R, si, et seulement si, a > 0 (et donc b > “TZ >0).
> Si A =0, laracine double de 'équation caractéristique est —5. Les solutions sont

x— (Ax+B)e %%,

avec A, B €R. Elles sont toutes bornées sur R, si, et seulement si, a >0 (et donc b = %2 >0).

> Si A > 0, les deux racines réelles x,; et x, de I'équation caractéristique sont _“jm. Les solutions sont

bornées sur R, si, et seulement si, ces deux racines sont négatives.

e Six;<0etx,<0,alorsa=—(x;+x,)>0et b= x;x,>0.

e Sia>0et b >0,alors A < a? donc —a + v/A < 0 et par conséquent, x; <0 et x, <0.
Dans ce cas encore, les solutions sont bornées sur R, si, et seulement si, a >0 et b > 0.

En conclusion, toutes les solutions de I'équation y” +ay’+ by =0 sont bornées sur R, si, et seulement
si,a>0etb>0et(a,b)#(0,0).

Exercice C

> Dérivons cette relation (on trouve ainsi une condition nécessaire mais a priori non suffisante). Pour
tout x €R,

f'x)=—f'(a—x)=—fla—(a—x)=—f(x).

Ainsi, enrésolvant cette équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants, f estdelaforme
x+— Acosx + Bsinx avec A, BER.
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>Déterminons a quelle condition sur A et B € R, lafonction x — Acos x+B sin x est solution du probleme
initial. On doit avoir, pour tout x € R,
—Asin x + B cos x = Acos(a — x)+ Bsin(a — x)
=(Asina — Bcosa)sin x +(Acosa + Bsina)cos x.
En identifiant, on obtient le systeme suivant
(sina+1) A — cosa B =0
cosa A + (sina—1) B =0

* Sia = %[2n], alors ce systeme équivaut a A =0.
* Si a =—%[2m], alors ce systeme équivaut a B =0.
sin

* Sinon, le systéme équivaut a B = S04t 4,

On en déduit selon les cas les solutions du probléme initial.

Exercice D

Notons ¢ : x — A+ f Ox f(#)g(r)dz. Lafonction ¢ est de classe 6! comme primitive d'une fonction conti-
nue et, pour tout x € Ri,
¢'(x)= f(x)g(x) < g(x)p(x).

Ainsi, (¢’(x)—g(x)p(x))exp (— fox g(t)dt) < 0. Le premier membre est la dérivée de la fonction

X — @(x)exp (—J g(t)dt)
0

donc en intégrant entre 0 et x, on obtient

X 0
p(x)exp (—J g(t)dt)—so(o)eXp (—J g(t)dt) <0,
0 0

p(x)exp (—J g(t)dt) <p(0)=A4,
0

soit

d’ou I'inégalité demandée.

Corrigés des problemes du chapitre 5

Probléeme 1

1. Une équation est y = F(xg, Jo)(x — Xo) + Yo-

2. a. Si a(xy) =0, alors F(xy, }p) = B(xp) : la pente des tangentes considérées ne dépend pas de y;, et
toutes ces droites sont donc paralléles.

b. Sia(x,)#0, les tangentes aux courbes représentatives des solutions telles que y(x,)=0et y(x,)=1se
coupent en (xo = a(;n),—ggg; ) On vérifie immédiatement que ce point appartient a toutes les tangentes
considérées.

3. Remarquons que si toutes les tangentes en x, sont paralleles, alors elles ont la méme pente F(x,, )
qui ne dépend donc pas de y; si elles sont concourantes, le point de concours des tangentes en j, et y;
est

(x )= ( F(x0,50)%0—Y—F (X0, 1) %0~ J/1F(x0v}’n)*J’0F(xavJ/1))
cr Ve F(x0,0)—F (X0, 1) ? F(x0,)0)—F (%0, 1)
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Corrigés

a. D’apres la remarque précédente, si les tangentes sont paralleles, cette quantité est nulle, sinon

F(x0,)0)—F (%, 1) _ _ 1

Yo—h Xo—Xc *
b. Apres des calculs élémentaires, F(xy, 5)— a(Xo) Yo =—Yc a(Xp)-
c. Comme les résultats précédents sont valables pour tout x, € J, F(x, y) = a(x)y+B(x) ennotant B(x) =
F(x,y)—a(x)y (qui ne dépend pas de y d’apres la question précédente).

Probleme 2

1. a. Les solutions sont x — k; cos(x)+K, sin(x)+ x + 1 avec (k1, k,) € R?. On remarque que y(0)=k; +1,
y(F)=Kk+3+1lety(3)=—Kk +1.

b. Il existe donc une unique solution telle que y(0)=y(5)=0aveck; =—l etk, =—1— 7.

Il n’existe aucune solution telle que y(0)= y’(3)=0 (il faudrait k; =1 et k; =—1).

2. On dérive deux fois la premiére relation, on utilise 'équation (E) et on trouve un systéme de deux
équations a deux inconnues A’(x) et B’(x):

—A'(x)sin(x) + B/(x)cos(x) = f(x)
{ A'(x)cos(x) + B/(x)sin(x) 0

On trouve A’(x)=—f(x)sin(x) et B/(x)= f(x)cos(x) et il ne reste qu’a intégrer.
3. D’apres la question précédente, une solution particuliere est

X X

cos(t)f(t)dt sin(x) =J sin(x —t)f(¢)dz.

0

y(x) =—f sin(t)f(¢)dt cos(x)+J
0

0

On conclut en utilisant les solutions de I'’équation homogene.

4. Pour l'existence, il suffit de vérifier que la fonction donnée est bien solution.

Pour l'unicité, considérons y et z sont deux solutions de (E) vérifiant ces conditions initiales, alors y —z
est solution de I’équation homogene donc de la forme x — k' cos(x)+ kK, sin(x) et les conditions initiales
donnent k; =k, =0 et par conséquent y = z.

5. Avec la formule établie, on trouve y(0) =« et

/2

J”(%)Z—Kﬁf sin(¢)f(t)d¢.
0

IIn'y adonc des solutions si, et seulement si, f On/ sin(¢)f(¢)dt =0.Onremarque qu’il y a alors une infinité
de solutions (car il n'y a pas de condition sur k).

Probleme 3
Partie A - Réduction de I'équation
1. Commencons par calculer les dérivées de y en fonction de z

y'=u'z+uz

y'=u"z+2u'z +uz".
Ainsi, en remplacant,

ay”’+by +cy=uaz"+Q2u'a+ub)z +(u"a+u'b+uc)z.

En conclusion, y est solution de (E) si, et seulement si, z est solution de I'équation

uaz’ +Qu'a+ub)z’ +(w’a+u'b+uc)z=0.
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2. D’apres ce calcul, si u est solution de 2u’a + ub = 0, alors z est solution d’'une équation (E’) de la
forme a(x)z” + B(x)z=0 (aveca=ua et p=u"a+u'b+ uc).

Partie B - Entrelacement des zéros

1. Apreés calculs, W’x) =y, (x)y,"(x)— 3, (x)ya(x) = (p(x) — q(x)) y1 () o (x).

2. a. Supposons (sans perte de généralité quitte a remplacer y, par —),) que y,(x;) > 0> y,(x,) donc
que y,(x) > 0 pour tout x €]x;, x,[. D’apres la question précédente, W’(x) est alors du signe de y;(x).

* Si y1(x)> 0 pour tout x €[x;, x,], alors W est croissante et

W(x,)= .Vl(xl)yz/(xl) >0> }ﬁ(xz)}’z/(xz) = W(x,),

ce qui contredit la croissance.
¢ Si y1(x) <0 pour tout x €[x;, x,], alors W est décroissante et

W(x,)= J’l(xl)yz/(xl) <0< J’1(x2)y2/(x2) = W(x,),

ce qui contredit la décroissance.

Par conséquent, y; change de signe sur [x;, x,] et donc s’annule d’apres la propriété des valeurs intermé-
diaires.

b. Supposons que p(x) > w? > 0 pour tout x €R et considérons y, : x — sin(wx + ). D’apres la question
précédente, entre deux zéros consécutifs de y, (séparés de %), il existe au moins un zéro de y;. Or, y»
admet une infinité de zéros d’ou le résultat.

c. Soit y; la fonction constante égale a 1 qui est solution de y” = 0. Si y, admet deux zéros distincts, alors
71 admet un zéro ce qui est absurde.

3. Soit x; < x, deux zéros consécutifs de y,. D’apres la question précédente, y; admet un zéro dans
Iintervalle [x;, x5].

Si y; et y, n'ont pas de zéro commun, alors y; admet un zéro dans I'intervalle ouvert ]x;, x,[; si y; admet
deux zéros distincts dans 'intervalle ouvert ]x;, x,[, alors ), y admet aussi un zéro (toujours la méme
question mais en échangeant les roles de y; et ,) ce qui est impossible puisque x; et x, sont des zéros
consécutifs.

Partie C - Equation de Bessel

Posons, comme dans la partie A, y = ‘/L;z ; la fonction z vérifie alors

p 422 —1
z'+| 1= z
4x2
SiA> 3, alors1— 42;1 <1 donc z admet au plus un zéro dans un intervalle de longueur 7 (en utilisant

I'entrelacement avec la fonction x — sin(x — x,) solution de y” + y = 0). Comme z et y ont les mémes
zéros, on termine la question avec la méme discussion.

0.
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Chapitre 6

Suites numériques

1. Calculs explicites de suites — 2. Manipulations de suites —
3. Suites convergentes — 4. Relations de comparaison pour les
suites — 5. Suites réelles — 6. Suites extraites

Objectifs et compétences du programme

* Expliciter des suites arithmético-géométriques et des suites vérifiant une
relation de récurrence linéaire d’ordre 2.

* Manipuler la définition quantifiée de convergence.

» Maitriser les relations de comparaison asymptotique.

+ Utiliser encadrements et monotonies pour établir la convergence d’une
suite réelle.

 Trouver dans des cas simples les valeurs d'adhérence d’'une suite.

Karl Weierstrass, mathématicien allemand (1815-1897)

Il estle pére del’analyse telle qu’'on la pratique actuellement. On lui doit

notamment les fameuses définitions en ¢ et 6 (ou 1) dans le cadre de ce

livre) pour manipuler correctement les notions de limites et de conti-

nuités. Plusieurs objets portent désormais son nom :

¢ une fonction continue partout et dérivable nulle part;

* une fonction & de la variable complexe qui admet deux périodes non
proportionnelles;

¢ le théoreme de Bolzano-Weierstrass dans ce chapitre.

Certains appellent méme théoréme de Weierstrass, le théoreme des

bornes atteintes abordé dans le chapitre suivant.
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On ne sait expliciter le terme général que de quelques suites définies par récurrence. Aussi, aprées avoir
traité ces exemples dans la premiere partie, on cherche a étudier plus généralement le comportement
asymptotique d'une suite (convergence ou divergence). Il y a d’'une part des méthodes générales qui
découlent directement de la définition a partir d'une phrase quantifiée (troisieme partie) et d’autre part
des méthodes plus spécifiques qui s’appuient sur les propriétés du corps des réels (existence d'une rela-
tion d’ordre total, propriété de borne supérieure) et qui fournissent des outils puissants : lemme d’enca-
drement, théoréme de limite monotone (cinquieme section). La divergence peut quelquefois étre préci-
sée soit en utilisant des estimations asymptotiques avec les relations de comparaison (quatrieme section)
soit en se limitant a des suites extraites (sixiéme section).

1. Calculs explicites de suites

Dans cette partie, on effectue quelques calculs du terme général de suites particuliéres.

1.1. Récurrence linéaire d’ordre 1

Définition 6.1.
> Une suite arithmétique est une suite (u,,) vérifiant une relation de récurrence de la forme

VneN, Upy1 = Uy + b.

> Une suite géométrique est une suite (u,,) vérifiant une relation de récurrence de la forme

VneN, Upy1 =AU,.

> Une suite arithmético-géométrique est une suite (u,,) vérifiant une relation de récurrence de la
forme

VYneN, Up=au,+b.

Proposition 6.2.

Soit (u,,) une suite vérifiant la relation

VneN, Upp=au,+b

> Si a =1 (cas d'une suite arithmétique), alors, pour tout n, u, = uy+nb.
>Sia#1, alors, pour tout n, u, =f+a"(uy—~¢)avec{=>b/(1—a).

Remarque
Si b =0 (cas d'une suite géométrique), alors £ = 0 et on retrouve bien u,, = uya™ pour tout n.

Démonstration
> Le cas a =1 se démontrer par une simple récurrence.
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>Si a # 1, on remarque que
VYneN, Uy —L=alu, —1).

La suite (u,, —¢),, est alors géométrique de raison a et on conclut a nouveau par récurrence.

On peut généraliser I'exemple des suites arithmético-géométriques.

Proposition 6.3.

Soit a € C\ {0} et (b,,) une suite. Considérons alors une suite (u,,) vérifiant
VYneN, Upy1=au,+Db,.

Alors, pour tout n €N,

n—1
n bk
u,=a Uy + E — .
P ak+l

Démonstration
Divisions la relation de récurrence par a"*! : pour tout n €N,

Upt1 ﬁ bn

an+l o an

Apy1
On conclut en calculant la somme télescopique

n—1

Un_ta_S(Hen_t)
n - k+1 k

a 1 = a a

n—1

- ak+1 :

=
=

Exemple

Une suite (u,,) vérifiant u,,,; =2u, +3""! pour tout n est donnée par

__on
VYn>1, u,=2 (u0+k2_1—2k)

et’on sait calculer cette somme géométrique de raison % pour obtenir

Vn>1, u, =(uy—3)2" +3.3.

1.2. Récurrence linéaire d’ordre 2

Proposition 6.4. Suite récurrente linéaire d’ordre 2

Soit (u,,), une suite vérifiant la relation de récurrence
VYneN, Upip =AUy +buy,.

Considérons I'équation (caractéristique) 2 =af +b.
> Si cette équation admet deux solutions distinctes r; et r,, alors

—_ n n
VneN, u,=Ar"+Br,,

avec A, BeC.
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> Si cette équation admet une unique solution r, alors
VneN, u,=(An+B)r",
avec A, BeC.

Démonstration
Notons 1y, 1, les racines (éventuellement égales) de 'équation caractéristique et définissons une suite
(vy)n par v, = Uy — 1 u,. Alors
Unp1=QUpi+ by — 11Uy = (U —1U) =120,
car, d’apres les relations coefficients-racines a = r; + 1, et b =—r;1>. Ainsi, pour tout n €N,
_ n
Upi1— T Uy =T,

Résolvons cette équation en (u,,),,-

>Si 1y # 1y, alors la suite (u) ), définie par u;, = rzi"rl r,! est une solution de 1'équation et (1, —u/ ), estune
suite géométrique de raison r; : en conclusion, la suite (u,,),, est combinaison linéaire de suites géomé-
triques de raison r; et r;.

> Si 1y = 1, alors la suite (u), ), définie par u), = yyn rl’H est une solution de I'équation et (u,, — u/,), est
une suite géométrique de raison r; : en conclusion, la suite (u,,),, est combinaison linéaire de suites (1}"),,
et(nr"),. [ |

La suite de Fibonacci est la suite (F,),, définie par F, =0, F; =1 et la relation de récurrence
Vﬂ S N, Fn+2 == Fn+1 + Fl’l‘

Pour obtenir une formule close donnant F,, déterminons les racines de'équation caractéristique

x2—x —1=0. Aprés un rapide calcul, on trouve les racines ® = 5 (nombre d'or) et ® = 55
(notation malheureuse car il ne s’agit pas du conjugué au sens des complexes). Ainsi, il existe A
et BeR tels que
VneN, F,=Ad"+Bd .
En évaluant en n =0 et n =1, on détermine les valeurs des constantes et on obtient
1 1 —
VneN, Efz—g¢”———¢”

Remarquons qu’avec cette expression, il ne semble pas évident que les valeurs F, sont des entiers
naturels (alors que c’est immédiat avec la relation de récurrence).

Remarque

On note dans le calcul précédent que les valeurs initiales n'interviennent que dans la détermination des
constantes A et B. Pour une suite (F,),, définie par Fy =1, F, =1 et la relation de récurrence
VreN, Fioo=Fn+kE,
on obtient _
d—-1 d—-1_,

VneN, F=——0"+——3".
-0 -
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Exemple
Déterminons les suites (u,,),, vérifiant la relation de récurrence
VnEN, un+2:2un+1_un.

Pour cela, remarquons que I'équation caractéristique x> —2x + 1 = 0 admet 1 comme unique
racine. D’apres la proposition précédente, il existe A et B tels que

VneN, u,=An+B.

Il s’agit donc des suites « affines ».

Remarque

Si on étudie une suite récurrente linéaire d’ordre 2 réelle, telle que I’équation caractéristique admet deux
racines complexes conjuguées pei? et pe~?, il peut étre plus commode d’écrire la suite sous la forme

VneN, u, =(acos(nf)+ psin(nd))p",

avec des constantes @,  €R.

1.3. Récurrence homographique

Un exemple classique de récurrence que I'on peut résoudre en se ramenant a des suites géométriques et
arithmétiques est le cas des suites homographiques.

Définition 6.5.

Une suite homographique est une suite (u,,),, vérifiant la relation de récurrence
au,+b
VneN, Upyr = ——,
M cu,+d

avecad—bc #0et ¢ #0.

Remarque
La condition ad — b ¢ # 0 garantit que les couples (a, b) et (c, d) ne sont pas proportionnels, c’est-a-dire
que la fraction du membre de droite ne se simplifie pas en une constante.

Calculons explicitement les termes d’une telle suite. Pour cela considérons 1'équation £ = %13 .

Conseils méthodologiques

Ici, comme pour les suites arithmético-géométriques, on cherche les ¢ qui sont les limites pos-
sibles de la suite puis on va étudier I'écart du terme général de la suite a cette quantité.
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> Si cette équation admet une unique solution £ = “Z_Cd , alors la suite (ﬁ) est arithmétique; en effet,
n n

1 1 cu,+d 1
Upi—0 u,—C au,+b—Llcu,+d) u,—{

_(cun+d 1) 1
“\a—tc u,—~{

_cu,—ct 1 ¢ 2
T a—tfc ‘u,—t a—flc a+d’

Ainsi,
1

U, =0+— T
Wt Y ava
> Si cette équation admet deux solutions distinctes ¢; et ¢, alors la suite (Z"_:ii) est géométrique; en

n n
effet, pour tout n €N,
Up—4  (a—tlic)u, +(b—1{d)

Ups—Ly  (@—lyc)u, +(b—Lyd)

Or,¢; = _ii-(:::l’ pour i =1,2 donc
1
Upp—l _a—lic u,—{

Upn—Lls  a—lyc u,—{

Ainsi, on obtient de méme I'expression explicite de (u,,),,.

2. Manipulations de suites

Rappelons rapidement quelques transformations sur les suites que 'on utilisera par la suite.

2.1. Manipulations algébriques

Définition 6.6.

Soit (u,,) et (v,) deux suites. La somme et le produit terme a terme de ces suites sont les suites
définies par (u,, + v,,) et (u, v,).

Remarque
Le produit terme a terme de la suite (u,,) et de la constante A est noté (Au,,) ou A(u,,).

Exemple

La somme des suites (—1)") et (—1)"*!) est la suite nulle.

Proposition 6.7.

La somme et le produit terme a terme de deux suites bornées sont bornées.
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Démonstration
1l s’agit des propriétés du module. En effet, si (u,,) et (v,) sont bornées respectivement par M et M’, alors,
pour tout n €N,

[ty + vy <ty |+ vp| <M+ M,

[t V| = U || vy| < MM,

2.2. Produit de Cauchy

Définition 6.8. Produit de Cauchy

Soit (u,,) et (v,,) deux suites. Le produit de Cauchy de ces suites est la suite (w,,) définie, pour tout 7,

par
n
w, = Z U Vy—f-
k=0

Remarque

Le produit de Cauchy de deux suites bornées n’est pas forcément borné. Par exemple, en considérant
pour (u,) et (v,) la suite constante égale a 1, le produit de Cauchy est la suite dont le ni¢me terme est

n

le1=n+l

k=0

et elle n'est évidemment pas bornée.

Proposition 6.9.

Le produit de Cauchy de deux suites non nulles est une suite non nulle.

Démonstration
Soit (u,,) et(v,) des suites non nulles, (w,,) leur produit de Cauchy. Notons k le premier indice d'un terme
non nul dans (u,,) et [ le premier indice d'un terme non nul dans (v,,). Alors

K+l k-1 K+l
Wit = E UjVkp1—j= ) UjVkyp—j+ Ul + E UjVryi—j = Ut #0.
j=0 j=0 Jj=k+1

Remarque
Par contraposition, si un produit de Cauchy était nul, I'une des suites de départ est nulle.

3. Suites convergentes

Toutes les suites considérées sont a valeurs dans un ensemble K qui désigne R ou C.
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3.1. Définitions et premieres propriétés

Commencons par définir la nature (convergente ou divergente) d'une suite.

Définition 6.10.

> Une suite (u,,),, est convergente s'il existe £ € K, appelé limite de (u,,),, et noté lim u,,, tel que
Ve>0, AN€N, Vn>N, |lu,—Lt|<e.

Si elle ne vérifie pas cette condition, la suite (u,),, est divergente.
> Une suite réelle (u,,),, diverge vers +00 si

VA>0,INeN, Vn>N,  u,>A.

Conseils méthodologiques

> Pour utiliser cette définition : on peut choisir une valeur de ¢ (par exemple, on prendra € =1 un
peu plus loin) et elle nous donne un rang N a partir duquel on dispose de I'inégalité.

>Pour démontrer une convergence : on part d'un ¢ strictement positif quelconque (le «Soit £ > 0»
au début des prochaines preuves) et on cherche un N tel que, pour tout n > N, |u,, —¢| < € (oude
maniere équivalente, puisque ¢ est quelconque, |u,, —¢| < K¢ avec K une constante fixée).

Remarque
Remarquons tout d’abord que la condition de convergence ne dépend pas des premiers termes de la
suite. Ce type de propriété dite asymptotique est conservée sil’on change les premiers termes.

Remarque
Comme dans toutes les phrases quantifiées, sil’on change I'ordre des quantificateurs, on modifie le sens
de la définition. Par exemple, les suites (u,,),, satisfaisant

¥ €K, INeN, Ve>0,Vn>N, lu,—£t|<e

sont les suites constantes a partir d'un certain rang.

Exemple

Une suite stationnaire est une suite constante a partir d'un certain rang. D’apres la définition, les
suites stationnaires sont convergentes.

Exemple

La suite (n™%),, converge vers 0 pour tout a > 0 puisque, pour tout € > 0, la définition est vérifiée

1 . . , T _
pour N > ¢~=. En effet, par croissance des puissances d’exposant positif, si n > N, alors n® > ¢!
etdoncn™*<e.

Exemple

Soit (u,,) une suite périodique convergente vers {. Montrons qu’elle est constante égale a ¢.

Par I'absurde, s'il existe un terme u;. # £, alors avec € < |u; —{|, on obtient que tous les termes
au-dela d’'un certain rang N vérifient |u,, —¢| < |u—¢| ce qui contredit la périodicité (car la valeur
Uy est prise par la suite apres le rang N).
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Proposition 6.11.

Si une suite converge, alors sa limite est unique.

Lidée de la démonstration est relativement simple. On raisonne par I'absurde en supposant qu'’il existe
deux limites £ et £’. On choisit des bandes disjointes autour de chacune de ces valeurs. Par la définition
de limite, on devrait avoir les termes (a partir d'un certain rang) de la suite a la fois dans 'une et dans
I'autre bande.

Démonstration

Raisonnons par l'absurde. Si, pour une suite convergente (u,,),, il existe deux limites distinctes ¢ et ¢/,
¢ , N
alors les définitions de convergence avec £ = 51 s'écrivent :

ANeN,Vn>N, lu,—£|<e,
IN‘eN,Vn=N’, |u,—l'|<e.

Ainsi, pour tout n > max{N, N’}, on a, par inégalité triangulaire :

=t
IE—K'ISlu,,—€|+|u,,—é’|52£=| |.

D’ou la contradiction. |

Notation
On note de maniere équivalente lim u, =¢ ou u,, —¢.

Exemple

Le produit (u,,v,,),, d'une suite bornée (u,,),, par une suite (v, ), tendant vers 0 est une suite ten-
dant vers 0. En effet, fixons ¢ > 0; par définition, il existe M € R tel que, pour toutn €N, |u, | <M
et N eNtel que
VYn>=N, lv,| <e.
Ainsi,
¥Yn>N, |u,v,|<Me

ce qui est la définition de lim u,, v,, = 0.

Proposition 6.12.

Toute suite convergente est bornée.

Démonstration
Appliquons la définition de convergence avec ¢ = 1.

dNeN, Vn>N, lu,—£€]<1.
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€]+ 1 ~

g |

) A

Ainsi, la suite (u,), est en valeur absolue bornée par la maximum des modules des premiers termes et
de la quantité |¢|+ 1 qui majore les termes a partir d'un certain rang, c’est-a-dire

maX{|u0|,,|uN|y|£|+1}

Remarque

Laréciproque a cette propriété est fausse. En effet, la suite ((—1)"),, est divergente et bornée. En revanche,

par contraposition, cette propriété est un critere permettant de montrer la divergence d'une suite qui
n’est pas bornée.

Proposition 6.13.

Soit (u,), une suite réelle convergeant vers £ €]a, b|. Alors, il existe N € N tel que

VYn>N, u, €la, b|.

A

Démonstration

11 suffit d’appliquer la définition avec £ < min{b —¢,{ —a}. Ainsi, il existe un rang N tel que, pour tout
n>N,

a<l—e<u,<l+e<b.
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On en déduitimmédiatement (en considérant un intervalle ouvert contenant £ et inclus dans R? ) le corol-
laire suivant.

Soit (u,), une suite réelle convergeant vers £ > 0.
Alors, il existe N €N tel que pour tout n> N, u,, > 0.

Une suite convergente a valeurs dans Z est stationnaire (c’est-a-dire constante a partir d’un certain
rang).

Démonstration
Soit (u,,),, une suite a valeurs dans Z de limite .

> Remarquons que ¢ € Z car sinon, il existe € > 0 tel que ZN}¢{ —¢,{ + e[=@ donc
VneN, |u, —£|>¢,

ce qui contredit la convergence.

Graphiquement, les termes de la suite doivent étre dans la bande autour de { et sur les lignes pointillées
(qui correspondent aux ordonnées entieres) : c'est impossible!.

\

> Désormais ¢ € Z. En écrivant la définition de convergence avec € = %, il existe NV € N tel que

1
Yn>N, |un—€|§§

Comme ZN[{— %,6 + %] ={¢},la suite (u,), est constante égale a ¢ a partir durang N.

Graphiquement, les termes de la suite doivent étre dans la bande autour de ! et sur les lignes pointillées : il
n'y a qu'une valeur possible!.
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v

3.2. Propriétés opératoires

Lidée des résultats suivants est relativement simple : on cherche a estimer!’écart entre la suite considérée
et sa limite supposée, que I'on majore en faisant apparaitre les termes |u,, —£| et |v, —¢’| avec £ et £’ les
limites de (u,,), et (v,),.

Proposition 6.16.

Soit (u,), une suite convergente. Alors, la suite (|u,|),, est convergente et sa limite est |lim u,,|.

Démonstration
Notons / la limite de la suite (u,,),,. Soit € > 0; d’apres la définition de convergence, il existe un rang N tel
que

Vn>N, lu, —f| <e.

D’apres l'inégalité triangulaire, pour tout n > N,
Nup| =1l <lu,—C|< e

Ce qui est bien le résultat attendu. ]

Exemple

Soit (u,), une suite convergente a valeurs dans le cercle unité U. D’apres ce résultat, la limite ¢
appartient a U puisque 1= |u,|— [|.

Proposition 6.17.

Soit (u,), et (v,), deux suites convergentes, A, u € K. Alors, la suite (Au,, +uv,), est convergente
et sa limite est Alim u,, + ulimv,,.

Démonstration
Notons £ et ¢’ les limites des suites (u,,), et (v,),. D’apres I'inégalité triangulaire, pour tout n,

Ay, + v, —(A+ )| <AL w, — )+l v, — ),
d’ot1 'on conclut encore avec les définitions de lim u,, =¢ etlimv,, =¢’. [ ]
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Proposition 6.18.

Soit (u,), et (v,), deux suites convergentes. Alors, la suite (u,,v,), est convergente et sa limite est
limu,.limv,.

Démonstration
Notons ¢ et ¢’ les limites des suites (u,), et (v,),. Commengons par introduire le terme ¢ v, dans les
inégalités suivantes pour tout n

|ty v, — 0| =ty v, —Lv, + v, — | < |up v, —Lv,| +|lv, — 00|
< vl lup =€)+ €] v, — ).

On conclut avec les définitions de lim u, = etlim v, =’ et le fait que la suite (v,), est bornée. [ ]

Proposition 6.19.

Soit (u,), une suite convergente telle que lim u,, # 0. Alors, la suite (ul")n est convergente et sa
limite est gl

Démonstration
Notons/ lalimite de la suite (u,,),,. Comme la suite (| «,|),, converge vers |¢| # 0, alors, & partir d'un certain
rang N, |u,,| > 31¢|; ainsi, pour tout n> N,

1 1 1 2
— ——|=—|u, ) < —|u,—{.
r z‘ Tghfey 1~ 1= jg =1
D’ot1’on conclut avec la définition de lim u,, =¢. [ |

Passons désormais aux parties réelles et imaginaires des suites complexes (rappelons que I'on a établi
plus haut que la suite des modules d'une suite complexe convergente est convergente).

Proposition 6.20.

Une suite (u,,),, a valeurs complexes est convergente si, et seulement si, les suites réelles (Re(u,,)),
et (Jm(u,)), sont convergentes.

Démonstration
(=) Soit £ € C la limite de la suite (u,,),,. Soit £ > 0; par définition de convergence, il existe N € N tel que

Yn>N, lu, —f| <e.
Par conséquent, pour n > N
|Re(u,)—Re(0) <|u,—l|<¢,
|Tm(u,)—JIm(l)| <|u, —f|<e.
Donc les suites (Re(u,,)), et (Jm(u,)), convergent vers DRe(¢) et Jm(¢) respectivement.

(<) Soit a et B les limites (réelles) des suites (Re(u,,)), et (Im(u,)),.
Pour tout & > 0, il existe N €N tel que, pour n > N

[Re(uy)—al<e,  |[Im(u,)—pB|<e.

Ainsi, pour n > N

[, —(a+iB) < v/|Re(u,)—al2 +|Im(u,)— B2 < V2.¢.
En conclusion, la suite (u,,),, converge vers a +if. ]
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Conseils méthodologiques

D’apres cette proposition, on peut donc étudier les suites complexes en les séparant en deux
suites réelles : celle des parties réelles d'une part et celle des parties imaginaires d’autre part.

3.3. Exemples

Exemple Suite arithmétique

Une suite arithmétique est convergente si, et seulement si, la raison est nulle; une suite arithmé-
tique réelle qui ne converge pas diverge vers +00 ou vers —oo selon le signe de la raison.

Proposition 6.21. Suite géométrique

Soit p € C. La suite géométrique (p™),, est convergente si, et seulement si, la raison p est égale a 1
ou de module strictement inférieur a 1.

Démonstration
Les cas p €{0, 1} correspondent a une suite constante.

> Si|p| <1, alors la suite converge vers 0 : pour tout € > 0, il suffit de prendre N > 111n|f)|-

> Si |p|> 1, alors la suite diverge en module vers +oo : pour tout A > 0, il suffit de prendre N > lilnTgl.

> Soit |p| = 1 et p # 1. Supposons que la suite (p"),, converge vers £. Comme p"*! = pp", on obtient
en passant a la limite que £ = pf d’ol1 £ = 0, ce qui est impossible car les termes de la suite sont de
module 1. ]

Exemple Suite arithmético-géométrique
Une suite (u,,), vérifiant la relation
VneN, Upp=au,+b

est convergente si, et seulementsi, |a|<loua=1etb=00uus=auy+>b.
> Le cas a = 1 correspond a une suite arithmétique.
>Sia #1, considérons £ € C tel que £ = al + b. Alors, d’apres les calculs déja effectués en début
de chapitre,
VneN, Uy —L=alu,—1).

La suite (u,, —¢),, est alors géométrique de raison a et on conclut comme précédemment.

Exemple

Pour tout @ de module strictement plus petit que 1, une suite (u,,),, vérifiant la relation de récur-
rence

VneN, Upip =20 Up  — P Uy,

est de la forme ((An + B)a"),, avec A, B € C (car « est racine double de I'équation caractéristique

x2—2ax +a?=0). Elle converge vers 0 car lim(An + B)a™ =0.

3.4. Théoremes de Cesaro

La démonstration du théoreme suivant est relativement formatrice : on étudie la moyenne des termes
d’une suite convergente et on montre que cette moyenne converge vers la méme limite.
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Proposition 6.22. Cesaro

Si la suite (u,,),, converge vers £, alors la suite (v,), = (n%l Zzzo uk)n converge vers /.

Remarque
Laréciproque est fausse : en effet, la suite (u,,),, = ((—1)"),, est divergente mais converge au sens de Cesaro,
c’est-a-dire la suite (727 S ”k)n converge.

Démonstration
Soit £ > 0. Ecrivons la convergence de la suite (u,), : il existe un rang N tel que
Yn>N, lu, —f| <e.

Alors, toujours pour tout n > N, on sépare la somme définissant u,, al'indice N et on cherche a controler
chaque terme indépendamment :

1 < 1 < 1 ¢
V=< —— up—L|=—— up—Ll|+—— up—/
v =01 ooy D et = 1y D =t n+1k§“'k |

N

1
< up—Ll+e.
n+lkzz(;I el

Or, (ﬁ 22;0 |ur —£|),, converge vers 0 (produit d’'une suite qui tend vers 0 et d'une constante) donc il
existe un rang N’ € N a partir duquel cette suite est inférieure a €.

Pour tout n > max{N,N'}, |v,, —{| < 2e. [ ]

Conseils méthodologiques

Dans tous les résultats « a la Cesaro », on sépare la somme en deux :
¢ on gere les termes correspondant aux grandes valeurs de I'indice par I’hypothése asympto-
tique sur (u,),;
¢ on controle les premiers termes avec la « normalisation ».

Proposition 6.23. Cesaro

Sila suite (u,), tend vers +00, alors la suite (v,), = (757 X i), tend vers +oo.

Démonstration
Ecrivons la divergence de la suite (u,),. Soit A > 0; il existe un rang N tel que u,, > A pour tout n > N.
Alors, pour toutn> N,

S "
n = U+ —— k
n+1 k=0 +1 k=N+1
N
n_
> D> w+ A
n+1k=0 n+1
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Or, (n%l ZI,LO |ur —£|),, converge vers 0 (produit d’'une suite qui tend vers 0 et d'une constante) donc il
existe un rang N’ € N a partir duquel cette suite est supérieure a —1. De méme, il existe unrang N” e Na
partir duquel % > % Pour tout 7 > max{N,N’,N"}, v, > %A— 1. [ ]

En fait, ces démonstrations se généralisent aisément.

Proposition 6.24.

Soit (a,), une suite a valeurs positives telle que E Z=0 a; — 400 quand n — +00.
. n n
Si (u,), converge vers ¢, alors (E ke—o Ak Ui/ > =0 “k)n converge vers /.

Remarque
Avec (a,,) la suite constante égale a 1, on retrouve la proposition initiale de Cesaro.
Démonstration )
> aguy
11 suffit de faire le méme découpage que précédemment avec v,, = =%
> ax

On conclut a nouveau de la méme fagon en remarquant que le premier terme est de limite nulle donc est
plus petit que ¢ a partir d'un certain rang. [ ]

4. Relations de comparaison pour les suites
4.1. Définitions

Définition 6.25.

Soit (u,,), et (v,), deux suites ne s’annulant pas a partir d’un certain rang.

> La suite (u,,),, est dominée par (v,,), sila suite (l’f—:)n est bornée. On note u,, = O(v,,).

> La suite (u,,),, est négligeable devant (v,),, sila suite (%)n est de limite nulle. On note u,, = o(v,,).
> La suite (u,,), est équivalente a (v,,), si la suite (Z—")n est de limite 1. On note u, ~ v,,.

On peut s'affranchir de '’hypothese les suites ne s’annulent pas a partir d'un certain rang en revenant
a la définition de limite et en multipliant par le dénominateur. Cela permet d’avoir des définitions plus
générales. Toutefois comme 'objectifici est d’apprendre a manipuler ces relations de comparaison, nous
nous limiterons au cas de suites ne s’annulant pas a partir d'un certain rang dans les démonstrations des
propriétés.
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Soit (u,,), et (v,), deux suites.
> La suite (u,,),, est dominée par (v,,),, si

dM>0,3dNeN, Vn>N, |u,| < M|uv,|.

> La suite (u,),, est négligeable devant (v,,),, si
Ve>0, AN €N, Vn>N, |u,| < elv,l.

> La suite (u,), est équivalente a (v,,),, si
Ve>0, AN€N, Vn>N, |u, —v,| < elv,|.

On vérifie immédiatement que I’équivalence entre suites est une relation d’équivalence (réflexive, symé-
trique et transitive).

Exemple

Traduisons les relations de comparaison d’une suite (u,,),, avec la suite constante égale a ¢ #0 :
e u, = 0(c)si, et seulement si, (u,), est bornée.
* u, =o(c)si, et seulement si, limu, =0.
* u, ~c si, et seulementsi, limu, =c.
On a pris soin d’éliminer le cas ¢ =0 qui ne rentre pas dans le cadre de notre définition intuitive.
Avec la définition compléte, on obtient qu'une suite est équivalente a 0 si, et seulement si, elle est

nulle a partir d'un certain rang.
Généralisons cet exemple.

Exemple

Si une suite (u,,),, tend vers £, alors toutes les suites (v,,),, qui lui sont équivalentes tendent aussi
vers £. 11 suffit pour cela de remarquer que v,, = Z—’;.un —1.l=/.

Remarque

Une suite (u,,), négligeable devant ou équivalente a (v,,),, est dominée par (v, ),. En effet, sila suite (,lf—;’)n
converge, alors elle est bornée.

Remarque

Si(u,)n, (v,), sont deux suites équivalentes, alors elles sont de méme signe a partir d'un certain rang; en
effet, la suite (ﬁ—:)n converge vers 1 donc, a partir d'un certain rang, elle est positive.

Proposition 6.27.

Soit (#y,),, (v,), deux suites. u, ~ v, si, et seulement si, u, — v, = o(v,).

Démonstration

Soit (u,), et (v,), deux suites ne s’annulant pas a partir d'un certain rang. Alors,
u u U,—Uv,
251 o ——1-0 & ——" 0.
Un Un Vﬂ
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Remarque

L'égalité dans les notations o et O a un statut tres particulier; en effet, les égalités u,, = o(w,) et v,, =
o(w,) n'entrainent pas u, = v,.. En toute logique, il faudrait comprendre ce signe = comme un symbole
d’appartenance : u, = o(w,,) signifie que la suite (u,,),, appartient a I'’ensemble des suites négligeables
devant la suite (w,,),,.

Toutefois, on utilise quelques propriétés de 1'égalité habituelle par commodité d’écriture : ainsi, on écrit
u, = v, +o(w,) lorsque 'on veut signifier u,, — v, = o(w,,).

4.2. Exemples

Pour tout k < I, n* = o(n') car ',’l—f = n*~! — 0. Ceci permet d’ordonner les puissances pour la
relation de négligeabilité.

Remarque
Ne pas se méprendre lorsque les exposants sont négatifs : par exemple, # = o(%) car—2<—1.

Conseils méthodologiques

Pour obtenir un équivalent d'une suite définie comme une somme, il suffit souvent de mettre en
facteur le terme a priori prépondérant.

Appliquons cette idée aux suites polynomiales ou rationnelles.

> Considérons par exemple une suite définie comme un polyndéme en 7 : le terme prépondérant,
et donc I'équivalent, est alors le mondme de plus haut degré

5 2
3n+5n+2=3n%1+—+ —)~3nd
3n2 3nd
car 1+ 325 + 325 — 1. De méme,
5 1 1/5 1
=== =+1|~—.
nz2 n n\n n

>La méme idée permet de gérer toutes les suites définies par P(n)/Q(n) ou P et Q sont des poly-
nomes de degré p et g est de coefficients dominants cp et ¢, pour trouver I'équivalent E—gn”_q .

Voici un autre exemple o1 'on exploite cette idée de mettre en facteur le « terme prépondérant ».

> Montrons que In(7n + 1) ~ In n. En effet,

n

Inn

1 In(1+1 In(1+ 2
ln(’”1)=lnn+ln(1+—)=lnn(1+ n ))et1+ n(l W,
n nn

246



Chapitre 6 - Suites numériques

> Montrons que In(In(7n + 1)) ~ In(In n). En effet,

1 ( In(1+ %))
In(In(n+1))=In(Inn+In(1+ —))=In(lnn)+In| 1+ ————
n Inn

Inn

etln (1 4 Inltez) )) 0 alors que In(In 1) — +00 donc ln(l L )) o(In(In n)).

Généralisons cet exemple.

Proposition 6.28.

Soit (u,), et (v,), deux suites équivalentes de limite +oco. Alors Inu,, ~Inv,,.

Démonstration

A partir d’un certain rang N, les suites considérées sont a termes strictement positifs. Alors, pour tout
n>N,Inu,—Inv,=In3* donclnu,—Inv, —Inl=0 soit encore Inu, =Inwv, + o(1). Comme (Inu,),
diverge vers +00, on obtlent bienlnu, ~Inv,. |

Exemple

n
Montrons que Z k!~ n!. En effet,

k=0
1
Zkl_nl—Zkl nvkzm
o1 &l
<n! ;4‘;—”(”_1)
(141

La connaissance des fonctions usuelles permet d’identifier le « terme prépondérant ».

Proposition 6.29. Croissances comparées

Pour tout r >0,
Inn=o0(n"), n"=o(e").

Exemple

5 13
n’lnn  2n
e"+n51nn+2n13=e”(1+ )~e”,

en en

5
n lnn+2n

car 3 — 0 d’apres les croissances comparées.

Admettons temporairement la formule de Stirling qui permet de positionner la factorielle par rapport
aux suites usuelles exponentielles, puissances et logarithmes.
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Proposition 6.30. Formule de Stirling

n n
n!~(—) 2nn.
e

D’autres équivalents peuvent aussi étre obtenus avec des moyens relativement simples.

Exemple

Si(u,), est une suite de limite nulle et p €N, alors

=1+u,+...+ul +o(ul).
1—u,

En effet, d’apres les calculs sur les sommes géométriques

1 1 1—ul™ ul
—(A+u,+...+ul)= — = =u”
" " l—u, 1-u, 1-u, "l—u,

Uy

1—u,

d’ou le résultat en remarquant que 2 — 0.
n

4.3. Propriétés opératoires

Proposition 6.31.

Soit (i), (v,,), et (wy,), trois suites telles que u,, = o(w,) et v, =o(w,) et A€ R. Alors, u,+Av, =
o(w,).

Démonstration
Soit(u,),, (v,), et(w,), des suites ne s’annulant pas a partir d'un certain rang telles que L’f,—: —0et 1://_':, —0.
Alors,

A
U+ Ay Uy Vo

Proposition 6.32.

Soit (1), (U, (vn), des suites telles que u, = o(u),). Alors, u, v, = o(u,,vy).

Démonstration
Soit (u,),,, (V,), et (1)), des suites ne s’annulant pas a partir d’'un certain rang telles que Z—,: — 0. Alors,
UnVn _Un o
/
uv, u),

Exemple

Soit (u#,), une suite telle que u,, = 0(%). Alors, 2nu, = 0(27") donc 2nu, = o(2) et, plus simple-
ment, 2nu, = o(1).
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Proposition 6.33.

Soit (u/n)n, (ul)n, (vs), et (v)), des suites telles que u, ~ u/, et v, ~ v;. Alors, u,v, ~ u, v, et

un un
Y
Démonstration

Soit (1), (Un)n, (1), €t (v)), des suites ne s’annulant pas a partir d'un certain rang telles que =+ — 1 et
-+ — 1. Alors,

/ /
UnVp _UnVn o Holn _UnVn )
7! oy ’ / ’ :
w v ul v wov, u, v,

Remarque

Cette proposition indique que les équivalents peuvent se multiplier (ou se diviser). En revanche, on ne
peut a priori additionner les équivalents n ~ n+1 et —n ~ —n mais 0 %# 1, ni les composer n ~ n+1 et
pourtant exp(n) # exp(n +1).

Exemple
Cherchons un équivalent simple au coefficient binomial (2: ) al’aide de la formule de Stirling.

(Zn) _ (2n)  VAmn22np*ne~in  %n

~
n

nl2 2mnn2ne—2n Jrn’

Exemple

Etudions la suite (u,,),, avec
2n%+1

U, =

n—1"

Alors, le numérateur est équivalent a 2n? et le dénominateur est équivalent a n donc u,, ~ 2n.
Poursuivons |'étude avec les termes suivants,

2n+1 2n
un—z = ~N — =
n—1 n
puis
Up,—2n—2=——n~—
" -1 n

Ainsi, u, —2n—2=32 +o0(2)donc u, —2n—2=2 4+ o(3).
En conclusion,

3 1
U,=2n+2+—+o(—).
n n

2 2
Poursuivons cet exemple avec la suite (v, ), définie par v, = %

2n?+1 n?+1
X
n—1 n—1

= =(2n+2+E+o(l))(n+1+E+o(l))=2n2+4n+9+o(l).
n n n n

Un

Tous les termes n’étant pas écrits sont négligeables par rapport a 1 donc incorporés au terme o(1).
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5. Suites réelles

Pour les suites réelles, on peut exploiter 'existence de la relation d’ordre < : encadrements, variations et
monotonies...

5.1. Inégalités

Proposition 6.34. Lemme d’encadrement

Soit (1), (), et (w,,), trois suites réelles telles que

o apartird'uncertainrang N, u, <v, < w,;

* les suites (u,), et (w,), convergent vers la méme limite £.
Alors, la suite (v,,),, converge et sa limite est ¢.

Démonstration
Soit & > 0. D’apres la définition des convergences des suites (u,,),, et (w,),, il existe des rangs N’ et N”
tels que
Vn>N/, u,>l—c¢,
Yn>N", w, <l+e.
Ainsi, pour n > max{N,N’,N"},
{—e<u,<v,<w,<l+¢

donc |v,, —£| < &. En conclusion, limv,, =£. ]

Exemple

- . . z . _ n n

Etudions la convergence dela suite (V)n geﬁnle par v, = > i—1 775~ Chacun des termes de la

somme définissant v, est compris entre 5 et 724y, d'oll

n n

n——<v,<n—-—.
n2+n n2+1

Or, les deux termes extrémes de cet encadrement convergent vers 1 donc v, — 1.

Remarque
Soit (u,), et (v,), deux suites réelles telles qu'a partir d'un certain rang |u,| < v, et limv, = 0. Alors,
lim u,, =0 car on peut appliquer le lemme d’encadrement aux inégalités —v, < u,, < v,,.

Proposition 6.35.

Soit (u#,), et (v,), deux suites réelles telles qu’a partir d'un certain rang u,, < v,,.
> Si les suites (u,), et (v,), convergent respectivement vers £ et £/, alors £ < {’.
> Si la suite (u,,),, diverge vers +00, alors (v,,),, diverge aussi vers +00.

> Si la suite (v,), diverge vers —oo, alors (u,,),, diverge aussi vers —co.

Remarque
Pour deux suites réelles (u,,),, et (v,), qui convergent respectivement vers £ et ¢’ et telles qu’a partir d'un
certain rang u, < v,, 'inégalité entre les limites n'est pas nécessairement stricte : par exemple, avec
u,=0etv, = %, les limites sont égales alors que I'on dispose de I'inégalité stricte u, < v, pour tout
indice n €N.
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Démonstration
> Pour tout € > 0, il existe un rang N €N tel que pour n > N

l—e<u,<v, <l +e.

Par conséquent, £ < {’+2¢ pour tout £ >0 donc ¢ </¢’.
> Pour tout A > 0, il existe un rang N € N tel que pour n > N, v,, > u,, > A, d’ou le résultat.
> Il suffit d’appliquer le point précédent avec —v,, < —u,,. [ |

Exemple

Etudions la suite (v,),, définie par v, =Y/, 1.
k+1 . o
>Pourtout t €[k, k+1], 1 < £ donc [, "' 1 d < { et, aveclarelation de Chasles pour les intégrales,

n k+ll n-%—l1
V"Z;Jk ?dt:fl ~dr=In(n+1)

Ainsi, v,, — +00.
11 k+1 1 1 k .
> Pour tout f €[k, k+1], 7 < ¢ donc fk sdr << fk_l 7 dr et, avec la relation de Chasles pour

les intégrales,
In(n+1)< v, <1+In(n).

Ainsi, par encadrement, lim %~ = 1, c’est-a-dire v,, ~ In n.
In(n) n

Exemple Critére de D'Alembert

Soit une suite (u,), € CY ne s’'annulant pas a partir d'un certain rang telle que % — /.
>Si ¢ < 1, alors la suite (u,,),, converge vers 0. En effet, il existe N € N tel que
u 1+¢
VaxN, |o<—.
u, 2
- -N . N .
Ainsi, pour tout 72 > N, |u,| < (%£)" |uy| donc par encadrement et comparaison 2 une suite
géométrique de raison ITJ’[ €]o,1[, u,, — 0.
>Si¢ > 1, alors la suite (|u,|), diverge vers +o00. En effet, il existe N €N tel que
u 1+¢
Va>N, |2H|>—.
u, 2
S —N . N . . P
Ainsi, pour tout n > N, |u,| > (17”)71 |uy| donc par comparaison a une suite géométrique de

raison # >1, u, —+oo.

5.2. Ecriture décimale

Proposition 6.36.

Pour tout x € R, il existe un unique entier n € Z tel que n < x < n+ 1. Cet entier n est noté | x| et
appelé la partie entiere de x.

Démonstration
Lapartie A={m €Z, m < x} est non vide, majorée donc admet une borne supérieure : c’est'entier n de
I’énoncé. [ |
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Exemple
On obtient immédiatement |3, 14| =3 et |3, 14| =—4.

Remarque
Attention a ne pas confondre la partie entiére avec la troncature de la partie décimale.

Remarque

Cette propriété permet, par exemple, de prouver le caractére archimédien de R : pour tout y € R et tout
x>0, ilexiste neNtelque nx > y.

Proposition 6.37. Ecriture décimale

Pour tout x € R,, il existe une unique suite d'entiers naturels (x,), telle que
n n
¥reN, D %10 <x< xl10F+107
k=0 k=0

De plus, la suite (x,), est a valeurs dans [0,9] pour n > 1 et n’est pas constante égale a 9 a partir
d’un certain rang.

Démonstration
> Montrons I'existence et I'unicité de la suite par récurrence.
¢ Le terme x, doit vérifier xy < x < x5+ 1 donc xy =|x].
¢ Soit n € N. Supposons X, ..., X, uniquement déterminés. Alors, le terme x,,,; doit vérifier

n n
D w10 o, <10 X < 10" 4 x
k=0 k=0

n
d’ot1 x4, = {10'”1)6 — " x:10""17F | et il existe une unique valeur pour x,, ;.

k=0

n n
> Pour tout >0, X,,4; = {10"“36 - xk10"+1_kJ et0<10"x— > x;,10" ¥ <1donc
k=0 k=0

n
0<10"" x = x 10" <10,
k=0
Ainsi x,,,; €[0,9].
> Si la suite (x,),, est constante égale a 9 a partir du rang N, alors, pour tout n > N,

N N n
Zxklo_k +10N—107" =Zxk10_k+ Z 9.10 % < x,
k=0 k=0 k=N+1

et

N n N
X< D 107F+ D0 9107F 4107 =D w107k 4107V,
k=0 k=N+1 k=0
En passant a la limite dans la premiere inégalité, on obtient la contradiction

N N
Zxklo_k +10 VN <x< Zxklo_k +107V,
k=0 k=0
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Remarque
La suite (x,,), estl'écriture décimale propre de x :

X = Xg, X1 XpX3...

Les valeurs > _ x; 107 et 3}, x,107% + 107" sont les approximations décimales a I'ordre n de x par
défaut et par exces.

Pour obtenir I’écriture décimale de x € R_, on se rameéne a I’écriture décimale de —x.

Définition 6.38.

Les nombres décimaux sont les réels dont la suite des décimales est constante égale a 0 a partir d'un
certain rang.

Remarque

En informatique, la place mémoire est finie (bornée par les spécificités de la machine) : il n’y a donc pas
de réels. Onles remplace en général par des décimaux, appelés flottants, et ils sont codés par deux entiers.
Plus précisément, un décimal x s’écrit a 10" avec a €N (la mantisse) et n € Z (I'exposant).

5.3. Suites monotones

Définition 6.39.

Soit (u,,), une suite réelle.

> La suite (u,,),, est croissante si, pourtout n €N, u,,,; > u,.

> La suite (u,,), est décroissante si, pour tout n €N, u,,,; < u,,.

> La suite (u,,),, est monotone si elle est croissante ou décroissante. Si les inégalités sont strictes, la
suite est strictement croissante, strictement décroissante et strictcement monotone respectivement.

Rappelons qu'il existe des suites non monotones comme ((—1)"),,.

Exemple
Une suite réelle (u,,), vérifiant la relation de récurrence
4
VneN, Upy1 = Uy + U,

. . 4
est croissante puisque, pour toutn €N, u, .1 —u,=u nZ 0.

Exemple

Considérons une suite (u,,), vérifiant u,,; = f(u,) pour tout n €N.

>Si f(x)> x pour tout x € R, la suite (u,,), est croissante car pour toutn €N, u, ., = f(u,)> u,.
>Si f(x) < x pour tout x €R, la suite (u,,),, est décroissante.

> Si f est croissante et u; > u, (respectivement u; < 1), la suite (u,,),, est croissante (respective-
ment décroissante) : en effet, on montre rapidement que u,,,, > u,, par récurrence sur n.

> Si f est décroissante et u, > u, (respectivement u, < u,), les suites (u,,), et (Us,41), sont
croissante et décroissante (respectivement décroissante et croissante).

Rappelons la propriété de la borne supérieure du corps des réels qui provient de la construction du corps
des réels (admise dans cet ouvrage).
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Proposition 6.40.

Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure.

Le résultat suivant s’avere une conséquence immédiate de cette propriété.

Proposition 6.41. Limite monotone

> Une suite croissante majorée converge.
> Une suite croissante non majorée diverge vers +co.

Démonstration
Soit (u,), une suite croissante.

> Si(u,), est majorée, considérons ¢ = sup{u,, n € N}. Par définition de la borne supérieure, pour tout
€ >0, il existe N € Ntel que { —e < uy < { (car £ — ¢ est strictement plus petit que le plus petit des
majorants). Comme la suite est croissante,

Yn>N, {—e<uy<u,</{.

Ainsi, la suite (u,,),, converge vers £.

\ A

N

> Si (u,), n'est pas majorée, alors, pour tout A > 0, il existe N € N tel que uy > A. Comme la suite est
croissante,
Vn>N, U, > Uy = A.

Ainsi, la suite (u,,), diverge vers +oc0. [ |
Remarque

En adaptant cette démonstration, on voit que la borne supérieure d'une partie X est limite d'une suite
d’éléments de X. Ceci est relativement utile et mérite d’étre retenu.

On a bien évidemment un résultat analogue pour les suites minorées décroissantes, pour les suites bor-
nées et monotones a partir d'un certain rang.

Proposition 6.42. Suites adjacentes

Soit deux suites réelles (a,), et (b,), telles que
* la suite (a,), est croissante;
* la suite (b,), est décroissante;
* b,—a, —0.
Alors, les suites (a,), et (b,), convergent vers la méme limite.
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Démonstration
Remarquons tout d’abord que la suite (b, — a,,), est décroissante car (b,), et (—a,), sont toutes deux
décroissantes. Par ailleurs, cette suite est de limite nulle donc est a termes positifs; ainsi, pour tout 7,
a, < b, < by etdonclasuite (a,), est majorée par b,. De méme, la suite (b,,),, est minorée par a,. D’apres
les propriétés de monotonie, ces deux suites sont convergentes.
De plus,

lim b, —lima, =lim(b,, —a,)=0.

D’oulimb, =lima,,. |
Remarque

Pour deux suites réelles (a,), et (b,), vérifiant les hypotheses de la proposition précédente, dites adja-
centes, de limites £, on a toujours0<¢{—a, <b,—a, et0< b,—{ < b,—a,.

A

Soit a, b > 0. Définissons les suites (a,,), et(b,), par a, = a et by = b etlesrelations de récurrence

VneN { Apyr = Vagby,

a,+b,
5.

bni

> Commencons par remarquer que, pour tout z €N,

1
by —an, = E(dn —2va,b, + bn)
1

= ~(Van —2yanVb, + VD, )

2
— 5 Wo—va) =0,

Ainsi, pour tout n >0, b, > a,.1, c'est-a-dire pour tout n > 1, b, > a,,.
ap—.

>Pourtoutn>1, b,,;—b, = Tb" <0. Ainsi, la suite (b,,),, est décroissante a partir du rang 1.

> Pour tout n > 1, % = % > 1. Ainsi, la suite (a,,), est croissante a partir du rang 1.
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> Les suites (a,), et(b,), convergent (monotones bornées) vers £ et £’. En passant a la limite dans
'une des relations, on trouve £ = ¢’.

Exemple Développement en série de e

Soit les suites (a,), et (b,), définies, pour tout n €N, par

1 1 1
a,=> —, b= —+—.
" ;k! " ;k! n.n!

> La suite (a,,),, est clairement strictement croissante.
> La suite (b,,), est strictement décroissante car, pour tout n €N,

n+l

1 1 1 1
bpr—bp=> ————— > ———
e ;k! (n+1).(n+1)! ;k! n.n!
1 . 1 1 1 -0
T (n+1) (n+1.(n+1)! na' nmr+1(n+1)
> La suite différence vérifie b, —a,, = ﬁ — 0.

Ainsi, d’apres la proposition précédente, les suites (a,,),, et(b,,), convergent vers une méme limite
(qui est égale a e = exp(1)).

Remarque
Remarquons que ce dernier exemple permet en particulier de montrer que cette limite e n’est pas ration-
nelle. En effet, si e = g avec (p,q)€ZxN\{0}, alors a, <e <a, + ﬁ. Ainsi,
p 1
qla, < q!; <qla,;+ E <qla;+1

et'entier q!g est strictement inclus entre deux entiers consécutifs g'a, et gla, +1: contradiction.

5.4. Exemples de parties denses de R

Définition 6.43.

Une partie A C R est dense dans R si elle vérifie I'une des deux propriétés suivantes
* tout réel est limite d’une suite a valeurs dans A;
s VxeR, Ve>0, AN]x —¢&,x + €[ D.

Montrons que les deux affirmations de la définition sont équivalentes.

Démonstration

> Si x est limite d’'une suite d’éléments de A, alors I’ensemble AN]x — &, x + [ contient les éléments de la
suite a partir d'un certain rang.

> Réciproquement, pour construire le ni¢me terme d’'une suite a valeur dans A convergeant vers x, il suffit
de prendre un élément u,, de '’ensemble (supposé non vide) AN]x —27", x +-27"[. Par construction, pour
tout 1, |u, — x| < 27" donc, par le lemme d’encadrement, lim u,, = x. [ ]

Proposition 6.44.

Les ensembles Q et R\ @ sont denses dans R.
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Démonstration

> Pour Q, il s’agit de la proposition concernant I’écriture décimale des réels.

> Si (u,), est une suite de rationnels convergeant vers x, alors (u, + %)n est une suite d’irrationnels
convergeant vers x. u

En fait, la méme proposition sur I'écriture décimale donne

Proposition 6.45.

L'ensemble des nombres décimaux est dense dans R.

Citons d’autres parties denses de R bien utiles.

Proposition 6.46. Sous-groupes de R

Une partie non vide de R stable par addition et différence (sous-groupe de (R,+)) est de la forme
aZ={ka, k €Z} avec a €R ou est dense.

Démonstration

Soit G une partie non vide de R stable par addition et différence. Si G = {0}, le résultat est évident. Sinon,
G contient des éléments strictement positifs (car il y a au moins un élément non nul et son opposé).
Notons a =infG NR.

> Si a # 0, alors a est le plus petit élément G NR* : sinon, il existe un élément x € G entre ]a,2a[ (car
2a n’est pas un minorant de G NR*), puis un élément y € G dans ]a, x[ (car x n’est pas un minorant de
G NR*). Alors, x —y € GNJ0, a[ ce qui contredit la définition de a.

Ainsi, aZ c G. Réciproquement, si x € G, alors il existe n = [%J €Zet0<y<atelque x =na+y;ainsi,
y=x—na<Gn[0,al donc y =0 et x € aZ. Par double-inclusion, G = aZ.

> Si a = 0, alors pour tout € > 0, il existe x € G N[0, £]. Ensuite, pour tout y € R, il existe n € Z tel que
0<y—nx<x<¢ (nestlapartie entiere de %) donc GN]y —¢, y +£[#@: G est dense dans R. [ ]

On retrouve que Q est dense dans R car c’est une partie non vide stable par addition et différence qui
n'est pas de la forme aZ.

Exemple

Lensemble Z + +/2Z est stable par addition et différence mais n’est pas de la forme aZ donc est
dense; en effet, s'il existait a € R tel que Z++2Z = aZ, alors il existerait p, g € Z* telsque v2 = ap
et1=aq d’ott v2= £ ce qui est impossible car v2 ¢ Q.

Plus généralement, si on considere x, y € R tels que % ¢ Q, alors xZ + yZ est dense dans R.

6. Suites extraites

6.1. Définition

Définition 6.47.

Soit (u,), une suite a valeurs dans K. Une suite extraite de (u,), est une suite (4,(,)), ou I'appli-
cation ¢ : N — N est strictement croissante.
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Une suite extraite est donc obtenue en ne conservant qu'une partie des termes de la suite de départ (ceux
dont les indices sont atteints par 'application ¢).

Parmi les exemples les plus simples, remarquons que (u,,41),, (U2,,), €t (U,41), sOnt des suites
extraites de (u,),.

Considérons la suite (u,) qui vaut 1 lorsque 'indice est premier, 0 sinon. Il est élémentaire que
cette suite diverge.

Pour tout a > 2, la suite extraite (u,,) est nulle a partir du rang 2 donc converge.

Remarque

On a quelquefois besoin d’extraire une suite d'une suite déja extraite. Il est important de savoir que
(Uyoy(m))n €St une suite extraite de (i), (alors que la plupart du temps, un terme de (Uyop () N'€St
pas de la forme U(n))-

Considérons la suite (u,,) définie, pour tout n, par u,, =|+/n).

La suite extraite (u,:,,,) est strictement croissante, puisque, pour tout 71, U,2,5, = n.
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6.2. Propriétés

Proposition 6.48.

Une suite extraite d’une suite convergente est convergente vers la méme limite.

L

Conseils méthodologiques

Cette proposition sert essentiellement & montrer qu’'une suite n’est pas convergente en exhibant
deux suites extraites de limites différentes.

Démonstration

Soit (u,,), une suite de limite £ et (u,,)), une suite extraite.

Soit £ > 0; il existe N € N tel que pour tout n > N, |u,, —{| < €; comme ¢(n) > n (par une récurrence
immédiate), pour tout n > N, |u¢(n) —/l|<e.

En fait, la réciproque est élémentaire : une suite converge si, et seulement si, toutes ses suites extraites
convergent (car la suite est 'une de ses propres suites extraites).

Exemple

Soit (u,), une suite telle que les suites (u,,), et (u,,.1), convergent vers la méme limite; mon-
trons que la suite (u,,), converge.
Soit & > 0; d’apres les définitions de convergence, il existe des rangs N et N’

Yn>N, |y, — L] <&,
VYn>N’, [Ugp—Ll <e.

Ainsi, pour tout n > max{2N,2N’+1}, |u,,—¢| < &, donc u, — ¢.

Exemple

Soit (u,,), une suite telle que les suites (u5,),, (U2,41)n €t (U3,), convergent; montrons que la
suite (u,), converge en se ramenant au cas précédent : la suite (ug,), est extraite a la fois de
(uz,,), et (us,), donc ces deux suites ont la méme limite; de méme, la suite (u,,,3), est extraite
a la fois de (u2,41), et (us,), donc ces deux suites ont la méme limite. En conclusion, les suites
(U2,), €t (Usy41), ONtla méme limite.

On peut obtenir une caractérisation des limites des suites extraites.

Définition 6.49.

Soit (u,), € KN et £ € K. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes.
1. Il existe une suite extraite de (u,,),, qui converge vers £.
2. L'ensemble {n €N, |u,, —£| < €} est infini pour tout & > 0.
3. Ve>0, YN€N, dn> N, |lu,—f|<e.
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Démonstration

(1=2) Soit £ la limite d'une suite extraite (1,(,)), et & > 0. Par définition de la convergence, il existe
N eNtel que
VnZN, |u¢[n)—£|S€.
Ainsi,
@(IN,+oo)c{neN, |u,—{|<¢},
donc ce dernier ensemble est infini.
(2=3) Soite >0et N € N. Comme {n €N, |u,, —¢| < €} est infini, il n'est pas inclus dans [0, N] donc
contient un entier n > N.
(3=1) Construisons une suite extraite (#y(,)), telle que |u,(,) —£| < 27" pour tout n € N par récurrence.
> Appliquons la propriété 3 avec ¢ =270 =1 et N = 0. Il existe un entier ¢(0) > 0 tel que | Uyo—Cl <1

> Soit n € N. Supposons une telle suite extraite construite jusqu’au rang n et appliquons la pro-
priété 3 avec ¢ =27 "D et N = p(n) : il existe un entier p(n +1) > p(n) tel que

| Up(n+1) _£| < 2—(n+1)'

La suite (1,(,)), est par construction (viale lemme d’encadrement) de limite £.

Définition 6.50.

Une valeur d'adhérence de la suite (u,,), € KY est un élément ¢ € K vérifiant I'une des propriétés
de la proposition précédente.

Une suite convergente admet donc une unique valeur d’adhérence. La situation peut étre bien plus com-
plexe comme le montrent les quelques exemples suivants.

Exemple

La suite ((—1)" n), n’admet pas de valeur d’adhérence réelle car lim |u,,,,)| = +00 pour toute fonc-
tion strictement croissante ¢ : N — N.

Exemple

La suite (((—1)" +1)n),, admet 0 comme unique valeur d’adhérence réelle mais ne converge pas :
la suite des termes d’indice impair diverge en valeur absolue vers +0o donc une suite extraite
convergente ne contient que des termes d’'indice pair qui sont tous nuls; ainsi, la seule valeur
d’adhérence est 0.

Exemple

La suite ((—1)"),, admet deux valeurs d’adhérence réelles : les termes d’indice pair (respective-
ment impair) forment une suite extraite égale a 1 (respectivement a —1).

Exemple

La suite (cos ), est 6-périodique et prend quatre valeurs : en étudiant les termes selon le reste
modulo 6, on trouve que les valeurs d’adhérence sont {:l:%, +1}.
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Exemple

La suite (cos(n)), admet une infinité de valeurs d’adhérence réelles; plus précisément, 'en-
semble des valeurs d’adhérence est[—1, 1]. En effet, considérons ¢ €[—1,1], 8 e Rtelque{ =cos 0,
et € €]0, r[. Le sous-groupe Z+27Z est dense dans R donc I'ensemble A =(Z+2nZ)N]0 —¢, 0 +¢[
est infini. Pour tout p +2qm € A,

|cos|p|—£|=|cos(p +2qm)—cos(0) < |p+2qn—0|<e.

donc cos|p| €]l —¢,¢ +¢€[. De plus, comme ¢ < 7, il y a au plus deux éléments de 'ensemble A qui
ont le méme cosinus. La suite (cos(n)),, prend donc une infinité de valeurs dans J{ —e¢,{ + €.

Proposition 6.51.

Soit (u,), une suite telle que u,,; — u,, — 0. Alors, I'ensemble des valeurs d’adhérence est un inter-
valle (éventuellement vide).

Démonstration
Si(u,), admet 0 ou 1 valeur d’adhérence, le résultat est évident. Si a < b sont deux valeurs d’adhérence
de (u,),, montrons par I’absurde que tout ¢ €]a, b[ est une valeur d’adhérence. Supposons ainsi que

E|£>0, HNIEN, VnZNl, |un_[|2€
Comme u,,; —u, — 0, il existe N, € N tel que

Vn>N,, |ty —u,| <e.

Comme a est une valeur d’adhérence, il existe Ny > max{N;, N, } tel que uy, < “T“ </

Comme b est une valeur d’adhérence, 'ensemble {n > N3, u,, > ¢} est non vide; notons N son plus petit
élément. Alors, uy =€ > uy_;.

Or, d’apres I'hypothese sur £, on a uy > £+ ¢ et uy_; < {—e donc uy — uy_; = 2€ ce qui contredit
I'hypothese |u, ., —u,|<e€.

n
b
i B
: : : [
ly® o :
.
3 3 .
: . :
: .
a : ® :
.
N, N, N3 N—-1 N

Remarque
En fait, il n’est pas difficile de montrer que cet intervalle est nécessairement fermé.
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6.3. Théoreme de Bolzano-Weierstrass

Proposition 6.52. Bolzano-Weierstrass

Toute suite réelle bornée admet une suite extraite convergente.

On obtient une formulation équivalente avec la définition de valeur d’adhérence.

Proposition 6.53. Bolzano-Weierstrass

Toute suite réelle bornée admet une valeur d'adhérence.

Démonstration

Notons X 'ensemble des réels x tel qu’il existe une infinité d’indices n tels que u,, > x. Comme la suite
(u,), est bornée, 'ensemble X est majoré et non vide donc admet une borne supérieure ¢. Pour tout
€>0,0+¢¢ X doncily a, au plus, un nombre fini d’'indices n tels que u,, > ¢ + ¢ : par conséquent, ily a
une infinité d’indices n tels que { + & > u,, > { —¢.

Construisons alors une suite extraite (1)), qui converge vers £.

Soit ¢(0) un indice k tel que £ +1> u > ¢ —1.

Si p(n) est défini pour un entier 7 fixé, on prend pour ¢(n+1)'un des indices k > ¢(n) vérifiantl'inégalité
£+27"1 >y > ¢ —27""1 (ce qui est possible car il y a une infinité de tels indices). Ainsi, pour tout n €N,
[Uypny— L1 < 27" donc uy,) — L. ]

Donnons une seconde preuve de ce théoréme s’appuyant sur le principe dichotomique.

Démonstration

Notons [ay, by] un intervalle contenant tous les termes de la suite (u,,),,. Construisons, par récurrence,
des suites (a,), et (b,), telles que, pour tout n € N, l'intervalle [a,, b, ] contient les termes de la suite
(u,,), correspondant a un ensemble infini d’indices et b,, —a,, =27"(by — ay).

Supposonsles termes a,, et b,, définis. L'un (au moins) des deuxintervalles[a,,, “"T”’”] et[ “”T”’”, b, ] contient
les termes dela suite (u,,),, correspondant a un ensemble infini d’'indices; notons cetintervalle [a,,, 1, b, ;1]

Les suites (a,), et (b,), convergent vers la méme limite ¢ en remarquant qu’elles sont adjacentes. Enfin,
il existe une suite extraite (1,(,)), telle que, pour tout n €N, uy,) €[a,, b, ] : cette suite extraite converge
vers ¢ par le lemme d’encadrement. [ |

Le résultat s’étend naturellement aux suites complexes.

Proposition 6.54. Bolzano-Weierstrass

Toute suite complexe bornée admet une suite extraite convergente.

Démonstration

Soit (u,), une suite complexe bornée; les suites (JRe(u,,)), et (Jm(u,)), sont des suites réelles bornées.
D’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass (cas réel), il existe une suite extraite (Re( (), qui converge
vers un réel noté a. Comme la suite (Jm(uy,,))),, est une suite réelle bornée, on peut aussi en extraire une
suite (Im(Uyoyp(n)))n qui converge vers un réel noté . De plus, la suite (Re(Upoy ()], cOnverge vers a en
tant que suite extraite d’une suite convergente. Alors, la suite (Uyoy(,)) s, €xtraite de (u,,),, converge vers
le complexe a +if. ]
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Proposition 6.55.

Soit (u,,), une suite réelle bornée et £ € R telle que toute suite extraite convergente de (u,,),, converge
vers £. Alors, la suite (u,), converge vers £.

Démonstration
Si(u,), ne converge pas vers ¢, alors il existe £ > 0 tel que, pour tout N € N tel qu’il existe unindice n > N,
|u,, —£| > €. On peut donc (quitte a ne considérer que les indices 7 tels que |u,, —¢| > &) obtenir une suite
extraite (Uy(,)), qui ne prend pas ses valeurs dans [{—¢, { +¢]. Cette suite est bornée (car (u,), estbornée)
donc admet a son tour une suite extraite qui converge, d’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, vers
un réel différent de ¢ par construction. Ainsi, (u,), admet deux suites extraites qui convergent vers des
valeurs distinctes : contradiction. ]
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Précisons la définition de convergence d’une suite numérique (K=R ou C).

Convergence, divergence

> Une suite (u,,),, € KN est convergente s'il existe un élément £ € K, appelé limite de (,,),, et noté
lim u,,, tel que
Ve>0,dIN €N, Vn>N, |lu,—Lt|<e.

Si elle ne vérifie pas cette condition, la suite (u,,), est divergente.
> Une suite réelle (u,,),, diverge vers +00 si

VA>0,IN€eN, ¥n>N,  u,>A

> Une suite complexe converge si, et seulement si, la suite de ses parties réelles et la suite de ses
parties imaginaires convergent.

Pour les suites réelles, les encadrements peuvent permettre d’établir la convergence ou de donner la
valeur de la limite.

Encadrement

Soit (u,,),, (v,), et (w,), trois suites réelles telles que

* apartird'un certainrang, u, <v, < w,;

* les suites (u,), et (w,), convergent vers la méme limite £.
Alors, la suite (v,,),, converge et sa limite est £.

Avec la propriété de la borne supérieure, on peut déduire le comportement asymptotique de I'étude des
variations.

Monotonie

> Une suite réelle croissante majorée converge vers sa borne supérieure.
> Une suite réelle croissante non majorée diverge vers +00.
> Soit deux suites réelles (a,,), et (b,), telles que
* la suite (a,), est croissante;
* la suite (b,), est décroissante;
» lim(b,, —a,)=0.
Alors, les suites (a,), et (b,), convergent vers la méme limite.
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En cas de divergence, on peut étudier les suites extraites (et leurs limites) pour obtenir d’autres compor-
tements asymptotiques. Dans le cas des suites bornées, on est assurés de I'existence d'une telle limite.

Bolzano-Weierstrass

De toute suite (réelle ou complexe) bornée, on peut extraire une suite convergente.

Les suites permettent de caractériser la notion de densité.

Parties denses

Une partie A C R est dense dans R si elle vérifie I'une des deux propriétés équivalentes suivantes :
* tout réel est limite d’une suite a valeurs dans A;

s VX€R, Ve>0, ANlx—¢,x +e[#D.
Les ensembles des décimaux, des rationnels ou des irrationnels sont denses dans R.
Une partie de R non-vide, stable par addition et soustraction est de la forme aZ ou est dense dans R.
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Vrai ou faux ?

Vrai Faux
3 n
a) lim(1+—) =1. [} O
n
b) Une suite (u,), telle que u,,» =2u,,; — u, pour tout n € N converge si, m| O
et seulement si, uy = u; =0.
¢) Une suite (u,), telle que 5u,, ., =5u,,, — u, pour tout n € N converge O O
vers 0.
d) Une suite monotone converge. [} O
e) Une suite bornée converge. m| O
f) Une suite géométrique bornée converge. m] m]
g) Pour deuxsuites (u,), et(v,), delimite 1, u!! = v)". m] O
h) Le quotient de deux suites convergentes est convergent. m| O
i) La partie réelle d’'une suite complexe convergente est convergente. O m|
j) Lapartie entiére d'une suite réelle convergente est convergente. | O
k) Le maximum d’une suite réelle convergente et de la suite nulle définit O O
une suite convergente.
I) Le maximum de deux suites réelles convergentes définit une suite O O
convergente.
m) Une suite (u,,) croissante telle que (u,,) est convergente est [} O
convergente.
n) Siles suites extraites (u5,), et (uy,1), convergent vers la méme limite, O O

alors (u,,), converge.
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Exercices d’application du chapitre 6

Exercice 1
Préciser les intersections suivantes (), ey o (=% 7 ) €t Nneryio} |- 5» 51 -

Exercice 2

Le probleme des tours de Hanoi consiste a déplacer des disques de tailles différentes entre trois pics
de sorte a ce qu’'au départ, tous les disques sont sur le premier pic (la taille étant décroissante avec la
hauteur) et qu’a I'arrivée, tous les disques sont sur le troisieme pic. Les contraintes sont les suivantes

¢ on ne peut déplacer qu'un disque du sommet d'un pic vers le sommet d'un autre pic;
¢ on ne peut poser un disque que sur un pic vide ou un pic dont le disque au sommet est de rayon
plus grand que celui que I'on pose.

Notons u,, le nombre minimal de déplacements pour n disques.

Déterminer une relation de récurrence pour la suite (u,,),.
En déduire la valeur de u,,.

Exercice 3
Expliciter la suite (u,,), définie par uy =0 et, pour tout n, u, ., =2u, +2"—1.

Exercice 4
Soit a € R et (u,), une suite réelle vérifiant, pour tout n €N,
Upip—2c08(@)Upyq + U, =0.

Donner I'expression de u,, en fonction de n.

Exercice 5
Soit a, b €R, (u,) une suite vérifiant la relation de récurrence linéaire d’ordre 2

VReN, up,=au,n+bu,.

Montrer que la suite (u,,,) vérifie aussi une relation de récurrence linéaire d’ordre 2.
Justifier que les carrés des racines de 1'équation caractéristique de (u,,) sont les racines de 'équa-
tion caractéristique de (u,,,).

Exercice 6
Soit (u,,),, une suite réelle convergente de limite £.

Montrer que si £ ¢ Z, la suite (| u,, ]),, converge.
Dans le cas général, est-ce que (| u,,]),, est convergente?

Exercice 7
La suite (4/1789+(—1)"),, est-elle convergente?

Exercice 8
Etudier, par inégalités, la convergence des suites définies par

n n
1 1 2 1
un_ﬁkz k+2 Up=n an3+k
=1 =1
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Exercice 9
Etudier la convergence de la suite (u,,),, définie par u, €R et, pour tout n €N, 1, ,; = ¥ —1.

A

Exercice 10
Etudier la convergence de la suite (u,,),, définie par u, =1 et, pour tout 7 €N,
s =ty + ——
n+l1 n m

Exercice 11

1
Soit (u,),, une suite a valeurs strictement positives telles que %1 — { €R*. Montrer que u, —£.

Exercice 12 Lemme de Fekete
Soit (u,),> une suite positive telle que

VYm,neN, Uppan S Uy + Uy,

Montrer que la suite (42) _ converge vers

n>

Z:inf{%, neN\{o}}.

Exercice 13

Montrer que D = {2“5” avec (a, b)e ZZ} est dense dans R, c’est-a-dire que tout réel positif est la limite
d’une suite a valeurs dans D.

Exercice 14

Soit x e R\ Q, (P)nen, (Gn)nen deux suites d’entiers telles que g,, # 0 pour tout entier 7 et (%) converge
n/n

vers x. Montrer que les suites (|p,|),, et (|g,]), divergent vers +co.

Exercice 15
Notons, pour tout n € N\ {0}, d,, le nombre de diviseurs de n. Déterminer les valeurs d’adhérence de la
suite (d,,),,.

Exercice 16

Soit A > 1. Associons a toute suite (u,,), la suite (v,),, définie par v,, = Au,,; + u,. Montrer que (u,),
converge si, et seulement si, (v, ), converge.
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Exercice 17
Considérons la suite définie, pour tout n €N, par
u,=+vn—|vnl.

Soit p €N. Montrer que (u,,), est croissante pour p? < n < (p +1)2.
Exhiber des suites extraites de (u,,),, de limite 0 et 1.
Montrer que tout réel x €]0, 1] est une valeur d’adhérence de (u,,),,.

Exercices d’approfondissement du chapitre 6

Exercice A

Soit (u,), telle que, pour tous 1, p >0, 0< u,,p, < ",j—pp.

Montrer que (u,,), converge.

Exercice B

Soit zy, ..., z, des complexes de module 1 tels que la suite (z;' +...+z ’f)n converge et { salimite. Montrer
que/ [0, p].

Indication : on pourra utiliser le théoreme de Cesaro.

Exercice C
Soit (u,) € (}Rj‘r)N de limite nulle. Montrer que la suite ( ,’::O ”g;k ) est aussi de limite nulle.

Exercice D
Notons, pour tout n € N\ {0}, d,, le plus grand diviseur impair de n et considérons u,, = Z:l %.
Montrer que
U,_1+1 sinestimpair,
Yn=1 lp4ly,  sinon
2 277 .
Montrer que, pour tout 7, 41 < u, < (n+1).
En déduire que lim 3% =1,

Exercice E

Soit (A,,),, une suite a valeurs dans ]0, 1[, convergente dans 0, 1{. Considérons deux suites (u,,), et (v,),
vérifiant u, < v, et
u A u, +(1—2,)v
Vn = N, { n+1 n“%n n/¥n
Upt1 = (I_An)un'*_)knvn

Montrer que les suites (u,,), et(v,), convergent vers la méme limite.

Exercice F

Soit (u,,), une suite bornée telle que u,, + % U,, — 1. Montrer que (u,,), converge vers une limite que 'on
précisera.

Exercice G

Soit (u,), € RN telle que u,.; — u, — 0 et u, — +00. Montrer qu’il existe une suite extraite (Up(m)), telle
que Uy —n—0.
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Problemes du chapitre 6

Probléeme 1

Lobjet de ce probléeme est de montrer qu’il existe une fonction f : R — R telle que la restriction de f a
tout intervalle non trivial soit surjective.

A cette fin, posons, pour tout x € R, f(x)la limite finie de la suite (tan(n!mx)), si celle-ci existe, 0 sinon.

a. Montrer que, pour tout r € Q, la fonction f est r-périodique.
b. En déduire la restriction de f a Q.
Le but de cette question est de montrer que f est périodique. Soit y €R.
a. Montrer qu’il existe x €[0, 1] tel que y =tan(mx).
Notons, pour tout n,

b. Justifier que la suite (u,) converge.
Soit ¢ la limite de cette suite.
c. Etablir que n!({ — u,)— x.
d. Endéduire que f({)=y.
Montrer le résultat annoncé.

Probleme 2
Partie A - Définition et premiers exemples

Onrappelle que le cardinal d'une partie finie E, noté card E, est son nombre d’éléments. La densité d'une
partie A ¢ N'\ {0} est, quand elle existe, la limite

1
0(A)= nhl& ;card(Aﬂl[l,n]]).

. Justifier que la densité d'une partie est un réel de I'intervalle [0, 1].
. Quelle est la densité d'une partie finie?
c. Supposons qu'une partie A soit de densité p. Montrer que le complémentaire de A dans N\{0}
admet une densité que I'on précisera.
d. En déduire que si une partie est de densité nulle, alors son complémentaire dans N\ {0} est
infini dénombrable (c’est-a-dire en bijection avec N).
Soit p e N\ {0}. Déterminer la densité de 'ensemble pN\ {0} = {kp, k € N\ {0}}.
Déterminer la densité de 'ensemble des entiers dont Iécriture décimale ne comporte aucun 9.
Dans toute cette question, la variable p désigne un nombre premier et 77(n2) le nombre de premiers
inférieurs ou égaux a n.
a. Montrer que, pourtout n €N\ {0}, [[  p divise (**").

2n+1zp>n+1

b. En déduire, par récurrence forte, que || p < 4" pour tout n € N\ {0}.
p<n

jop=

Indication : on pourra montrer et utiliser que Z(ZZ,H) <2241,

c. Montrer que pour tout m € [2, n], m"™~"" < 4" et donc

nin4

n(n) < + (m).

" Inm

d. Déterminer la densité de 'ensemble des nombres premiers.
Indication : on pourra prendre m = [ﬁj dans I'inégalité précédente.
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Partie B - Une réciprogue du théoreme de Cesaro

Considérons une suite (u,,), telle que ﬁ ZZ:O |ug| — 0.
Pour tout £ > 0, on définit la partie A, = {n e N*, |u,| > ¢}.
a. Montrer que 6(A,)=0 pour tout £ > 0.
b. Pour tout k € N\ {0}, on pose p(n)= card(A% N1, n]).
Montrer qu’il existe un entier n;. tel que, pour tout n > ny,

1 ( )< 1
—p n =g
k+1 k

Supposons dorénavant que la suite (7, ), est strictement croissante.

c. Calculer la densité de la partie A= U (A% N[ne_y, ne ).
keN
d. Notons {¢(k), k € N*} avec ¢ une fonction croissante, le complémentaire de A dans N\ {0}.

Montrer que uyx) — 0.
Considérons une suite (u,,), telle que ﬁ ZZ:O |up—£|— 0.
Montrer qu’il existe une suite extraite de (u,,),, qui converge vers £ et dont I'ensemble des indices
est de densité 1.

Partie C - Application aux séries

Montrer que la suite (Y}, ¢), diverge vers +oco.
Supposons dorénavant que la suite positive (u,,),, est telle que (ZZ:1 %)” converge.
Notons pour tout n € N\ {0}, S, =/ _, % et §=0.

a. Enremarquant que u, = n(S, —S,_1), montrer que

1 n ln—l
;;ukZSn—;;Sk

b. En déduire que la suite (2 pIN uk)n converge vers 0.
Conclure qu'il existe une suite extraite de (u,,),, qui converge vers 0 et dont '’ensemble des indices
est de densité 1.
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Corrigés des Vrai/Faux

a) Faux, e3.

b) Faux, (1),

c) Vrai.

d) Faux, (n),.

e) Faux, ((—1)"),.

f) Faux, ((—1)"),.

g) Fauxavec, par exemple u, =1letv, =1+ % cul=letv] —e.
h) Faux et sile dénominateur tend vers 0.
i) Vrai.

j) Faux, (1+(=1)"/n),.

k) Vrai.

[) Vrai.

m) Vrai.

n) Vrai.

Corrigés des exercices d’application
du chapitre 6

Exercice 1

Remarquons tout d’abord que 0 appartient a ces deux ensembles.

Par ailleurs, pour tout x € R*, il existe n € N\ {0} tel que |x| > % donc x ¢ [—
En conclusion,

L Llet, afortiori, x ¢ |-%, 1[.
11
- —[ = {0}.

n n

[ 1 1]_
nemopt 1 oo

Exercice 2

1. Remarquons que pour déplacer une tour de n + 1 disques, il faut a un moment déplacer le plus grand
disque. Ceci impose d’avoir au préalable déplacer les n plus petits disques sur un méme pic puis de les
replacer ensuite sur le grand disque déplacé.
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(]

L]
Ainsi, pour toutn, U, =u,+1+u, =2u,+1.
Remarquons enfin que u; =1.

2. La suite considérée est arithmético-géométrique : on trouve, avec les notations du cours, ¢ = —1 et
donc u, =2" —1 pour tout n € N.

Exercice 3

On remarque tout d’abord que la solution de I’équation « sans second membre » u,,,; =2u,, est la suite
géométrique de raison 2. Revenons a I'équation de départ est divisons par 2"*!; alors, pour tout 7,

s U _ 1oy

2n+l n 2
Sommons ces relations en utilisant le caractere télescopique
n—1
Uy Yo = Z Ug1 Uk
on 0T k+1 2k
2n £ 2 2
n—1
1
=> 3~ g—k-1
k=0
n
=——1+27"

en utilisant I'’expression d'une somme géométrique. En conclusion, pour tout n €N,
u,=n2"1—2"41.

Exercice 4

1 suffit essentiellement de chercher les racines de I’équation caractéristique x2—2cos ax +1 = 0. Il ’agit
de r, =e'* et 1, = e~ '?. Il faut alors discuter si ces racines sont distinctes ou non.

> Si o est un multiple pair de 7, alors r; = r, = 1. Alors, il existe A, B € R tels que, pour tout n € N,
u,=An+B.

> Si a est un multiple impair de 7, alors r; = r, = —1. Alors, il existe A, B € R tels que, pour tout n € N,
u,=(An+ B)(—1)".

> Sinon, r; # 1, etil existe A, B € R tels que, pour tout 7 €N, u,, = Acos(na)+ Bsin(na).
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Exercice 5
1. Calculons, pour tout 7 €N,

Up(nio) = AlUopyz+ D Usyyn
=(a®+Db)uspip + ab Uy
=(a®+ b)uzpi2 + b(tzni2— b Uzy,)
=(a® +2b) Uy i1)— b’ uy,.

2. Un complexe z est une racine de I’équation caractéristique de (u,,) si, et seulement si, (z") vérifie
'équation de récurrence linéaire de (u,,); mais alors, (z2") vérifie 'équation de récurrence linéaire de
(uy,) et z? est racine de I'équation caractéristique de (uy,,).

Exercice 6

1. Notons k =|{]. Comme ¢ €]k, k + 1, a partir d'un certain rang N, u,, €]k, k+1[ donc |u, | = k. Ainsi, la
suite (|u, ), est stationnaire donc converge.

2. Pas forcément! Lidée consiste a trouver une suite qui converge vers un entier k en étant tantot au-
dessus (donc de partie entiere k), tantot en dessous (donc de partie entiere k —1).

Par exemple, considérons, pour tout 7 €N, u,, = (;}r)zn :

La suite (u,), converge vers 0. Or, (| u,,]),, est constante égale a 0 et (| t,,.1]),, est constante égale a —1 :
la suite (| u,]),, ne converge pas.

Exercice 7
Remarquons que le terme dans la racine vérifie, pour tout n, 1788 < 1789+ (—1)" < 1790. Ainsi, le terme

d’indice n de la suite considérée est compris entre 17887 et 1790%. Comme ces deux termes sont de
limite 1, le lemme d’encadrement assure que la suite converge vers 1.

Exercice 8

Pour chacune des suites, on obtient un encadrement en majorant les termes de la somme par le plus
petit et le plus grand d’entre eux. On conclut avec le lemme d’encadrement.

1. Pour tout n > 0,
1 n 1 <G 1 1 <G 1 1n

= < — P P

— = <u,< = .
2 2 2 2
n2n+2 n k:1n+2 n k:11+2 n2 3

Comme chacun des termes extrémaux tend vers 0, on obtient par le lemme d’encadrement que la suite
(u,), converge etlim u,, =0.
2. Pour tout n > 0,
n n 3
1 n

n’ 2 1 2
=n E <v,<n E =—,
n3+n k:1n3+n = n3+1 nd3+1

Comme chacun des termes extrémaux tend vers 1, on obtient par le lemme d’encadrement que la suite
(v,), converge etlim v, =1.

Exercice 9

Il convient de remarquer tout d’abord que, pour tout x € R, e* > x + 1. Ainsi, pour tout n €N, u, ., > u,, :
la suite (u,,),, est croissante. D’apres le théoreme de limite monotone, soit cette suite converge, soit elle
diverge vers +00. Une limite potentielle ¢ vérifie, en passant a la limite dans la relation de récurrence
¢{=e!—1doncl=0.
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> Si uy > 0, la suite est croissante depuis un terme strictement positif donc ne peut pas tendre vers 0 : elle
diverge vers +00.

> Si uy =0, la suite est constante égale a 0 donc converge vers 0.

> Si uy < 0, une récurrence immeédiate assure que u, < 0 pour tout n € N. La suite (u,,),, est croissante
majorée donc converge : comme la seule limite possible est 0, la suite converge vers 0.

Exercice 10
Remarquons tout d’abord que la suite est bien définie et croissante car u, ., > u,, pour tout n €N.

La suite (u,), est croissante réelle donc soit elle converge, soit elle diverge vers +co. Supposons par
I'absurde que lim u,, =¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la relation de récurrence, £ = /¢ + \/Lz ce qui
est impossible. En conclusion, (u,), diverge vers +o00.

Exercice 11

Lhypothese entraine immédiatement que In(u,,;)—Inu, — In¢. Appliquons le théoreme de Cesaro a
cette suite :

n—1

1
(ln u,—Inuy)= Z(ln Up —Inuy)
—>ln€.

1
Ainsi % Inu,, — In/ et, en composant avec I’exponentielle (qui est continue), u;, — ¢.

Exercice 12

Soit £ > 0 et N € N\ {0} tel que 3 < ¢+ ¢. Pour tout n > N, effectuons la division euclidienne de n par
N:n=gqN +r avecre[0,N—1]. Alors,

U, > quy+u,

n

u
< dUn , Ur
gqN n
Uy M

< —4+—,
N n

S — - / ’ M
ou M =max{uy, Uj,..., Uy_}. Soit N’ > 0 tel que, pour tout n> N’, - < e.
En combinant les majorations, on obtient, pour n > max(N, N’),

3|

u
(< <42¢.
n
Par conséquent, (%)n>1 converge vers {.

Exercice 13

Remarquons tout d’abord que comme }g—é ¢ Q (sinon, une puissance entiere de 2 serait égale a une puis-
sance entiere de 5), 'ensemble G =1n(2)Z +In(5)Z, non vide, stable par addition et différence, est dense
dans R. Ainsi, tout réel est limite d’'une suite a valeur dans G.

Soit x € R* et £ € R tel que x = e”. Il existe une suite (u,), € GN tel que lim u,, = t. Alors, la suite (e“"),
est a valeurs dans D et converge vers x.

De plus, la suite (57"),, € DN converge vers 0.

En conclusion, tout réel positif est la limite d'une suite a valeurs dans D.
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Exercice 14
> Supposons que la suite (|p, ), ne diverge pas vers +00; alors, il existe une suite extraite (|py), bor-
née. D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une suite (| pyoy(n)l), qui converge.

Comme (%) converge vers X, la suite (| g0y (n)|)» converge aussi. Ces deux suites sont des suites d’entiers
n

n

donc elles sont stationnaires; par conséquent,

x:lim& :limM €
An poy(n)
d’ou1 la contradiction : la suite (|p,,|),, diverge vers +co.

> Si la suite (&) converge vers x, alors la suite (ﬂ
an ) P

précédent, la suite (|g,|),, diverge vers +o00.

)n converge vers + € R\ Q. Donc, d’apres le point

Exercice 15

> Remarquons tout d’abord que toute valeur d’adhérence de (d,,),, est limite d’'une suite convergente
d’entiers strictement supérieurs a 1 donc est un entier strictement supérieur a 1.

> Réciproquement, considérons k € N\ {0,1} et notons (p, ), la suite croissante des nombres premiers.
Alors, la suite (dp,llcfl ). est extraite de (d,,),, et constante égale a k (car p,’l‘*l admet exactement k diviseurs

positifs : 1, p,, p,f, s pr’fl) donc k est bien valeur d’adhérence de (d,,),,.
Les valeurs d’adhérence de (d,,),, sont exactement les entiers strictement supérieurs a 1.

Exercice 16
Si la suite (u,,),, converge vers £, alors par combinaison linéaire, la suite (v, ),, converge vers (A + 1)¢.
Réciproquement, on remarque que pour tout n €N, A" v, = A"y, ., — A" u,,. Ainsi, par télescopage,

VneN, un:A_”(u0+§Akvk).
k=0

Si la suite (v,,),, converge vers ¢, alors

1-A"
)

n—1
VneN,  u,=2"(ug+ > 2w —0)+1 —

k=0
On remarque que A " uy — 0et A~"¢ % — % Montrons que le deuxiéme terme tend vers 0.
Soit £ > 0 puis N €N tel que pour tout n > N, |v, —£| < €. Alors, pour tout n > N,

n—1 n—1
|;r";ak(uk —£)| < A*";Akwk ]

N—-1 n—1
=27 A lue— 1+ 27" D A e — ]
k=0 k=N
N—-1
AN —pn
<A™ )U<|uk—e|+sir"—/l
k=0 1-
<Ce

avec C constante, pour 7 suffisamment grand. Ainsi,
n—1
A Am—0—o0.
k=0

. ¢
En conclusion, (u,), converge vers 5.
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Corrigés

cel?7

1. Pour les indices n considérés, |/ 7| = p donc u,, = +/n— p. D’apres cette expression, la suite (u,,),, est

croissan

te pour p? <n <(p+1)>.

Voici I'allure de la suite d’apres ce résultat.

4

A

Les suites extraites que I’'on construit aux questions suivantes sont intuitées a partir de cette représenta-

tions.

2. Lasuite extraite (u,:), est nulle donc converge vers 0. Montrons que la suite (u,,2,5,), converge vers 1;
en effet, pour tout n €N,

2
1421

1
n

Upaiop =V n2+2n—n=

’

et en reconnaissant le taux d’accroissement de la fonction x — v 1+ x en 0, on en déduit ©,2,,, — 1.

3. Soit

x €0, 1[. Et définissons, pour tout p €N, p(p)=max{k < (p +1)?, u; < x} (ce qui est bien défini

d’apres I'étude des variations a la premiere question).

en utili:

Cor

du chapitre 6

1% = ()| < [Ugpr — Ug(p)

=+ oP)+1—+/o(p)
1 1
= S—’
Vop)+1++ve(p) VP

sant que ¢(p) = p. Par conséquent, lim u,,) = x.

rigés des exercices d’approfondissement

Exercice A
Pour tout n >0, écrivons n =|% |+ (n —|%]) et utilisons I'inégalité de I'énoncé :
n _|z
Osun—lzrjl+(n LZJ): n L np°
[5l(n=13) |5ln=I3])
Comme |5 |~ %, on obtient que
n n 4
|5ln—13) nz2 n’

Ce majorant tend donc vers 0 et, par lemme d’encadrement, u,, — 0.
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Exercice B

Remarquons que si z est un complexe de module 1 différent de 1, alors (comme le numérateur de la
derniere fraction est borné par 2)

n+1

1 < 1 1—2z
k
7z’ = — —0.
n+1; n+l 1—z

Par ailleurs, si z =1,
n

1 k
z'=1—>1.
n+lz -

k=0

D’apres le théoréme de Cesaro, comme la suite (2" +...+ z;’)n converge vers ¢,

n

1 k k
E @ ootk )=l
p
n+1 =

En combinant, ces deux remarques, on obtient que

t=card{j €[0,p], z; =1} €[0,p].

Exercice C
Soit £> 0. Soit N €N tel que 27V < ¢ et N’ € N tel que
Vn>N/, u, <e.
Pour tout n> N + N/,
n . n—N’ Up i n U, &
n—k _ n— n—
I I LD -
= k=0 k=n—N’+1
n—N’ n
1 1
<¢ ok o z Un—k
k=0 k=n—N'+1
- =
A= Z U
k=0
<Cg,

avec C est une constante indépendante de 7 ; d’ot1 le résultat annoncé.

Exercice D
1. Soit n >2. Si n estimpair, u, = u, ; + % =u, ;+1;sin estpair,
U, = —_—= —_— -
k — -k
=1 /ck;ir k ikn:;air
% d n
= zik + 1
k=l k ikn?;air
d., n 1 n
=) —+—=—un+—.
2 2 2 * 2
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2. Montrons I'encadrement par récurrence.
2 14 4 _3
§<.u1—1<§et§<u2—§<2. ) o
Soit n > 2 tel que I'encadrement soit vérifié jusqu’au rang n.
— Sin+1 est pair, alors u, ., = "T“ + % unn . D’apres 'hypothese de récurrence,

n+1 n+1
2 <Upy1 < ——

n+1 1

2. n+1
2 13 ( 1)

3\ 2

2 1
X = X + -
3 2 2 3

soit
2( +1)< <2( +1)+1<2( +2)
—\n u —\n = —\n .
3 mHt 3 3°3

- Sin+1estimpair, alors u, . =1+ u,=1+%5+ % uz. D’apres 'hypothese de récurrence,

2 n 12n
SRSy <142 +2 (= +1)

2 2°'3'2
soit
2( +1)< <2 +4 2( +2)
—(n u -n+-==(n .
3 37373

3. On conclut avec le lemme d’encadrement.

Exercice E
On vérifie immédiatement par récurrence que (u,,), est croissante, (v,), est décroissante et pour tout 7,
U, < U,.

Remarquons que, pour tout n €N,
|un+1 - Un+1| = |ZAn - lllun - Un|~

La suite (|u, — v,|), converge vers 0. Il existe ¢ tel que lim u,, =1lim v,, =¢. Par ailleurs, comme
1 1
VneN, 5(un+l+vn+1)=5(un+l’n)’
on trouve ¢ = %(uo + vp).

Exercice F

Comme (u,), est bornée, elle admet, d’apres le théoreme de Bolzano et Weierstrass, une suite extraite
(Uy(n))n convergente vers £ € C. Alors, (u24(n)), converge vers f(£) = 2(1—¢). Par récurrence, on trouve que
f"(¢) est encore une valeur d’adhérence de (u,,),,. Etudions la suite arithmético-géométrique définie par
o1 =2(1—{,)etly={.0n obtient ¢, = % +(=2)" (Z— %) Or, cette suite est bornée car composée de
valeurs d’adhérence de la suite bornée (u,,),. Par conséquent, { = % En conclusion, la suite (u,,), est
bornée et admet une unique valeur d’adhérence 5 donc converge vers 3.

Exercice G

> Commencons par extraire une sous-suite (uw(,,)),, telle que Uy(n) = 1 pour tout n. Pour cela posons
Y(0) =0 et, pour tout n € N\ {0}, (n) =min{k >y (n—1), u; > n}.

Par construction, si ¢)(n)—1>y(n—1), alors -1 < 1 etdonc 0 < Uy, — 1 < Uy (n)— Uy(n)-1-

> Montrons, par 'absurde qu'il existe une suite strictement croissante d’'indices n tels que (n)—1 >
(n—1). Sinon, il existe N tel que pour tout n > N, Y(n)—1=y(n—1).

Par ailleurs, il existe N’ tel que, pour tout 7> N’, |11 — U, | < 3.

Notons m = max(N, N’). Alors, pour tout n € N, m + 1 < Ug(men) = Up(mprn S Up(m) + n%, dou n <
2(Up(my—m): contradiction.
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Corrigés des problemes du chapitre 6

Probleme 1
1. a. Soit x € R et r € Q. Notons N le dénominateur de r en écriture irréductible. Pour tout n > N,
n!nr € nZ donc tan(n!n(x+r)) = tan(n!mwx) doncla suite (tan(n!7t(x+7))), converge vers ¢ si, et seulement
si, la suite (tan(n!7 x)),, converge vers ¢. Par conséquent, f(x +r)= f(x). En conclusion, la fonction f est
r-périodique.
b. Comme f(0)=0 (la suite est constante égale a 0), la restriction de f a Q est la fonction nulle.
2. a. D’apressesvariations, lafonction x — tan(rx) est une bijection de [0, %[ dansR, etde ]%, 1[dansR*.
Elle réalise donc une bijection de [0, %[U]%, 1[ dans R : elle est en particulier surjective et il existe donc
x €]0, 1[\{%} tel que y = tan(mx).
b. La suite (u,) est croissante. Par ailleurs, pour tout 7,
n
u, < —<e.
p k!

La suite est majorée donc converge.

c. Pourtout p > n,
p p
lkx] [(n+1)x] lkx]
Y T Y
k=n+1 k=n+2

et, par télescopage,

d p
k 1 1 1 |
Y s S e

S K Sy nlntl) n+2 ptlTon+2

En passant a la limite en p,

[(n+1)x| 1
<—+—.
n+1 n+1 n+2

Désormais, le lemme d’encadrement entraine que n!({ — u,) — x.

d. Par continuité delafonction tanen x, tan(n!n({—u,)) — tantx = y. Or, comme, pour tout n, n!u, €Z,
tan(n!nl) — y c’est-a-dire f(¢)=y.

3. Soit I un intervalle non trivial. D’apres la question précédente, pour tout y € R, il existe £ tel que
f(€)=y.Pardensité de {+Q, il existe r € Q tel que £ + r € I. Par la propriété de périodicité de la premiere
question, f(¢+7)= f(¢)=y.En conclusion, f : I — R est surjective.

Probleme 2
Partie A - Définition et premiers exemples

1. a. Comme AN[1,n]c[1,n],0<card(AN[1,n]) < n.Donc, lalimite lhgo%card(Aﬂ[I,n]]), lorsqu’elle
n—

existe, appartient a [0, 1].
b. Si A est une partie finie, alors 0 < % card(AN[1,n]) < % et donc par encadrement 6(A) =0.
c. Soit une partie A soit de densité p. Alors, pour tout n € N\ {0},

calrd(AC N[1,n])=n—card(AN[1, n]).

Par conséquent, en divisant par 7 et en passant a la limite, on trouve que 6(A%)=1—p.
d. Si A une partie est de densité nulle, alors A est une partie de N\ {0} de densité 1 donc ne peut étre
une partie finie : d’ol1 A® est dénombrable.
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2. Unrapide calcul donne que :
1 1
—card(pN\ {0} [L D)= | 2|
n nip

Or, %(% —1)< % l%J < % donc par encadrement 8(pN \ {0}) = %.
3. Soit Al'ensemble des entiers dont I'écriture décimale ne comporte aucun 9. Alors

1 91\’
—card(AﬂI[l,lO”]]):(—) — 0
10p 10/ p—oo

De plus, pour tout 107~ < n < 107,

%card(Aﬂl[l,n]])S card(AN[1,107]) =

10P-1 10P-1
Donc 6(A)=0.

4. a. Le produit I p divise (2n + 1)! et est premier avec n! et (n + 1)!; d’apres le théoreme de
2n+12p>n+1

Gauss, [[ pdivise(*""").
2n+12p>n+l
b. Le résultat estimmeédiat pour n < 4.

Soit n > 3. Supposons que [ p <4* pour tout k < n et montrons le résultat analogue au rang n.
p<k
* Si n est pair (ou plus généralement si n n’est pas un nombre premier),

l_[pz l_[ p<4"l<4n

psn  p<n—1
* Sin estimpair de la forme 2/ + 1, alors on décompose

[r = [» 17

p<n p<Il+1 Il+1<p<n

4z+1(21+1)
l

en utilisant 'hypothése de récurrence au rang [ + 1 et la majoration du a). Remarquons maintenant que

204+1) (2141 [(21+1) B (21+1

2 — < =221+1

)05
D’oul'on déduit: [] p <4/*l.al =4

ps<n
Ceci clot I'étape d’hérédité de la récurrence.

c. Pour tout m < n, l_[ 1_[
4">1 |p= p > m™m

p<n m<p<n

IA

En passant au logarithme, on obtient 77(n) < ’fr}';‘: + t(m).

d. Conformément al'indication, prenons m = [ﬁj dans I'inégalité précédente. On obtient alors :

(n)< ({ 2 | nln4 <{ 2 |, nln4
n(n)<w <

In(n) " In| 5] " LIn(m) ] In| |
Par conséquent, 2 — 0 et 'ensemble des nombres premiers est de densité 0.
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Partie B - Une réciprogue du théoreme de Cesaro

1. a. Soit £ > 0. Alors,

1 <& 1
ug|=e¢ card(A, N[1, n]).
T 2 Ul e il ]

Comme la limite du membre de gauche est nulle, le terme de droite I'est aussi et 0(A,) = 0.

b. D’apres la question précédente, % Pr+1(n) — 0. Par conséquent, il existe un rang n, tel que, pour tout
1 1

nzng, 3 Prn(n) < z.

c. Comme ¢ — A, est décroissante pour I'inclusion (c’est-a-dire si s < £, alors A, C A;), on en déduit que,

pour tout k,

AN[L, ne]= U(A} Nlnjoy,n D) € Ay N1 el
i<k
Par conséquent, card(AN[1, n;]) < pr(ng) < % et de maniere immédiate, klim nik card(AN[1,n.]) = 0.
— 00
Pour n;_; < n < ny, on écrit
1

1 1 1
—card(AN[1,n])< —card(AL N[1,n]) < —pr(n) < ——.
n n k n k—1

IA

Comme cette inégalité est vraie pour tout k, A est de densité nulle.

d. Soit m ¢ A. 1l existe k tel que ny_; < m < n,. Comme m ¢ A, m ¢ A% et donc |u,| < % On en déduit
que Uy — 0.

2. Appliquons la question précédente en remplagant u,, par u, —a. On en déduit qu’il existe une suite
extraite de (u,, —a),, qui converge vers 0 et dont 'ensemble des indices est de densité 1. D’ou le résultat.

Partie C - Application aux séries

1. Comme la fonction ¢ — % est décroissante,

J<k+ldt 1
_S_
"

En sommant ces inégalités et en utilisant la relation de Chasles, on obtient :

n 1 n+ldt
Zzzﬁ Tzln(rH—l)

Donc (Z:Zl %)n diverge vers +oo.
2. a. En écrivant u,, = n(S,, —S,,_;), on obtient, pour tout 7 € N

n—

n n " .
%; Up = %; k(S —Se—1)= % (; k Sy —Z(k o 1)5k)

k=0
1 n—1
—5 18
k=1
1 n—1 1 n—1
b. Or nlLIgO = ];Sk = nlLIgOSn donc ]Zjl u — 0.
3. D’apresla partie précédente, il existe une suite extraite de (u,,),, qui converge vers 0 et dont!’ensemble
des indices est de densité 1.
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Fonctions continues

1. Etudes locales — 2. Fonctions continues sur un intervalle —
3. Fonctions continues sur un segment

Objectifs et compétences du programme

 Savoir manipuler les définitions de limites, de limites a droite et a gauche,
de continuité.

» Comprendre le caractere local de la continuité.

o Utiliser les suites pour gérer des questions de limites/de continuité.

* Connaitre les propriétés des fonctions continues sur un intervalle (notam-
ment le théoreme des valeurs intermédiaires).

 Connaitre les propriétés des fonctions continues sur un segment (notam-
ment le théoreme des bornes atteintes).

Bernard Bolzano, mathématicien tcheque (1781-1848)

Il est 'un de ces oubliés dont on a retrouvé les résultats scientifiques de
maniére posthume. Prétre dans ’empire autrichien (plus précisément
en Bohéme), son activité mathématique peut étre essentiellement sépa-
rée en deux pans distincts :

* d’une part, son travail sur les « fonctions » quil’amene a définir la conti-
nuité et a adopter une approche rigoureuse, par exemple pour démon-
trer la propriété des valeurs intermédiaires;

¢ d’autre part, un important travail de logicien pour fournir des bases a
tous les domaines scientifiques, qui influencera la génération suivante,
notamment Georg Cantor ou Richard Dedekind.
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Ce chapitre se concentre sur la notion de fonction continue. Afin de I’aborder correctement, on reprend
la notion de limite d’'une fonction et on examine les propriétés associées (notamment la caractérisation
séquentielle de limite qui permet d’établir un lien fort avec le chapitre précédent). Ensuite, on établit dif-
férentes propriétés des fonctions continues (théoreme des valeurs intermédiaires, théoreme de la bijec-
tion, théoreme des bornes atteintes, théoréme de Heine) en prenant soin de trier ces résultats selon 'hy-
pothese « topologique » sur I'ensemble de définition : I intervalle ou I segment.

1. Etudes locales
1.1. Limites

Dans la suite de ce chapitre, I désigne un intervalle réel.

1.1.1. Définitions

Définition 7.1.

Soit f : I — R et a une borne ou un point de I'intervalle I.
> La fonction f admet la limite £ €R en a si

Ye>0, In>0, Vx €la—n,a+n[NlI, |f(x)—L| <e.
On note alors f(x) x—)ﬂé.

> La fonction f admet la limite +00 en a si

VM >0, 3n>0, Yx €la—n,a+n[nI, f(x)=M.
On note alors f(x) — +oo.
> La fonction f admz\t—)laa limite —00 en a si

Vm<0,3In>0, Vx€la—n,a+nlnl,  f(x)<m.

On note alors f(x) — —oo.
X—a

Regardons de plus pres ces phrases quantifiées, il y a d'une part la partie qui concerne le voisinage de a
(la partie centrale de la phrase quantifiée) et d’autre part la partie qui concerne le voisinage de ¢, +00

ou —o9, les termes du début et de la fin de la phrase. On retrouvera cette structure dans les définitions
suivantes.

Illustrons les deux premieéres occurrences de ces définitions. Pour une « zone verticale » fixée (voisinage de !
ou de+00), il existe un voisinage (« horizontal ») de a sur lequel la fonction prend des valeurs dans la zone.
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Chapitre 7 - Fonctions continues

Définition 7.2.

Soit f : I — R. Supposons que 400 soit une borne de 1.
> La fonction f admet la limite £ € R en +00 si

Ye>0,dA>0, Vx> A, [f(x)—C|<Le.

> La fonction f admet la limite +00 en +00 si
YM>0,3A>0, Vx>4, f(x)>M.

> La fonction f admet la limite —oo en +00 si
Vm<0,dA>0, Vx> A, f(x)<m.

Remarque

Les définitions de limite finie se généralisentimmédiatement aux fonctions a valeurs complexes f : I — C
en remplacant la valeur absolue par le module.

En revanche, il n’est plus possible de définir « admettre la limite +o0 ou —oo » pour de telles fonctions
puisque C n’est pas muni d'une relation d’ordre naturelle.

Remarquons tout de suite I'unicité de la limite.
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Proposition 7.3.

La limite d’une fonction est, quand elle existe, unique. La limite de f en a sera notée lim f(x) ou
X—a
lim f.
a

Démonstration
Raisonnons par 'absurde en supposant qu’il existe deux limites en a distinctes £ et £’ et appliquons les
définitions de limites avec £ = Il;—“. Il existe alors 1) > 0 et v> 0 tels que
Vx€la—n,a+n[nI [f(x)={|<e,
Vx€la—v,a+vnI |f(x)=l'|<e.
Ainsi, pour tout x €]a —min(n, ), a + min(n, v)[NI, on obtient la contradiction suivante

{—1
=] < f(x) =] +1f(x)—¢| <26 =] _ )

1.1.2. Limites a gauche et a droite

Les limites n’existent pas toujours, aussi on utilise quelquefois les définitions suivantes plus faibles.

Définition 7.4.

Soit f : I — R et a une borne ou un point de I'intervalle I. La fonction f admet une limite a gauche
en a (respectivement a droite) si la fonction fjj_co 4(nr (respectivement fij, 1 ooiny) admet une limite
ena.
Lorsqu’elles existent, ces limites sont notées lim f(x)=1im f et lim+ flx)= lirpf.

X—a~ a— X—a a

Exemple
1 six>0,
Considérons la fonction « signe » définiepar f: x — < —1 six <0,
0 six=0.

A

\/

Cette fonction n'admet pas de limite en 0; en revanche, l%rp f=—let liorp f=L

Remarque

Si une fonction f admet une limite en a, alors elle y admet des limites a droite et a gauche égales. La
réciproque est fausse (il suffit de considérer la fonction constante égale a 1 sauf en un point).

Les limites a gauche et a droite permettent de donner le résultat suivant de régularité.
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Chapitre 7 - Fonctions continues

Proposition 7.5. Limite monotone

Soit f :]a, b[— R croissante. Alors, f admet des limites finies a gauche et a droite en tout point
¢ €la, b[. De plus,

limf < f(c)<limf.

c— ct

1l existe évidemment un analogue pour les fonctions décroissantes (en changeant le sens des inégalités).

Démonstration

Soit ¢ €]a, b|.

> Notons £ = sup{f(x), x < c}. Pour tout € > 0, { — & n'est pas un majorant de {f(x), x < ¢} donc il existe
y<ctelquel—e< f(y).

Par croissance de f, on obtient que, pour tout z €[y, c[, { —¢ < f(z) <{. Par conséquent,
lim f =sup{f(x), x <c}.
-
> On montre de méme que lim f =inf{f(x), x > c}. [ |
ct

Remarque

Ce résultat peut se redire moins formellement : une fonction croissante n'admet des discontinuités que
sous forme de «sauts » vers le haut.

Les résultats aux bornes de I'intervalle se démontrent de maniére analogue quitte a considérer les bornes
supérieure et inférieure dans R =R U {£00}.

Proposition 7.6.

Soit f :]a, b[— R croissante. Alors, f admet une limite a gauche en b (finie ou +00) et une limite a
droite en a (finie ou —o0).
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1.1.3. Caractere localement borné

Proposition 7.7.

Si f : 1 — R admet une limite finie en a € I, alors il existe un intervalle ouvert J contenant a tel que
f estbornéesurInj.

Démonstration
Appliquons la définition de limite avec € =1 : il existe > 0 tel que

Vxe€la—n,a+n[nI, lignf—lsf(x)slignf+l.

En fait, on peut étre un peu plus fin dans 'utilisation de la définition de limite finie non nulle.

Proposition 7.8.

Si f : I — R admet une limite finie non nulle en a, alors il existe un intervalle ouvert J contenant a
tel que f est de signe constant sur I'nJ.

Démonstration
Etudions le cas o1 lifzn f > 0.1l suffit d'appliquer la définition avec £ = } li};n f; eneffet, il existe alors > 0
tel que
. 1. . 1.
Vx€la—n,a+n[nI, hlllnf—ihtllnfSf(x)S11(11nf+§h£nf.
En particulier, pour tout x €la—n,a+nlNI, f(x)> 3 lilllnf > 0. [ |

Comme pour les suites, il existe une généralisation avec un intervalle ouvert.

Proposition 7.9.

Si f: I — R admet en a une limite ¢ dans un intervalle ouvert ]a, B[, alors il existe un intervalle
ouvert J contenant a sur lequel f est a valeurs dans Ja, BI.

1.1.4. Aspects séquentiels

Passons maintenant aux aspects séquentiels de la définition de limite.

Proposition 7.10.

Soit f : I — R, a une borne ou un point de l'intervalle I et £ € R. f admet la limite £ en a si,
et seulement si, pour toute une suite (u,), d’éléments de I convergeant vers a, la suite (f(u,)),
converge vers £.

Démonstration
On effectue la démonstration dans le cas a € R.

(=) Soit £ > 0. 1l existe 1 > 0 tel que, pour tout x €la—n,a+n[NIL,|f(x)—{|<e.
Comme (u,), converge vers a, il existe N € N tel que, pour tout n > N, |u, —a| <.
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En combinant ces deux résultats, on obtient, pour tout n > N, |f(u,)—{| <&

Donc (f(u,)), converge vers ¢.

(<) Raisonnons par I'absurde en supposant que f n’admet pas ¢ comme limite en a :
de>0,V¥n>0,IxeInla—n,a+n| |f(x)—£]|>e.

Ainsi, en prenant, ) = +, on définit un élément x,, € INla — —,a + +[. La suite (x,), d’'éléments de I
converge vers a, et pourtant la suite (f(x,)),, ne converge pas vers ¢ : contradiction.
|

‘ Conseils méthodologiques

On utilise cette propriété pour montrer qu'une fonction f n'admet pas de limite en a en exhi-
bant deux suites (u,,), et (v,), de méme limite a telles que les suites images (f(«,)), et (f(v,),
admettent des limites différentes (ou méme que I'une n’admet pas de limite).

Exemple

Lafonction f : x — cos% n'admet pas de limite en 0. En effet, les suites u = (ﬁ)n etv= (
tendent toutes les deux vers 0 et f(u,)— 1 alors que f(v,)— 0.

1 _
2nm+5 ),

1.2. Continuité

Définition 7.11. Continuité en un point

Soit f: I —=Retacl.
> La fonction f est continue en a silim f = f(a).
a

> La fonction f est continue a gauche en a silim f = f(a).
=
> La fonction f est continue a droite en a si lil}_lf = f(a).
a

La définition pour les fonctions a valeur dans C est exactement la méme.

Remarque

En fait, il y a redondance dans la définition de la continuité en un point a : il suffit en fait de dire f est
continue en a si f admet une limite finie en a et cette limite sera, par définition égale a f(a).

Définition 7.12. Continuité

Une fonction f : I — R est continue sur I si f est continue en x pour tout x € I.

Les fonctions cos, sin, polyndmes et puissances sont continues sur leurs domaines de définition.

Exemple Fonctions lipschitziennes
Soit k e R,. Une fonction f : I — R est k-lipschitzienne si
Ve, x'€l,  |f(x)=f(x")<klx—x].

> Montrons que toute fonction lipschitzienne sur I est continue en a € I en prenant x’ = a dans
la définition.
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Pour tout £ > 0, posons 1 = . Alors, pour tout x € I tel que |x —a| <7,
If(x)=fla)l<klx—al<kn=e.

> En revanche, la réciproque est fausse : par exemple x — x? est continue sur R mais n’est pas
lipschitzienne; si elle I'était, on aurait entre 0 et x > 0, x? < kx ce qui devient contradictoire
quand x devient grand.

La fonction indicatrice des rationnels définie par

x_){l s?xe@,
0 sinon
n’est continue nulle part.

A A A
E;e

L g g e ] [ ]
{—¢ JE
— {+e
B T S I B e R e V4 t o t
a—n a a+n a—n a a+n t—¢ta—n a a=+n

> En effet, tout intervalle ]Ja —n, a + n[ contient aussi bien des rationnels que des irrationnels : la

fonction y prend donc les valeurs 0 et 1 ce qui contredit la définition de limite finie / en @ (comme

on peut le voir sur les schémas ci-dessus sur lesquels on a distinguélescas{ =1,{ ¢ {0,1} et { =0)
1

avec £ < 3.

La fonction

Six¢Q,
six=0,
six="2avecpAg=1,4>0

fix—

Q= - O

n’est continue que sur R\ Q.
> En effet, f est discontinue en tout rationnel car dans le voisinage de tout rationnel a = s, ilya
des irrationnels donc f y prend la valeur 0, ce qui contredit la définition de limite finie en a avec
1
£< .
q

YRR [
[ ]

>Soita e R\Qete >0.Lensemble A, ={x €]la—1,a+1[, f(x)> ¢} estfini (carles dénominateurs
sont majorés par %); notons 1 = %min{lx —al, x € A;}. Alors, pour tout x eR tel que |[x —a| <7,
f(x)=0(si x ¢Q) ou f(x)< e (si x € Q d’apres la définition de 1) donc

|f(x)=fla)l<e,

ce qui est la définition de la continuité de f en a.
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Exemple

La fonction partie entiere x — | x| est continue sur R \ Z et continue a droite mais pas a gauche
en tout entier.

\/

Remarque

Comme la continuité est une propriété locale définie par des limites de fonctions, on peut utiliser la
caractérisation séquentielle des limites. En fait, il s’agit surtout d'un outil pour montrer qu'une fonction
n’est pas continue.

Exemple

Soit f : I — R continue et (u,), une suite vérifiant la relation de récurrence u,; = f(u,). Alors,
si la suite (u,), converge vers £ € I, on a { = f({), c'est-a-dire que £ est un point fixe de f. Pour
étudier les suites récurrentes d’ordre 1, on peut donc procéder en deux temps : montrer la conver-
gence (par exemple avec de la monotonie) puis déterminer les limites possibles en cherchant les
points fixes de la fonction.

Définition 7.13.

Une fonction continue f : I\ {a} — R ou a € I est prolongeable par continuité s'il existe b € R tel
que la fonction porlongée

~ b -
fﬁx*’{ ) slzel\ial

est continue.

Exemple

La fonction sinus cardinal définie sur R*, par x — %(x) admet la limite 1 en 0. Elle est donc pro-

longeable par continuité en 0.

D’apres la définition de limite, on obtient la caractérisation suivante pour le prolongement en un point
intérieur.

Proposition 7.14.

Soit I unintervalle, @ un point intérieura I et f: I'\{a} — R une fonction continue. La fonction f est
prolongeable par continuité en a si, et seulement si, f admet des limites finies a gauche et a droite
en a et que lim f =lim f.

a- at
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Définition 7.15.

> Une fonction f est continue par morceaux sur le segment [a, b] s'il existe une subdivision a = a, <
...<a, = Db telle que, pour tout k €[1, n], la restriction ﬁ]aHyak[ admette un prolongement continu

sur [ag_y, ax].

v

ay a; a as ay as

> Une fonction f est continue par morceaux sur l'intervalle I si elle est continue par morceaux sur
tout segment inclus dans I.

Remarque
D’apres la proposition précédente, une fonction est continue par morceaux sur un segment s'il existe

une subdivision telle que
* la fonction est continue en dehors des points de la subdivision,
¢ la fonction admet des limites finies a gauche et a droite aux points de la subdivision.

En particulier, elle n'admet qu'un nombre fini de discontinuités (mais cette condition ne suffit pas).

Exemples

La fonction partie entiére x — |x| est continue par morceaux sur R avec une subdivision aux

points d’abscisse entiére (elle est méme constante par morceaux).
La fonction x — [%J est continue par morceaux sur ]0, 1]. dont voici le tracé de la courbe représen-

tative entre é etl:

A
.
-
—e
— e
—
—tt——t>

En effet, pour tout x e]ﬁ, %], la partie entiére [%J vaut k.
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1.3. Manipulations sur les limites

1.3.1. Manipulations algébriques

p

Soit f,g : I — R et a une borne ou un point de I'intervalle I. On suppose que f et g admettent une
limite finie en a. Alors,
> f| admet une limite finie en a et lim|f|=|lim f|.

a a

> Pour tous A, u € R, Af +ug admet une limite finie en a et
lim(Af +ug)=Alim f +ulimg.

> f.g admet une limite finieen a etlim f.g =lim f.lim g.
a a a

lim f
P f S e . _ in
> Si lléng #0, alors g admet une limite finie en a et héng = fimg -

Démonstration
Pour la démonstration, notons £ =lim f et ¢’ =lim g. Ecrivons pour chacune des assertions ci-dessus la
a a

majoration qui permet de conclure avec les définitions de limites en a de f et g.
> D’apres I'inégalité triangulaire,
Vxel, |If(x)=lll<]f(x)—4l.
On conclut avec la définition de limite de f en a. Plus précisément, pour tout € > 0, il existe 1 > 0 tel que
Vxelnla—n,a+n], [f(x)—€|<e
donc tel que
Vxelnla—n,a+n|, [If(x)—]l]l<e.
> D’apres I'inégalité triangulaire,
Vxel,  |Af(x)+ug(x)=2Al—pl'| <|Af(x) =]+ ullg(x) =],
et on conclut comme précédemment avec les définitions de limites de f et g.

> Remarquons que | f| est bornée sur un intervalle ouvert contenant a par une constante M. Alors, par
inégalité triangulaire, on a sur cet intervalle

|F(X)g(x)— e < [f(x)g(x)— FO)| +] F () — €
<Mlg(x) =+l f (x)—¢l,
et on conclut encore avec les définitions de limites de f et g.

> Remarquons que |g| est minorée sur un intervalle ouvert contenant a par une constante m > 0. Alors,
par inégalité triangulaire, on a sur cet intervalle

Fx) ] 1f)—tg(x)

glx) |~ m|t’|

et on conclut toujours avec les définitions de limites de f et g.

Remarque

La démonstration ci-dessus ressemble beaucoup aux démonstrations analogues sur les limites de suites.
C’est tout a fait cohérent puisque ces résultats peuvent également étre établi avec la caractérisation
séquentielle de limite en partant d'une suite quelconque a valeurs dans I et de limite a.
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Avec les définitions de continuité en termes de limites, on obtient que la valeur absolue, les combinai-
sons linéaires et le produit de fonctions continues en a (respectivement sur I) sont encore des fonctions
continues en a (respectivement sur I). Pour le quotient, il faut 'hypothése supplémentaire que le déno-
minateur ne s’annule pas.

1.3.2. Composition

Proposition 7.17.

Soit f: I — J et g:J — K deux fonctions et a une borne ou un point de I'intervalle I tel que f admet
la limite b en a et g admet la limite £ en b. Alors, g o f admet la limite £ en a.

Démonstration
Soit £ > 0. D’apres la définition de liin g ={,il existe n >0 tel que

Vyeinlb—n,b+nl,  lgly)-tI<e.
Appliquons maintenant la définition de lim f = b : il existe v> 0 tel que
a

Vxelnla—v,a+,  |f(x)=bl<n.

En combinant les deux propriétés,

Vxelnla—v,a+, lg(f(x)—L|<e.
Remarque
La encore, on pourrait effectuer la démonstration a partir de la caractérisation séquentielle de limite.

Avec les définitions de continuité en termes de limites, on obtient que la composée de deux fonctions
continues est continue.
1.3.3. Inégalités

Toujours avec la caractérisation séquentielle de limite et les propositions analogues pour les suites, on
obtient les résultats suivants d’encadrement.

Proposition 7.18.

Soit f, g: I — R, M €R et a une borne ou un point de l'intervalle I. Supposons que f et g admettent
des limites finies en a.
> Si, sur un intervalle ouvert contenant a, f(x)< M, alors lim f <M.

a

> Si, sur un intervalle ouvert contenant a, f(x) <M, alors lim f <M.
a
> Si, sur un intervalle ouvert contenant a, f(x) < g(x), alors lim f <limg.
a a

Proposition 7.19. Lemme d’encadrement

Soit f,g,h: I —R et a une borne ou un point de l'intervalle I. Supposons que sur un voisinage de a
dans I,ona f(x)< g(x)< h(x)etquelim f =limh =/. Alors, g admet une limite en a etlimg = /.
a a a

Dans le schéma ci-dessous, la fonction dont la courbe représentative oscille est « coincée » entre deux fonc-
tions de méme limite{ en +0o. Elle admettra elle-aussi cette limite par le lemme d’encadrement.
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\

Des résultats d’encadrement, on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 7.20.

La limite du produit d'une fonction bornée par une fonction tendant vers 0 est nulle.

Exemple

En application directe du corollaire précédent avec x — x delimite nulle en 0 et x — sin % bornée,
on obtient lim x sin 1=o.
X —

1.4. Equations fonctionnelles

Une équation fonctionnelle est simplement une équation dont 'inconnue est une fonction. Elle est en
général la conjonction d'une relation entre plusieurs valeurs de la fonction inconnue et d’'une condition

de «régularité » (limite, continuité, monotonie...).
Cette section n'ambitionne pas de traiter une théorie générale mais bien de fournir quelques exemples

élémentaires afin de développer une intuition.

Proposition 7.21.

Les fonctions f :R% — R admettant une limite finie £ en +oo et vérifiant
VxeR, f(x)=f(2x)

sont les fonctions constantes.

Démonstration
Remarquons que, pour tout x € R, une récurrence immédiate donne f(x)= f(2" x) pour tout n € N. En

passant a la limite en n, on obtient que f(x)=~{. Ainsi, f est constante égale a ¢. [ |

Proposition 7.22.

Les fonctions f : R — R continues en 0 et vérifiant
VxeR,  f(x)=f(2x)

sont les fonctions constantes.
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Démonstration

Remarquons que, pour tout x, une récurrence immédiate donne f(x) = f(27"x) pour tout n € N. En
passant a la limite en 7 et en utilisant la continuité de f en 0, on obtient que f(x) = f(0). Ainsi f est
constante égale a f(0). ]

Dans les deux exemples précédents, on a exhibé une suite de réels ayant méme image par f : d'un coté
la suite (2" x),, et de'autre (27" x),,. Cette facon de procéder est relativement générale méme sil’on n'ex-
plicite pas toujours la suite considérée.

Proposition 7.23.

Les fonctions f : R — R continues et vérifiant
1+x

vxer,  f=f(=%)

sont les fonctions constantes.

Démonstration

Soit x € R. Considérons la suite (x,,), définie par xy = x et, pour tout n € N, x,,; = 1+2x" . Alors, une
récurrence immeédiate assure que f(x) = f(x,) pour tout n € N. Comme la suite arithmético-géométrique
(x,,), converge vers 1 et que la fonction f est continue en 1, on en déduit que f(x)= f(1). En conclusion
la fonction f inconnue est constante égale a f(1). ]

On peut déduire de ces premiers exemples les solutions d'un certain nombre d’équations proches.

Proposition 7.24.

Les fonctions f : R — R continues en 0 et vérifiant
Vx eR, flx)+x=f(2x)

sont de la forme x — ¢ + x avec ¢ €R.

Démonstration
Remarquons que I’équation se réécrit

VxeR, flx)—x=f(2x)—2x.
Considérons g : x — f(x)— x. Elle est continue et vérifie
VieR,  glx)=g(2x)
donc est constante. En conclusion, f est de laforme x — ¢ + x avec ¢ €R. [ |

Passons a une autre équation pour illustrer I'importance de choisir des valeurs particulieres des argu-
ments.

Proposition 7.25.

La seule fonction f : R — R vérifiant

Vx,yeR,  flxy)=xf(x)+yf(y)

est la fonction nulle.

Démonstration
> Commencons par remarquer que pour x = y =0, la relation donne f(0)=0.
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> Ensuite pour y =0, on obtient que, pour tout x, x f(x) = 0. Ainsi, f est nulle sur R*. En conclusion, la
fonction f est nulle sur R. u

Apres cet exemple élémentaire, passons a la plus « importante » des équations fonctionnelles classiques.

| |

Les fonctions f : R — R continues et vérifiant
Vx,y€R, fx+y)=fx)+f(y)

sont les fonctions linéaires.

Démonstration

> Appliquons la relation avec x =y =0: f(0)=2f(0) donc f(0)=0.

> Soit x € R. On montre, par récurrence sur n €N, que f(nx)= nf(x). Le résultat est vrai pour n = 0. Soit
neNtel que f(nx)=nf(x). Alors,

fl(n+Dx)=f(nx+x)=f(nx)+ f(x)=nf(x)+ f(x)=(n+1)f(x)
ce qui acheve la récurrence.
>SoitneNet x €R;alors, 0= f(0)= f(nx—nx)=f(nx)+ f(—nx)donc f(—nx)=—nf(x).
Par conséquent, f(nx)=nf(x) pour tout n € Z et tout x €R.
> Soit (p, q) € Z x N\ {0}. Alors, en appliquant le point précédent avec x = % etne{p,q},

f(1)=f(q$)=qf($)
py_ 1 _ 1
f(;)—f(v;)—pf(g)-

En combinant ces résultats, f(%) = %f(l), c’est-a-dire f(r)=r f(1) pour tout r € Q.
> Soit x € R et (r,,),, une suite de rationnels de limite x. Comme f est continue,

f(x)=lm f(r,)=limr, f(1)=xf(1).

Conseils méthodologiques

La derniere étape peut étre modifiée pour chercher les fonctions vérifiant la méme équation mais
avec la condition de régularité « f croissante ». En effet, dans cet exemple alternatif, les premiers
points (construction jusqu’aux rationnels) restent identiques. Le passage a la limite s’obtient en
encadrant une réel x quelconque par deux suites de rationnels de limite x et en utilisant le lemme
d’encadrement.

Attention a ne pas conclure trop vite dans cet exemple que les fonctions solutions sont les fonc-
tions x — ax avec a € R; la vérification (qui était immédiate dans les exemples précédents)
impose que a > 0 pour avoir la croissance.

Les fonctions f : R — R continues et vérifiant

Vx,y€eR,,  flxy)=Ff(x)+f(y)
sont les fonctions proportionnelles a In.
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Démonstration
Posons g: t — f(e').
La relation devient
Vs, t €R, glt+s)=g(t)+g(s).

Comme g est continue, il existe, d’apres la proposition précédente sur I'équation de Cauchy, a € R tel
que g:t— at soitenrevenanta f, tel que

fix—alnx.

Remarque
Avec une méthode analogue, on peut montrer que les seules fonctions continues non nulles vérifiant

Vx,yeR,  flx+y)=f(x)f(y)

sont les fonctions de la forme x — e?* avec a € R.

Reprenons la construction par étapes des propositions précédentes pour une autre équation.

Proposition 7.28.

Les fonctions f : R — R continues et vérifiant
Vx,yeR,  flx+y)+flx—y)=2(f(x)+f(y))

sont les fonctions de la forme x — ax? avec a €R.

Démonstration

> Appliquons la relation avec x =y =0:2f(0)=4/(0) donc f(0)=0.

> Montrons, par récurrence sur n €N et tout x € R, que f(nx) = n?f(x). Le résultat est désormais établi
pour n =0 et n = 1. Soit n > 1 tel que la propriété soit vérifiée aux rangs n et n —1; montrons-la au rang
n+ 1. Soit x € R. En appliquant la relation avec les arguments nx et x, on obtient

fl(n+1)x)=2(f(nx)+ f(x))— f((n—1)x)
=2n*+2—(n—-1f(x)=(n+1>f(x).

> Soit x R et n € N. En appliquant la relation avec les arguments 0 et n x,

f(nx)+ f(—nx)=2f(0)+2f(nx)
d’ou
fl=nx)= f(nx)=n®f(x)=(=n) f(x).
> Soit (p, q) € Z x N\ {0}. Alors, en appliquant le point précédent avec x = % etne{p,q},

f(1)=f(q1)=q2f($)

q
F(B)=1lp2)=r*1(2).

2
En combinant ces résultats, f(%) = ?f(l), c'est-a-dire f(r)=r2f(1) pour tout r € Q.
> Soit x € R et (r,,),, une suite de rationnels de limite x. Comme f est continue,

fe)=lim f(r,) =limr} f(1)= x*f(1).
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Voici une équation dont les solutions se déduisent de I'équation précédente.

Les fonctions f : R — R continues et vérifiant
Vx,yeR,  flx+y)f(x=y)=fxPf(y)

sont les fonctions x — 0, x — e®** ou x — —e%* avec a €R.

Démonstration
La fonction nulle convient. Soit f une solution non nulle.

> Remarquons que si f(0) =0, alors (en prenant y =0 dans la relation),

fx?=fx)Pf0y=0
pour tout x eR: f est nulle.

Par conséquent f(0)# 0.

> Considérons un réel x, ou f s’annule. Alors, f(x)f(0) = f(%)4 donc f(%) = 0. Par une récurrence
immeédiate, f(32) = 0 pour tout n € N puis en passant a la limite et en utilisant la continuité de f en 0,
f(0)=0: contradiction.

Ainsi, f ne s’annule pas; d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, f est de signe constant. Suppo-
sons, quitte a remplacer f par —f, que f est strictement positive.

> Posons g =Inof. La fonction g vérifie I'équation précédente donc est de la forme x — ax? avec a €R.
z 2
Par conséquent, f est de la forme x — e“%*". ]

2. Fonctions continues sur un intervalle

2.1. Théoreme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction continue sur I'intervalle I, a, b € I avec a < b. Pour tout y entre f(a) et f(b), il
existe x €[a, b] tel que y = f(x).

Remarque
Si on ajoute 'hypothése de stricte monotonie pour f, 'antécédent x de y dans [a, b] est alors unique.

Démonstration

Supposons, sans perte de généralité, f(a) < f(b). Notons A = {x €[a, b], f(x) < y}: cet ensemble est
non vide (a € A) et majoré par b. Soit ¢ = sup A. Comme f est continue, f(c) < y. De plus, ¢ est la
borne inférieure de l'intervalle {x €[c, b], f(x)> y} donc f(c)> y (en passant a la limite encore avec la
continuité de f). Par conséquent, f(c)=y. ]

Traduisons ce théoréme en d’autres termes.

L'image par une fonction continue d’un intervalle est un intervalle.
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Remarque. Dichotomie

Comme une fonction continue ne peut changer de signe sans s’annuler, on peut en déduire un algo-
rithme de recherche dichotomique d'un zéro d’'une fonction continue changeant de signe. Partant d'un
intervalle [a, b] tel que f(a)f(b) < 0, on introduit ¢ = # et on se rameéne a I'un des intervalles [a, c]
ou[c, b] ol f change de signe. Renouvelant cette étape, on obtient une approximation de plus en plus
précise d'un zéro de f.

Voici pour illustrer la courbe représentative d'une fonction continue qui s‘annule et les premiers intervalles
de localisation du zéro obtenus par dichotomie (le plus bas est celui de départ et, a chaque montée, on ne
garde qu’'une moitié de l'intervalle précédent en fonction du signe de la fonction au milieu de celui-ci).

A

Toute fonction f :[0,1] — [0, 1] continue admet au moins un point fixe : si ni 0, ni 1 ne sont des
points fixes, la fonction continue x — f(x)—x prend des valeurs de signes distincts en 0 et 1 (car
f(0)>0et f(1) < 1) donc s’annule d’apres la propriété des valeurs intermédiaires.

Ce résultat est rout a fait naturel : dans le carré (0,112, la courbe d’'une fonction continue ne peut
joindre le bord gauche au bord droit sans couper la diagonale.

A

\

On remarque que ce raisonnement serait identique en remplacant [0, 1] par n'importe quel autre
segment.

Soit f une fonction continue sur R qui admet des limites finies a et b > a en —o0 et +00 respec-
tivement. Montrons que toute valeur strictement entre a et b est atteinte.

Soit ¢ €]a, b[ et ¢ <min(c —a, b —c) : ainsi, le réel ¢ n’'est ni dans la «bande » de demi-largeur ¢
autour de a ni dans la « bande » de demi-largeur ¢ autour de b.

On applique les définitions de limite en =00 avec €. On a ainsi au moins deux réels @, 3 tels que
f(B)=b—cetfla)<a+e.
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A i
b |4t :

e
a#e

Par conséquent,
fB)=b—e=b—(b—c)=c=a+(c—a)>a+e> f(a).

On applique alors le théoréme des valeurs intermédiaires sur l'intervalle entre a et  pour
conclure.

Cet exemple se généralise évidemment a des limites infinies et permet d’obtenir, entre autres, I'exemple
suivant.

Un polynoéme réel P de degré impair admet au moins une racine réelle. En effet, les limites en
+o00 sont celles de son mondme de plus haut degré :
¢ sile coefficient dominant est (strictement) positif, alors 1+imP =400 etlimP =—o0,
oo —0Q0

¢ sinon, lJrimP =—00 etlimP =+oc0.
o0 —0Q
En particulier, ces limites sont de signes distincts. Ainsi, ce polyndme change de signe et par

conséquent s’annule d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires (car la fonction x — P(x)
est continue).

2.2. Injectivité des fonctions continues
Commencons par énoncer un lemme.

Lemme 7.32.

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1. Si f est injective, alors f est strictement monotone.

Remarquons que la réciproque est évidente : une fonction strictement monotone (continue ou pas) est
injective.

Démonstration

Soit a < b deux éléments de I. Comme f est injective, f(a)# f(b). Supposons, sans perte de généralité,
f(a) < f(b). On cherche a montrer que f est croissante. Par I'absurde, s'il existe a < x < y < b tel que
f(x)> f(y) alorsonpose:g:t— f(tx+(1—t)a)— f(ty+(1—1)b).

Remarquons que g(0)= f(a)— f(b) <0et g(1)= f(x)— f(y) > 0. Cette fonction est continue, change de
signe sur [0, 1] donc s’annule en un certain ¢ €[0, 1] : par conséquent,

fx+(Q—-t)a)=f(ty+(1—1t)b) et tx+(1—tla<x<y<ty+(1—-1)b,

ceci contredit I'injectivité de f et clot le raisonnement par 'absurde.
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g(0)=fla)—f(b)<0

g1)=f(x)—f(y)>0

Remarque
Remarquons que le lemme précédent est faux si on enléve '’hypothése de continuité : il existe des bijec-
tions de R dans R qui ne sont pas monotones.
Par exemple, la fonction
X six€qQ,

f.x—»{ x+1 sinon
est bijective (chaque rationnel est son unique antécédent et chaque irrationnel x admet pour unique
antécédent x — 1) mais pas monotone (par exemple, f(3) < f(4) < f(n)).

Proposition 7.33.

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors, f réalise une bijection
entre I et f(I) et sa bijection réciproque est continue.

Démonstration

1l suffit d’étudier la continuité de f~'. Comme f est strictement monotone, f~! est aussi strictement
monotone donc f~' admet des limites a droite et 2 gauche en tout point de I. Soit a € I. Par continuité
de f,

fllim )= lim f(f ()= lim y=a=f(f"(a).

y—a-
De méme, f(lim f='(y))= f(f~'(a)), donc, avec I'injectivité de f, lim f~'(y)= lim f~'(y)=f""(a)et
y—at y—a- y—at

f~! est continue en a. [

Remarque
Lhypothese « I intervalle » est essentielle comme on peut le constater avec la fonction

Pasers —x—1 sixe[-1,0],
X —x+2 sixe[l,2]

Cette fonction réalise une bijection continue de [-1,0]U[1,2[ dans [—1, 1] mais sa réciproque n’est pas
continue en 0. En effet, apres un calcul élémentaire,

S —-y—1 siye[-1,0],
i/ 8 {—y+2 siy €]0,1]
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et 1%1}1 ft=f0)=-1et 1%1}1 f~!=2. Voici leurs courbes représentatives :

3. Fonctions continues sur un segment

3.1. Image continue d’'un segment

Voici un nouveau résultat qui ressemble « vaguement » a la propriété des valeurs intermédiaires mais qui
est de nature différente : 'hypotheése forte ici est celle de segment, c’est-a-dire un intervalle de la forme
la,b]aveca, b €R.

| ]

Toute fonction continue sur un segment y atteint ses bornes.

Avant de démontrer ce résultat, donnons une formulation alternative.

L'image par une fonction continue d'un segment est un segment.

Démonstration
Soit f une fonction continue sur [a, b].

> Si f n'est pas bornée, alors on peut construire une suite (x,,),, d’éléments de [a, b] telle que | f(x,,)| > n
pour tout n. D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire une suite convergente de (x,,),,
donc de (| f(x,)|), (car | f| continue) : contradiction.

> Notons S la borne supérieure des valeurs de f sur [a, b] (qui est finie d’apres le point précédent). On
construit une suite (u,), d’éléments de [a, b] telle que

en utilisant que S —27" n'est pas un majorant de f.

On obtient, par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, une suite extraite de (u,,),, qui converge vers un réel
! €la, b]. Par continuité de f en?, f({)=S.

On procede de méme pour montrer que la borne inférieure I est atteinte. Ainsi, f([a, b]) C [I,S] par
définition des bornes supérieure et inférieure et [1,S] C f([a, b]) d’apres la propriété des valeurs intermé-
diaires : on obtient I'égalité par double inclusion. ]
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Remarque

> Le résultat devient faux pour une fonction seulement continue par morceaux sur un segment comme
on peut le voir avec la fonction f : [0, 1] — R définie par f(0)= f(1)= 3 et f(x)= x sinon qui n'atteint pas
ses bornes sur le segment [0, 1].

> En revanche, une fonction continue par morceaux sur un segment est toujours bornée. En effet, sup-
posons que f soit continue par morceaux sur un segment [a, b] et considérons une subdivision associée
(@i )kepo,n)- Pourtout k € [1, N, larestriction fj,, , 4, se prolonge en une fonction continue sur le segment
[aix_1,a;] donc est bornée. Comme il y a un nombre fini de telles restrictions et de valeurs aux points de
la subdivision, la fonction f est bornée.

Si f : R — R est une fonction continue de limites nulles en +£00, alors f atteint au moins 'une de
ses bornes.

> Si f estla fonction nulle, alors le résultat est immédiat.

> Sinon, il existe x, € R tel que f(x,) # 0. Supposons sans perte de généralité f(xy)> 0.

Comme les limites de f en +00 sont nulles, il existe A < xy < B tels que

VeglA Bl IfCIS 5 /()

Sur le segment [A, B], f atteint sa borne supérieure. Or, cette quantité est supérieure a f(x;), car
Xy €[A, B], donc a %f(xo) : c’est donc la borne supérieure de f sur R.

Voici un exemple d’application ot1]'on utilise que le minimum est atteint sur un segment.

Soit f, g :[a, b] — R deux fonctions continues telles que f(x)> g(x) pour tout x €[a, b]. Il existe
m >0 tel que
Vx€la,b], f(x)=g(x)+m.

En effet, la fonction continue f — g est strictement positive et atteint sur le segment [a, b] son
minimum m > 0; pour tout x € [a, b], f(x)—g(x)>m.
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Remarque
Une fois encore, '’hypotheése « I segment » est essentielle : le résultat peut étre facilement mis en défaut
que [1,+o0[ avec la fonction g : x — % etla fonction f nulle.

3.2. Continuité uniforme

Définition 7.36.

Une fonction f : I — R est uniformément continue si
Ye>0, In>0,Y(x,x)el? |x—x'|<n = |f(x)—f(x)<e.

Proposition 7.37.

Soit f : R, — R uniformément continue. Alors, il existe a, b € R, tels que

VxeR,, |f(x)|<ax+b.

Démonstration
Posons ¢ = 1 et considérons le réel n > 0 associé par la définition de continuité uniforme. Définissons,

pourtout xeR,, n= [%J Alors,

n—1
[f(x)=f0) < Zlf(kn)—f((k+ D)l +1f(x)— f(nn)|
k=0 \
<(n+1l)e<e+—x.
n

Par conséquent,
€
IFI<1fO)[+&+ pad

D’ot1 le résultat avec a = % et b =|f(0)|+e. u

Proposition 7.38.

Une fonction lipschitzienne est uniformément continue.

Démonstration
Soit f une fonction k-lipschitzienne. Pour tout ¢ > 0, posons n = %.

Alors, pour tous x, x’ tels que |[x —x’| < n,
If(x)=f(xX) < klx—x'|<kn=e.
Donc f est uniformément continue. ]

On peut aussi obtenir le résultat suivant en intervertissant les quantificateurs (et donc en appauvrissant
la propriété requise) :
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Proposition 7.39.

Une fonction uniformément continue est continue.

Exemple

> La fonction définie sur R par x — x? est continue mais pas uniformément continue (c’est, par
exemple, une conséquence de la propriété 7.37).

> La fonction définie sur [0, 1] par x — /X est uniformément continue (ce sera une conséquence
du théoréeme suivant) mais n’est pas lipschitzienne. En effet, si cette fonction était lipschitzienne,
alors, pour tous x # y, on aurait |v/x — /7| < k|x — y| et donc:

.
VX+JT

ce qui entraine une contradiction pour x, y suffisamment petits.
Graphiquement, la fonction x — 4/x est de pente verticale au voisinage de 0 alors que les pentes
d’'une fonction k-lipschitzienne sont majorées par k.

’

Une fonction continue sur un segment est uniformément continue.

Démonstration
Raisonnons par I'absurde, si f n’est pas uniformément continue, alors il existe £ > 0 tel que 'on peut
construire deux suites (u,,), et (v,), d’éléments de I vérifiant, pour tout n>0:

=l <0 )= () 2

D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut obtenir une suite extraite (i,(,)), qui converge.
Par conséquent, la suite (%(n))n converge vers la méme limite. Comme f est continue, les deux suites
(f (ugpm))n €t (f(Vp(ny))n convergent vers la méme limite, ce qui est contradictoire (puisqu’elles sont sépa-
rées d’au moins &). [ |

3.3. Approximation uniforme par les fonctions en escalier

Définition 7.41.

Une fonction f est en escalier sur un segment [a, b] s'il existe une subdivision (a)ke(o,] de [a, D]
telle que f soit constante sur les intervalles Jay, ay.1[ pour k € [0, n—1].
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Proposition 7.42.

Soit f continue sur un segment [a, b] et € > 0. Il existe des fonctions en escaliers ¢ et i) telles que,
pour tout x €[a, b],

px)< fx)sylx),  YPlx)—plx)<e.

Démonstration
Soit € > 0. D’apres le théoreme de Heine, la fonction continue f sur [a, b] est uniformément continue : il
existe 1 > 0 tel que
Y(x,x)el? x—x'|<n = |f(x)—fx) <e.
—a

b—a

-~ < n et définissons la subdivision réguliére (ay)ie(o ) de (@, b] par

Considérons n € N\ {0} tel que

b—
Yk €[0,n], ar=a+k na.

Définissons alors les fonctions en escaliers ¢ et Y sur chaque intervalle ]ay, a;1[ comme les fonctions
constantes respectivement égales au minimum et au maximum de f surl'intervalle fermé correspondant

[ak, Q1]

v

Sur chaque intervalle ]ay, a,, [, les valeurs de ¢ et ¢ sont des valeurs atteintes par f sur [ay, ar1]; 'in-
tervalle étant de taille inférieure a n), 'écart entre les deux valeurs, donc entre ¢ et v, est majoré par ¢
d’apres la propriété d'uniforme continuité.

On compleéte la définition de ces fonctions en escalier sans perdre cette propriété sur I'écart en posant
par exemple ¢(a;) =1 (a;)= f(a;) pour tout k € [0, n]. [ ]

Remarque

Ce résultat pourra se reformuler avec le cours de seconde année de la facon suivante : toute fonction
continue f sur un segment [a, b] est limite uniforme d’une suite de fonctions (¢,), en escalier.

En effet, en prenant pour chaque n, ¢ =27" dans la proposition précédente, on obtient une fonction en

escalier ¢, telle que
Vxela,b],  |f(x)—ga(x)<27".
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On utilisera ce résultat d’approximation ou plutdt le corollaire suivant afin de construire I'intégrale d'une
fonction continue par morceaux sur un segment.

Soit f continue par morceaux sur un segment [a, b] et ¢ > 0. |l existe des fonctions en escaliers ¢ et
1 telles que, pour tout x €[a, b],

ex) flx)<y(x), yYx)—p(x)<e.

Démonstration
I suffit d’appliquer le résultat précédent a chaque restriction de f auxintervalles ouvert de la subdivision
convenablement prolongée aux extrémités de celui-ci. [ ]
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La premiere partie de ce chapitre est consacrée a la définition et aux propriétés de limite et de continuité.

Soit f : I — R et a une borne ou un point de I'intervalle I.
« f admetlalimite £ R en a si
Ve>0, In>0, Vx €la—n,a+n[nI, [f(x)—¢|<e.
On note alors f(x) = L.
+ f admet la limite +o0 en a si
YM>0,3In>0, Vx€la—n,a+nlNI, f(x)=M.
On note alors f(x) = +00.
+ f admet la limite —co en a si
Vm<0,3In>0, Vx €la—n,a+nNI, fx)<m.
On note alors f(x)x:) —00.

a
Les définitions de limites en 00 se déduisent de celles-ci en remplacant les voisinages de a par
des voisinages de £00.
Celles des limites a gauche et a droite sont les analogues en se limitant a IN]—o0, a[ et IN]a,+0o9|.

Limite monotone

Soit f :]a, b[— R croissante. Alors, f admet des limites finies a gauche et a droite en tout point
¢ €la, b[. De plus,

lim f < f(c)<limf.

c- ct

La proximité de ces définitions avec les définitions pour les suites permet de démontrer de la méme
maniere les regles de manipulation, I'utilisation des inégalités ou de la monotonie.

Une fonction f : I — R est continue en a € I si elle admet une limite finie en a. Elle est continue
sur I si elle est continue en tout point de I (propriété locale).

Comme la continuité se définit en termes de limites, les propriétés opératoires sont aussi valables pour
la continuité.

Il est bon de savoir utiliser la caractérisation séquentielle des limites pour montrer qu'une fonction n’ad-
met pas de limite en un point (qu’elle n’est pas continue).
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Voici le bilan des propriétés essentielles des fonctions continues sur un intervalle.

Fonctions continues sur un intervalle

> Soit f une fonction continue sur I'intervalle I, a, b € I avec a < b. Pour tout y entre f(a) et
f(b), il existe x € [a, b] tel que y = f(x). En d'autres termes, I'image par une fonction continue
d’un intervalle est un intervalle.

> Soit f une fonction continue sur un intervalle I et injective. Alors, f est strictement monotone.

> Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors, f réalise une
bijection entre I et f(I) et sa bijection réciproque est continue.

Voici le bilan des propriétés essentielles des fonctions continues sur un segment.

Fonctions continues sur un segment

> Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes. En d'autres termes, I'image
par une fonction continue d’'un segment est un segment.
> Une fonction f continue sur un segment I est uniformément continue, c’est-a-dire

Ve>0,In>0,¥(x,x)el?  |x—x'|<n = |f(x)-f(x)<e.

Lapproximation uniforme (une fonction continue sur un segment peut étre approchée arbitrairement
pres par des fonctions en escalier) est une conséquence de ces propriétés qui sera utilisée plus tard dans

le cours d’intégration.
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Vrai ou faux ?

Vrai Faux
a) f admetlalimite +00 en —oo si m| O
VM >0,3dA<0, Vx> A, f(x)=M.
b) Une fonction monotone admet une limite en tout point intérieur a son m] O
domaine de définition.
c) Si )lclgtll(f(x)—g(x))=0, alors ,lcll,'[}lf(x)=,lcl§}g(x)‘ m| O
d) Lacomposée de deux fonctions continues est continue. m] m]
e) Une fonction continue est bornée. O O
f)  Une fonction périodique est bornée. m] m]
g) Une fonction bornée atteint ses bornes. | O
h) Une fonction continue bornée atteint ses bornes. m] O
i) Soit f, g:[a,b]— R continues telles que f(x)> g(x) pour tout [} [m}
x €[a, b). Alors,
sup f(x)> sup g(x).
x€la,b] x€la,b]
j)  Lepolynéme X*—X*—19X + 1 admet au moins une racine dans m| O
[3,+c0l.
k) Une fonction continue a valeurs dans Q est constante.
I) Une fonction f continue vérifiant f(x)*> =1 pour tout x €R est
constante égale a 1 ou constante égale a —1.
m) Limage réciproque d’un intervalle par une fonction continue est un m| m|
intervalle.
. x . sz
n) Lafonction x — m est prolongeable par continuité en 0. O O
0) Lafonction partie fractionnaire x — x —| x| est continue a gauche en m] m]
tout point.
p) Une fonction strictement monotone réalise une bijection entre un m| m|
intervalle I et f(I).
g) Une fonction injective est strictement monotone.

r)

Une fonction strictement monotone est injective.
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s) Une fonction lipschitzienne sur R est uniformément continue.
t) Une fonction bornée sur R est uniformément continue.

u) Lasomme de deux fonctions uniformément continues est
uniformément continue.

v) Lafonction x — /X est lipschitzienne sur [0, 1].

w) Lafonction x — /X est lipschitzienne sur [1,+00][.

Exercices d’application du chapitre 7

Exercice 1
La fonction x — cos(x + %)— cos % est-elle prolongeable par continuité en 0?2

Exercice 2

Soit f : x — 2| x|—cos(37(x —|x])).
Déterminer les points ou f est continue.
Calculer card f~!({y}) pour y €R.

Exercice 3
Montrer qu’il n’existe pas de fonction f : R — [0, 1] continue, bijective de réciproque continue.

Exercice 4

Montrer que deux fonctions croissantes sur un intervalle ouvert dont la somme est continue sont conti-
nues.

Exercice 5

Etudier la continuité sur R, de f : x — sup %
neN

Exercice 6

Soit f : R — R une fonction continue. Posons g : x — |x]+ f(x —|x]). Déterminer a quelle condition sur
f lafonction g est continue.

Exercice 7

Soit f : R* — R continue, telle que, pour tout x > 0, la suite (f(7nx)), est croissante. Montrer que f est
croissante.

Exercice 8
Soit f : RY — R nulle en tous les irrationnels telle que I'image du rationnel d’écriture irréductible %
1
est G-
Soit £ > 0. Montrer que 'ensemble {x € R¥, f(x)> ¢} est fini.
Déterminer 'ensemble des points ou f est continue.
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Exercice 9
Déterminer les fonctions f : R* — R continues telles que f(x?)= %f(x) pour x #0.

Exercice 10
Soit f :[0,1] — R une fonction continue et x;, ..., x, €]0, 1[. Montrer qu'il existe ¢ €]0, 1[ tel que

FE) .t flEn)

c)=
fle) -
Exercice 11
Soit n réels a; < a, <--- < a,, etla fonction
1 1
fix— + +...+ .
xX—a; XxX—ap x—a,

Montrer que f s’annule exactement n — 1 fois sur son ensemble de définition.

Exercice 12 Théoreme des cordes universelles
Soit f :[0,1] — R une application continue telle que f(0)= f(1) et n € N\ {0}. Définissons

{ 01-1] — R
5 X - fr+b—fx)

Calculer Y1 g (%).
En déduire qu'il existe a,, €[0,1— %] tel que f(a, + %) = f(a,).

Exercice 13
Soit (ay,...,a,) €[0,1]". Montrer qu’il existe a € [0, 1] tel que %2221 la—ay;|= %

Exercice 14

Soit f : R, — R, continue telle que lim &
X—0Q0

X

< 1. Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 15
Soit f : R — R continue injective telle qu'’il existe n € N\ {0} vérifiant

Vx €R, i (x)=x.
Montrer que f ou f? est'identité.
Exercice 16
Soit f et g deux fonctions continues sur [0, 1] telles que
Vx€[0,1], 0< f(x)< g(x).
Montrer qu’il existe un réel C > 1 tel que

Vx €[0,1], Cf(x)<g(x).

Exercice 17
Soit f : R, — R continue et surjective. Montrer que f~!({0}) est infini.
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Exercice 18
Soit f :[a, b] — R continue et x; €[a, b] tels que

f(xo)<sup f.

[a, %]

Montrer qu'il existe u < x, tel que supy, ., f =sup, . f-

Exercice 19
Soit f : R — R T-périodique et continue. Montrer qu'’il existe a € R tel que f(R) = f([a,a + %]).

Exercice 20
Soit f :[a, b[— R uniformément continue. Montrer que f est bornée.

Exercice 21
Soit f : R, — R une fonction continue de limite nulle en +00. Montrer que f est uniformément continue.

Exercices d’approfondissement du chapitre 7

Exercice A

Soit f : R — R une fonction continue telle que coso f(x) - L.
X—+00

Montrer que f converge en +00.

Exercice B
Soit f :]a, b[— R une fonction croissante. Montrer que la fonction x — lim f est croissante.
X

Exercice C
Déterminer les fonctions f : R — R continues telles que

Vx eR, sup f(t)=x.

r<x

Exhiber une fonction non continue vérifiant cette propriété.

Exercice D
Soit f :[a, b] — R telle que
* fla)> f(b);

¢ il existe g :[a, b] — R continue telle que f + g est croissante.
Montrer que, pour tout z €[ f(b), f(a)], il existe ¢ €[a, b] tel que z = f(c).

Exercice E
Montrer qu’il n’existe pas de fonction f : R — R continue telle que pour tout ¢ €R,

card f'({c}) €{0,2}.

Exercice F
Déterminer les fonctions f : R — R continues telles que f(Q)Cc R\ Qet f(R\Q)C Q.
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Exercice G Lemme du soleil levant

Soit f :[a,b] — R continue et O ={x €[a, b], Iy > x, f(y)> f(x)}.

Intuitivement, O est l'ensemble des abscisses des points de la courbe représentative de f a l'ombre si on
éclaire depuis la droite.

Supposons qu'il existe ¢ < d tels que ¢ ¢ O, d ¢ O, mais ]c,d[cC O.
Montrer que, pour tout ¢ €]c,d|, f(t) < f(d).
En déduire que f(c)= f(d).

Exercice H
Montrer qu'’il n’existe pas de fonction f : [0, 1] —]0, 1[ continue et surjective.
Trouver une fonction f :]0, 1[— [0, 1] continue et surjective.

Exercice |

Soit f :[a, b] — R continue. Montrer que sup f =sup f.
la,b] la,bl

Problemes du chapitre 7

Probléme 1 Fonctions semi-continues inférieurement
Une fonction f définie sur un intervalle I Cc R est SCI (pour semi-continue inférieurement) si

Vxpel, Ve>0,In>0,Vx e, lx—x|<n = f(x)=f(x)—e.

a. Montrer qu'une fonction continue sur un intervalle est SCI.
b. Déterminer une fonction SCI qui n’est pas continue.
a. Montrer que la somme de deux fonctions SCI sur un intervalle I est encore une fonction SCI.
b. Montrer que le produit de deux fonctions SCI n’est pas forcément une fonction SCI.
Soit f une fonction SCI sur un segment I.
a. Montrer que f est minorée.
b. Montrer qu’il existe x, € I tel que f(xy) = ilgf(x).

Probleme 2 Module de continuité uniforme
Le module de continuité d’une fonction continue f :[0,1] — R est la fonction w; :[0,1] — R définie par :

wy:t=sup{lf(x)=f()l, (x,y)€[0,1F, [x—y| < t}.

Calculer w, pour la fonction g : x — v/x.
Indication : on pourra vérifier que +/x — /¥ < 4/X —y pour tous x > y > 0.
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Soit f une fonction continue.
a. Montrer que w est une fonction croissante et calculer w ¢(0).
b. Montrer que la fonction w  est sous-additive, c’est-a-dire que, pour tout (u, v) €[0, 1]* tel que
ut+v<l, wr(utv)<owr(u)+ws(v).
c. Montrer que la fonction w f est continue.
Indication : on pourra justifier puis utiliser 'uniforme continuité de f.
d. Montrer que si w s’annule hors de 0, alors w est identiquement nulle.
Préciser les fonctions f pour lesquelles w ¢ = 0.
Soit w : [0, 1] — R une fonction continue, croissante, nulle a’origine et sous-additive. Montrer qu'il
existe une fonction dont w est le module de continuité.

Probleme 3 Transformée de Legendre
Pour toute fonction ¢ : I — R, on définit D I'ensemble des y € R telle que la fonction x — x y —p(x) est

majorée puis
{D* - R
priy ¥
y — sup{xy—ep(x), xel}

Montrer que D est un intervalle.
Indication : on montrera que si a, b € D*, alors [a, b] C D;.
Montrer que si ¢ est continue sur un segment I, alors D; =R.
Déterminer D} et p* dans les cas suivants :
a. I=Retp(x)=k, keR
b. I=R, etp(x)= %a, a>1
c. I=Retp(x)=e*
Montrer que, pour tout k € R et toute fonction ¢, D7, | = D} et (p+k)=p*—k.
Montrer que, si I CR,, alors ¢* est croissante. Que diresi ] CR_?
Montrer que ¢* est une fonction convexe c’est-a-dire

V(x,y)eDyF, VA€01],  ¢*(Ax+(1-A)y)<Ap*(x)+1-p*(y)

Soit ¢ une fonction convexe, continue, positive.
a. Montrer que, pour tout x €I, y — xy — ¢*(y) est majorée par ¢(x).
b. Montrer que (¢*)* = .

Probleme 4 Théoréme de Sarkovskii

Soit f : R — R une fonction continue. Un réel a est un point de période n € N* pour f si f"(a)=a et
f*(a)# a pour tout k € [1, n—1], c’est-a-dire si'ensemble {f*(a), k € N} est de cardinal 7.

Partie A - Préliminaires

Soit g la fonction définie par g(x)= —% x2+ gx +1 pour tout x €R.
a. Montrer que 0 est un point de période 3 pour g.
b. Déterminer les points fixes (éventuels) de g.
Soit ¢ une fonction continue sur le segment [a, ] telle que [a, B] C ¢ ([, B]). Montrer que ¢ admet
(au moins) un point fixe.
Supposons que X, est un point de période 3 pour f. Notons

a=min{x, f(x), f*(x0)}.

a. Justifier que

{a,f(a),fz(a)} = {x0rf(x0),f2(xo)}~
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b. Supposons que a < f(a) < f?(a). Montrer que

[f(a), fA@) cla, fA(@) € f((f(a), fH(a))).

En déduire que f admet un point fixe.
c. Supposons que a < f%(a) < f(a). Montrer que f admet un point fixe.
On suppose dorénavant que f admet un point a de période 3 tel que a < f(a) < f?(a), puis on note
Jo=la, f(a)] et J =[f(a), f%(a)]. 1l a déja été montré que f admet un point fixe; I'objectif est de montrer
que f admet un point de période n pour tout n > 1.

Partie B - Construction

On cherche dans cette partie a établir I'existence d'une suite décroissante (pour l'inclusion) de segments
(Ix)k<n vérifiant les quatre conditions suivantes :

€1 L=h,

(€2) Yke[l,n—2], f(I)=IL,
(C3) [ Iy-1)=Jo,

C€a f"(I)=h.

1. Soit I un segment, ¢ : I — I continue et K =[a, ] un segment non vide et non réduit a un point
inclus dans ¢ (1).
a. Montrer l'existence de a, b € I tels que ¢(a) = a et ¢(b) = . On suppose, par symétrie, que
a<b.
b. Soit A={x €[a, b], p(x)=B}. Justifier I'existence de v = min A.
On considere de méme © =maxB ol1 B = {x ela,v], ¢(x)= a}.
c. Montrer l'existence d'un segment L C I tel que K = ¢ (L).
2. a. Construire une suite (I )r<,_, satisfaisant (C1) et (C2).
b. Montrer que cette suite vérifie que Yk €[1,n—2], f*(I)=J..
3. Montrer que J, C f(J;) = f""'(I,—,); en déduire I'existence d'un segment I,,_; satisfaisant la condi-
tion (C3).
4. Montrer que J; € f"(1,_;); en déduire 'existence de I, satisfaisant la condition (C4).

Partie C - Théoreme de Sarkovskii

On considére dorénavant une suite décroissante de segments (I )r<,, vérifiant les quatre conditions (C1),
(C2), (C3) et (C4).

1. Montrer que f” admet au moins un point fixe dans I,,. On notera x, l'un de ces points fixes.
2. Montrer que x, € {f(a), f?(a)}.
3. Conclure que x, est de période n.

Probleme 5 Théoréeme de Coppel

Définition 7.44.

> Un réel ¢ €[a, b] est un point fixe de I'application f :[a, b]—[a, b]si f(c)=
> Un réel ¢ €[a, b] est un 2-cycle de I'application f :[a,b]—[a, b]si f(c)#c et fo f(c)=c.

Dans ce probléme, on note f" la composée nitme de 'application f : [a, b] — I; par exemple, f° =1d,

fr=ff?=fof, f’=fofof..
Lobjectifest d’étudier la convergence de la suite (f"*(c)),, pour une application f :[a, b] — [a, b] continue
sans 2-cycle et ¢ €[a, b].
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Partie A - Exemples

Montrer que tout point fixe d'une application f :[a, b] — [a, b] est un point fixe de f” pour n > 0.
Donner un exemple d’application continue f :[a, b] — [a, b] qui admet un 2-cycle.

Donner un exemple d’application continue f :[a, b] — [a, b] qui n’admet pas de 2-cycle.
Déterminer, selon la valeur de A €]0, 4], les points fixes et les 2-cycles de I'application

{0 = o

X —  Ax(1—x)

Partie B - Résultats d’existence

Montrer que toute application continue f :[a, b] — [a, b] admet un point fixe.
Soit un segment [c, d] C [a, b] et une application continue f :[a, b] — [a, b] telle que

[e,d]c f(lc,d]).

Montrer que f admet un point fixe dans [c, d].
Indication : on pourra introduire des antécédents de c et d par f dans|c,d].
Soit un segment [c,d] C [a, b] et une application continue f :[a, b] — [a, b] telle que

[c,d]c f(la, b].

Montrer qu'il existe un intervalle [¢’,d’] C [a, b] tel que [c,d]= f([¢’,d’]).
Soit ¢ €[a, b] et une application continue f :[a, b]— [a, b] telle que

[c,b]c f(la,c]) et [a,c]c f(lc,b).

Montrer que ¢ est un point fixe ou que f admet un 2-cycle.
Indication : on pourra montrer que f? admet un point fixe dans un segment J C [a, c] vérifiant

fU)=l[c,b]l.
Partie C - Lemme de Coppel (I)

Dans cette partie, on suppose que f :[a, b] — [a, b] est continue, n"admet pas de 2-cycle et on considere
c €la,b]telque f(c)>c.

Justifier que f2(c)# c.

On suppose que ¢ > f?(c).

a. Montrer que f? admet un point fixe sur I'intervalle [a, c].

Posons d la borne supérieure de I'ensemble des points fixes de f?2 sur [a, c].
Justifier que d < c.
Montrer que f n'admet pas de point fixe sur I'intervalle ]d, c|.
Soit x €]d, c[. Comparer les réels x, f(x) et f2(x).
Montrer qu'’il existe e €]d, c[ tel que f(e) €ld, c|.
Indication : on rappelle que f(d)< c.
Comparer les résultats des deux derniéres questions et conclure pour I'hypothese ¢ > f?(c).

P T

fauc]

Partie D - Lemme de Coppel (II)

Dans cette partie, on suppose encore que f : [a, b] — [a, b] est continue, n’admet pas de 2-cycle et on
considere ¢ €[a, b] tel que f(c)> c. On cherche a montrer que, pour tout n >3, f"(c)> c.
Considérons, pour tout n €N, u,, = f"(c) et considérons, en supposant qu’il existe,

N =min{j >3, u;<c}.

Soit k le plus petit entier tel que la suite finie (u,),¢[x+1,5v] €St strictement décroissante et j € [1, N — k]
tel que wy ;> up > Ugyjia.
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Justifier que uy < vy < Upyq.
Montrer que [, ;] C f([terj, ) et (g, ten] € F(lug, ).
En déduire que f admet un 2-cycle.

Partie E - Théoréeme de convergence

Dans cette partie, on suppose encore que f : [a,b] — [a, b] est continue, n"admet pas de 2-cycle, on
considere ¢ €[a, b] et, pour tout n €N, u,, = f"(c).
Montrer que s’il existe un rang N tel que uy = uy,,, alors la suite (u,,),, converge.
Montrer que s'il existe un rang N tel que, pour tout n > N, u,, < u,,1, alors la suite (u,,),, converge.
On suppose dorénavant que la suite (u,,),, n'est pas monotone a partir d'un certain rang.
Considérons (y,), (respectivement (z,),) la suite extraite de (u,,),, composée des valeurs ;. stric-
tement inférieures (respectivement supérieures) au terme suivant ;.
a. Etudier la monotonie des suites (y,), et (z,), puis justifier leur convergence.
b. Montrer que lim y, =limz,,.
c. En déduire que la suite (u,,),, converge.
Conclure.

319



Corrigés des Vrai/Faux

a) Faux, il faudrait remplacer Vx > A par Vx < A.

b) Faux, a droite et a gauche seulement.

c) Faux, les fonctions f et g n'admettent pas forcément de limites en a.

d) Vrai.

e) Faux, x — x? surR.

f) Faux avec, par exemple, la fonction f définie par f(x)=0si x = Z[n], f(x)=tanx sinon.

g) Faux, arctan.

h) Faux, arctan.

i) Vrai car sur un segment la borne supérieure d'une fonction continue est un plus grand élément.

j) Vrai car en 3 ce polynéome vaut —2 et il tend vers +00 en +00 : c’est ensuite le théoreme des valeurs
intermédiaires.

k) Vrai d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires.

[) Vrai d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires.

m) Faux, avec la fonction continue f: x — x? et I =[1,4]: f~'(I)=[-2,—1]U[1,2].

n) Faux.

o) Faux pas aux entiers.

p) Vrai.

q) Faux, avec, par exemple, la fonction f définie par f(x)=x si x €Q, et f(x)= x +1 sinon.
r) Vrai.

s) Vrai.

t) Faux.

u) Vrai.

v) Faux, en revanche, elle est uniformément continue d’apres le théoréeme de Heine.

w) Vrai.
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Corrigés des exercices d’application
du chapitre 7

Exercice 1
Grace a une formule de trigonométrie, on peut tout d’abord réécrire, pour tout x #0,
x x 1
x)=—2sin(—)sin( =+ —).
f)=—2sin(3)sin(% + )

Ainsi, f est le produit d'une fonction de limite nulle en 0 (a savoir, x — —2 sin(%)) et d'une fonction

bornée (a savoir, x — sin(% + %)) donc est de limite nulle en 0. Ainsi, f est prolongeable par continuité
en 0.

Exercice 2

1. D’apres les regles usuelles de composition et d’addition, la fonction f est continue sur R\Z. En k € Z,
on vérifie

linklif(x) = lililiz(k— 1)—cos(3n(x—k+1))=2(k—1)+1=2k—1
lir% f(x)= lir§61+2k—cos(3n(x—k)) =2k—1.

Par conséquent, f est également continue en tout entier donc sur tout R.
2. Commencons par remarquer que si y = f(x) alors 2|x]—1< y <2|x|+1 donc
—1 +1
2 2
> Si y n'est pas un entier impair, I'intervalle [yT_l, YTH] ne contient qu’'un entier donc les antécédents x
de y par f vérifient |x]=| 2" | et

y+i

cos3m(x—|x])=2 { >

J— ye€]l—1,1].

Or, t — cos 37t réalise des bijections de chacun des intervalles ]0, %[, ]%, %[ et ]%, 1[ dans ]—1, 1] donc trois
valeurs de x —| x| qui satisfont la derniére condition. En conclusion, card f~*({y})=3.

>Siy =2n+1, alors les antécédents x de y par f vérifient | x| {n,n+1}.

e Si|x|=n,alors cos3m(x—|x])=—1donc x=n+ % = 3y—6_1.

J Si[xJ:n+1,alorscosf’wt(x—[x]):ldoncx:n:ny1 oux:n+§:3yT“.

En conclusion, card f~}({y})=3.

Voici le tracé de la courbe de | entre—2 et 2. On observe que chaque droite horizontale coupe exactement
3 fois la courbe.
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N

Exercice 3

Raisonnons par I'absurde. Avec une telle fonction, la suite ( f(n)),, est bornée donc on peut, avec le théo-
reme de Bolzano-Weierstrass, en extraire une suite convergente (f(¢(n))),. En appliquant la fonction
continue f~!, on en déduit que (¢(n)), est convergente ce qui est absurde.

Exercice 4
Intuitivement, les fonctions croissantes ne peuvent avoir que des discontinuités vers le haut et deux dis-
continuités ne peuvent pas se compenser pour donner une continuité.

Soit f et g deux fonctions croissantes telles que f + g soit continue. Soit a € R. D’aprés la monotonie, f
et g admettent des limites a gauche et a droite en a. Par continuité de f + g,

limf+limg =lim f +limg.
a- a- at at

Comme limf <limf etlimg <limg, on a forcément lim f = lim f etlimg = limg donc f et g sont
a— at a— at a— a+ a— at

continues en a.

Exercice 5

Commencons par chercher une expression explicite de f(x). Soit x > 0. Notons u,, = xTn, Alors, pour tout
neN,
Ui X
u, n+l’
Ainsi, ”;:1 > 1 si, et seulement si, 7 + 1 < x. Par conséquent, f(x)= v = fxl—?
 Lafonction f est continue sur chaque intervalle de R, \ N comme composée de fonctions continues.
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¢ Pourtout k €N,

) ) xk—l kk—l
Jm f)=lm 2 = e

) . xk kk kk—l
Jim )= lim 2= = o)

Par conséquent, f est continue en k.
En conclusion, f est continue sur R, .
Voici le tracé de la courbe de f entre0 et 3.

\

Exercice 6

Par composition, la fonction g est continue sur R \ Z. De plus, pour tout x e R et tout k € Z, g(x + k) =
g(x)+ k : il suffit donc d’étudier la continuité en 1. Or,

limg=/f(1),  limg=1+7(0)

Par conséquent, g est continue sur R si, et seulement si, f(1)= f(0)+ 1.

Exercice 7

Soit x < y.

>Supposons que x, y € Q; il existe des entiers g et a < b tels que x = % ety = g. Comme la suite (f(n3))n
est croissante, f(x) < f(y).

> Sinon, il existe une suite de rationnels (r,,),, décroissante de limite x et une suite de rationnels (r,’l)n
croissante de limite y. A partir d’'un certain rang, r,, < r’ et donc, d’apres le premier point, f(r,) < f(r}).

En passant a la limite (grace a la continuité de f), on obtient que f(x)< f(y).
En conclusion, f est croissante.

Exercice 8

1. Pour tout £ > 0, notons A, = {x € R}, f(x) > ¢}. Remarquons tout d’abord que A, ¢ Q NR* car
I'image par f de tout irrationnel est nulle donc inférieure a ¢. De plus, le rationnel d’écriture irréductible
% appartient a A, si, et seulement si, # > ¢, c'est-a-dire p + g < %; on a alors nécessairement p, g €
{0,..., [%J} donc un nombre fini de rationnels dans A,.

En conclusion, pour tout € > 0, A, est fini.
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2. »Si f estcontinue en un rationnel x > 0, alors il existe un voisinage de x inclus dans A ¢ (. Or, d’apres
la question précédente, A} ¢, est fini donc ne contient pas d'intervalle ouvert non vide. Par conséquent,

f n'est continue en aucun rationnel.
> Soit x > 0 irrationnel et € > 0. Lensemble A, est composé d'un nombre fini de rationnels; notons
n= % mgn |x — y|. Par construction, pour tout z €]x —n, x + n[NR%, z ¢ A, et donc

y€ £

[fle)—fx)=If(2) <e.

Par conséquent, f est continue en chaque irrationnel de R¥.

Exercice 9

Remarquons que la fonction g : x — % ne s’annule pas. Alors, la fonction & = g vérifie h(x?)= h(x) pour
tout x € R. En utilisant la continuité en 1,

e Pour x €]0,1], h(x)=h(x¥")— h(1).

e Pour x > 1, h(x)=h(x?")— h(1).

Par conséquent, h est constante sur RY . Par ailleurs, h est paire car, pour tout x €R,

h(—x) = h((—x)*) = h(x*) = h(x).

Ainsi, h est constante sur R* et dong, il existe a €R tel que [ : x — %

Exercice 10

La valeur moyenne M est comprise entre le plus grand des f(x;) et le plus petit des f(x;) donc
entre deuxvaleurs prises par la fonction continue f : elle est donc atteinte d’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires.

Exercice 11
Lensemble de définition de f estR\ {a;, ..., a,}. Etudions les variations de f sur chacun des 7 + 1 inter-
valles qui compose cet ensemble.

A titre d’illustration, voici la courbe pourn=3,a,=1,a,=2,a;=3.

\
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> Sur chacun des intervalles ]ay, ai,;[, la fonction est continue, strictement décroissante, lilp f =400,
A

lim f = —oo : f réalise donc une bijection de ]ay, a;.1[ dans R donc s’annule exactement une fois sur

(e

lag, @l

> Sur l'intervalle ] — 00, a4 [, la fonction est continue, strictement décroissante, lim f =0, lim f =—co : f
= a

réalise donc une bijection de | — oo, a;[ dans R* donc ne s’annule pas sur | — oo, a;[.
> Sur l'intervalle ]a,,, +o0[, la fonction est continue, strictement décroissante, l+irn f=0limf=+0c0:f
%) al

réalise donc une bijection de ]a,,, +oo[ dans R* donc ne s’annule pas sur ]a,,, +00[.
En conclusion, f s’annule exactement 7 — 1 fois.

Exercice 12
1. Il s’agit d’'une somme télescopique

2. 1l s’agit ici de montrer que la fonction g s’annule.

Si la fonction g s’annule en tous les réels de la forme %, le résultat est établi. Sinon, d’apres la question
précédente, il existe au moins deux valeurs de g de signes différents et le théoréme des valeurs intermé-
diaires appliqué a la fonction continue g donne le résultat.

Exercice 13
Considérons la fonction f : x — % 22:1 |x — ay| définie et continue sur [0, 1]. Alors,

1< 1<
FO+FM)==lal+ = > 1—ayl
= i

1&
:—Z(dk-f'l—dk):l.
nk:l

Si f(0)= %, le résultat est établi avec a = 0; sinon, % est entre f(0) et 1 — f(0) = f(1) et on conclut avec le
théoréme des valeurs intermédiaires.

Exercice 14
Si f(0)=0, alors 0 est fixe. Sinon, f(0) >0 et liII(l) I — 4 0. Le théoreme des valeurs intermédiaires pour
X —

X
la fonction x — @ indique qu’il existe t e R, tel que f(t)=t.

Exercice 15

Remarquons tout d’abord que comme f est continue injective sur un intervalle, alors f est strictement
monotone.

> Supposons [ strictement croissante et qu’elle n’est pas I'identité : ainsi, il existe x €R tel que f(x)# x.
* Si f(x)> x, alors, en composant I'inégalité par f, on obtient, pour tout 7,
x> 7N x> .> flx)>x

ce qui contredit I'hypothese sur f.
e Si f(x) < x, alors on obtient la méme contradiction en se retournant les inégalités.
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Ainsi, la seule fonction strictement croissante vérifiant I’hypothese est 'identité.

> Supposons f strictement décroissante. Alors, f? est strictement croissante. Par hypothése sur f, pour
tout x €R, il existe n tel que f”*(x)= x donc (f2)*(x)= f"(f"(x)) = f™(x)= x. Ainsi, f? vérifie encore la
condition de I'’énoncé et, d’apres le premier point, est égal a I'identité.

Exercice 16
La fonction % est continue (car f ne s'annule pas) donc atteint son minimum sur [0, 1] en un réel a. D’ot1

Vx €]0,1], g(x)> %f(x).

Par hypothese, % >1.

Exercice 17

Supposons f~({0}) fini. Cet ensemble est en particulier majoré par un certain A > 0.

Surl'intervalle ]A, +o0o[, lafonction continue f ne change plus de signe (car sinon le théoréme des valeurs
intermédiaires impliquerait I'existence d’un zéro, c’est-a-dire un élément de f~!({0})). Quitte & changer
f en—f, on peut supposer la fonction f positive sur cet intervalle.

Par ailleurs, sur le segment [0, A], la fonction continue f atteint sa borne inférieure M.

Toute valeur strictement inférieure a min(0, M) ne peut étre atteinte ni sur le segment [0, A] ni sur A, +00][
ce qui contredit la surjectivité de f a partir de R, et termine le raisonnement par 1'absurde.

Exercice 18

Sur le segment [a, x,], la fonction continue f atteint son maximum en un réel u. D’apres ’hypothese sur
Xy, 0N a u < X,. Par ailleurs

sup f = f(u)=sup f.

la,u] [a,x]

Exercice 19
Comme f est T-périodique, f(R)= f([x, x + T]) pour tout x €R.

Soit @ € [0, T'] o1 la fonction continue f admet son maximum (sur le segment [0, T']) et 8 ot la fonction
continue f admet son minimum (sur le segment [, a + T'])

>SiB <a+%,alors
f(]R)=f([a,ﬂ])Cf([a,0!+g])cf(]R)-

D'ou f(R)= f(la, a+ 7))
>Sinona+%< <B<a+Tdoncf—T<a<pP—1;alors

f®)= f(p~T,a) < F(H~T.p~ 5 )
Dot f(R)=f(B—T,p—T+7%))
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Exercice 20
Comme f est uniformément continue, il existe 1) > 0 tel que

Vx,y€la,b, |x—ylsn = |[f(x)=fy)<l
e f estbornée sur [a, b —n] car continue sur ce segment.
e Pourtout x €[b—n, b], |f(x) <|f(b—n)|+1.Ainsi, f estbornée sur [b—n, b|[.
En conclusion, f est bornée sur [a, b|.

Exercice 21

Soit £ > 0. Il existe A> 0 tel que

Vx> A, If(x)] < %s.

Par ailleurs, sur [0, A+ 1], f est uniformément continue d’apres le théoreme de Heine : il existe 1 > 0 tel
que
Vx,y€l0,A+1], |x—yl<sn = |[f(x)=f(y)<e.

Soit x, y €R, tels que |x — y| < min(n, 1).
e Sixetye[0,A+1],alors |f(x)—f(y)l <e.
e Sinon, I'un des deux est dans [A+ 1,+0o0[ donc x, y € [A,+00[. Alors

IF()=fFDI<If () +If(V)<e.

Par conséquent, f est uniformément continue.
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Corrigés des exercices d’approfondissement
du chapitre 7

Exercice A

> Remarquons tout d’abord que, quitte a remplacer f par f + 7, on peut se limiter au cas ou £ €0, 1].

>Supposons/{ = 1, c’est-a-dire cos(f(x))—1 - 0.D’apres la formule de duplication de cos, ceci entraine
X—+00

immédiatement sin(@) — 0.
X—+00

Par conséquent, pour & > 0, il existe A tel que, pour tout x > A,

’ fx)

sin—|§€.
2

En d’autres termes, pour tout x > A,

X
M € U [—arcsine + km, arcsin e + k.
2 keZ
Les intervalles sont deux a deux disjoints (car 2arcsiné¢ < 1) donc, d’apres le théoreme de valeurs inter-
meédiaires, il existe un entier k tel que
f([A,+00[) c[—2arcsine + 2k, 2arcsin & + 2k 7]

ou encore, pour a > A,
f(x)—2kn e[—2arcsineg,2arcsine] C [—m, 7).
Par conséquent, pour tout x > A,

f(x) f(x)

— —kn= arcsin(sin(T —km))

2
x

= arcsin((—1)* sin %)
Ainsi, f(x)— 2km.
>Supposons dorénavant £ € [0, 1[ et considérons 0 tel que £ = cos . Par hypothese, cos f(x) — cos € donc
sin? f(x) — sin®@. Comme sin @ # 0 (car £ € [0,1[), on en déduit sin f(x) — sin@ ou sin f(x) — —sin 6
(propriété des valeurs intermédiaires). Supposons, quitte a changer f en—f que le premier cas est réalisé.
Alors,

cos(f(x)+m—0)=sin f(x)sin(t—0)—cos f(x)cos(r—0)
=sin f(x)sin @ +cos f(x)cos 0

tend vers 1. D’apres le cas précédent, f +7— 60 converge en +00 donc f converge en +00.

Exercice B

Soit x < y.

>Pour tout t > y, f(t)> f(y)d'oulim f > f(y).
y+

> Pour tout ¢ €[x, y], f(t)Sf(y)d’oulaqlfo(y).

En combinant ces deux inégalités, on obtient lim f <lim f d’otila propriété de croissance recherchée.
P y+
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Exercice C
1. Soit f une telle fonction et x € R. Pour tout ¢ > 0, il existe 1 > 0 tel que

Vx'elx—nx], If(x)=f(x)<e.
Par conséquent, en passant a la borne supérieure,

sup  f(x)—f(x)| <e.

x’€[x—n,x]

Comme sup f(x')= sup f(x’)=x,onal|x— f(x) <e.Comme la propriété est vraie pour tout
x’€[x—n,x] x’€]l—00,x]

€>0, f(x)=x :la seule fonction continue qui vérifie cette propriété est I'identité.

2. Soit A une partie dense de R distincte de R (par exemple Q). Il suffit de considérer

X sixeA,
X — .
x—1 sinon.

Exercice D
Lidée simple est de montrer que f ne peut pas avoir de «sauts vers le bas ».
> Supposons qu’il existe x €[a, b tel que

Je>0, ¥n>0,3y €[x,x+n], fX)=f(y)+e.

Ecrivons la continuité de g en x pour ce ¢ :

dn>0,Vy€lx—n,x+n], lg(y)—g(x)| < -e.

N =

Considérons n) d’apres cette deuxiéme propriété et y choisi par la premiére. Alors

) +80)2 f)+ 8002 (1) +e+80)= 5= (1) +80)+ 5.

Contradiction.
> Supposons qu’il existe x €]a, b] tel que

de>0,V¥n>0, 3y €]x—n, x], f(x)+e=f(y).

Ecrivons la continuité de g en x pour ce ¢ :

In>0,Vy €lx—n, x+1], Ig(y)—g(x)| < -e.

Considérons ) d’apres cette deuxiéme propriété et y choisi par la premiére. Alors

) +80)S F)+ 8 < (1) —e +80)+ 5e= (1) +8()— 5

Contradiction.

> Passons a la conclusion. Soit ¢ =sup{x €[a, b], f(x)> z} (qui est bien défini car cet ensemble contient
a et est majoré par b). Il existe par définition de la borne supérieure, une suite (c,,) de limite c telle que,
pour tout n €N, f(c,)> z. D’apres ce que 'on a prouvé précédemment, pour tout & > 0, il existe ) > 0 tel
que pour tout y €]c—n, c], f(c)+&> f(y). En particulier, pour n suffisamment grand, f(c)+& > f(c,)> z.
Comme le résultat est vrai pour tout £ >0, on a f(c)> z.

Par ailleurs, il existe une suite (d,,) a valeurs supérieures a c telle que, pour tout n €N, f(d,) < z. D’apres
ce que l'on a prouvé précédemment, pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que pour tout y € [c,c + 1],
f(c) < e+ f(y). En particulier, pour n suffisamment grand, f(c) < € + f(d,) < €+ z. Comme le résultat
est vrai pour tout £ >0,ona f(c)< z.

En conclusion, f(c)=z.
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Exercice E

Soit y € f(R) et a, b les antécédents de cette valeur. La fonction continue f atteint ses extremums sur le
segment [a, b] et'un au moins, disons un maximum, est atteint en ¢ €]a, b[. Notons d 'autre antécédent
de f(c).

* Sid €la, b, alors f atteint son minimum sur l'intérieur du segment d’extrémités c et d (sinon f serait
constante sur ce segment). Toute valeur entre ce minimum et f(c) est atteinte plus de deux fois.

* Sid > b, alors toute valeur entre f(a) et f(c) est atteinte trois fois d’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires (sur [a, c], [c, b] et[b,d]).

e Sid < a, on procéde de méme.

On aboutit dans tous les cas a une contradiction.

Exercice F

Posons g : x — f(x)+ x. La fonction g est continue et a valeurs dans R \ Q donc d’apres le théoréme des
valeurs intermédiaires est constante. Ainsi, il existe a € R\ Q tel que pour tout x € R, f(x)=a— x. Mais
dans ce cas, f(2a)=—a ¢ Q: contradiction.

Exercice G

1. La fonction f est continue sur le segment [c, d] donc y atteint son maximum max. 4 /. Notons A
I'ensemble des x €[c, d] tel que f(x) est égal a max;; 4 f et £ =supA.

> Montrons que € A, c’est-a-dire que f(¢) est égal a max;. 4 f .

Pour cela, introduisons une suite (x,,), a valeurs dans A et de limite ¢ (ce qui est possible d’apres la défi-
nition de borne supérieure. Pour tout 7, f(x,) = maxi. 4; f. En passant a la limite et avec la continuité
de f, on obtient f(#)=max 4 f.

En particulier, pour tout y €]¢,d], f(y) < f(¢).

> Supposons f(t)> f(d). Comme d € O, pour tout y > d, f(y)< f(d)donc f(y) < f(t).

Ainsi, pour tout y > t, f(y) < f(¢) donc ¢ ¢ O : contradiction.

2. Enfaisant tendre ¢ vers ¢ dans I'inégalité de la question précédente et en utilisant la continuité de f,
on obtient f(c) < f(d).

Or, comme ¢ ¢ O, pour tout ¢ > ¢, f(t) < f(c); en particulier, f(d) < f(c) donc, avec I'inégalité précé-
dente, f(c)=f(d).

Exercice H

1. Soit f :[0,1] —]0, 1[ continue. Lensemble f([0,1]) est un segment donc ne peut étre égal a ]0,1[ : f
n’est pas surjective.

2. Il suffit de choisir une fonction continue qui atteint son maximum 1 et son minimum 0 a 'intérieur
de I'intervalle 0, 1[.

Voici un exemple de telle fonction affine par morceaux

A

\
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Exercice |
Sur le segment [a, b], la fonction f atteint son maximum en ¢ €[a, b].
Si ¢ €]a, b|, il est évident que f(c)=sup f =sup f.
la,b] Ja,b[
Si ¢ = a (on procede de méme pour ¢ = b), on utilise la continuité de f en c : pour tout € > 0, il existe
n >0 tel que
Vx€le,c+nl, fle)—e< f(x)< fle).

Ainsi, f(c) est un majorant de f(]a, b[) mais, pour tout € > 0, f(c)— € n’est pas un majorant de f(]a, b[) :
en conclusion,

sup f = f(c)=supf.

la,b[ [a,b]

Corrigés des problemes du chapitre 7

Probléme 1

1. a. Une fonction continue sur un intervalle est SCI car | f(x)— f(x,)| < € implique f(x)> f(xy)—é.

b. Lafonction f;, définie par f(x)=—x pour x <0et f(x)= x+1six >0, est SCI mais n’est pas continue.
2. a. Soit f, g deux fonctions SCI x, € I et ¢ > 0. Il existe ) > 0 et ’ > 0 tels que, pour tout x € [ :

|x—x0l <1 = f(x)= f(x)—¢
lx—=xl<n’ = glx)=glx)—¢

D’ou, pour tout x € I tel que |x — x| < min(n, n’), f(x)+g(x) = f(x)+ g(x9)—2¢ et f + g est SCL

b. Le produit de deux fonctions SCI n’est pas forcément SCI : en effet, la fonction constante égale a —1
et la fonction f; exhibée a la question 1. sont SCI et pourtant — f, n’est pas SCI.

3. a. Si f nest pas minorée, il existe une suite (x,,), telle que, pour tout n € N, f(x,) < —n. D’apres le
théoreme de Bolzano-Weierstrass (car I est un segment), on peut extraire une sous-suite (X)), conver-
gente vers [. Alors, 'hypotheése de semi-continuité inférieure implique qu’a partir d'un certain rang,
f(xg(m)) = f(I)— € ce qui contredit la définition de la suite (x,,),,.

b. Comme f est minorée, elle admet une borne inférieure m. Par définition de la borne inférieure, il
existe une suite (x/),, de I telle que m + % > f(x;)> m.D’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass (car
I est un segment), on peut extraire une sous-suite (x;(n))n convergente; notons [/ sa limite. Lhypothese
de semi-continuité inférieure de f implique que I'on a, a partir d'un certain rang, f (x;(n]) > f(l)—edou

m+ ++e> f(1)> metdonc f(I)=m.

Probleme 2

1. Aveclindication de l’énoncé, on a, pour tout (x, y) tel que |x—y| < t, g(x)—g(y) < V7 ; or cette borne
est atteinte pour y =0 et x = ¢. Par conséquent, w,(¢)=+/7 pour tout £ < 1.
2. a. Soit t < t’. Alors

{IfX)=f, Ix=yl< el f(x)=fY)l, lx—yl<t'},

donc wy(t) < wf(t’): wy est croissante; par définition, w (0)=0.
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b. Soit (u,v) € [0,1]? tel que u+ v < 1 et x,y tels que |x — y| < u + v; il existe z tel que |x —z| < u et
|z—y|<v,dou
I[fx)=fWI=If(x)=f@)+If(2)— f(Y) < wp(u)+wp(v),
et par définition de la borne supérieure comme plus petit des majorants : @ ;(u + v) < w p(u) + w (V).
c. f est continue sur le segment [0, 1] donc y est uniformément continue (théoréme de Heine) ce qui se
traduit par
Ye>0,In>0, wr(n)<e.

Soit £ > 0 et 1) > 0 associées par la propriété d'uniforme continuité. Pour tous ¢ > t’ tels que t —t’ < 1), les
propriétés de sous-additivité et de croissance (établies aux questions précédentes) donnent

wit)—wp(t)<wp(t—t)<wpn)<e.

D’oti la continuité de w .
d. Si wf s’annule en x, > 0, alors wy est nulle sur [0, x,] d’apreés la croissance de la fonction positive w .
Pour tout x €[0,1], il existe n e N et y < x tels que x = nx, + y. Alors, par sous-additivité,

wr(x)<nwp(xy)+ws(y)=0.

D’oli wy est identiquement nulle.

De plus, w r=0si, et seulement si, f est constante.

3. Soit w une fonction vérifiant les propriétés de I'énoncé. Montrons que w est son propre module de
continuité. En effet, pourtous y < x < y+t,ona:

w(x)—w(y)<w(y +1)—w(y) < w(t)=w(t)—w(0),

en utilisant successivement la croissance, la sous-additivité et la valeur en 0.
Par conséquent, w,(t)= w(t) pour tout ¢ < 1.

Probléme 3

1. Soita < b € D;, alors, pour tout y € [a,b], ax —¢(x) < yx —¢(x) < bx — ¢(x) pour tout x > 0 (et
'inégalité contraire pour x < 0). Par conséquent x — yx —¢(x) estbornée et y € D; ;d’oltt[a,b]cC D; et
D; est un intervalle.

2. Si g est continue sur le segment I, alors pour tout y € R, la fonction x — x y —¢(x) est continue sur
ce méme segment donc bornée d’apres le théoréme des bornes atteintes). Ainsi, D; =R.

3. On trouve successivement en étudiant les variations de x — xy — ¢(x).

a. D; ={0} et p*(0) =—k.

b. Dy =R, et p*(y)= yﬁ—ﬂ avec ;+5=1.

c. D;f =R, etp*(y)=ylny—ysiy>0etyp*0)=0.

4. Soit k €R et ¢ une fonction. Alors, x — x ¥ — ¢(x) est majorée si, et seulement si, x — xy —p(x)—k

est majorée, d'ou D7, = D;. La propriété (¢ + k)* = p*—k vient de la définition de la borne supérieure.

5. Supposons que I CR,, et considérons y < y’ € D;j. Pour tout x € I, x > 0 donc

xy—p(x)<xy —p(x)

et par conséquent p*(y) < p*(y’) et p* est croissante. De méme, si I CR_, p* est décroissante.
6. Soity,y’ € D;, A €[0,1]. Alors, pour tout x € I :

x(Ay +1 =)y )= p(x)=Alxy —p(x) +(1=A)xy’ = p(x)) < Ap*(y) + 1 = A)p*(¥").

D’ou p*(Ay +(1—A)y) < Ap*(y)+(1—A)p*(y’) et ¢* est une fonction convexe.
7. a. Pour tout x € I, xy —¢(x) < p*(y) (car p* est la borne supérieure) d’'ott xy —*(y) < ¢(x). Par
conséquent, [ = D;*.
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b. D’apres la question précédente, (p*)* < ¢. Supposons que (¢*)* # ¢, c’est-a-dire qu'il existe x, tel que
(©*)*(x0) < p(xp). Comme @ est convexe, il existe a et b tels que (p*)*(xg) < axy+ b et

Vxel, p(x)>ax+b.

Alors, p*(a)=sup(xa—¢(x))<—betaxy+b <axy—p*(a)<(p*)*(xy) d'ot1la contradiction.
xel
Par conséquent, (¢*)* = ¢.

Probleme 4
Partie A - Préliminaires

1. a. On trouve g(0)=1, g2(0)=g(1)=2 et g3(0)=g(2)=0.
b. Soit x €R. Alors, g(x)= x si, et seulement si, —3 x>+ 3x + 1 =0, soit x =
2. Soit ¢, d €[a, B] tels que ¢(c)=a et ¢p(d)=B.Posons ¢ : x — ¢(x)— x. Alors,

Yle)=¢(c)—c=a—c<0 Yd)=p(d)—d=p—d>0.

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction continue v, il existe x, € [a, ] tel
que ¢ (xp) = xo.

3. a. Il suffit de remarquer que f3**7(x,)= f7(x,) pour tout k €N.

b. Linclusion [f(a), f?(a)] C [a, f?*(a)] provient de I'ordre supposé entre les trois éléments de 1'orbite
de a. Linclusion [a, f%(a)] c f((f(a), f%(a)]) est une conséquence du théoreme des valeurs intermé-
diaires appliqué a la fonction continue f.

Lexistence du point fixe provient de I'application de la question précédente avec ¢ = f et le segment
[, B1=[f(a), f*(a)].

c. On procede comme a la question précédente en montrant

[a, f(@)lcla, f(a)l< f(la, f*(a))

1, /33
2%

Partie B - Construction

1. a. Lesréels a et f appartiennent a ¢ (R) donc admettent des antécédents.

b. La partie A= {x €la,b], p(x)= ﬁ} est non-vide (car b € A) et minorée (par a) donc admet une borne
inférieure.

Soit (u,,), une suite d’éléments de A qui converge vers inf A; alors, pour tout n, ¢ (u,,) = 8 or ¢ est conti-
nue d’'ot ¢(infA) = etla borne inférieure est un plus petit élément.

c. D’aprésle théoreme des valeurs intermédiaires (appliqué a la fonction continue ¢), K C ¢([u, v]). Soit
¥y € ¢([u, v]). Par définition de u et de v (et par continuité de ¢), y €[a, f]=K.

2. a. On construit la suite (I} )r<,_» par récurrence avec la question 1.

> Notons tout d’abord que I, C f(R) donc il existe un segment I; C I, tel que f([;) = L.

> Supposons la suite satisfaisant (C1) et (C2) construite jusqu’au rang k < n—2; donc Ij. C I;_; = f(Ii).
D’apres la question 1, il existe un segment Iy, C I} tel que f ()= .

b. Pourtout k < n—2, f*(I) = f* ' (Ii_)=...= f'UL) = /.

3. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction continue f, J, € f(J;); par
ailleurs, £(1;)= f(f"2(L,-2)) = f"(I,2).

En appliquant la question 1. a la fonction f"~! il existe I,,_; tel que £ '(I,_;)= Jp.

4. Ona J; C f(J;)= f"(I,_,); en appliquant la question 1. a la fonction f” il existe I, tel que f"(I,)= J;.
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Partie C - Théoreme de Sarkovskii

1. I, c ; = f*(I,) et f continue donc " admet un point fixe d’apres la question 2 de la Partie A.

2. Commencons par remarquer que, par construction, {f*(x,), k €[0,n—2]} c J; et que f"'(x;) € Jp.
* Si xo= f?(a), alors f(xy)= X, ¢ J; : contradiction.

* Si xo= f(a), alors f?(xy)= x, ¢ J; : contradiction.

3. Remarquons que f"!(xy) # X,. Par ailleurs, si x, est de période k < n, alors k < n—1 et

{fi(x0), jeEN={f!(x), j<k—1}C J,.

Or, f"(x,) ¢ J; d’ott la contradiction.

Probleme 5
Partie A - Exemples

1. Soit ¢ un point fixe de f et montrons par récurrence sur n € N* que f"(c)=c.
> Le résultat pour n =1 est la définition de point fixe.
> Soit n € N* tel que f"(c)=c. Alors,
i e)=f (fle)=f"(c)=c.
2. Lafonction continue x — a + b — x admet un 2-cycle en a.
3. Lafonction continue x — x n’admet pas de 2-cycle car tous les points sont fixes.
4. Les points fixes sont les solutions de 'équation f(x)= x, c’est-a-dire 0 et % (cette derniére n’existe

dans [0,1] que pour A > 1). Les 2-cycles sont les solutions de f2(x) = x distinctes des points fixes (qui
sont aussi solutions de cette équation). Comme

fAx)—x=—x(Ax +1—=A)A*x*—AA+1)x +A+1),
on obtient les 2-cycles suivants pour A > 3

11 A+1DA-3)
S
2 22 220

Partie B - Résultats d’existence

1. Considérons g : x — f(x)—x. g est continue comme différence de fonctions continues, g(a) = f(a)—
a >0 (car f estavaleursdans|[a, b]) etg(b) = f(b)—b < 0.D’apresle théoreme des valeurs intermédiaires,
g s’annule sur [a, b] donc f admet un point fixe sur ce segment.

2. Considérons ¢’ et d’ € [c,d] tels que f(c’) = c et f(d’) = d puis 'application g : x — f(x)— x. g est
continue comme différence de fonctions continues, g(¢’) = f(¢')—c¢'=c—c¢’ <0, g(d’)= f(d")—d’ =
d—d’ > 0. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, g s’annule sur [¢’,d’] C [¢,d] (ou [d’, ¢’] si
l'ordre est différent) donc f admet un point fixe sur ce segment.

3. Considérons ¢’ et d’ €[c,d]tels que f(c’)=c et f(d’)=d.On suppose sans perte de généralité c < d
et ¢/’ < d’. Considérons

c” = sup{x>c/, f(x)=c},

d” inf{x > c¢”, f(x)=d}.

> Remarquons que par continuité de f, f(c”)= c¢ (car ¢” estla limite d'une suite d’antécédents de c¢ par
f).De méme, f(d”)=d.

> D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, [c,d] C f([¢”,d”]).

> Supposons qu'il existe x, € [¢”,d”] tel que f(x,) < c. Alors, le théoreme des valeurs intermédiaires
pour la fonction continue f assure I'existence d’un réel ¢ € [x,, d”] tel que f(c”’) = ¢ ce qui contredit
la maximalité de ¢”.

De méme, il n’existe pas x, € [¢”,d”] tel que f(xy)> d. En conclusion, [c,d]= f([c”,d"]).
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Corrigés

4. Considérons un segment J C [a, c] vérifiant f(J) = [c, b] (qui existe d’apres la question précédente).
Les hypotheses de I'énoncé entrainent

J cla,clc f(lc, bl f2(J).

D’apres la question 2, f2 admet un point fixe en x € J.
> Si f(xy) # X, alors x, est un 2-cycle de f.
> Si f(xo) = Xy, alors xo € J N f(J)C[a,cln[c,b]dou xy=c.

Partie C - Lemme de Coppel (1)

1. Si f?(c)=c, alors f(c)= c car f n’admet pas de 2-cycle. Or f(c)> ¢ d’ou la contradiction.
2. a. Lapplication g : x — f?(x)— x est continue et vérifie g(a) = f2(a)—a >0, g(c) = f2(c)—c < 0.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, g admet un zéro sur [a, ¢[ donc f y admet un point fixe.
b. On remarque que par continuité de f, d est un point fixe. Or, ¢ n’est pas fixe. Par conséquent, d < c.
c. Si f admet un point fixe sur I'intervalle ]d, c[, f? y admet aussi un point fixe ce qui contredit la maxi-
malité de d.
d. Comme f n’admet pas de point fixe sur ]d, c[, la fonction x — f(x)—x est de signe constant sur ]d, c|
et positive en c. Ainsi,

Vx€ld,cl, f(x)> x.

Comme f? n’admet pas de point fixe sur ]d, c[, la fonction x — f?(x)— x est de signe constant sur |d, c|
et négative en c. Ainsi,
Vx€ld,cl, f2(x) < x.

Ainsi, pour tout x €]d, c|, f(x)> x > f(x).

e. Comme f est continue et f(d) < c, il existe un voisinage (a droite) de d sur lequel f reste strictement
inférieure a d. Pour tout e dans ce voisinage, f(e) < c. Par ailleurs, f(e)> e > d (car x — f(x)— x est
strictement positive).

f. D’une part, e €]d, c[ donc

fle)>e> f?(e).

D’autre part, f(e) €ld, c[ donc
fie)> fle)> fi(e).

On obtient une contradiction avec les positions relatives de f(e) et f?(e). En conclusion, I'hypothese
¢ > f?(c) est irréaliste.
On a ainsi établi que f(c)> c.

Partie D - Lemme de Coppel (II)

1. Par construction, la suite finie (u,),x11,5] €st décroissante mais pas la suite finie (u;,),¢x,n; donc
Up < Upqr-

Par ailleurs, u; > c, et u, > ¢ d’apres la partie C. Donc, pour tout n < N, u, > ¢ > uy; en particulier,
U > Upy.

2. D'une part, f(ui) = Upyy €t f(Ups)) = Upsj < Ugy; donc (avec le théoreme des valeurs intermé-
diaires) [u, j, Ug1] C [k, gy j))-

D’autre part, f(ur ;)= Upsjt1 < Ugsj € f(U1) = Upip = Upj (car j =2 d’apres la partie C). Donc (avec
le théoreme des valeurs intermédiaires), [uy, Uiy ;] C f([Urs ), Urs1])-

3. D’apres la derniere question de la partie B, u, ; est un point fixe (impossible par définition de k) ou
f admet un 2-cycle.

Ainsi, si f n'admet pas de 2-cycle et f(c) > c entraine, pour tout n € N*, f"(c)> c.
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Partie E - Théoreme de convergence

1. Par une récurrence immédiate, pour tout k > N, u; = uy; la suite (u,,), est donc stationnaire donc
converge.

2. Par hypothése, la suite est croissante a partir d'un certain rang et bornée donc converge.

3. a. Fixons n et considérons u; égal a z,,. Par définition de z,, f(u;) > u;. D’apres la partie D, pour
tout j, f/(uz) > uy donc tous les termes de la suite au-dela de u; sont strictement supérieurs a uy. En
particulier z,,,; > z,,. De maniere analogue, on a y,,,; < ¥,.

Les suites (), et (z,), sont monotones, bornées donc convergent.

b. Lasuite (u,), n'est pas stationnaire ni monotone. Il existe dont une infinité de termes de la suite (y,,),,
suivi (dans la suite (u,),) par un terme de la suite (z,),. Considérons la sous-suite de ces termes : elle
converge vers lim y, et son image par f est une sous-suite de (z,), d'ou

flimy,)=limz,.
De méme, en échangeant les roles de (y,,),, et (z,),,
f(limz,)=limy,.

Comme f n'admet pas de 2-cycle, lim y, =lim z,,.

c. Tous les termes de la suite (u,,), appartiennent a lI'une des suites (y,), et (z,), qui ont la méme limite.
Par conséquent, (u,,),, converge vers cette limite.

4. Dans tous les cas, la suite (u,,),, converge.
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Chapitre 8

Fonctions deérivables

1. Fonctions une fois dérivables — 2. Fonctions de régularité
supérieure — 3. Propriété des accroissements finis

Objectifs et compétences du programme

» Comprendre le caractere local de la définition de dérivation.

Calculer des dérivées (et dérivées niemes) de fonctions déduites des fonc-

tions usuelles.

* Utiliser la dérivation pour obtenir des variations ou rechercher des extre-
mums.

 Maitriser les différentes propriétés des accroissements finis.

Michel Rolle, mathématicien francais (1651-1719)

Disons le tout de suite, il n’a pas vraiment démontré le théoréme désor-
mais éponyme... en tout cas, pas avec toute la généralité ot il est énoncé
dans ce chapitre. Son travail sur ce sujet, publié en 1691, concernait, et
c’est déja beaucoup pour I'époque, les fonctions polynomiales réelles.
Parmi ses sujets de prédilection, on peut citer la théorie des nombres et
notamment I’étude des solutions entiéres a des équations algébriques.
Enfin, on lui doit également la notation 4/x pour la racine ni®me positive
d’unréel x (c’est-a-dire pour x %) et!’extension de la relation d’ordre natu-
relle aux nombres négatifs.
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Apres la continuité, on passe a 'étude de la dérivabilité des fonctions d'une variable réelle. Apres les
propriétés calculatoires (pour la dérivation ou les dérivations successives), on s’intéresse a une famille
de résultats regroupés dans une partie intitulée « propriétés des accroissements finis » : les recherches
d’extremas avec la dérivation, le théoreme de Rolle, I'inégalité et le théoreme des accroissements finis, le
lien entre signe de la dérivée et sens de variation...

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle.

1. Fonctions une fois dérivables

1.1. Définitions et premieéres propriétés

Définition 8.1.

Soit f:I>Retacl.
f(x)=f(a)

> La fonction f est dérivable en a si la fonction x — —==>= admet une limite finie en a.

Cette limite est le nombre dérivé en a et notée f’(a)= %(a).
> La fonction f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de I.

Remarque

La dérivabilité, comme la continuité, est une propriété locale : étre dérivable sur un intervalle c’est étre
dérivable en chacun des points de celui-ci (ce qui se définit a partir de la notion de limite).

La dérivée en un point a s’interpréte géométriquement comme la pente de la tangente puisqu’il s’agit de
la limite de la pente de la corde joignant les points d’abscisses a et x lorsque x — a.
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Exemple

Soit n € N\ {0}. La fonction f : x — x" est dérivable en tout a € R. En effet, quand x — a,

n—1 n—1
X)—fl\a
MZE xkan—l—k_)E akan—l—k:nan—l.
k=0

X—a =0

On retrouve la dérivée bien connue f/: x — nx".

Exemple

Soita > 1. Lafonction f : x — |x|* cos % complétée par continuité en 0 est dérivable en 0. En effet,
pour tout x #0,

f(x)—f(0) |x|"‘cos%
x—0 X

ol sgn(x) est le signe du réel x # 0. Ce taux d’accroissement est donc de limite nulle comme

produit d'une fonction de limite nulle et d'une fonction bornée.

1
=|x|*'sgn(x)cos o

Exemple
La fonction f : x — 4/x n’est pas dérivable en 0 puisque, lorsque x — 0,

VE-VO_ VX

x—0 X

+0Q.

Cela se comprend graphiquement par la tangente verticale en 0 a la courbe représentative de f :

Remarque

Si on remplace la notion de limite par les limites a gauche ou a droite, on obtient les dérivées a gauche
ou a droite traditionnellement notées fg’ (a) et fé(a).

Par exemple, la fonction valeur absolue f : x — |x| n’est pas dérivable en 0 mais admet des dérivées a
gauche et a droite fg’(O) =—let f;(0)=1.

Définition 8.2.

Soit f:I>Retacl.
> La fonction f est dérivable par morceaux sur le segment [a, b] C I s'il existe une subdivision
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a=ay<...<a,= Db telleque, pourtout k € [1, ], la restriction fij,,  ».[ admette un prolongement
dérivable sur [a;_;, ai].

> La fonction f est dérivable par morceaux sur I si elle est dérivable par morceaux sur tout segment
inclus dans I.

Proposition 8.3.

Si une fonction f: I — R est dérivable en a, alors f est continue en a.

Démonstration
Si x — {&2@ (x) f 4) admet une limite finie en a, alors le numérateur tend nécessairement vers 0 en a (puisque
le dénomlnateur tend vers 0); par conséquent, f admet la limite f(a) en a donc est continueena. =

Remarque
La réciproque est fausse comme on peut le voir avec la fonction x — |x| continue mais non dérivable
en 0.

Traduisons la définition de dérivabilité.

Proposition 8.4.

La fonction f : I — R est dérivable en a € I si, et seulement s'il existe (a, 8) € R? et & une fonction
définie sur un voisinage V de a telle que lime =0 tels que, pour tout x € V,
a

f(x)=a+p(x—a)+(x—a)e(x).
Dans ce cas, a = f(a) et f = f'(a).

Démonstration
(=) La condition lim [a-f@) (x) f @ _ £/(a) = 0 se traduit par L=/ (x) f @ _ f/(a) = e(x), avec £ une fonction telle

quehgns 0. A1ns1 f x) f(a)+f a)x—a)+(x—a)e (x).

(<) En faisant tendre x vers a, on obtient lim f =« : f est continue en a et f(a)=a. De plus,
a

f(x)—f(a) _p+e(n)
x—a
Ainsi, )lclil}z w =p : f estdérivableen a et f'(a)= . [ |

Définition 8.5.

f(x f(a

La fonction f : I — C est dérivable en a € I si la fonction x — admet une limite finie en a.

Cette définition équivaut a la dérivabilité des fonctions réelles Re(f) et IJm(f) en a. La dérivée de f en a
est alors

f(@)=Re(fY(a)+iTm(f)(a

Ainsi, c’est cohérent avec la définition réelle et les propriétés des limites pour les combinaisons linéaires.
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Définition 8.6.

La fonction f : I — R est de classe 6! sur I si f est dérivable sur I et si f/ est continue sur I.

Exemple
La fonction

fix—

2 . 1 .
x*siny  six#0
0 sinon

est dérivable en 0 mais n’est pas de classe 6. En effet, sa dérivée est

1 1 .
f’:x-—»{ 2xsini—cosy six#0,

sinon.

Soit la suite (u,,),, définie par u,, = m Alors, u, — 0et f'(u,)=(4n+1)r — 400 : ainsi, f’
n’est pas continue en 0 en vertu de la caractérisation séquentielle des limites.

Tragons les courbes représentatives de f (et des fonctions x — £x? qui’encadrent). On visualise
bien qu’elle tend vers 0 en continuant a osciller « de plus en plus fort» ce qui indique que la

dérivée n'admet pas de limite en 0.

1.2. Opérations

D’apres les résultats sur les limites, on déduit la proposition suivante.

Proposition 8.7.

Soit f, g : I — R deux fonctions dérivables en a, A, u €R.
> La fonction Af +ug est dérivable en a et (Af +ug)(a)=Af"(a)+ug’(a).
> La fonction f.g est dérivable en a et (f.g)(a)= f'(a)g(a)+ f(a)g’(a).

/ ’ ’
> Si g(a)#0, alors la fonction é est dérivable en a et (g) (a)= W.

Proposition 8.8.

Soit f : I — J dérivable en a et g : ] — R dérivable en f(a). Alors, la fonction composée go f est
dérivable en a et (go fY(a)=g"o f(a)f'(a).
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Démonstration
11 suffit d’écrire la dérivabilité de g en f(a) comme l'existence d'une fonction ¢ de limite nulle en f(a)

telle que

gy)=g(f(a)+g'(fla)y—fla)+e(y)y—f(a)

puis la dérivabilité de f en a comme I'existence d'une fonction 8 de limite nulle en a telle que
f(x)=fla)+ f(a)(x—a)+0(x)(x —a),
Alors, pour tout x # a,

gof(x)—gofla) _gofl@)+g (Fa)f(x)=f(a)+(f(x)=fl@)e(f(x)-gof(a)

X—a X—a
= g/(ftay SO
U= (@)e(r ()
=g/f(@)(£la)+ 6 ) )
=g (f@)f'(@)+p(x),

avec ¢ : x — g’(f(a))(@( )+ W) fonction de limite nulle en a. Ainsi, quand x — a,

gof(x)—gof(@

X—a

g'(fla)f'(a).
n

D’apres le calcul sur les fonctions puissances, on obtient immédiatement la dérivabilité des fonctions
polynomiales.

n
Les fonctions polynomiales sont dérivables et la dérivée de x — > a; x* estla fonction

=0
n
X — Z ko x*1.
=1

Par composition, les fonctions polynomiales trigonométriques sont dérivables.

Une fonction homographique x — ‘;ﬁg estdérivable en tout point de son ensemble de définition
2o 2 ad—bc
et sa dérivée est x — cxvdp-

Soit f : I — J dérivable en a, g : ] — K dérivable en f(a) et h: K — R dérivable en g(f(a)). La
fonction composée ho g o f est dérivable en a et

(hogofY(a)=h"ogo f(a)g e fla)f'(a).
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Exemple
La fonction f : x — In(In(In(x))) est dérivable sur son domaine de définition ]e,+oo[ comme
composée de fonctions dérivables. Avec le corollaire précédent, sa dérivée est

f": x —In’(In(In(x))) In’(In(x))In’(x) = m

1.3. Dérivée d’une bijection réciproque

Terminons les propriétés des bijections réciproques apres le résultat de continuité établi au chapitre pré-
cédent.

Proposition 8.10.

Soit f : I — R continue, strictement monotone et dérivable en a € I. Alors, la bijection réciproque
f7': f(I)— I est dérivable en f(a) si, et seulement si, f/(a)# 0. De plus,

Y (fla)=

fay

Rappelons que nous avons déja utilisé ces résultats pour déterminer les dérivées des fonctions trigono-
métriques réciproques :

arccos’(x) = arcsin’(x)= arctan’(x)=

1
vi—=x2' vi—x2’ 1+x2
Démonstration
(=) 1l suffit d’utiliser la régle de dérivation des fonctions composées pour obtenir f/(a)(f~')(f(a)) =1
donc f’(a)#0.

(<) On remarque que

- "(f@) _ lim [N (fa) _ 1

T @ T fm—f@ @)

Remarque

Avec les notations de la proposition, on remarque que (f~!)(f(a))f’(a) =1 ou dit plus visuellement que
le produit des pentes des tangentes aux points correspondants des courbes représentatives de f et [~
estégalal.

Ce résultat ne devrait pas surprendre sil’on se souvient que ces courbes se déduisent I'une de I’autre par
la symétrie par rapport a la premiere bissectrice et que I'on regarde la transformation d’'une droite par
cette transformation
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y=f(x)

v

Q +

2. Fonctions de régularité supérieure
2.1. Définition

Comme nous avons déja défini les fonctions de classe 6° (les fonctions continues) et de classe 6!, défi-
nissons récursivement les fonctions de classe 6" pour tout 7.

Définition 8.11.

> Pour tout 2 €N, une fonction f : I — R est de classe 67 sur I si f est dérivable sur I et f est

de classe 6.
> Une fonction f : I — R est de classe 6 *° si f est de classe 6" pour tout n €N.

Remarque
Cette définition admet la définition équivalente suivante : f est de classe 6" si f est successivement n
fois dérivable et si la dérivée ni¢me de f est continue.

La nitme dérivée est notée ") ou gl{. En particulier, f@ = f, f0 = et f@ = f".
La définition se réécrit f) = (fFy =(f" )W et fO = f.

Remarque
Plus généralement, les opérations qui conservent les fonctions dérivables préservent aussi les fonctions
de classe 6.

Exemple

La dérivée nitme de f : x — x% aveca € Rest f(V: x — a(a—1)...(a—(n—1))x%". Dans le cas oi
a est un entier supérieur a n, on peut réécrire ce résultat de maniére plus « compacte » avec des

factorielles |
(n). a a—n
X x4,
f (a—n)
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Exemple

Déterminons la dérivée nme de f : x — eV3%sin(x). Pour cela remarquons que f estla partie
imaginaire de la fonction g : x — eV3*)%_Ainsi, pour tout x € R, on calcule la dérivée nieme de
I'exponentielle g

g(n](x) — (ﬁ+ l)n e(x/g+i)x

puis

f(n)(x) = 3m(g(")(x)) = jm((ﬁ+ l)ﬂ e[ﬁ+i)x)
:anm((ﬁ + ll)n e(ﬁ-#i)x)
2 2

T
=2neV3x sin(x+ng).

2.2. Formule de Leibniz

Proposition 8.12. Leibniz

Soit f, g : I — R des fonctions n fois dérivables. Alors, la fonction produit f.g est n fois dérivable et

a3y

k=0

Cette formule ressemble beaucoup a la formule du binéme et pour cause, la preuve est formellement la
méme avec la récurrence et la formule du triangle de Pascal.

Démonstration

Procédons par récurrence. Le résultat est évident pour n =0.
n

Soit n € Net f,g des fonctions n +1 fois dérivables telles que (f.g)" = > (1) f® g, Alors, (f.g)™ est

dérivable comme somme et produit de fonctions dérivables; dérivons I'expression obtenue

(n+1) _ (my _ —(n (k) o (n—k)y
(£ =((f-8") ;(k)(f g"™")

n - —
Z(k)(f(lﬁ—l)g(n k)+f(k)g(n+l k))

k=0

n+1
) (k) g (n+1-k) N\ (k) (nt1—k)
) (k)f B P
=0 k=1
n
— folntl) 4 I (k) g (n+1=k) | £(n+1)
r& ;(k) (k—l Mg frg

n+l

n+1 _
=Z( . )f(k)g(nﬂ k)
k=0

I |l
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Exemple Polyndmes de Hermite

Lafonction f : x — e~ est de classe 6. Pour tout n €N, f) s'écrit comme le produit de f par
un polynéme H,, de degré n et de coefficient dominant (—2)". En effet, le résultat est établi pour
n €{0,1}. Procédons ensuite par récurrence en dérivant n fois la fonction dérivée f :

Fr ) = —2x 0 (x) —2n £V x),
etdonc H,(x)=—2xH,(x)—2nH,_;(x).

Exemple

Déterminons la dérivée ni#me de la fonction f : x — x" ! Inx pour n > 1. Posons g : x — x""! et
h:x —In(x)de sorte a avoir f = g.h. Alors,

(n—1)! n—1—k
m—1—Kk"

Yk eN\ {0}, O = (=) (k=1)1x k.

VYkeN, gWx)=

Ainsi, la formule de Leibniz donne

") =2(Z) EZ:B: D) -1
k=1 '

_ (=1 e
=— ;(k)( 1)

B GtV
X X

3. Propriété des accroissements finis

3.1. Extrema et théoreme de Rolle

Définition 8.13.

Une fonction f : I — R admet un extremum local en a € I s'il existe n > 0 tel que f(a) est le plus
petit ou le plus grand élément de {f(x), x €la—n,a +n[NI}.

Exemple

La fonction polynomiale x — —3 x*+ } x° + x2+ 1 admet un maximum local en —1, un minimum
local en 0 et un maximum global en 2.
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—2/ -1 1 2 3

En revanche, elle n'admet pas de minimum global sur R.

Proposition 8.14.

Soit f : I — R dérivable. Si f admet un extremum local en un point a intérieur a I, alors f’(a)=0.

La réciproque est fausse : par exemple, la fonction x — x2® est de dérivée nulle en 0 mais n'admet pas
d’extremum local en 0.

Démonstration

De part et d’autre d'un extremum local, la fonction x — W change de signe (car le numérateur est
de signe constant au voisinage de a, alors que le dénominateur change de signe en a). Par conséquent,
en passant a la limite (qui existe, d’apres ’hypothése de dérivabilité), on obtient f’(a)=0. [ ]

Exemple

En ajoutant a 'exemple de la courbe de f : x — —1x* + 1 x3 + x? + 1 celle de sa dérivée f’: x —
—x%+ x2+2x, on vérifie 'annulation de f” aux extremums locaux.
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Conseils méthodologiques

Pour trouver les extremums locaux d’'une fonction dérivable sur un intervalle, il suffit d’étudier
les points ol la dérivée s’annule et les éventuelles bornes de I'intervalle puis de déterminer s’ils
sont ou non des extremums.

Remarque

Attention a ne pas faire une erreur en présumant |'existence de monotonie au voisinage d'un extremum.
Par exemple, la fonction x — |x sin % | prolongée par continuité en 0 admet un minimum global en 0 mais
n’est décroissante sur aucun intervalle de la forme |—n), 0], ni croissante sur aucun intervalle de la forme

[0,n[.

Soit f :[a,b]— R telle que
* f est continue sur [a, b],
* f estdérivable sur]a, b|,

* fla)=f(b).

Alors, il existe ¢ €]a, b tel que f’(c)=0.

Démonstration

Sila fonction f est constante, le résultat est évident.

Sinon, comme f est continue sur le segment [a, b], f atteint ses extremums dont I'un au moins n’est
pas atteint au bord de I'intervalle (sinon la fonction est constante). D’apres la proposition précédente, la
dérivée f’ s’annule en cet extremum. [ ]

Si f est une fonction de classe 6" qui s'annule en n + 1 points distincts, alors ") s’annule au
moins une fois.

En effet, il suffit de procéder par récurrence.

> Le résultat est vrai pour n = 0 par hypothése puisque f© = f.

> Soit n € N; supposons le résultat vrai pour toute fonction de classe 6" qui s’annule en n + 1
points distincts. Soit f une fonction de classe 6"*! qui s’annule en n + 2 points distincts : sur
chacun des 7 + 1 intervalles déterminés par deux zéros consécutifs de f, f’ s’annule d’apres le
théoréme de Rolle donc f("+1) = (/)" g’annule au moins une fois.

> Soit P € R[X] un polynome de degré n > 1 scindé a racines simples : ainsi, P admet »n racines
distinctes.
En appliquant le théoreme de Rolle sur chacun des n—1 intervalles déterminés par deux racines
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consécutives, on obtient que P’ admet n — 1 racines sur R donc P’ est lui aussi scindé a racines
simples sur R (et par récurrence, il en est de méme pour toutes les dérivées non constantes de P).
> On peut utiliser ce résultat pour obtenir des propriétés sur les coefficients des polyndmes scin-
dés a racines simples sur R. Par exemple, un polynéme scindé a racines simples sur R ne peut
avoir deux coefficients consécutifs nuls, car sinon il aurait une dérivée ki¢me qui se factorise par x?
donc qui admet 0 comme racine double. Ainsi, il y aurait un polynéme scindé a racines simples
dont une dérivée n’est pas scindée a racines simples : contradiction avec la propriété précédente.

Examinons un exemple avec des racines multiples.

Exemple Polyndmes de Legendre
Soit n € N. Le polynéme de degré n défini par

d"(x*—1)")

Ln(x): dx”

admet n racines distinctes dans |—1, 1[.

Posons P(X)=(X?—1)" et montrons, par récurrence sur k < n, que P*) admet au moins k racines
dans ]—1, 1] en utilisant que 1 et —1 sont racines de P%) pour tout k < n (simple vérification en
écrivant P =(x —1)"Q puis en dérivant k fois).

> Linitialisation k = 0 est évidente.

> Soit k < n—1 tel que P®) admet au moins k racines dans ]—1,1[ donc k +2 dans [—1,1] (en
ajoutant—1 et 1). Appliquons le théoréme de Rolle 2 P®) sur chacun des k+1 intervalles délimités
par deux de ces zéros consécutifs : P(**1 g’annule au moins k + 1 fois dans ]—1, 1.

Remarque

En étant un peu plus soigneux et en combinant les idées des deux derniers exemples, on peut établir que
la dérivée d'un polyndme réel scindé (pas forcément a racines simples) sur R est encore un polynéme
scindé.

Voici un autre exemple d’application du théoréeme de Rolle.

Exemple

Soit f continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b| telle que f(a)= f(b)=0. Alors, pour tout A € R, il
existe ¢ €la, b[ tel que f’'(c)=Af(c).

En effet, il suffit d’appliquer le théoreme de Rolle a la fonction g : x — e™* f(x) continue sur
[a, b], dérivable sur ]a, b et qui vérifie g(a) = g(b)(=0).

3.2. Propriété des accroissements finis

Proposition 8.16. Egalité des accroissements finis

Soit f:[a,b]— R telle que
* f est continue sur [a, b];
 f est dérivable sur ]a, bl.
Alors, il existe ¢ €]a, b[ tel que f(b)— f(a)= f'(c)(b—a).
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Remarque

En termes géométriques, il existe un point de la courbe de f d’abscisse entre a et b ou la tangente est
paralléle a la corde entre les points de la courbe de f d’abscisses a et b.

Démonstration
11 suffit d’appliquer le théoréeme de Rolle a la fonction x — f(x)— f(a)— %(x —a) qui a les bonnes
propriétés de régularité et qui ala méme valeur (nulle) en a et b. ]

Lidée de la preuve est relativement simple : on se ramene au cadre du théoréme de Rolle en retranchant
I'équation de la corde (ainsi, on «redresse » la courbe). Par exemple, la courbe représentative représentée
ci-dessus devient apres transformation

Commencons par le résultat classique sur les variations d’'une fonction dérivable qui est une simple
conséquence de I'égalité ci-dessus :

Proposition 8.17.

Soit f dérivable sur un intervalle I.
* [ est constante si, et seulement si, f'=0sur I.
+ f est croissante si, et seulement si, >0 sur I.
* f est décroissante si, et seulement si, f <0 sur I.

Démonstration
Montrons la deuxieme équivalence.

>Pour le sens direct, remarquons que si y > x, alors W > 0 donc en faisant tendre y vers x, f/(x)> 0.
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> Pour le sens retour, considérons y > x et écrivons la formule des accroissements finis entre x et y : il
existe ¢ €]x, y[ tel que

f)—=fx)=f"(e)y —x).

Comme f’(c)>0et y > x, on en déduit que f(y)> f(x) ce qui est bien la croissance attendue. [ ]

Remarque

IIn'y a plus de telle équivalence pour la stricte monotonie. La formule des accroissements finis (comme
dans la preuve précédente) permet de montrer que si f’ > 0 sur I, alors [ est strictement croissante.

La réciproque est fausse comme on peut le constater avec la fonction strictement croissante x — x3 dont
la dérivée s’annule en 0.

Remarque

On ne peut pas en déduire de résultat « global » si le domaine de définition n’est pas un intervalle : par
exemple, la fonction x — % est a dérivée strictement négative sur R* sans étre décroissante sur tout R*
(mais elle I'est bien sur R et R¥).

\

Cette remarque impose de résoudre les équations différentielles sur des intervalles pour pouvoir exploi-
ter qu'une fonction a dérivée nulle y est constante. Par exemple, une fonction f a dérivée nulle sur I'en-
semble [0,1]U[2,3] n’est pas forcément constante mais de la forme

A sixe€[0,1]
f‘x_’{ B sixe[23]

avec A, B € R des constantes (non forcément égales).

Remarque

On ne peut pas obtenir de résultat méme «local » de la dérivée en un point : avoir une dérivée en un point
strictement positive n’entraine pas la croissance sur un intervalle autour de ce point.

Par exemple, la fonction

. x+x?sint;  six#0,
fix= { 0 sinon,
est continue sur R, de classe 6" sur R* et de dérivée en 0 donnée par
x)—f(0 1
f’(O):limM =lim1l+xsin—=1>0.
x—0 X — x—0 x2
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Remarquons que, pour tout entier 7 > 1, f’(ﬁ) =1-2/2nm<0.

Comme [ est de classe €' sur R* (donc f’ continue sur R*), il existe un voisinage de ‘/%7 sur lequel

f’ demeure strictement négative donc sur lequel f est strictement décroissante; tout voisinage de 0
1

contient un réel de la forme —= donc un sous-intervalle sur lequel f est strictement décroissante.

En conclusion, cette fonction f n’est croissante sur aucun voisinage de 0 bien que f/(0)=1> 0.

Un autre conséquence de 1'égalité des accroissements finis est la proposition suivante.

Proposition 8.18. Inégalité des accroissements finis

Soit f :[a, b] — R telle que

* f est continue sur [a, b],

+ f est dérivable sur]a, b|,

* |f’| est bornée par M sur ]a, b|.
Alors, | f(b)— f(a)|<M|b—al.

Ce résultat reste vrai pour une fonction a valeurs complexes (comme il sera établi plus loin dans le cours)
contrairement a 1’égalité des accroissements finis.

Démonstration
11 suffit d’utiliser I'hypothese de majoration dans I'égalité des accroissements finis précédente. ]

‘ Conseils méthodologiques

Les fonctions dérivables et a dérivée bornée vérifient les hypotheses de 'inégalité des accroisse-
ments finis donc sont lipschitziennes.

En particulier, les fonctions de classe 6! sont lipschitziennes sur tous les segments puisque leurs
dérivées sont continues donc bornées sur les segments (par le théoreme des bornes atteintes).

Proposition 8.19.

Soit f: I — R continue sur I, dérivable sur I'\ {a} telle que f’ admette une limite finie en a. Alors, f
est dérivable sur I et f/(a)=1lim f”.
a

Ce résultat est quelquefois appelé « prolongement » des fonctions de classe 6. Cette appellation est tres
maladroite puisque la dérivée existe bien en a et qu’on ne la prolonge pas.

Démonstration
Appliquons I'égalité des accroissements finis entre a et x € I. Il existe c, entre x et a tel que
fx)—fla)
x—a - f (Cx )
Quand x tend vers a, ¢, tend vers a (par le lemme d’encadrement). Lhypothése sur la limite de f’ donne
tim L02S@ iy g,
x—a XxX—a x—a
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e~r six> 0,
0 sinon.
Montrons que la fonction f est de classe ¢°° sur R en utilisant la propriété précédente pour
toutes les dérivées. Remarquons tout d’abord que f est de classe 6 °° sur R* donc il suffit d’étu-
dier la régularité de f en 0.
¢ Lafonction f est continue en 0 car e~¥ —0quand x — 0
¢ Pour tout n €N, il existe un polynéme P, tel que

Considérons la fonction f : x — {

Py(x)

f(n)(x): { x2noe

1 .
X six>0,
six <O0.

En effet, le résultat est évident pour n = 0 et sila dérivée nitme est de cette forme, alors, pour

tout x >0,
x?P/(x)+(1—2nx)P,(x) _,

(n+1) _ -
f (x)= x2(n+1) e

ce qui termine la récurrence avec P, ;(x) = x*P)(x)+(1—2nx)P,(x).
 D’apres le point précédent, pour tout n €N, f(W(x)— 0 quand x — 0. Ainsi, f est de classe
% °° en 0 et toutes ses dérivées y sont nulles.

Cette fonction peut étre utilisée pour construire des fonctions de classe 6 °° nulles en dehors
d’'un segment [a, b]. Par exemple, la fonction x — f(a — x)f(b — x) ne s’annule pas en x si, et
seulement si, x —a >0 ou b —x >0, c'est-a-dire si x €]a, b[ (ce qui n’est pas apparent sur le tracé
suivant a cause de I’écrasement de la courbe au voisinage de a et b).

En guise d’application, résolvons sur R I'équation x?y’ +(x2—1)y =0.
> Cette équation se réécrit sur R* et R* sous laforme y’ = L - y.Onrésout sur chaque intervalle
et on obtient que les solutions sont de la forme

1 .
yix Ae x % six>0
X 1 .
Be ™% six<0

avec Aet BeR.

> Ces solutions sont de classe 6°° sur R*. Etudions le raccordement par continuité en 0.
Remarquons tout d’abord que la limite a droite en 0 est nulle (car I’argument de 1'exponentielle
tend vers —oo. En revanche, a gauche, si B # 0, la fonction n'admet pas de limite finie. Il n'y a
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donc de raccordement continu que si, et seulement si, B =0.
> Etudions le caractére 6! de ces solutions. La limite a gauche de la dérivée en 0 est 0. La dérivée
a droite est
Vx>0 )= AL b
x>0, y(x)= p e .

En particulier, y’(x) ~ —lée‘é en 0 donc y’(x)— 0 quand x — 0 d’apres les croissances compa-
rées. D’apres le corollaire des accroissements finis, y est de classe 4.
> En conclusion, les solutions (de classe 6!) sur R de I'équation x2y’ + (x2—1)y = 0 sont les
fonctions :
y‘x-—>{ Ae x™* six>0
’ 0 six <0

avec AeR.

3.3. Applications aux systemes dynamiques discrets

Reprenons I'étude des suites récurrentes dans le cas d’'une dynamique de classe 6.

Définition 8.20.

Soit f: I — I et uy € I. Le systéme dynamique discret de dynamique f et de condition initiale
est la suite (u,,), qui vérifie pour tout n €N, u, 1 = f(u,).

Remarque
De telles suites ont déja été étudiées dans le chapitre sur les suites afin de déterminer leur monotonie (et
donc leur convergence éventuelle). Rappelons que
¢ 1'étude de la position de la courbe représentative de f par rapport a la premiere bissectrice déter-
mine la monotonie du systéme dynamique correspondant (u,,),,.
* Sice critére ne suffit pas a conclure, la monotonie de la fonction f permet d’obtenir la monotonie
des suites (uy,,), et (Uspe1)n-

Proposition 8.21.

Soit f : I — I continue et u, € I. Si le systéme dynamique discret de dynamique f et de condition
initiale 1, converge vers ¢, alors £ est un point fixe de f (c'est-a-dire f(£)=1¢).

Démonstration

Pour tout n €N, u,,; = f(u,). En passant a la limite et en utilisant la continuité de f en ¢, on obtient

immeédiatement que la limite £ est un point fixe, c’est-a-dire f(£)=¢. ]
Exemple

Ilustrons deux systemes dynamiques discrets pour des fonctions appelées logistiques sur l'inter-

valle I = [0,1]. Dans tous les cas, on représente les valeurs de la suite en abscisse et on obtient
graphiquement le point suivant en passant par la premiére bissectrice.

e Soit f : x — 2x(1—x). Cette fonction admet deux points fixes sur I'intervalle I d’abscisses 0

et % On observe que les systemes issus de conditions initiales non nulles semblent conver-

1
ger vers 5.
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b - ———

e Soit f : x — 3,52x(1 — x). Il y a encore deux points fixes mais le systeme dynamique
tracé semble avoir un comportement asymptotique « périodique » ou, pour le dire mieux,
il semble y avoir deux suites extraites (u,,), et(u,,41), convergentes de limites différentes.

A

—
v

Pour préciser ces comportements, rappelons un théoréme du point fixe.

Proposition 8.22. Théoreme du point fixe

Soit f : I — I k-lipschitzienne avec k < 1 sur un segment I. Alors, f admet un unique point fixe £
et, pour tout u, € I, le systéme dynamique discret (u,,), de dynamique f et de condition initiale u,
converge vers /.

Plus précisément, la convergence est « exponentielle » au sens suivant

VneN, |u, —0| < k" |uy—1L|.

Définition 8.23.

Soit f: I — I de classe 6" et £ un point fixe de f.
 Si|f’(£)| <1, alors ¢ est attractif.
* Si|f’(£)|> 1, alors £ est répulsif.
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La définition d’un point fixe attractif correspond a 'intuition : en effet, si |f'(¢)] < 1 et f’ est continue,
alors il existe un voisinage de £ sur lequel |f’| est strictement plus petit que 1 donc sur lequel f est k-
lipschitzienne avec k < 1 d’apres la propriété des accroissements finis; si u, appartient a cet intervalle,
alors le systéme dynamique (u,,),, converge vers ¢.

On procede de maniére analogue pour le cas répulsif.

La fonction f : x — cosx admet un unique point fixe sur R (facile a établir en étudiant les
variations de f —Id) qui est attractif car il n'appartient pas a I'ensemble 7 + nZ des réels ol
f':x——sinx vaut 1l ou—1.

A
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Ce chapitre est consacré a I'étude des fonctions dérivables.

> Une fonction f: I — R est dérivable en a € I si la fonction taux d’accroissement

f(x)—f(a)

— LS
xX—a

admet une limite finie en a.

Cette limite est le nombre dérivé en a et notée f’(a).

> Une fonction f: I — R est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de I.

Les propriétés opératoires (combinaison linéaire, produit, composition...) des limites se transmettent a
la dérivation.
On se sert de la dérivation pour déterminer les variations ou rechercher des extremums.

Soit f dérivable sur un intervalle I.
+ f est constante si, et seulement si, f’=0sur I.
* f est croissante si, et seulement si, f'>0sur I.
+ f est décroissante si, et seulement si, f' <0 sur I.

En itérant, on obtient la notion de dérivée ni¢me et de fonction de classe €.

Dérivée nieme

> Une fonction f : I — R est de classe 6° si f est continue sur 1.
> Pour tout 77 € N, une fonction f : I — R est de classe 6"*! sur I si f est dérivable sur I et f’ est
de classe 6.
> Une fonction f: I — R est de classe 6°° sur I si f est de classe 6" sur I pour tout n €N.
Soit f, g : I — R des fonctions n fois dérivables. Alors, la fonction produit f.g est n fois dérivable
et la dérivée nitme est donnée par la formule de Leibniz

n

(f-g)" =Z(Z)f(“g(”‘“-

k=0
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Le principal résultat théorique est le théoreme de Rolle et ses corollaires : égalité et inégalité des accrois-
sements finis.

On peut garder en mémoire que ce sont des conséquences directes du résultat indiquant que si une
fonction dérivable admet un extremum en un point intérieur a son domaine de définition, sa dérivée s’y
annule.

Théoremes de Rolle et des accroissements finis

> Soit f:[a, b] = R telle que
« f est continue sur [a, b],
* f est dérivable sur ]a, b,
« fla)=f(b).

Alors, il existe ¢ €]a, b| tel que f'(c)=0.

> Soit f :[a, b] — R telle que
« f est continue sur [a, b];
* f est dérivable sur ]a, b[.
Alors, il existe ¢ €]a, b tel que f(b)—f(a)= f'(c)(b—a).

> Soit f :[a, b] — C telle que

* f est continue sur [a, b],

* f est dérivable sur ]a, b,

* |f’] est bornée par M sur ]a, b|.
Alors, | f(b)—f(a)l<M|b—al.

J

Une conséquence utile est le théoréme de dérivation suivant qui permet notamment d’étudier les rac-
cordements de fonctions définies par morceaux.

Soit f : I — R continue sur I, dérivable sur I'\{a} telle que f’ admette une limite finie en a. Alors, f

est dérivable sur T et f’(a)=1lim f".
a
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Vrai ou faux ?

Vrai  Faux
a) Une fonction de classe 6! est dérivable. O O
b) Lafonction x — x|x| est de classe 6. ] O
2 . 1 .
c) Lafonction x —<{ * S x six#0 est de classe 6. O O
0 sinon.

; x3sin : six#0 1 m

d) Lafonction x — P est de classe 6. m} O
0 sinon. m
nl s O
e) Lafonction x —{ * SIi % SiXx#0 ot de classe 62, O O Rl
0 sinon. ‘ ,
f)  Une fonction lipschitzienne est dérivable. m] m] :

g) f dérivable est paire si, et seulement si, f’ est impaire. O O
h)  f dérivable est impaire si, et seulement si, f’ est paire. m] m] m
i) Sif estadérivée positive, alors f est croissante. | O x
j)  Si f est dérivable et strictement croissante, alors f’ est strictement m| O m

positive.
k) Soit f : R — R dérivable. |f| est dérivable si, et seulement si, f ne m| O
s’annule pas.
I) Sif estdeclasse ¢" etadmet n + 1 zéros distincts, alors sa dérivée m] O

nitme g'annule au moins une fois.

m) La dérivée d'un polyndme réel scindé est scindée.

n) Sila dérivée de f s’annule en a, alors f réalise un extremum en a.

0) Siladérivée de f est strictement positive en a, alors f est strictement
croissante sur un voisinage de a.

p) Sif admet un maximum en a et est dérivable en a, alors f’(a)=0.

q) Sif admetun minimum en a, alors il existe 1> 0 tel que f soit
croissante sur [a,a +1)[.
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Exercices d’application du chapitre 8

Exercice 1
Montrer que f : x — x?tan 1 sin 2 et f(0)= 0 est dérivable en 0.

Exercice 2
Soit f : R — R dérivable et a € R. Montrer que la fonction
xf(a)—af(x)
X— —
xX—a

admet une limite en a que 'on précisera.

Exercice 3

Soit f une fonction de classe 6 et bornée sur R. Supposons que f” posséde une limite finie ¢ en +oco.
Déterminer /.

Exercice 4
Soit (a, b) € R? et f la fonction définie par

fx)=(x—a)"(x—b)".

Calculer f"(x).
n
Trouver, a 'aide du cas a = b, I'expression de Y] (2)2
=0
Exercice 5

Soit f, g :[a, b] — R continues sur [a, b], dérivables sur ]a, b[. Montrer qu'il existe ¢ €]a, b| tel que

g'(c)f(b)—fla) = f'(c)g(b)—g(a)).

Exercice 6
Soit f, g :[a, b] — R deux fonctions continues sur [a, b], de classe 6! sur ]a, b[. On suppose que
/ r q fx)-f(a) [(x)=f(b) ;
g’ >0 et que y est croissante. Montrer que x — o=y €t X — y5=g5y SONt Croissantes.
Indication : on pourra utiliser I’exercice précédent.

Etudier la monotonie de ¢ : x €[1,+00[— % pour p>q>0.

Exercice 7 Théoreme de Rolle généralisé

Soit f dérivable sur R telle que
limf =limf eR.
+oo —00

Montrer qu'il existe ¢ €R tel que f/(¢)=0.

Exercice 8

Soit P un polynome a coefficients réels. Montrer que I'équation e* = P(x) admet au plus deg P + 1 solu-
tions.
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Exercice 9

Soit P, ..., P,,Qy,...,Q, € R[X] avec P,,..., P, non nuls et Q,,...,Q, deux a deux distincts. Montrer que
la fonction

n
faix =D Plx)e
k=1
admet un nombre fini de zéros.

Exercice 10
Soit n > 3, a, B € R. Montrer que la fonction f : x — x” + ax + 8 s'annule au plus trois fois.

Exercice 11
Soit f :[a, b]— R de classe 6" telle que f(a)=0 et

fB)=f'(b)=...= f"Y(b)=0.

Montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que f"(c)=0.

Exercice 12
Soit f : [0,a] — R continue, dérivable sur |0, a], vérifiant f(0) = 0 et f(a)f’(a) < 0. Montrer qu'’il existe
c €]0,a[ tel que f’(c)=0.

Exercice 13

Soit f :[a, b] — R dérivable telle que f(a)= f(b)=0. Montrer que, par tout point (x,0) avec x ¢ [a, b], il
passe au moins une tangente a la courbe représentative de f.

Exercice 14
Soit f : [a, b] — R dérivable telle que f(a)= f(b)=0et f'(a)f’(b)> 0. Montrer qu’il existe a < ¢; < ¢, <
c3 < b tels que f/(¢;)= f(c,) = f'(¢3)=0.

Exercice 15

Soit f une fonction de classe 6" sur|a, b], a, < ... < a, des élémentsde[a, b]. Le polyndme interpolateur
P de f aux points (a;);<, est défini par

L x—a;
P(x)= L
(x) ;f(ak)]_[ak_aj

j#k

Calculer, pour tout i, la valeur P(a;).
Fixons x € [a, b] différent des points (a;);<j,-
Montrer qu’il existe une constante A € R telle que la fonction
t—a;)...(t—a
gt f(1)— Pr)—a =)l )
n!

s’annule en x.

En déduire qu'il existe £ €]a, b| tel que

_(x—ay)...(x—ay)
- n!

f(x)—P(x) ).

361



Mathématiques MPSI
Exercices d’approfondissement du chapitre 8

Exercice A

Soit f, g : I — R dérivablesen a € I et telles que f(a) = g(a). Supposons qu’il n’existe pas de voisinage de
a surlequel f > g ou g > f. Montrer que si i : x — max(f(x), g(x)) est dérivable en a, alors f’(a)=g’(a).

Exercice B
Montrer que, pour tout x €R, il existe un unique ¢(x) tel que

p(x) ,
J e"dt=1.
X

Montrer que la fonction ¢ est de classe 6.

Exercice C
Déterminer les fonctions f : R — R tels que, pour tous x et y €R, f(x)— f(y) < (x—y)>.

Exercice D
Soit f € €°(R,R) dérivable en a € R, (x,,), et (y,), deux suites de limite a.
On suppose que, pour tout n €N, y, # x,, et on pose, pour tout n €N,

)= f(x)
" Yn—Xn
On suppose dans cette question que y, > a > x,, pour tout n € N. Déterminer la limite de (u,,),.
On suppose dans cette question f de classe 6" sur un voisinage de a. Que dire de la suite (u,,), ?

Examiner le cas général.

Exercice E
Soit f : R — R deux fois dérivable telle qu'il existe ¢ € R vérifiant
/ (a)—f(b)
Ya#b,  f(c)# %-

Montrer que f”(c)=0.

Exercice F

Soit f:]0,1] — R dérivable et prolongeable par continuité en 0. Supposons que x — x f’(x) admette une
limite en 0. Calculer cette limite.

Problemes du chapitre 8

Probléme 1 Fonctions a variations bornées

Dans ce probléme, on s'intéresse a une classe de fonctions réelles. Dans les deux premieres parties, on consi-
dere deux propriétés dont l'équivalence est établie en partie C. Les parties D et E explorent le lien avec la
propriété de dérivabilité.

Dans tout ce sujet, I désigne un intervalle de R.
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Chapitre 8 - Fonctions dérivables

Partie A - Fonctions BV

Y Définition 8.24.

= Une fonction f : I — R est BV si elle se décompose comme somme d’une fonction croissante et d'une
fonction décroissante.

1. Montrer qu'une fonction monotone est BV.
2. Montrer qu'une somme de fonctions BV est BV.
Soita, beItelsquea < b.
3. Soit f : I — R une fonction BV, somme de la fonction g : I — R croissante et de la fonction 2 : I - R

décroissante. Montrer que
g(b)—g(a)z f(b)— f(a)= h(b)— h(a).
4. Montrer qu'une fonction f : I — R BV est bornée sur le segment [a, b].
5. a. Démontrer qu'une fonction croissante admet des limites finies a gauche et a droite en tout
point intérieur a son intervalle de définition.
b. En déduire qu'une fonction f : I — R BV admet des limites finies a gauche et a droite en tout
point intérieura I.
6. Soit f :R — R T-périodique telle qu’il existe g : [0, T] — R croissante et /2 : [0, T] — R décroissante
vérifiant
Veel0,T],  f(1)=g(r)+h(t).
Montrer que f est BV.

Partie B - Variations d’une fonction

\6/ Définition 8.25.

= Soit f:I—>R,a,belaveca<b.
> La variation de f entre a < b est la quantité Vab(f) € R, U{+00} définie comme la borne supé-
rieure des sommes de la forme

N
D 1) = )l
k=1

avec NeNetxy=a<x; <...<xy=>b.
La fonction f est a variations bornées sur le segment [a, b] si V;l”(f) < +00.

> Par convention, V,A(f)=—V2(f) et V4(f)=0.

1. Soitg:I =R, h:I1—R,a, belaveca < b.Supposons que g et h sont a variations bornées sur
[a, b]. Montrer que g + h est a variations bornées sur [a, b].

2. Soit f: 1 - R, a, belaveca < b.]Justifier que |f(b)— f(a)| < Vah(f).

3. Soit f : I — R a variations bornées sur tout segment inclus dans I, a, b, c € I aveca < ¢ < b.
Montrer que VE(f)=Ve(f)+ VE(f).
Indication : on pourra séparer les deux inégalités.

4. Soit f : I — Ravariations bornées sur tout segment inclus dans I, a, b, ¢ € I. Montrer que Vab (=
VE(H)+ V().

Partie C - Caractérisation

1. Montrer qu'une fonction g : I — R croissante est a variations bornées sur tout segment [a, b] C I.

Préciser la valeur V?(g).
2. En déduire qu'une fonction f : I — R BV est a variations bornées sur tout segment inclus dans I.
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Soit f : I — R a variations bornées sur tout segment inclus dans I et a € I. Posons g : x — %(f(x) +

V()
a. Montrer que g : I — R est croissante.
b. En déduire que f est BV.

Partie D - Fonctions de classe !

Soit f: I » R declasse 6!, a,belaveca<b.
Soit x, y €I tels que x < y. Montrer que

y
If(y)—f(x)lsj e

X

Montrer que f est a variations bornées sur [a, b] et que

b
Vf(f)SJ If'(t)de.

Soit £ > 0.
a. Montrer qu’il existe une subdivision xy=a < x; <...< xy = b telle que

Vke[l,N], Vx,y €lxp_1, x), If (x)=f(y)<e.

b. Justifier que, pour tout k €[1, N1, il existe ¢, €]x;_;, xi[ tel que

|f/(Ck)|(xk —Xp—1) = | f () = f(xe1)-

c. En déduire que
b
V) (f)= f |f' ()l dt —e(b—a).
a

En déduire I'expression de V. (f).
Partie E - Un contre-exemple dérivable
Considérons la fonction f : R — R définie par

f:xH{ x?sin 5 si x #0,

0 sinon.
Justifier successivement que f est continue sur R puis que f est dérivable sur R.
Etudier la continuité de f”.
Montrer que la fonction f n’est pas a variations bornées sur le segment [—1, 1].
Déterminer tous les segments de R sur lesquels f est a variations bornées.

Probleme 2 Théoreme de Denjoy

Soit f :[a,b] — C continue et g : [a, b] — R continue croissante. Supposons qu'il existe une suite crois-
sante (x,),¢; (finie ou infinie) a valeurs dans [a, b] telle que, pour tout x €[a, b]\ {x,, n €I},

* f admet une dérivée a droite en x, notée f;(x)eC,
* g admet une dérivée a droite en x, notée g;(x)€eR,,
o |f7(x) < gj(x).
Soit £ > 0. Notons J, 'ensemble des y €[a, b] tel que, pour tout x €[a, y],

- fl@)l < g0 —gla)+elx—a)+e S o

_k'
kel 2

Xp<x

Montrer que J, est un intervalle.
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Vérifier que a € J,.
Soit ¢ =sup J,. Montrer que ¢ € J,.
Supposons ¢ < b.
a. Supposons qu’il existe n € I tel que ¢ = x,,. Montrer qu'il existe un voisinage a droite de ¢ sur
lequel
1
()= flel<es,.
En déduire une contradiction avec la définition de c.
b. Supposons qu’il n’existe pas de n € I tel que ¢ = x,,. Montrer qu’il existe un voisinage a droite
de c sur lequel
£ (x)=f(c)| < g(x)—gle) +e(x—c).
En déduire une contradiction avec la définition de c.
Déduire des questions précédentes que

|f(b)—f(a)l < g(b)—g(a).
En guise d'application, remarquons qu'une fonction a valeurs complexes, admettant une dérivée a droite
nulle (sauf sur un ensemble au plus dénombrable) est constante.

Probleme 3 Fonctions de Takagi-Landsberg
Partie A - Distance a Z

Considérons la fonction g : x — |x —|x+ %H
Montrer que g est 1-périodique, paire et continue sur R.
Définissons, pour tout n €N, g, : x — w.
a. Quelle transformation géométrique simple envoie la courbe représentative de g sur celle de
?
b. %acer les courbes représentatives de g, g; et g, sur le méme graphique que celui de g.
Montrer que les fonctions g, g, sont 1-lipschitziennes. Montrer que pour tout k € Z, g, est affine

sur l'intervalle [2n+1 , 5:1{ ] Quelles valeurs peut prendre la pente?

Partie B - Fonction de Takagi

Posons, pour tout n €N,

fu: xaigk(xhi i o

Soit x € R. Montrer que la suite (f,,(x)),»o est convergente. On note f(x) sa limite.
Montrer que f est 1-périodique et palre
c. Montrer que, pour tout x €R, |f(x)— f,,(x
En déduire que, pour tous x, y tels que Ix y| <o If(0)—fp)l < B2,
d. Conclure que f est uniformément continue sur R.
Dans cette question, on fixe x et on souhaite montrer que f n'est pas dérivable en x. On définit
deux suites (a,), et (b,), par:

op

|2+ |27+ %]+ 1
a, = p = —
2n+1 2n+1

On admettra que |x]+|y|<|x+ y]<|x]+|y]+1 pour tous x, y €R.
a. Montrer que (a,), et (b,), sont des suites adjacentes dont on précisera la limite commune.
b. Vérifier que f(a,) = f,(a,) et f(b,)= f.(b,), pour tout n €N.

c. Justifier que
fn(bn+1)_fn(an+1) fn n fn an)
bn+1_an+l bn_an '
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. Posons A, = W. Vérifier que |A,,; —A,|=1.

. Montrer que si f est dérivable en x, alors (A,,),, converge vers f’(x). Conclure.

. Soit x = ZL ; posons x, = x + zi,? Montrer que pour tout p > 2n, alors f(x,)> f(x).
. En déduire que f n'est monotone sur aucun intervalle.

oo 0

Partie C - Fonction de Takagi-Landsberg de paramétre ;

10 k
Posons, pour tout n €N, h, : x — Y. %. On admet que la suite (h,(x)),5 est convergente pour tout x

k=0
et que sa limite définit une fonction continue .

Justifier rapidement que 2(0) =0, h est 1-périodique et que
Vxel0,3], h(2x)=4(h(x)—x).

Définissons une fonction 1-périodique p par p(x)=2x(1— x) pour x €[0, 1].
Montrer que
Vxel0,3] p2x)=4(p(x)-x).

Montrer que h = p (et donc que h est dérivable sur ]0, 1]).
Indication : on pourra commencer par montrer que i — p est nulle sur 'ensemble des nombres
dyadiques {Zﬁn, keZ, neN}
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Corrigés des Vrai/Faux

a) Vrai par définition.

b) Vrai, la dérivée en 0 vaut 0.

c) Faux, la dérivée en 0 vaut 0 mais la dérivée n’admet pas de limite en 0.
d) Vrai, les deux premiéres dérivées en 0 valent 0.

e) Faux.

f) Faux, par exemple x — |x| n’est pas dérivable mais est 1-lipschitzienne d’apres I'inégalité triangulaire.
g) Vrai.

h) Faux, par exemple, la fonction x — 1— % admet une dérivée paire.

i) Vrai sur un intervalle.

j) Faux, par exemple x — x3.

k) Faux, par exemple x — x2.

) Vrai en itérant le théoreme de Rolle.

m) Vrai.

n) Faux, par exemple f : x — x3 eta =0.

o) Faux.

p) Faux, par exemple si a est un bord de 'intervalle de définition de f.

q) Faux, par exemple x — |x sin - | prolongée par 0 en 0.

Corrigés des exercices d’application
du chapitre 8

Exercice 1

Remarquons que f(x)=2x? (sin %)2 donc lirr(l]f(x) =0et liII(l] @ = lirr(l) 2x (sin %)2 =0. Ainsi, f est conti-
X! X! X

nue et dérivable en 0.
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Exercice 2
Pour tout x # a,

xfla)—af(x) (x—a+a)f(a)—af(x)

X—a - X—a
_ fa)—al)=1@

x—a
Ainsi, avec I'hypotheése de dérivabilité de f en a, la limite recherchée est f(a)—a f’(a).

Exercice 3

Supposons £ > 0 (si £ < 0, on se ramene a ce cas en considérant I'énoncé avec —f a la place de f). Par
définition de la limite de f’ en +00, il existe A> 0 tel que

N o>

Vx>A, f(x)=

Par conséquent, pour tout x > A,

* [
f(x)=f(A)+f f()de> f(A)+ E(X_A)‘
A

Ainsi, 1+im f =400 : contradiction.
(oo
Comme on ne peut avoirnif >0,ni{ <0,ona{=0.

Remarque

On notera qu'il est possible d’avoir une fonction de classe 6! et convergente en +00 sans que la dérivée
admette une limite en +o00. Par exemple, la fonction définie sur R¥ par

1
x — — cos(x?)
x

vérifie ces hypotheses.

Exercice 4
1. Notons g:x—(x—a)" eth:x—(x—b)" etappliquons la formule de Leibniz. Pour tout x €R,

n

()= (”)g(’”(x)h("—“(x)
k=0 k
R A ok
_k_o(k)(n—k)!(x A =b)
n 2
:an(Z) (x—a)"*(x—Db)~.

k=0

2. En choisissant a = b, la premiére question donne une autre expression de f(x)= (ZT”,]!(x —a)":

n 2
n'Z(Z) (x—a)".

20-(7)
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Corrigés

Exercice 5
En appliquant le théoreme de Rolle a la fonction
x —(8(x)—ga)(f(b)— f(a))—(f(x)—f(a))lg(b)—g(a))

nulle en a et b, on obtient 'existence d'un réel c €]a, b| tel que

g'(c)(f(b)—f(a)—f'(c)g(b)—g(a))=0.

Exercice 6
1. Comme l'indication le propose, utilisons I’exercice précédent : il existe ¢ €]a, x| tel que

fx)=fla) _ f'lc)
g(x)—gla) g'lc)
Ainsi, pour tout x €]a, b, il existe ¢ €]a, x[ tel que
fx)=fla) _ fle) _ fi(x)
g(x)—

IA

a
gla) g'c)™ glx)
Par conséquent,

(f(x)—f(a))’ _ f'(x)gx)—gla)—g'(x)(f(x)— f(a)) .

g(x)—gla) (g(x)—gla))?

gg;:gg est croissante.

2. Les fonctions f : x — x” —1et g : x — x9—1 vérifient les hypotheses de la question précédente
puisque de classe 6!, g’(x)=gx9! > 0 pour tout x > 0 et

etx —

fx) _pxP" Py
g'(x) qxi7' gq

défini une fonction croissante.
En conclusion, ¢ est croissante.

Exercice 7

Lidée de la démonstration est tres proche de celle du théoreme de Rolle établi dans le cours : il suffit de
montrer qu'un extremum est atteint par la fonction f.

Soit ¢ la limite de f en +00. Si f est constante égale a /, le résultat est immédiat. Sinon, il existe x; tel
que f(xy)# ¢. Considérons y strictement entre £ et f(x,). D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires
sur | — 09, xy[ et sur ]xy, +00], il existe deux antécédents a < b a y par f. Pour conclure, il suffit ensuite
d’appliquer le théoréeme de Rolle a f sur [a, b].

Exercice 8

On retrouve dans cet exercice un résultat qui semble trés intuitif pour les intersections de la courbe expo-
nentielle avec une droite affine (c'est le cas d’'un polynéme de degré au plus 1).
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\

Supposons, par ’absurde, que I’équation admette deg P +2 solutions, c’est-a-dire que la fonction f : x —
e* — P(x) s’annule deg P + 2 fois. En appliquant de maniere itérée le théoreme de Rolle a cette fonction
de classe 6°°, on obtient que f(4¢8P+1): x — ¢* s’annule : contradiction.

Exercice 9
Procédons par récurrence sur n € N\ {0}.

e Lerésultat est évident pour f; car P, admet un nombre fini de zéros.
e Soit n € N\ {0}. Alors, avec des notations évidentes,

n
fanr(x)= €&t (Pn+1(x) +Zpk(x)er(JC)_QM(X)) .

k=1

Si f,,,1 admet une infinité de zéros, alors x — P, ;(x)+ Z Pi(x)e@(¥)-Qun(®) qussi. Quitte a appliquer le

=1
théoréme de Rolle suffisamment, la dérivée d’ordre 1+ deg P, de cette fonction admet une infinité de
zéros : contradiction d’apres ’hypothese de récurrence.

Exercice 10

Raisonnons par I'absurde en supposant que f s’annule au moins quatre fois. En raisonnant sur chacun
des trois intervalles délimités par deux de ces zéros consécutifs, on obtient par le théoreme de Rolle, que
f’ s’annule trois fois. En recommencant sur les intervalles délimités par les zéros de f’, on obtient que
f” s’annule deux fois. Or, f*: x — n(n—1)x"? admet un seul zéro : contradiction.

Exercice 11

Montrons par récurrence sur k € [0, n] qu’il existe x € [a, b[ tel que f¥)(x)=

e Pour k =0, il suffit de prendre a.

e Soit k €[0,n—1] et x €[a, b tel que f¥)(x)=0. Comme f* est dérivable sur [x, b] et nulle en x et b,
le théoreme de Rolle entraine I'existence d’'un zéro de f** et donc la propriété au rang k + 1.

La propriété au rang n correspond a la propriété de 'énoncé.

Exercice 12

Supposons sans perte de généralité que f(a)> 0 et donc f’(a) < 0. Par définition de f’(a), il existe x; €
10, a[ tel que f(xy)> f(a) (sinon la limite f’(a) serait positive). Par ailleurs, f atteint son maximum sur le
segment [0, a] (car continue) en un point ¢ autre que 0 et a. En ce point la dérivée est nulle.

370



Corrigés

Exercice 13

Rappelons que I'équation de la tangente en ¢ € [a, b]est y = f’(c)(x —c)+ f(c).

Fixons x ¢ [a, b]; la tangente en ¢ passe par le point (x,0) si, et seulement si, f'(c)(x —c)+ f(c)=0, soit
encore g’(c)=0 pour la fonction g : t — %

Or, d’apres les hypotheéses de I'énoncé, g est dérivable sur [a, b] et g(a)=g(b) =0 : le théoreme de Rolle
assure |'existence d'un zéro de g’.

Exercice 14

Supposons sans perte de généralité que f’(a)> 0 doncil existe x, € [a, b] tel que f(xy) > f(a)=0. Comme
f'(b) > 0, il existe x; € [xy, b] tel que f(x;) < f(b) = 0. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires
appliqué a f surle segment [ xy, x; ], il existe ¢, €]xy, x;[ tel que f(c,) = 0. Pour conclure, il suffit d’appliquer
le théoreme de Rolle sur [a, c,] et [c,, b].

Lintroduction des réels x; et x; est nécessaire pour ce raisonnement car les hypothéses f’(a) > 0 et
f’(b)> 0 ne garantissent pas la croissance de f aux voisinages de a et b.

Exercice 15
1. Pour tout i, dans le calcul de P(a;) tous les termes de la somme d’indice différents de i s’annulent

P(a;) =2f(dk)l_[ Z;:Zé

2. La quantité WTM est non nulle donc I'équation f(x)—P(x)

solution pour A.

3. Par construction, g s'annule n + 1 fois en a;,..., a,, d’apres la premiere question et en x d’apres la
deuxiéme. En itérant le théoréme de Rolle, g s’annule en un & € [a, b]. Par ailleurs, P est de degré au
plus n—1 donc P = 0. Ainsi

— AE=)-xma,) _“1)','1‘!("_“") =0 admet bien une

0=g"(&)=f"(E)-A,
c'est-a-dire A= f(M(&).
En reportant dans la condition g(x) =0, on obtient
_(x—ay)...(x—a,)
a n!

f(x)—P(x) FE).

371



Mathématiques MPSI

Corrigés des exercices d’approfondissement
du chapitre 8

Exercice A

Par hypothese, il existe des suites (x,,), et (y,), a valeurs dans I et de limite a telles que, pour tout n,
f(x,) > g(x,) et f(y,) < g(y,). Entre a et ces points le taux d’accroissement de i s’exprime comme le
taux d’accroissement de f ou de g. Plus précisément, pour tout 7,

h(x,)—h(a) _ f(x.)—f(a)

f'(a)
X,—a X,—a
hyn)=hia) _ gln)=8@) _, v )
Yn—a Xp—a

Or, la fonction & est dérivable en a donc ces limites sont h’(a). Ainsi, f'(a)= h'(a) = g'(a).

Exercice B

1. Soit F la primitive de ¢ — e’* nulle en 0. Comme F est dérivable a dérivée strictement positive, F est
une bijection de classe 6 de R dans F(R) de réciproque de classe 6.
Déterminons F(R). Pour tout x >0,

F(x)=J etzdtzf 1dt = x,
0 0

d’ou l+imF =+00. De méme, pour x <0,
oo

X 0 —57
F(X)=J e‘Zdtz—f etzdts—f 1dt =x,
0 —¢ 0

d’ot1lim F =—o0. Comme F est continue, F(R)=R.
—00
Ainsi, pour tout x € R, 1 + F(x) € R admet un unique antécédent par F que I'on note ¢(x).
2. Avec les notations de la question précédente, ¢ : x — F~1(1 + F(x)). Comme F et F~! sont de classe
%1, p est, par composition, de classe 6.

Exercice C
Commencons par remarquer que pour tous x et y €R, f(x)— f(y) < (x—y) et f(y)— f(x) < (y — x)?
d’ou

IF ()= f)I<(y—x),

et par conséquent, si y # x,
f)=fx)
y—x
En faisant tendre y vers x, on en déduit que f est dérivable en x et que f’(x)=0. Ainsi, f est dérivable
sur R a dérivée nulle donc constante.

<|ly—x|.

Réciproquement, les fonctions constantes sont solutions.
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Exercice D
1. Pourtoutn €N,

f(yn)_f(a) Yn—a +f(a)_f(xn) a—Xxp

Yn—a Yn—Xn a—Xxp Yn—Xn

U, =

Yo—a a—x,
Or, e 0et e > 0et
Yp—a a—x,

Yn—Xn Yn—Xn

=1.

Ainsi, le réel u,, est une combinaison linéaire convexe de ! (y)’}):fm etde L (“a):£(x"] donc se situe entre ces
n

deux réels. En passant a la limite, on obtient par encadrement que lim u,, = f’(a).

2. Si f de classe 6! sur un voisinage I de a, alors les suites (x,,), et (y,), sont a valeurs dans I & partir
d’un certain rang N. Pour tout n > N, le théoreme des accroissements finis assure |'existence de z,, entre
x, et y, tel que

F)—F(x2)=f(20) (Y0 — %),

c’est-a-dire u, = f’(z,). Comme, par encadrement, la suite (z,,), converge vers a et que f’ est continue
sur le voisinage I, on en déduit que lim u,, = f’(a).
3. Pour illustrer les différents comportements asymptotiques possibles, considérons pour tout a > 1 la
fonction . .

fa:x'_){ x%sin ¢ s%xyéO,
0 sinon.

Les fonctions f, sont continues sur R, dérivables en 0 pour a > 1 et

x—0 x—0 x—0

Posons, pour tout n € N\ {0}, x,, = ﬁ ety,= m Les suites (x,,), et (y,), convergent vers 0 et, apres

calculs,
— 2 a
B Flon) 441 '
Vn— Xn (4n+1)r
Ainsi,
* sia>2,limu, =0= f/(0) (dans ce cas la fonction f, est de classe 6*);

o sia=2,limu, =—2 # f/(0);

e sia€]l, 2], limu, =—o0.

Exercice E

La condition entraine que ¢ : x — f(x)— x f’(c) est injective. Comme elle est par ailleurs continue sur
R, elle est strictement monotone. Comme elle est dérivable, ¢’ : x — f’(x)— f’(c) est de signe constant.
Ainsi, ¢ est un extremum de f” ce qui entraine f”(c)=0.

Exercice F

Supposons que la limite a est strictement positive. Alors, il existe 1 > 0 tel que pour tout x €]0, 1] x f(x) >
2. D’apres la formule des accroissements finis, pour tout x €0, g], il existe ¢ €[x,2x] tel que

f@x)—fx)=xfe)=z Zefle)> x> 7.
Or, Lig(l)(f(Zx)—f(x)) =0: contradiction.

En procédant de méme pour a < 0, on finit par obtenir @ =0.
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Corrigés des problemes du chapitre 8

Probleme 1
Partie A - Fonctions BV

1. Une fonction g croissante se décompose comme g + 0 et x — 0 est décroissante donc g est BV. De
méme une fonction s décroissante se décompose 0+ h donc est BV.

2. Comme une somme de fonctions croissantes (respectivement décroissantes) est croissante (respec-
tivement décroissante), une décomposition de la somme de fonctions BV s’obtient en regroupant les
composantes croissantes des différentes décompositions d'une part et les composantes décroissantes
d’autre part : une somme de fonctions BV est BV.

3. Remarquons que f(b)—f(a)=(g(b)—g(a))+(h(b)—h(a)); dans la somme le premier terme est positif
(par croissance de g), le second négatif (par décroissance de h). Ainsi,

g(b)—g(a)z f(b)— f(a)= h(b)— h(a).

4. Soit f une fonction BV, g et h des fonctions croissante et décroissante respectivement telles que f =
g+ h.Pour tout x €[a, b]

f(x)< fla)+g(x)—g(a)
f(x)= f(a)+ h(x)—h(a)

Ainsi, f est bornée sur le segment [a, b].

5. a. C’est simplement le théoréme de la limite monotone.

b. Le résultat ci-dessus est également vrai pour les fonctions décroissantes. Par conséquent, une fonc-
tion BV, en tant que somme de fonctions monotones, admet des limites finies a gauche et a droite en tout
point intérieur a son intervalle de définition.

6. Posons §:x— g(x—T|x/T))+|x/T)(g(T)—g0)eth=f—§&.

> Remarquons que | x/T | est constante sur un intervalle de la forme [k T,(k + 1) T[ donc la croissance de
g entraine la croissance de g sur ces intervalles. Par ailleurs, si x €[k T,(k+1)T[et y €[(k+1)T,(k+2)T|,

8(y)—g(x)=g(y —T(k+1))+(k+1)(g(T)—g(0))—g(x—Tk)—k(g(T)—g(0))
=(g(T)—g(0)—(g(x—Tk)—g(y—T(k+1))=0

par croissance de g. En recollant les morceaux, on obtient que g est croissante.
> Comme fjjo, 7} = g + h, on obtient que

fi:x— h(x—T|x/T)+|x/TI(h(T)— h(0))

(a)+g(b)—g(a)

< f(a)+g(b)
> f(a)+ h(b)— h(a).

fla
f(

et on montre comme précédemment que cette fonction est décroissante.
En conclusion, f est BV.

Partie B - Variations d’une fonction

1. Pour toute subdivision xy =a < x; <...< xy = b, 'inégalité triangulaire entraine

Z|(f+g x)=(f +8) xk1|<Z|ka) e 1)|+Z|gxk glxe)|

<VI(N)+V(g)

En conclusion, la fonction g + & est a variations bornées sur [a, b] (car la borne supérieure des sommes
sur toutes les subdivisions est majorée par V.*(f)+ V' (g)).
2. Il suffit de considérer la subdivision élémentaire a deux points : xy =a, x; = b.
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3. > A toute subdivision x; = a < x; <... < Xy = b, associons la subdivision
Xo=a<x<..<x;<c<xj<..<xy=b.

En séparant la somme en deux

N J
D 1) = f )l = D1 F o) = f ()l +1F () — f x,|+Z|ka Fle)l
k=1 k=1

k=j+1

sZ|f(xk)—f(xk_1)|+|f(x,~+1) FeN+If(e x,)|+2|f %)= f (%)
k=1

k=j+1
<V + VL.

Ainsi, V2(f) < V() + VA(f).
> Soit & > 0, il existe une partition x, =a < ... < xy = ¢ et une partition xy =c <...< x,, = b telles que

N
DI — )l = VA -

k=1

f ()= Fxia)| 2 V() —e

k=N

Par conséquent,
n

DI ) = Fxa)l 2 V) + VE(F) —2e.

k=1
En conclusion, V?(f) > V¢(f)+ VP(f)—2e. Comme ce résultat est valide pour tout & > 0, on obtient
Iinégalité V(f)> V.¢(f)+ V.P(f) doncI'égalité.
4. Il suffit de discuter selon I'ordre relatif de a, b ou c. Par exemple, si a < b < ¢, on utilise le résultat de
la question précédente pour obtenir

V)=V + VIS

On passe alors le terme V¢ (f) de I'autre coté de I'égalité et on utilise V,°(f) =—V.*(f) pour obtenir I'éga-
lité recherchée.
On procede de méme dans les autres cas.

Partie C - Caractérisation

1. Soit g croissante. Pour toute subdivision xp=a < x; <...<xy =Db,

N

N
D lg () — gl = > (8(x) — glxkn)) = g(b)—g(a).
k=1

k=1

Ainsi, g est a variations bornées sur le segment [a, b] et Vab (g)=g(b)—g(a).
2. Ceci est une simple conséquence de la question précédente et de la question B1.
3. a. Soit x < y. D’apres la question B4,

g(x)=f(x)+ V()= V) (f)
<fX)+V) (=)= Fy)
car V()= f(x)— f(y) d’apres la question B2. Ainsi, 2g(x) < 2g(y).
La fonction g est croissante.

b. Posons de méme h : x — %(f(x)— VX(f)). On montre que h est décroissante puis que f = g+ h. En
conclusion, f est BV.
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Partie D - Fonctions de classe 6!

1. Soit x < y. Alors, par inégalité sur l'intégrale,

y
f f'(r)de

2. Pour toute subdivision xp=a < x; <...< xy =b,

If(y)=f(x)=

y
SJ If'(t)de.

Xk

N
D 1) = F )l < f F(0)ldt
k=1

x‘;l
sf If/(0)ldt

. . . .. . b
en utilisantlarelation de Chasles. Ainsi, toutes les sommes sur les subdivisions sont majorées par f B |f'(¢)dt.

. S . b
Par conséquent, f est a variations bornées sur [a, b] et Vab(f) < fa |f/(2)|dt.
3. a. Comme f est de classe 6! sur I, f’ est continue sur le segment [a, b] C I. D’aprés le théoreme de
Heine, f” est uniformément continue sur ce segment; il existe ) > 0 tel que

Vx,y€la,b],  |x—yl<n=If(x)-f(yl<e.
Pour obtenir le résultat désiré, il suffit de considérer une subdivision xo=a < x; <...< xy = b telle que
Vkelll»N]]’ |xk_xk—l|gn'

b. Il suffit d’appliquer I'égalité des accroissements finis & f entre x;_, et x; car f est de classe 6! sur ce
segment.
c. Remarquons tout d’abord que

f (O =1f (ee)de

k—1

f L@l de = f"(ei)l(xe — Xx-1)

k—1

sf I/ @1=1f"(eollde

k—1

SJ If'(6)— f(ci )l dt

k-1
< E(Xk - xk,l).
Ainsi,
Xk

|f () = f(x)l = f If'(£)ldt —e(x — x1).

Xk—1

soit, en additionnant,
b

N
V22 D I ()= F )l zJ f/(1)ldt—(b—a).
k=1 a

4. D’apres les questions 2 et 3, Vab(f) = f; |f/(t)de.
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Partie E - Un contre-exemple dérivable

1. > Lafonction f est de classe ¢ *° sur R* comme produit et composée de fonctions de classe ¢ *°.
> La limite de x?sin 2 est nulle en 0 (produit d'une fonction de limite nulle et d’'une fonction bornée)
donc f est continue en 0.
> Le taux d’accroissement de f entre 0 et x vaut x sin - et salimite est nulle en 0 avec le méme argument
que ci-dessus. Ainsi, f est dérivable en 0.
2. On a déja justifié que f’ est continue sur R*. Par ailleurs, pour tout x # 0,
, 12 1
f'(x)=2xsin i cos ek

On remarque que f”( ‘/len) =—2+/2n1 — —oo donc f’ n'est pas continue en 0 (d’apres la caractérisation

séquentielle de limite).
3. Considérons une subdivision contenant les points suivants

1 1

Xon , Xon+l = = /—
2nm vV zt2nm

pour n entre 1 et N. Alors,

2N N N
D)= Ol 2 D 1 ()= f Gzl = D 5
k=1 k=1 =1

La somme harmonique (a droite) diverge lorsque N — oo :I'ensemble des sommes sur les substitutions
n’est donc pas majoré, c’est-a-dire la fonction f n’est pas a variations bornées sur le segment [—1, 1].

4. D’apres la partie D, f est a variations bornées sur tout segment ne contenant pas 0 car de classe 6.
En revanche, sur tout segment contenant 0, on peut procéder comme a la question précédente : f n'est
pas a variations bornées.

Probléme 2

1. Soit y,z € J, tel que y < z. Par définition de z, 'inégalité est vérifiée pour tout x € [a, z] donc tout
élément de [y, z] appartient a J,. La partie J, est connexe dans R donc un intervalle.
2. a € J, puisque I'inégalité s’écrit pour x = a comme 0 < 0.
3. Soit (u,), suite de J, de limite c. Pour tout 7,
1
|f(un)—fla) < g(u,)—gla)+e(u, —a)+e o

kel
X <tp

1
Sg(un)—g(a)+e(un—a)+£z >
kel
Xk<E

Passons a la limite en 7 en utilisant la continuité de f et g,

1

f(e)— fla) < glc)—gla)+e(c—a)+e > -

kel
X <c

Ainsi, 'inégalité est vérifiée en c et sur la réunion de [a, u,,] donc sur [a, c] : en conclusion, ¢ € J,.
4. a. Linégalité est une simple conséquence de la continuité de f en c.
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Par inégalité triangulaire, pour les x vérifiant I'inégalité précédente

|f(x)=fla)l <|f(c)—=fla)l+|f(x)—f(c)l

1 1
Sg(c)—g(a)+s(c—a)+g§ TREPT

1
Sg(x)—g(a)+£(x—a)+5§ 5%

kel
xp<c

1
<g(x)—gla)+e(x—a)+e ». =
kel
X <x

On contredit la définition de ¢ comme borne supérieure de J,.
b. Soit u € C de module au plus 1 tel que f;(c) = ugj(c). La fonction ¢ : x — f(x)—ug(x) est a dérivée
nulle a droite en ¢ donc il existe 1 > 0 tel que, pour tout x €]c, ¢ + 1,
lp(x)—p(c) < elx—cl.
Ainsi,
|f(x)—fle)l <lu(g(x)—glc))l +elx—cl < g(x)—glc)+e(x—c).

Par inégalité triangulaire, pour les x vérifiant 'inégalité précédente
If(x)=fla) <|f(c)=fla)l +1f(x)—flc)l

Sg(c)—g(a)+s(c—a)+ez Zik +g(x)—glc)+e(x—c)

kel
xp<c

1
Sg(x)—g(a)+s(x—a)+gz =

kel
Xp<c

<g(x)—gla)+e(x—a)+e

kel
Xp<x

2_](:.

On contredit la définition de ¢ comme borne supérieure de J,.
5. D’apres la question 4, ¢ = b et donc, d’apres la question 3, b € J.. D’out

1B f@l<g(b)~gla)+e(b—a)te Y -

kel
X <b
En faisant tendre € — 0, on obtient que

|f(b)—f(a)l < g(b)—g(a).

Probleme 3
Partie A - Distance a Z

1. La périodicité et la parité se déduisent des propriétés suivantes de la partie entiere :

—x|—1 six¢Z

[x+1]=|x]+1, [—sz{ —|x]  sinon.

Pour montrer que g est continue sur R, on vérifie simplement que g est continue sur [—%, %] et que
1 1 1
g(=3)=8(3)=73.
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2. Un point (x, y) appartient a la courbe représentative de g, si, et seulement si, (2" x,2" y) appartient a
la courbe représentative de g. Par conséquent, la courbe représentative de g,, se déduit de celle de g par
une homothétie de centre O et de rapport Zl

Pour le graphique, il suffit de remarquer que g coincide avec 'identité sur [0, %].

3. g est clairement 1-lipschitzienne sur les intervalles de la forme [k, k + %] et [k+ %, k + 1] (car affine
de pente 1 ou —1). Pour tous x < y € R, il suffit de subdiviser l'intervalle [x, y] aux points entiers ou
demi-entiers x =ay < a; <...<ay_; < ay =y et d’appliquer 'inégalité triangulaire :

N—-1 N-1
18(x)—g (1) < D Iglar)— glar)l < D (ax —arn) =y —x.
k=0 k=0

D’ou g (et de maniére évidente g,,) est 1-lipschitzienne sur R.

Pourtoutk€Z,Six,y € [2%, % ], alors 2" x et 2" y sont tous les deux dans l'intervalle [0, %] oudansl'in-

tervalle [}, 1]. Or, g est affine de pente %1 sur ces intervalles. Donc g, est affine sur l'intervalle [2%, 243

de pente 1.

Partie B - Fonction de Takagi

oo

1. a. La suite (f;,(x)),s0 est croissante et majorée par »_ 27F =1 (car g est bornée par %) donc conver-
k=1

gente.

b. On déduit le résultat pour f,, (puis pour f en passant a la limite) des propriétés correspondantes
pour g.
c. Pourtoutp >n,
P . P
)= ful = f(0)=fulx)= D p8@F0)< 5 > oo <

1 1
—<—.
n n

k=n k=n 2 2

N~
DN | =

D’ou le résultat en passant a la limite en p.
Pour tous x, y €R tels que [x — y| < %,

[f() = FWN = f (%)= Full + 1 fu(x) = LD+ fu(y) = F(2)
1 n+1 1 n+3

<—+ ==

2n 2n 2n 2n

’

n n

car | f,,(x)— (¥ < D Ige(x)— g (W) < D lx—yI < ”2—*,]1 (puisque les fonctions g; sont 1-lipschitziennes).
k=0 k=0

d. Pour tout & > 0, il existe n € N tel que %t < ¢ (car lim %! = 0). En posant ) = o, on retrouve la

propriété d’'uniforme continuité de f sur R.
2. a. Pour tout n €N, avec la propriété d’encadrement de I'énoncé,

A = lp = o (12.2"*" x]—2]2"*' x]) > 0,
by —b, = ST (12.2"" x]—2[2"* x| —1) <0,
1
b,—a,=

on+l’

D’ou le caractere adjacent de ces suites (a,,), et (b,),. Leur limite commune est x.

b. Pour avoir f(a,) = f,(a,) et f(b,) = f.(b,), il suffit de remarquer que g,(a,) = g,(b,) = 0 pour tout
p>n.

c. D’apres les remarques de la partie A, f,, est affine sur [a,,, b, ].

Or, [an+1’ bn+1] - [anr bn] d’ou

fn(bn+l)_fn(an+l) — fn(bn)_fn(an)

bn+l_an+1 bn —ay
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d. Pourtout n €N,

_ fn+1(bn+1)_fn+l(an+1) _ fn(bn)_fn(an)

An+1 _An - bn+1 —anpn bn_an
_ Jor1(bp1) = fusr(@n1) = fu(Bpin) + ful@ns)
bn+1 —Aapt1
_ 8nr1(bni1)—8ni1(a@np1)
B bn+1 —Aap
2n+112n+2xl+2n+1 2n+112n+2xl
:g( 2n+2 )_g( 2n+2 )
=1,

e. Si f estdérivable en x, alors on écrit

_ by—x f(b,))—f(x)  x—a, f(x)—f(a,)
A"_bn—a,, b,—x +bn—an x—a,

)

donc (A,), converge vers f’(x). Or, (A,), n'est pas convergente car elle n’est pas de Cauchy d’apres la
question précédente.

3. a. Pour tout p > 2n, f(x,) = f,(x,) et f(x) = f,(x). Or, f, est la somme de p fonctions affines sur
[x,x,] de pentes =1 dont p —n au moins (les g; pour k > n car [x, x,] C [2"2_:’“, zn_;#]) ont pour pente 1.
Par conséquent, f, est affine de pente positive et f,(x,)> f,(x).

b. Pardensité desnombres dyadiques dans R, f n’est décroissante sur aucun intervalle de R. Par parité, f
n’est monotone sur aucun intervalle.

Partie C - Fonction de Takagi-Landsberg de parameétre ;

1. Il suffit d’appliquer la Partie B.

2. Lerésultat s’obtient par simple vérification.

3. Posons ¢ = h—p. D’apres les questions précédentes, on a ¢(x) = ;¢(2x) pour tout x € [0, 3] et ¢
s’annule sur Z. Montrons, par récurrence sur n > 1, la propriété 2, :" (p(ﬁ,,) =0pourtoutkez".

* %, estvraie d’apres la remarque précédente.

e Soit n > 0. Supposons &, vraie et montrons &, ;. Avec la parité et la périodicité, il suffit de considérer
ke[0,2"], p(£)=1¢(55)=0d’ol1 le résultat.

La fonction ¢ est nulle sur les nombres dyadiques (qui forment un ensemble dense dans R) et est conti-
nue donc est identiquement nulle sur R.
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Chapitre 9

Etudes locales et
asymptotiques

1. Relations de comparaison — 2. Développements limités —
3. Applications

Objectifs et compétences du programme

* Exprimer le comportement asymptotique d'une suite avec les relations
de comparaison.

* Exprimer le comportement local ou asymptotique d'une fonction avec les
relations de comparaison.

» Connaitre les développements limités de références.

* Calculer un développement limité a partir des propriétés opératoires.

Brook Taylor, mathématicien britannique (1685-1731)

Il a laissé son nom aux multiples formules de Taylor (qui lui sont par-
fois abusivement attribuées). On trouve la premiére trace de cette for-
mule dans I'ouvrage Methodus Incrementorum Directa et Inversa (1715)
méme si son importance est longtemps restée incomprise (essentielle-
ment jusqu’a Lagrange). Dans ce méme livre apparait la formule d’in-
tégration par parties et quelques autres éléments de calcul différentiel
devenus classiques.

I1a également rédigé un second livre Linear Perspective etlancé des défis
aux mathématiciens du continent (notamment les Bernoulli) qui ont
permis de faire avancer les mathématiques.
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Pour lever les indéterminations dans les calculs de limites, il apparait nécessaire de savoir exprimer plus
précisément le comportement d’'une fonction au voisinage de +oo ou d’'un réel. Un outil efficace pour
cela est celui de développement limité. A partir de développements de références (souvent obtenus par
la formule de Taylor-Young), on peut calculer ceux de nombreuses fonctions.

1. Relations de comparaison

1.1. Relations de comparaison pour les suites (rappels)

Rappelons la définition des relations de comparaison pour les suites que 'on cherche a étendre aux fonc-
tions.

Définition 9.1.

Soit (u,), et (v,), deux suites ne s’annulant pas a partir d’un certain rang.
> La suite (u,,),, est dominée par (v,,), si la suite (Z—:)n est bornée. On note u,, = O(v,,).

> La suite (u,), est négligeable devant (v,,),, si la suite (‘L‘,—)n est de limite nulle. On note u,, = o(v,,).
> La suite (u,), est équivalente a (v,), si la suite (ﬁ—)n est de limite 1. On note u, ~ v,.

Ces définitions s’étendent en s’affranchissant de '’hypothése de non annulation et les propriétés de mani-
pulations ont déja été énoncées au chapitre 6.

Voici un exemple de manipulation un peu plus élaborée pour obtenir un développement asymptotique
et non plus seulement un équivalent.

Notons, pour tout n € N, x,, I'unique réel de ] — 7 + nn, 5 + nn| tel que tanx, = x,, (son exis-
tence découle directement de 1'étude de la fonction x — tan x — x). Etudions le comportement
asymptotique de la suite (x,),,.

> Remarquons tout d’abord que, par définition, —% + nn < x,, < 5 + nn donc x,, ~ nr par le
lemme d’encadrement (apres avoir divisé par nr).

> Posons, pour tout n, y, = x, — n7n. Alors, en remplagant dans la relation de x,, tany, =
nw+y, et y, €| —%,%[ donc tany, — +00 et par suite (avec la limite de arctan en +00),
¥n = (arctan(tan y,) — 7.

> Posons, pour tout 1, z, = x,, — hm — 5. Alors, en remplagant a nouveau dans la relation de x,,,
tan(z, + 5)=nm+ 5 + z, soit encore

=nn+7%+z,.
tanz,

Comme z, — 0, tan z,, ~ z,, et donc en passant a I'inverse

1

Zy N -
nn+5+2z,

D'oll 2, ~—= soit z, =—-= +o(1).
) . . _ T 1 1
En remplagant dans I'expression de x,,, on obtient x,, = nw+  — ;- + o(1).
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Chapitre 9 - Etudes locales et asymptotiques

Conseils méthodologiques

Pour obtenir un développement asymptotique d'une suite (u,),, dont on connait un équivalent
simple, on cherche un équivalent de la suite (v,), définie comme la différence de u,, a cet équi-
valent (et on exploite que v,, est négligeable par rapport a cet équivalent).

Désormais on souhaite pouvoir généraliser ce procédé pour étudier des fonctions au voisinage d'un réel
ou de £00. Remarquons que cela permettra notamment de revenir sur les suites de la forme (f(n)), ou
f :R—Restdonnée.

1.2. Relations de comparaison pour les fonctions

Précisons les relations de comparaison pour les fonctions. On commencera par le cas ol les fonctions
ne s’annulent pas qui permet de comprendre intuitivement les différentes notions puis on traitera le cas
général en éliminant cette hypothése surnuméraire.

Définition 9.2.

Soit f, g: I —» R et a € RU{£o0} une borne ou un point de I'intervalle I. On suppose que g ne
s’annule pas sur un voisinage de a.

> La fonction g domine f en a si la fonction quotient !

g
> La fonction f est négligeable par rapport a g en a si la fonction quotient g tend vers 0 en a.

est bornée au voisinage de a.

> Les fonctions f et g sont équivalentes en a si la fonction quotient é tend vers 1 en a.

En s’affranchissant de ’hypothése sur g, on obtient les définitions completes suivantes en a € R.

Définition 9.3.

Soit f, g: I — R et a €R une borne ou un point de I'intervalle I.
> La fonction g domine f en a si

3C >0, In>0, VxeInla—n,a+n|, [f(x) < Clg(x)l.
On note f(x)j O(g(x)).
> La fonction f est négligeable par rapport a g en a si
Ve>0, In>0, Vxelnla—n,a+n], |f(x) < elg(x).
On note f(x)j o(g(x)).
> Les fonctions f et g sont équivalentes en a si f(x)—g(x) = o(g(x)) ou de maniere équivalente

f(x)=g(x)+o(g(x))

On note f(x) ~ g(x).

On peut, bien entendu, définir ces relations avec des phrases quantifiées en +co.

Exemple
Soit ¢ # 0. Traduisons les relations de comparaison d'une fonction f avec la fonction constante
égale a c.
> f(x)= O(c) si, et seulement si, f est bornée au voisinage de a.
a

> f(x) = o(c) si, et seulement si, f tend vers 0 en a.
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> f(x)~ c si, et seulement si, f tend vers ¢ en a.

On remarque en particulier qu'il est équivalent de dire f(x) = O(c) ou f(x)= O(1), f(x)= o(c)
a a a

ou f(x) = o(1) mais que les propositions f(x) ~cet f(x) ~ 1 sont bien différentes pour ¢ # 1.

Plus généralement, on obtient les résultats suivants sur les limites dans les relations de comparaison.

Proposition 9.4.

Soit f, g : I — R et a une borne ou un point de I'intervalle I ou g admet une limite finie £.
>Si f(x) = O(g(x)), alors f est bornée au voisinage de a.

> Si f(x)j o(g(x)), alors f tend vers 0 en a.
> Si f(x);g(x), alors f tend vers £ en a.
Remarque

Soit f, g : I — R et a une borne ou un point de I'intervalle I ou f et g admettent la méme limite finie
£ #0. Alors, g tend vers f—f =1len Adonc f(x)~ g(x).
a

Cette réciproque est en revanche fausse en général pour £ =0, { =+00 ou { =—00.

On peut étendre toutes les propriétés opératoires étudiées pour les suites (avec des démonstrations ana-
logues). En voici une par exemple.

Proposition 9.5.

Soit f, f g, & : 1 — R et aune borne ou un point de I'intervalle I. Supposons que f(x)~ f(x) et
a

g(x)~ g(x). Alors, f(x)g(x)~ f(x)g(x) et 715~ 75

Remarque
Précisons deux usages afin d’éviter des erreurs de manipulations.

> Il n'y a pas de regle générale indiquant une composition des équivalents : il convient de justifier soi-
gneusement lorsque I'on peut le faire.

> Un équivalent indiquant un «ordre de grandeur », il est inutile d’écrire des équivalents a plusieurs
termes dont certains sont négligeables par rapport aux autres.

1.3. Exemples

La définition de dérivée en a donne immédiatement le résultat suivant.

Proposition 9.6.

Soit f:I—Retaecl ol f estdérivable avec f’(a)#0. Alors,
fx)=fla)~ fa)x—a).
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Exemple

Ainsi, pour tout ¢ €R,

sin(x)?; X, (1+x)"—1;ax, ex—l?;x.

On peut aussi utiliser ces équivalents pour les suites par caractérisation séquentielle des limites :
par exemple, si la suite (u,,),, converge vers 0 sans s’annuler a partir d'un certain rang, alors

1+ uw,)*—1~au,.

On peut désormais réécrire les propriétés de croissances comparées avec la relation de négligeabilité.

Proposition 9.7. Croissances comparées

Pour tout r > 0,
;

lnx;o o(x"), x" = o(e®).
—_ —r
lnxgo(x ).

e’ = o(lx|™").
—0Q

Exemple
Soit f, g : I — R et a une borne ou de I'intervalle I telles que f(x) ~ g(x) et f(x)— 400 lorsque
x — a. Alors In(f(x)) ~In(g(x)).
En effet, sur un voisinage de a, f et g sont a valeurs strictement positives (car de limite +oco.
Ainsi,
_ flx) _
In(f(x))=In(g(x))+In o) a In(g(x))+o(1).

Comme In(f(x)) — +00, on obtient 'équivalent annoncé.

2. Développements limités
2.1. Définitions

\6/ Définition 9.8.

= Une fonction f admet un développement limité (en abrégé DL) a I'ordre 7 en un point a@ de son
domaine de définition s'il existe des réels ay, ..., a, tels que

f0)=Y alx—a) +o((x—a),
k=0
ou, de maniere équivalente,
n
— k n
f(a+h)3;akh +o(h").

La partie réguliere de ce développement limité est le polynéme

Zak(X—a)k.
k=0
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Intrinséquement, un développement limité est une approximation de la fonction au voisinage du point
et 'ordre de celui-ci indique la précision de I'approximation.

Voici par exemple, les courbes représentatives de la fonction sin et des parties régulieres de ses dévelop-
pements limités en 0 d’ordres 1, 3 et 5.

\
\ ordre 3

‘ordre 1 )

Conseils méthodologiques

Pour ne pas commettre d’erreur, il convient de conserver 1'ordre d’écriture du développement
limité du terme le plus important vers le terme le plus petit (pour la relation de négligeabilité) et
de ne pas développer abusivement les termes (x —a)* lors d’'un développement en a sous peine
de perdre cette progression en précision dans la lecture du DL. Par exemple, 1'écriture suivante
est pertinente

f(x)=1+2(x—a) +o((x—a)),

alors que celle-ci ne 'est pas

flx)=1 +2a*—4ax+2x*+o((x—a)).

La partie réguliére d'un développement limité est unique. J

Démonstration
Quitte a translater, effectuons la démonstration en 0.

S’il existe P et Q, polyndmes de degré au plus n tels que P(x) = Q(x)+o(x™), alors W

— 0 quand

x — 0 ce qui n'est possible que si P—Q =0. [ ]

Remarque

Une fonction f admet un développement limité a 'ordre 0 (respectivement 1) en a si, et seulement si,
elle est continue (respectivement dérivable) en a.

Remarque

Si f admet un développement limité a 'ordre 7 en a, alors f admet un développement limité a I’ordre
p en a pour tout p < n et la partie réguliere est obtenue en tronquant la somme a I'exposant p (car pour
tout k> p, (x —a)* = o((x —a)P)).

a

Par exemple, si f(x) = 1+2x+3x%+4x%+o(x?), alors f(x) = 14+2x+3x%+o(x?).

En particulier, sil’on dispose déja d'un développement limité a I’ordre p et que I'on cherche un dévelop-
pement limité a 'ordre n, il faut déterminer les éventuels coefficients d’indice entre p + 1 et n.

386



Chapitre 9 - Etudes locales et asymptotiques

Exemple

Considérons la fonction f : x — X7,

> Elle admet un développement limité en 0 a 'ordre 3 puisque f(x) = o(x3).

> Montrons par I'absurde que f n’admet pas de développement limité en 0 d’ordre 4; en effet,
si f admettait un DL d’ordre 4 en 0, il serait de la forme f(x) = ax*+ o(x*) car la troncature

de la partie réguliere a I'ordre 3 est nulle. Par conséquent, on aurait % — a quand x — 0. Or,
1

3 =l P . P
x— <; =x3 n‘admet pas de limite finie en 0 : contradiction.

Proposition 9.10.

Si f admet un développement limité en 0 et que f est paire (respectivement impaire), alors la partie
réguliere du développement est paire (respectivement impaire).

Démonstration
Traitons le cas ol f est paire de développement limité
n
— k n
f(x)EZakx +o(x").
k=0
Alors,
n
f)=f=0)= > a1 5 +o(x").
k=0
Comparons : 'unicité de la partie réguliére entraine que a; =0 pour tout k impair. ]

Enfin, voici une derniére proposition essentielle car elle permet de se ramener a des développements
limités en 0 (et donc de limiter le nombre de développements usuels a retenir).

Proposition 9.11.

Une fonction f admet un développement limité a I'ordre n en a si, et seulement si, x — f(x +a)
admet un développement limité a I'ordre n en 0.

Conseils méthodologiques ‘

Tres souvent, on translate la fonction pour se ramener a I’étudier en 0 et pouvoir utiliser tous les
développements limités de reférence. Pour cela, on pose x = a + h et on remarque que lorsque x
est proche de a, h est proche de 0.

2.2. Formule de Taylor-Young

Proposition 9.12. Formule de Taylor-Young

- ~ < [Mla) k
Soit f une fonction de classe 6" sur I et a €. Alors, f(x)= >, - (x—a)+o((x—a)").
4k=0
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Démonstration
Montrons cette propriété par récurrence sur n € N\ {0}.

> La propriété est vraie pour n = 1 par définition de la dérivabilité en a.

> Soit n > 1 tel que la propriété soit vraie au rang n ; considérons f une fonction n +1 fois dérivable sur I.
Appliquons I'hypotheése de récurrence a f” et posons ¢ la fonction continue de limite nulle en a définie

par
1 / C f(k+1)(a) k
ex)=—— xX)—» —(x—a)" |.
(%) (x_a)n(f() ; o (x—a)
Intégrons cette relation entre a et x. Pour tout £ > 0, il existe 1 > 0 tel que
Vxel, |x—al<n = |e(x)<e.

Ainsi, pour tout x € I tel que |x —a|<n,

1 X
WJ e(t)(t—a)'de| <

d’ou1 le résultat. [ |

&
1

Remarque
D’apres cette démonstration, le résultat demeure vrai avec I’hypotheése plus faible d'une fonction f n fois
dérivable sur I.

Remarque
Avec davantage de connaissance de la formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre n—1, on peut obtenir
une preuve plus simple :

n (k) % _ 1 (n)
f(x)—zf (a)(x—d)kZJ( 1) f(” %(x—a)".

1
par k! (n—
Le second membre se réécrit f — 1"),1 (F(£)— f(a))dt. Fixons & > 0 et utilisons dorénavant la conti-
nuité de ") en a : il existe ) > 0 tel que
Vxel, |x—al<n = |f"x)-f"a)<e.

Ainsi, pour tout x € [ vérifianta <x <a+n,

f B e sy | e 2=

On conclut par encadrement que le terme de gauche est négligeable devant (x —a)”.

La formule de Taylor-Young donne directement I'existence de développement limité.

Une fonction de classe 6" en a admet un développement limité a I'ordre n en a.

Enrevanche, laréciproque est fausse : il existe des fonctions admettant un développement limité a I’ordre
n > 2 sans étre de classe 6".
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La fonction f définie par
0 six=0

Ssint  sinon

X

f:xH{

n’est pas de classe 6?2 en 0 et pourtant elle admet un développement limité d’ordre 2 en 0 car

f(0)=0(x?).

Les fonctions exp, cos et sin sont de classe ¢ °°. La formule de Taylor-Young en 0 appliquée a ces
fonctions donne

1
exp(x)= ka-i-o(x"),
k=0 "*
Sin(x)ziﬂx2k+l+o(x2n+2)
0 & (2k+1) ’
n
_ (_l)k 2k 2n+1
cos(x)zk:() k) x““+o(x ),

en utilisant les calculs suivants des dérivées niémes

n n
cos™: x — cos(x + nE), sin™ : x — sin(x + ng), exp™ : x — exp(x).

La fonction f : x — (1+ x)® est de classe 6 sur un voisinage de 0. Sa dérivée nieme est £V : x —
ala—1)...(a—n+1)(1+ x)*". Par conséquent, la formule de Taylor-Young s’écrit

(1+x)“§ 1+Z a(a_l)”'(a_kJrl)xk+o(x”).
=1

k!

Calculons le développement limité de tan en § en appliquant la formule de Taylor-Young. Com-
mengons par calculer les dérivées successives

tan’ =tan®+1
tan” = 2(tan®+1)tan
tan”’ = 6(tan® +1) tan® +2(tan®+1).

Ainsi, tan§ =1, tan’ § =2, tan” § =4 et tan” § =16 donc

1
tanx = —+
T, .
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Exemple

Soit f une fonction deux fois dérivable en x € I. Alors, pour tout & # 0 tel que |x —h, x + h[C I,

fx+h)+f(x—h)—2f(x) Flx+R) = f(x)=hf/(x)= 5 f(x)

i =f"(x)+ B
E=P—f)+hf(x)- L€
h2
h? h?
=+ B ) 4ot

d’apres la formule de Taylor-Young pour la fonction f deux fois dérivable, soit encore
+h)+ f(x—h)—2
lim LM+ =) =2f(x)

h—0 h?

f(x).

2.3. Manipulations

On sait donc obtenir des développements limités par la formule de Taylor-Young. Cette section permet
de voir comment utiliser quelques développements simples pour en obtenir d’autres.
Pour simplifier la rédaction des propriétés suivantes, on adopte la définition technique suivante.

Définition 9.14.

La troncature (en 0) a I'ordre p < n du polyndéme ZZ=0 a;X* est le polynome ZZ:O apX* qui ne
contient que les monémes de degré au plus p.

Proposition 9.15.

> Soit f, g deux fonctions admettant un développement limité a I'ordre n en a de parties régulieres P,
etQ, et AeR.

Alors, f + Ag admet un développement limité a I'ordre n en a de partie réguliere P, + 1Q,,.

> Soit f, g deux fonctions admettant un développement limité a I'ordre n en 0 de parties régulieres P,
et Q,.

Alors, f.g admet un développement limité a I'ordre n en 0 de partie réguliére la troncature a I'ordre
nde P,.Q,.

On fera attention que le résultat pour les produits est énoncé en 0 pour éviter les erreurs de troncature.

Démonstration
> On trouve directement en faisant la combinaison linéaire des développements limités :

(f +28)(x) = (P +AQu)(x) + 0o((x —a)").
On conclut par unicité de la partie réguliére.

> Ecrivons les développements limités sous la forme f(x)=P,(x)+ x"e(x) et g(x)=Q,(x)+ x"F(x)ou &
et 1 sont deux fonctions de limite nulle en 0. Alors,

F(x)g(x) =P, (x)Q,(x) + x" (P, (x)0(x) + Qp(x)e(x) + x" F(x)e(x)).
Or, x — P,(x)0(x)+ Q,(x)e(x)+ x"¥(x)e(x) est de limite nulle en 0. D’ol1 le résultat. [ |

Le résultat suivant décrit les calculs de développement limité par composition. On se place en 0 pour
simplifier I'énoncé (en pratique, on se ramenera toujours a I’étude en 0).
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Proposition 9.16.

Soit f, g deux fonctions admettant un développement limité a I'ordre n en 0 de parties réguliéres P,
et Q,. On suppose, de plus, que g(0)=0. Alors, f o g admet un développement limité a I'ordre n en
0 de partie réguliére la troncature a I'ordre n de P, 0Q,,.

Démonstration
Ecrivons, 2 nouveau, les développements limités de forme f(x)=P,(x)+x"e(x)et g(x)=Q,(x)+x"¥(x)
ol ¢ et 9 sont deux fonctions de limite nulle en 0. Alors, pour tout k € N, la formule du bin6me est

(g(x)* =(Qu(x)+ x"¥(x))*
=Qu(x)" +o(x").

Ainsi, P,(g(x))=P,(Q,(x))+ o(x™). On en déduit, en utilisant g(0) =0 (donc Q,,(0)=0),

°
fog(x)=P,(g(x))+g(x)"e(g(x))
an(Qn(x)HO(x").

Exemple

Calculons le développement limité a I'ordre 4 en 0 de la fonction composée x — €%, On
connait les développements limités en 0 de cos et exp; malheureusement cos(0) # 0 donc on
ne peut appliquer directement le résultat ci-dessus. On écrit donc

ecos(x) — e.ecos(x)—l
_1
=e.e ?

0

1
x24 57 x4 4o(x*)

1 1 1 1 2
=e.|1+ (—Ex2 + ﬂx“ + o(x“)) += (——xz +—x'+ o(x4)) + 0(x4)]

e e
=e——x2+—x*+o(x*).

0 2 6
Exemple

Soit f : R — R une fonction bijective de classe 62 telle que f(x) =@ x+ a;x?+o(x?) avec a; #0.

Alors, f~! est de classe 62 au voisinage de 0 (car f(0) # 0) donc admet un développement limité
alordre 2 en f(0) = 0. Notons f~!(x) = b, x + b, x% + o(x?). Déterminons ce développement en

écrivant que x = f o f~(x):
x=a (blx +b,x*+ o(xz)) +a, (blx +byx*+ o(xz))2 +0(x?)
=abix+(aby+ a,b?)x* + o(x?).

En utilisant 'unicité de la partie réguliere, b, = ail eth, = —%.
1
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Proposition 9.17.

Soit f une fonction admettant un développement limité a I'ordre n en 0 telle que f(0)#0.
Alors, % admet un développement limité a I'ordre n en 0.

Démonstration

Ecrivons 715 = 715 W et appliquons le résultat de composition précédemment établi aux fonctions

X % (qui s’annule en 0) et x — . u
Exemple

Calculons successivement les développements en 0 2 'ordre 5 de - et tan.
1 1

cos(x) 0 1—(1x2— L x4+ o0(x5))

1 1 1 1 2
=1+ (—xz— — x4 o(xs))+ (—xz— — x4 o(x5)) +0(x%)
0 2 24 2 24

1 5
=1+-x*+ —x"+o(x%);
0 2 24

d’oty, par produit,

1 1 1 5
tan(x) = (x — ng + mxs + 0(x5)) (1 + Exz + ﬂx‘l + 0(x5))

1 2
=x+-x>+—=x%+0(x?).
0 3 15

Proposition 9.18.

Soit f une fonction admettant un développement limité a I'ordre n en a de partie réguliere P,.

> Toute primitive F de f admet un développement limité a I'ordre n+ 1 en a de partie réguliere la
primitive de P, dont la valeur en a est F(a).

> Si f admet un développement limité a I'ordre n—1 en a, alors la partie réguliere de ce développe-
ment limité est P,.

Onnoterabien'asymétrie des deux résultats d’intégration et de dérivation (on connait d’autres tels résul-
tats : on peut par exemple intégrer une inégalité mais pas la dériver).

Démonstration
> Par définition du terme o((x —a)"), il existe, pour tout £ > 0, un voisinage de a tel que :
—g(x—a)" < f(x)—P,(x)<e(x—a)".

En intégrant ces inégalités, on obtient le résultat énoncé.
> Si f” admet un développement limité a 'ordre n — 1 en a de partie réguliére Q,,, alors d’apres le point
précédent P,(x)—P,(a)= f: Qy(t)dt et donc Q,(x) = P;(x).

|
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On peut appliquer ce résultat aux primitives de x — (14 x)* et aux fonctions associées, on obtient

n (_l)kﬂ i "
1n(1+x)§z xF+o(x"),

arctan(x) = x4 o(x212),
0 ; 2k+1

n
s _ (Zk)! 2k+1 2n+2

arcsm(x)ggmx +0(x )

Remarquons que tan(x) = o(1) et, par conséquent, que tan’(x) =1+ tan?(x) = 1+ o0(1).
Ainsi, en intégrant, tan(x) =x + o(x); par ailleurs, tan admet un développement a l'ordre 2

(comme fonction de classe 62) et le terme d’ordre 2 est nul car tan est impair :

tan(x) = x +o(x?).

En réutilisant la relation entre tan’ et tan, on en déduit le développement limité de la fonction
tan a I'ordre que I'on souhaite.

3. Applications

3.1. Calculs de limite

Voici quelques exemples d’utilisation des développements limités principalement pour calculer une limite
(en levant une indétermination).

1
Cherchons la limite en 0 de x — ( e”xzeﬁx ) x

Le calcul du développement limité donne

eax +eﬁx %
2

ol

(1+ a-;/j x+0(x))l

} ln(l+# x+o(x))

el
°

e%ﬁ#—o(l).

ol

La limite recherchée est donc e 2 .

Cherchons un équivalent en 0 de x — (ch(x))* —(cos(x))*. En effectuant le calcul du développe-
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ment limité de (ch(x))*, on trouve
(Ch(x))x —e x In(ch(x))

=e
0

X
=e
0

1

e? X315 x5+

0

=1+

0 2

1

=1+
o2

De méme,
(cos(x

Par conséquent, (ch(x))* —(cos(x

1 1
—x*——x%+0(x9
12

x ln(l+ TxP4a x4+0(x5))

([ 1245 x4+0(x5)]—%[%x2+ﬁ x4+0(x5]]2+0(x5))

o(x%)

1 1 2
—x3——x%+0(x%| +o0(x%

J’__
2 12

2

|

1 1
— 2+ =x%+0(x®).
12 8

|

1 1 1
) §1—5x3—ﬁx5+§x6+0(x6).

)~ = x3+o0(x%).

3.2. Calculs d’asymptotes

Pour étudier une fonction f au voisi

nage de £o0 et notamment d’éventuelles asymptotes a sa courbe

représentative, on introduit la fonction auxiliaire t — f (%) que 'on développe au voisinage de 0 (voire
en 0 par valeurs positives si on se limite a +00).
On peut ainsi obtenir a la fois les asymptotes et la position par rapport a ces asymptotes en considérant

les termes suivants.

Etudions les asymptotes de la courbe représentative de x — x21n ;.
11 suffit de développer la fonction au voisinage de =00 en posant x = 1.

X 1
x’In——=t?In——=—t"2In(1—1)
— 1—¢
2 13
=t (—t————+o(t3
==t = = +o(t?)
1 1 1 1 11 1
=—+4+-+-tt+to(t)=x+-+=-—+o0(=).
ot 2 3 00 2 3x X

On en déduit que 'asymptote es
I'asymptote (car § + > 0).

Etudions les asymptotes de la courbe représentative de x — x exp(

t y = x + 5 et qu'au voisinage de +00 la courbe est au-dessus de

x—1
x2+1

)
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1l suffit de développer la fonction au voisinage de 00 en posant x = } :
( x—1 ) 1 t—t?
X ex] = —ex
P x2+1 t P 1412
exp(t—12+o(t%))

1 e 2
+f—?+0(t )

1 11 1
+l—-t+o(t)=x+1—-—+o(—).
2 o 2x X

ol el
R e

ol

On en déduit que 'asymptote est y = x + 1 et qu’au voisinage de +00 la courbe est en dessous

de 'asymptote (car —% % <0).

3.3. Développements généralisés

Il arrive que I'on cherche a étudier une fonction au voisinage d'un point ot la fonction admet une limite
infinie. Pour remplacer les techniques de développements limités qui sont inopérantes dans ce cas, on
introduit les développements généralisés.

Définition 9.19.

Soit f une fonction définie sur I et @ une borne ou un point de I'intervalle I. f admet un développe-

ment généralisé en a s'il existe r € R tel que x — (x —a)" f(x) admette un développement limité
ena.

Exemple
Par exemple,
1 1

ex—1 %2+%3+0(x3)

ol

ol

R =R~ K|~ &

A.’_

1
1+§+%2+o(x2))
x?  x? »
——+—+o(x
6t (x7)

o ||
—
-
|
+ =
—_
ml"‘

|l
|
| —
=
+
2
sl
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Lobjectif de ce chapitre est I'étude locale ou asymptotique des fonctions. Pour cela, on introduit trois
relations de comparaison (définies de maniere identique aux suites) pour les fonctions. Les définitions
simples ci-dessous sont maniables mais requiérent une hypotheése technique de non-annulation.

Relations de comparaison

> Soit (u,), et (v,), deux suites ne s'annulant pas a partir d’un certain rang.

* La suite (u,,), est dominée par (v,,),, si la suite (Z—:)n est bornée.

* La suite (u,), est négligeable devant (v,,),, si la suite (ﬁ—;’)n est de limite nulle.

* La suite (u,), est équivalente a (v,,), sila suite (ﬁ—n)n est de limite 1.
> Soit f, g: I — R et a e RU{xoo} une borne ou un point de I'intervalle I. On suppose que g ne
s’annule pas sur un voisinage de a.

+ g domine f en a sila fonction quotient L

g
+ f est négligeable par rapport a g en a si la fonction quotient § tend vers 0 en a.

est bornée au voisinage de a.

+ [ et g sont équivalentes en a si la fonction quotient g tend vers 1 en a, ou de maniere
équivalente si f(x)—g(x)=o(g(x)).
a

On connait quelques comparaisons usuelles.

Croissances comparées

Pour tout r > 0,

Inx = o(x"), x = o(e™), lnxﬁo(x ), et = oflx[™").

Poussant plus loin les relations de comparaison, on cherche a obtenir des développements limités.

Développement limité

Une fonction f admet un développement limité a I'ordre 7 en un point @ de son domaine de définition
(en abrégé DL, (a)) s'il existe des réels ay, ..., a, tels que

f)=Y alx—a)* +o((x—a)")
k=0

La partie réguliere de ce développement limité est le polyndme (défini de maniére unique)

zak(X—a)k.
k=0
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Sous de fortes hypotheses de régularité, la formule de Taylor-Young donne ces développements.

Formule de Taylor-Young

Soit f une fonction de classe 6" sur I et a € I. Alors,

(k)
(x)= Zf (“)(x a) +o((x—a)").

A partir de cette formule générale et des régles de manipulations des développements limités, on obtient

deux familles de DL a connaitre : ceux qui se déduisent du développement de la fonction exp et ceux qui
se déduisent de la fonction x — (1 + x)%.

Développements usuels en 0

DL,(0) D L5(0)
exp(x) Z%‘+o(x") 1+x+’§—f+’§—?+%+’g—f+o(x5)
. L 3 5
sin(x) | Y. (-1 )’C 2k+l)' + o(x%"*?2) x—3+ %5 +o(x?)
=0
L 2% 2
cos(x) | X (=1)fgg +o(x*") 1—2 4+ 54 o(x9)
k=0
7 2k+1 2n42 x3 x5 5
sh(x) > e Ho(x*?) X+ 5+ 5 +o(x°)
k=0
a2 2n+1 x| oxt 5
ch(x) > g +o(x*h) 1+ 5 + 3 +o(x°)
k=0
DL,(0) DL(0)
n
A+x)e | 14 Y dellekdl) ok g(xcm)
k=1
n
= Zx +o(x T+x+x2+x3+ x4+ x°+ 0(x°)
; x2 X x x5
11'1(1—.76') z _X_T_?_T_?-i_o( )
7](: 2k+1 2n42 x3 x5 5
arctan(x) Z( D* 57 + o(x?"42) Xx—5 +% +o(x°)
k=
arcsin(x) Z 2k+1 2k X x2k+1 4 g(x2n+2) X+ + +0(x5)
k=0
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Vrai ou faux ?

Vrai Faux
a) In(x*+x) o 2In(x). O O
b) exp(x?+x) 2 exp(x?). m} O
1 1
c) sin ( m) fodin m} O
1 1 1
d) Sin(m) = ;+ e o O
1 1
e) cos(x+2)+:o = m} O
f) Sif(x) s In(x), alors f(x) = In(x)+ O(1). [} O
g) Deux fonctions qui admettent la méme limite finie en a sont m| m|
équivalentes en a.
h) Deux fonctions équivalentes en a et qui admettent des limites en a, m] m]
admettent la méme limite.
i) shx = chx. ] O
j) Lapartie réguliere du DL, (0) d'une fonction paire est paire. ] O
k) La partie réguliére du DL, (0) d’'une fonction périodique est périodique. O O
I)  Une fonction dérivable en 0 admet un DL, (0). ] O
m) Une fonction qui admet un DI, (0) est deux fois dérivable en 0. [} m}
n) Si f est deux fois dérivable en 0 et f(x)ﬁ 1+ax+bx?+o(x?), alors O O
f70)=b.
0) Sif admetun DL,(0), alors f(x?) admet un DI,,,(0). O O
p) ln(1+x)§ki (_1)kxk+o(x"). | O
=1
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Chapitre 9 - Etudes locales et asymptotiques

Exercices d’application du chapitre 9

Exercice 1
Soit, pour tout n €N, u,, = cos(m+/ n2 + n+2). Déterminer un équivalent de u,,.

Exercice 2

21—
Déterminer la limite de la suite (u,,) définie par u, = (e —(1+1)") A

Exercice 3
Montrer que, pour tout n € N\ {0}, 'équation e* = n — x admet une unique solution positive que
I'on notera x;,,.
Déterminer deux termes du développement asymptotique de x,,.

Exercice 4
Soit (u,,) une suite réelle telle que, pour tout n €N,

5 _
u,+nu,=1.

Etudier cette suite et donner un développement asymptotique 4 deux termes de u,,.

Exercice 5
Calculer le DL en 0 des expressions suivantes

ln(1+x)al’ordre3 fox Si%tdt al’ordre 5.
sin x ’
Exercice 6

Calculer le coefficient devant (x —1)'7® dansle DLen 1 de x — In(1+ 2).

Exercice 7
Montrer que la fonction f : x — xe* réalise une bijection de R dans R.
Déterminer un développement limité & ’'ordre 5 en 0 de f~!.

Exercice 8

Soit f la fonction de R dans R définie par f(x)=2x +sinx.
Montrer que f est une bijection de classe ¢ de R dans R.
Calculer un DL al'ordre 3 en 0 de f~'.

A
y=rf(x)

\
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Exercice 9

2 . 2 . X
Déterminer un équivalent en + 00 de dt

2 Tnz-

Exercice 10

Soit f : R — R de classe 63. Calculer, pour chaque x € R,
lim f(x+3h)=3f(x+2h)+3f(x+h)— f(x)
i .
h—0 h3

Exercice 11

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a, ..., a,, € Rpourque f : x — 22:1 m admette
une limite finie en 0.

Exercice 12
Soit f:R— R* de classe 6 telle que f(0)=1, f’(0)=0 et f”(0)=—1. Montrer que

. a \* a?
—— = Z
VaeR, xginwf(ﬁ) e z.

Exercice 13
Déterminer un développement asymptotique de arctan x en +o0 ala précision o(%).

Exercice 14

Déterminer 'asymptote en +00 et étudier la position relative de la courbe par rapport al’'asymptote pour
chacune des courbes données par les équations suivantes :

y=vx(x+1), y =Xxe ¥ arctan x.
Exercices d’approfondissement du chapitre 9 __

Exercice A
Montrer qu’il n’existe pas de réel a > 0 tel que [log(x)]! = o(x%).

Exercice B
Déterminer un équivalent de arccos x en 1.

Exercice C
Soit f continue sur R telle que liim f=0et
(o]

{ 1-1,1 — R

Montrer que g est continue sur |—1, 1] et prolongeable par continuité en une fonction encore notée
gsur[—1,1].
Montrer que g est dérivable en 1 avec g’(1) =0 si, et seulement si, f(x) = 0(%).

oo
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Problemes

Exercice D

999
Déterminer le DL en 0 a 'ordre 1000 de x — ln(z %)
k=0

Exercice E
Etablir une relation entre les expressions arcsin v/x et 5 + 3 arcsin(2x —1).
En déduire les trois premiers termes du développement asymptotique de arcsin x en —1.

Probleme du chapitre 9

Probleme 1 Théoréme de Glaeser

Dans ce court probléme, on cherche une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction de

classe 62 et positive admettent une racine de classe 6.

Exhiber une fonction f : R — R, de classe 67 telle que la fonction 4/ f ne soit pas de classe €' sur

R.
Posons, dans cette question, f : x — (sin x)2.
a. Montrer que la fonction f est positive et de classe 62.
b. La fonction /f est-elle de classe 6 sur R?
Soit f : R — R, une fonction de classe 62.
a. Soit x, € R tel que f(x,)# 0. Montrer que la fonction 1/ f est dérivable en x,.

b. Soit x, €R tel que f(x,) = 0. En utilisant la formule de Taylor-Young, montrer que /f admet
des dérivées a droite et a gauche en x;. Préciser les valeurs de ces dérivées a droite et a gauche
en xg.

c. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction +/f soit dérivable sur
R.

Soit f : R — R, une fonction de classe 62.

a. Soit xy € R tel que f(xy) = f”(x) =0. Pour tout 1 > 0, notons

M,(n)=sup{|f”(x)|, x € [xo—2n, xo+2n]}.

On admet la formule de Taylor-Lagrange sous la forme suivante : pour tout x € [xy—n, Xy +1]

ettout |h|<n,
2

h
[f(x+h)—f(x)=hf'(x) < — Ma(n).

i. Justifier que, pour tout x €[xy—n, xo +n] et tout |h| < n,

hz
FxX)+hf'(x)+ - Ma(1)20.

ii. Montrer que, pour tout x € [xy—1n, X, + 1], | /(%) < v/ 2f(x)M,(n).
b. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction 4/ f est ¢! sur R.
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Corrigés des Vrai/Faux

a) Vrai.
b) Faux.
1 1 1
¢) Vrai,sin| —— | ~ ~—,
X+2)+t0 x+2 Xx
. 1 1 "
d) Vrai,car —+ — ~ =.
X x3+4o00 ¥

e) Faux, car le membre de gauche tend vers 1 alors que celui de droite tend vers 0.
f) Faux, par exemple avec f(x)=In(x)+ +/In(x).

g) Fauxdans le cas d'une limite nulle : par exemple, les suites x — % etx — % ne sont pas équivalentes
mais admettent la méme limite.

h) Vrai.

i) Vrai,shx ~ je*.
+00

j) Vrai.

k) Faux, les seuls polyndmes périodiques sont les polynomes constants et la fonction sin admet une
partie réguliere non constante dans son DL al’ordre 1 en 0.

[) Vrai.

m) Faux, x — x3sin 1.

n) Faux, d’apres la formule de Taylor-Young, b = 3 f”(0).
o) Vrai.

p) Faux, 'exposant de (—1) est faux.

Corrigés des exercices d’application
du chapitre 9

Exercice 1
Commencons par effectuer un développement asymptotique de I’argument du cosinus. Pour tout n €

N\ {0},



Corrigés

Par conséquent,

T AT 1
un=cos(n7t+5+—+o — )

8n n
e 1
:(—1)"+1sin(—+0(—))
8n n
7
~(—1 n+1_.
-1 o

Exercice 2
Commencons par développer le terme entre parentheéses. Pour tout n € N\ {0},

n
e—(1+ l) =e—e"(1+3)
n
=e —e"(%_ﬁ'w(n%))
=e (1 —e‘ﬁ“’(%))
e 1
=2 to(2).

2n n
Par ailleurs, I'exposant vérifie

En combinant ces deux résultats, on obtient u,, = e~z to(i))In(z; +o(5))-
Or, lim 1 In - =0 d’ot, par continuité de la fonction exp, lim u,, = 1.

Exercice 3

1. Considérons la fonction f : x — x + e*. Elle est de classe 6 *° et a dérivée, x — 1+ e¥, strictement
positive : elle réalise donc une bijection de R, dans f(R,)=[1,+0o0][ (ce dernier point provient de f(0)=1
et 1+1£ f =+00). Ainsi, il existe un unique antécédent dans R, al’élément n.

2. Remarquons tout d’abord que, pour tout n €N, f(x,)=n < n+1= f(x,,) donc par stricte croissance
de f puisde 7, x,, < X,,.1. Ainsi, la suite (x,,), est strictement croissante.

> Si elle admet une limite ¢ € R, alors par continuité de f, n = f(x,) — f(£) ce qui est absurde. La suite
(x,,), est donc croissante et divergente donc tend vers +0o.

> Ainsi, x,, = o(e*) et donc n ~ e*». Ecrivons alors

X, =In(e™)=In(n+o(n))=Inn+In(1 +o(1))=Inn+ o(1).
>Pour calculer le terme suivant, posons y, = x,—In n. D’apres le point précédent, y,, = o(1). Or, larelation
définissant x,, se réécrit en remplacant
ne’ +y,+lnn=n,
soit encore
n+ny,+no(y,)+y,+Inn=n.

Inn

En simplifiant, on obtient y, + o(y,)=—'2", c’est-a-dire y, ~—22. Par conséquent,
Inn Inn
X, =Inn———+o(—).
n n

En reportant, on pourrait obtenir les termes suivants de la méme maniére mais avec une technicité crois-
sante dans les calculs.
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Exercice 4

Procédons par étapes.

>Montrons tout d’abord que la suite (u,,) est bien définie. Pour cela, étudions, pour tout 7 € N, la fonction
fn: x— x®+nx : elle est continue, strictement croissante de limite —co en —oco et +00 en +00 donc
réalise une bijection de R dans R. Par conséquent, il existe un unique réel u,, tel que f,,(u,)= 1. De plus,
f:(0)=0donc u, >0.

> Etudions ensuite les variations de (u,). Pour tout n €N,

fn(un+1) = ufl+1 tRUy = 1—(n+ 1)unJrl +hnU,g

=1—upy <1=fu(uy).
Comme les fonctions f,, sont strictement croissantes, on en déduit que u,,; < u, pour tout n € N:la
suite (u,,) est strictement décroissante.
> Comme la suite (u,) est décroissante, minorée par 0, elle converge vers une limite £ > 0. Si ¢ > 0, alors
lim nu, =400 etlim1—u> = 1—°; ces deuxlimites devraient étre égales donc on tient une contradiction
et/ =0.
> Passons enfin a I’étude asymptotique.
Remarquons que nu, = 1—u’, ~ 1 car limu, =0 donc u, ~ 1. Pour étudier le terme suivant, posons
v, =U,— % pour tout n € N\ {0}. La relation de récurrence sur (u,) devient, pour tout n €N,

1 1
(vn+;)5+n(vn+g):1.

Dol nv, + = +o(3) =0 en utilisant que v, = o(%); ainsi v, ~—-%

no-
En conclusion,
1 1 1

unzz—ﬁ+o(ﬁ).

Exercice 5
1. D’apres les développements usuels,

In(1+x) x—3x2+3x3—7x*+o(x*)
sinx o0 x— X3+ 0(x%)

1—3x+3x2—1x3+0(x%)

1—§x2+0(x3)

1 1 1 1
(1——x+—x2——x3+o(x3)) (1+ —x2+0(x3))
2 3 4 6

ol

0
1 1 1
=1—-—x+-x*—-x*+o(x%).
0 2 2 3
On remarque qu'il a fallu effectuer le calcul a 'ordre 4 pour que le résultat final soit a I'ordre 3.
2. Commengons par rappeler que
sint . 1,

—=1-=t

1
s —— i e o)
t o 6 120

Par intégration des développements limités,

X .
sin ¢ 1 1
—dt=0+x——x3+ —x5+o(x%).

. 7 o 18" " 600
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Exercice 6
Ecrivons x = 1+ h. Alors,

In(1 + %) =In(2+ h)—In(1+ h)

h
=In2+In(1+ E)—ln(l +h)

(— )k+1 n (_1)k+1

_ (-1 —kpk k n

h:01n2+; —2"h Z: h* +o(h™)
n (_1)k+1 . .

— Sowd —K __ _ _ n

x:11n2+z — (@ =1 =1 +o(x—1)").

k=1

Le coefficient recherché est donc % (2_1789 - 1).

Exercice 7

1. Lafonction f est dérivable sur R et sa dérivée est x — (2x2 + 1)e*". En particulier, f” est strictement

positive donc f réalise une bijection de R dans f(R). Comme lim f = —o0 et l+imf =400, f(R)=Ret
—0Q (o)

donc f réalise une bijection de R dans R.
2. Notons que f est de classe 6 °° comme composée et produit de fonctions de classe 6 °° et sa dérivée
ne s’annule pas; par conséquent, /! est de classe € °° et admet des DL a tout ordre en 0 avec la formule
de Taylor-Young. De plus, f est impaire donc f~! est aussi impaire. Notons ax + bx3 + ¢ x5 la partie
réguliere de DL a 'ordre 5 de . Remarquons enfin que
x* 1
flx)= x(1+x*+ >+ o(x")=x+x>+ §x5+0(x5).

En écrivant que x = f~(f(x)), on obtient
1
x= a(x+x*+ §x5)+ b(x3+3x%)+cx®+o(x?)
a
= ax+(a+b)x® +(E +3b+ c)x5 + o(x?).

En identifiant les parties régulieres, on conclutquea=1,b=—letc = g donc

5
() =x —x3+ Exs +o(x?).

Exercice 8
1. Lafonction f est de classe 6 et sa dérivée, x — 2+ cos x, est strictement positive. Par conséquent,
f réalise une bijection de R dans f(R)=R (car lim f =—o0 et l+imf =+00).

—0Q oo

2. D’apres la premiere question, [~ est de classe 6 (car la dérivée ne s’annule pas) donc admet des
DL de tout ordre en 0. Comme par ailleurs, f estimpaire, f ! I'est aussi. Notons f~(x) sax+ bx3+o(x®)

le DL a'ordre 3 en 0 de f~!. Comme f(x) = 3x— %3 + o(x®), la relation f~'(f(x))= x entraine

3 3
X = a(3x — % + 0(x3)) + b(3x — % + 0()c3))3 +o(x®)

a
=3ax +(= = +27b)x3 + o(x3).
En identifiant les parties régulieres, on trouve a = § et b = 5z, donc

f'(x)

1 1
=-x+—x>+0o(x*.
03 486
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Exercice 9
Procédons a une intégration par parties (en intégrant la constante 1). Pour tout x > 2,

f ] f dt
2lnt lnt

>Commelnt < t, fz 1nt> 2x 4L = In x —In2. Ainsi, fz e

— 400.

> Montrons que fz W:o(fzx ln[) Soit £ > 0 et A tel que 5 < ¢ Alors, pour x > A,
dr 1 f" dr f" dr
—ZS— —<¢ =
4 (Inz)2 " InA ), Int , Int

Par ailleurs, pour x suffisamment grand
f 4 de f *dr
—56 =
, (Int) , Int

le premier membre est une constante et le second tend vers +c0 en +00. Nous avons établi que pour
tout € > 0, il existe A tel que pour tout x > A,

*odre <2 T de
, Ine2 =" |, Inr’

; InP)-

T dr X
, Int+eolnx’

s . 2 o . . X
c’est-a-dire, avec la définition de limite, f ) (h‘f—f)z = o(
En conclusion,

Exercice 10

Appliquons la formule de Taylor-Young a f en x al'ordre 3 pour estimer la quantité A(h) = f(x +3h)—
3f(x+2h)+3f(x+ h)— f(x). Alors, pour x €R,

A = (F0)+3f (x4 S /(R + 7 ()

—8(f )+ 2 (x4 2 (0 + 5 ()

430+ R+ 5 R + £ ()~ f()+ o)
it F7(x)h® + o(R3).
Par conséquent, hm A(h) = f"(x)
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Exercice 11
1

Fixons k et étudions x — 7= au voisinage de 0.

1 1 1 1 1
tankx 0 kx+o0(x2) kx 1+o(x) 0 kx

(1+o0(x))= % +o0(1).

Par conséquent,

Ainsi, f admet une limite finie en 0 si, et seulement si, »_ % =0.
k=1

Exercice 12
D’apres la formule de Taylor-Young appliquée a f al’ordre 2 en 0, f(x) = 1—3x2+0(x?). Par conséquent,

a \* a
(] -emin )
2
= exp(xln(l—:—x+0(%)))
= exp(x (—§+0(1)))

+0o0 X

pour a €R,

2
= exp(—% +o0(1)).

+00

X a2

1 3 a ==

En con — 5
clusior 1, xh]l f( ﬁ) =e .

Exercice 13
Commencons par rappeler que pour tout x > 0, arctan x = % —arctan % Cette formule permet ainsi de
ramener I'étude de arctan x quand x est au voisinage de +00 a celle de arctan + avec 1 au voisinage de 0.

Or, arctan u Su-— 1%+ o(u*). En remplagant, on obtient donc arctan x = Z — 1 + L. + o L).

Exercice 14
Pour chaque exemple, posons x = % puis effectuons un DL en ¢ =0.
1. En mettant en facteur t% puis en utilisant le développement en o de u — +/'1+ u, on obtient

vater=(5+1)

2t

1.1 1
= —(1+—t—§t2+0(t2))

t—0 t 2
1 1 1
= —+-—=t+o0(z)
=0t 2 8
1 11 1
= x+-—-—+o(=)
X—+00 2 8 X

Lasymptote recherchée admet donc pour équation y = x + %, I'écart a cette asymptote est équivalent a

—é% donc négatif au voisinage de +00 : la courbe est sous ’asymptote.
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\

2. Utilisons que pour tout u > 0, arctan + = Z —arctan u :
1 1, 1 1,
Xe* arctan x = 2 arctan — = s (E —arctan t)

l(1+ t+ %t2+o(t2))(g—t+o(t2))

—|

t—0 t

s T U
= —+(——1)+(——1)t+o(t)
t—0 2t 2 4

T i T 1 1
= —x+(—— )+(——1)—+o(—).
x—+00 2 2 4 X X
T

L'asymptote recherchée admet donc pour équation y = 5 x + (’2—r = 1), I'écart a cette asymptote est équi-
valent a (% = 1) % donc négatif au voisinage de +00 : la courbe est sous I'asymptote.

Corrigés des exercices d’approfondissement
du chapitre 9

Exercice A
Supposons qu’il existe a > 0 tel que |log(x)|! = o(x%). Alors, en considérant pour x les entiers de la

forme 10", on obtient que 16’—;'" — 0 ce qui est absurde. En effet, en posant u, = 16%, on obtient que
Une — 14l 4 60 donc u,, — +00 d’apres le critére de D’Alembert.

U, 10«

Exercice B

Remarquons tout d’abord que la fonction arccos est continue en 1 (et y prend la valeur 0) mais qu’elle
n'y est pas dérivable.

Utilisons que arccos x — 0 quand x — 1 pour écrire arccos x ~ sin(arccos x). Comme arccos x € [0, 7],

sin(arccos x) > 0 donc sin(arccos x) = 4/1 —cos?(arccos x) = +/1 — x2. En conclusion, arccos x Y 1—x2

Soit encore arccos x ~ 2+/1—x en utilisant que v1+ x Y 2.

Exercice C
1. Lafonction g est continue sur |—1, 1] et, d’apres les limites sur f, g tend vers 0 en 1, d’ot1 le prolon-
gement par continuité en posant g(£1) =0.

2. Pour tout x €10, 1[,
glx)—gl) _  «x x x
x—1 l—xf(1—|x|) f(l—x)'
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Corrigés

Par conséquent, g est dérivable en 1 avec g’(1) = 0 si, et seulement si, !CILI} =f (ﬁ) = 0. Comme la

fonction ¢ : x — = est une bijection continue de [0, 1] dans R, qui vérifie lilgngo = 400, la condition

sur f est tlim t f(t)=0 ce qui est bien le résultat recherché.
—00

Exercice D
Remarquons que 'argument du logarithme est la partie réguliére du DL a I'ordre 999 en 0 de I'exponen-

tielle. Par conséquent,
999 _ k 1000
X X
_ x_ 1000
ln(,;_o _k!) S In(e 1000!+ o(x™))

1000

— x+In(l+e—* 51000
=X+ n(l+e 1000|+0(€ )
1000
_ 1000
Hx+ln(l—i—(l-1-0(1))1000!+0(x )
1000
=x+In(1+ + 0(x1%%9))
0 1000!
1000
=x— o(x).
0 1000!

Exercice E
1. Les deux expressions définissent des fonctions dérivables de dérivées x — —=—— et nulles en 0 :
24/ x(1—x)

elles sont donc égales.
2. Pour calculer ce développement asymptotique, posons x = —1 + k puis utilisons la question précé-
dente et le DL de arcsin en 0

h
arcsin x = arcsin(— 1+h)———+2arcs1n Bl
= ——+ (\ \ +o( h%
xf_l—§+f(x+1) —‘/_(x+1)2 o((x +1)2).

Corrigés des problemes du chapitre 9

Probleme 1
1. Par exemple, la fonction f : x — x2 convient car elle est de classe € et 4/f : x — |x| n’est pas

dérivable en 0.
2. a. Lafonction f est positive comme carré d’une fonction réelle et de classe 62 comme composées

de fonctions de classe 2.
b. La fonction +/f n'est pas de classe €' sur R, car elle ne I'est pas pour les éléments de 7Z (ot elle

s'annule). En effet, 1/ f est m-périodique et
xllﬂl%lﬁ( f(x)) = }Lrg—cosx =—1, lim ( f(x)) = hm cosx =1.

x—0+ x—0
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3. a. Lafonction f estde classe 6! sur R donc en x,. La fonction y — /7 est de classe ¢' sur R* donc,

par composition (car f(x,) € R¥), la fonction V/f estde classe 6! en x,.
b. Comme f est de classe 6?2, la formule de Taylor-Young a I’ordre 2 en x, donne

£ = )+ £ (a)w—x0)+ 5 £ (i) — 30 + (= o).

Par ailleurs, comme f est positive et f(x) =0, f admet un minimum en x, donc f’(x,)=0.
Par conséquent,

Fl) 3 F )=

Ainsi, le taux d’accroissement en x, de +/ f devient

VI -V _ VI _lx—x|

X — Xy X — Xg x(l X — Xy

Ainsi, en xo, la fonction +/f admet pour dérivées a droite —/ 3 f”(x,) et & gauche 4/ 5 f(x).

c. bEn x, ¢ f 1({0}), //f est de classe €.

> En x, € f~1({0}), /T est dérivable en x, si, et seulement si, les dérivées a droite a gauche coincident
c’est-a-dire si, et seulement si, f”(x,)=0.

Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction +/f soit dérivable sur R est que, pour tout
Xo € f71({0}), f”(x0) =0, autrement dit /' s’annule partout ot f s’annule.

4. a. i. Pourtout x €[xy—n), X, +n] et tout || < 1, la formule de Taylor-Lagrange donne

hZ
fx)+hf'(x)+ — Mo(m)2 f(x+1)>0

f//(x

ii. »Remarquons tout d’abord que si M,(n) =0, la formule de Taylor-Lagrange entraine que la fonction f
est affine sur [xy,— 21, xo +2n] donc f =0 puisque f(x)= f’(x)=0.
> Supposons désormais M,(n) > 0 et notons P(h)= f(x)+ hf'(x)+ % i > M, (n).
Ce polynéme admet son minimum en — 1\]:1((?7)) ; or, 'inégalité des accroissements finis pour la fonction f”
de classe ¢! donne
If'(0) =1f(x) = (30| £ Ma(m)] x — Xo| < Ma(n)n.

Ainsi, P atteint son minimum e 1{;2[37)]
en ce minimum; par conséquent, P est positif sur tout R. D’apres I'étude du signe d'un polynéme de
degré 2, cela se traduit par la négativité du discriminant de P soit

A= f'(x)}=2f(x)M,(n) <0.
En conclusion, pour tout x € [xy—1, Xo + 1], | f/(x)| < v/2F (x)M>(n).
b. Comme dans la question précédente, \/f est de classe 6! en tout x, ¢ f L({o}).
Montrons que f est de classe 62 en x, € f ! ({0}) si, et seulement si, f”/(x,)=0.
(=) On a déja établi que si 1/ est dérivable en x, € f~! ({0}), alors f”(xo) =0.
(<) Soit xy € f1({0}) tel que f”(x,) = 0. Alors, d’apres la question précédente, pour toutn > 0 et x €

[x0—7, %+ 1) |f'(x)] < v/2f(x)M(n) donc

f'(x)
\/f(_ </ 2Ms(n).

Comme M,(n) tend vers 0 lorsque 7 vers 0, on obtient que (/f) (x) = % tend vers 0 = (/F) (xo)

lorsque x tend vers x, : la fonction 4/ est de classe 6! en x,.
Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction +/f soit 6! sur R est que, pour tout x, €

710}, £ (x0)=0.
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Chapitre 10

Structures algébriques

1. Groupes — 2. Anneaux et corps

Objectifs et compétences du programme

* Reconnaitre une structure algébrique.

Utiliser une caractérisation de sous-structure.

* Manipuler les éléments d’un groupe.

* Effectuer des calculs dans un anneau (pour des éléments qui commutent).

Emmy Noether, mathématicienne allemande (1882-1935)

Elle démarre ses études a l'université d’Erlangen (Baviere) ou, en

tant que femme, elle devait demander a chaque professeur la permis-

sion d’assister aux cours. Mathématicienne de génie, elle a laissé une

immense trace dans deux domaines mathématiques distincts :

¢ en Physique Mathématique, elle a démontré I'un des « théorémes de
Noether » détaillant '’équivalence entre les lois de conservation au
sein d'un systeme physique et I'invariance pour certaines symétries
de I'opérateur lagrangien associé au systeme

* en algebre générale, elle a entre autres étudié les propriétés des
anneaux : dans un célebre article Idealtheorie in Ringbereichen, elle
introduit une condition de finitude qui est désormais la définition
des anneaux noetheriens.
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Ce court chapitre introduit du vocabulaire pour permettre une présentation unifiée de plusieurs résultats
mathématiques. On commence tout d’abord avec la structure de groupe (une seule loi de composition
interne) puis on aborde anneaux et corps (avec deux lois de composition internes compatibles entre
elles). La théorie compléte sous-jacente est, conformément au programme, a peine abordée.

Pour simplifier la lecture, on rappelle les propriétés des lois de composition interne.

_\6/_ Définition 10.1.
-~ Soit un ensemble E muni d'une loi de composition interne *.

> La loi » est commutative si
V(x,y)EEZ, X*Y=)*X.

> La loi = est associative si
V(x,7,2)€E®,  xx(yxz)=(x*y)*z.

> La loi x admet un élément neutre si

deeE, Vx€E, Xxe=exXx=X.

> Si la loi x admet I'élément neutre e, un élément x € E admet un symétrique (dans E) pour * si

dyeE, Xxy=y*xx=e.

Lorsqu’il y a plusieurs lois de composition interne, on étudie la distributivité.

NI Définition 10.2.

= Soit E un ensemble muni de deux lois de composition interne ¢ et . La loi » est distributive sur la loi
o si elle vérifie les propriétés de distributivité a gauche et a droite suivantes

V(x,y,2)€ E®, x*x(yoz)=(xxy)o(xx*z),
Y(x,y,z)€E®,  (yoz)xx=(yxx)o(zxx)

1. Groupes

1.1. Définitions des structures

gh Définition 10.3.

> Un ensemble G est un groupe s'il est muni d’une loi de composition interne »
* associative,
* qui admet un élément neutre e € G,
¢ telle que tout élément de G admet un symétrique pour cette loi.

> Si, de plus, » est commutative, alors G est abélien (ou commutatif).
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Chapitre 10 - Structures algébriques

Exemple

Voici quelques exemples de parties qui ne sont pas des groupes :
¢ (N,+) car les éléments non nuls pas de symétrique dans 'ensemble,
* (Z,x) car les éléments différents de 1 ou —1 n’admettent pas de symétriques dans Z,
* (R, x)car 0 n'admet pas de symétrique.

Exemple

Voici quelques exemples de groupes :
* (Z,4),(Q+), (R,+4),(C,+),
* (R*, ), (C*, %), (U, x), (U, %),
¢ 'ensemble des similitudes directes muni de la composition, 'ensemble D,, des isométries
préservant les n sommets d'un polygone régulier & n sommets lui aussi muni de la compo-
sition.

Exemple

Soit (G, x) et (G’,®) deux groupes. On obtient un nouveau groupe en munissant le produit carté-
sien G x G’ de la loi ® définie par

Vg, heG,Vg' h'eG', (g8)R(h h)=(gxh,g ®h)

On vérifie facilement tous les axiomes (I’élément neutre est (e, e’) et le symétrique d'un couple
(g,g") estle couple formé des symétriques (g7, g"1)).
De maniere informelle, on munit donc I’ensemble des couples de 'opération « terme a terme ».

Proposition 10.4.

Un groupe (G, ) admet un unique élément neutre et tout élément de G admet un unique symétrique
pour x.

Démonstration

> Soit e et e’ deux éléments neutres de G. Alors, e = e x e’ = ¢’ en utilisant successivement les propriétés
d’élément neutre de e’ et de e : d’ol1 'unicité de I'élément neutre.

> Soit x € G et y € G tel que x x y = e. En multipliant & gauche par le symétrique x~! de x, on obtient
y = x~! d’oli 'unicité du symétrique. ]

On obtient alors des régles de calcul dans un groupe.

Proposition 10.5.

Soit (G,*) un groupe. Alors, pour tous x, y € G,

(x—l)—l =x, (X*y)—l — y—l *x—l.
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il il

Démonstration
> Soit x € G. Comme x *x~' = x~'x x = e (car x! est le symétrique de x), on obtient que x est1'élément
de G qui, multiplié par x~!, donne e, c’est-a-dire le symétrique de x7!.
> Soit x, y € G. Pour obtenir le second point, il suffit d’écrire avec 'associativité

(x*y)*(y_l*x_l):x*(y*y_l)*x_l

=xxexx !
=xxx‘=e
et de procéder de méme pour le calcul de (y=! » x 1) = (x * ). [

Notation
> Si la loi est notée additivement c’est-a-dire + , le symétrique d'un élément x est appelé opposé
et noté —x ; 'élément neutre est noté 0. Pour tout n € N, n.x désigne I'élément défini comme
X+x+...+x.
n fois

On définit de méme n.x pour un entier n < 0 comme (—n)(—x) o —x est le symétrique de x.

> Si la loi est notée multiplicativement, c’est-a-dire x ou o (ou une simple apposition sans sym-
bole), le symétrique d’'un élément x est noté x~! et 'élément neutre 1; ou Idg. Pour tout n €N,
x" désigne I'élément défini comme

XXXX...XX ou X0X0...0X.
~—_———— ~————
n fois n fois

On définit de méme x” pour un entier 7 <0 comme (x~1)™" ot x ! est le symétrique de x.

Définition 10.6.

L'ordre d’un groupe G fini est son cardinal ; on le note |G|.

Exemple

D’apres le cours sur les nombres complexes, le groupe U, des racines nitmes de 'unité est
d’ordre n.

1.2. Table de Cayley d’un groupe

Un groupe est essentiellement compris au travers de sa loi de composition interne (on pourrait changer
les noms des éléments et la notation de la loi, cela ne change pas intrinsequement le groupe).
Décrivons les lois de groupe sur des groupes (G, *) d’ordre inférieur a 4 a I'aide de leurs tables de Cayley,
c’est-a-dire le tableau 4 deux entrées indexées par les éléments de G. A l'intersection de la ligne a € G et
de la colonne b € G de la table, on trouve 1'élément a  b. Autrement dit, la table de Cayley est la « table
de multiplication » du groupe.
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Chapitre 10 - Structures algébriques

1.2.1. Ordre 2

11y a une seule possibilité pour les groupes d’ordre 2, que 'on peut interpréter comme {£1} =U, avecle
produit ou 'ensemble d'une réflexion et de I'identité muni de la composition :

(< fle]x]

X
e

e e
X X

En effet, la premiére ligne et la premieére colonne sont imposées d’apres la propriété d’ élément neutre e ;
la derniere case est aussi imposée par I'existence d'un élément symétrique de x (qui est donc x lui-
meéme).

1.2.2. Ordre 3

Il n'y a également qu’'une seule possibilité pour les groupes d’ordre 3 (que 'on peut donc voir comme
U; ={1, j, j?} et qui est donc commutatif) et voici la table de sa loi :

[+ le]x][x*]
e e | x | x?
X x | x| e
x| x* e | x

En effet, il n'y a que les trois cases du coin en bas a droite pour lesquelles un argument est nécessaire : on
complete la case en position (2, 3) (deuxiéme ligne, troisieme colonne) et celle en position (3, 2) d’apres
I'existence d’'un symétrique a x (qui est donc x?). La case en position (3,3) ne peut contenir ni e, ni x?
par unicité du symétrique et de I'’élément neutre : elle contient donc x.

On remarque la propriété suivante qui est générale.

Proposition 10.7. Carré latin

Dans la table de Cayley d'un groupe fini, chaque élément apparait une et une seule fois sur chaque
ligne et chaque colonne.

On peut aussi reformuler ainsi cette propriété.

Proposition 10.8.

Pour tout g € G, les applications{ G = G et{ G = G sont des bijections.

X — Xxxg X — gxx

Démonstration
Pour trouver les bijections réciproques, il suffit de considérer les applications similaires définies en rem-
plagant g par g~*. [ ]
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1.2.3. Ordre 4

Forts de cette propriété, on trouve deux tables possibles pour les groupes a 4 éléments :

| *llefalblc|] [*x[ela]b]c]
elle|la b|c elle al|b|c
alla|b|c|e allale|c|b
bl b|lcl|le|a bl b|lcl|lel|a
cllclelal b cllc| b a e

La premiere correspond par exemple au groupe (Uy, X) (avec e =1, a =i, b =—1 et ¢ =—i); la seconde
au groupe (22({0,1}),A) (avec e =@, a ={0}, b ={1} et c ={0, 1}).

Exemple

Le groupe (V},0) (pour Vierergruppe) des isométries du plan laissant stable un rectangle (non
carré) est composé de e l'identité du plan, a et b les deux réflexions par rapport aux droites pas-
sant par les milieux des c6tés opposés du rectangle et ¢ la symétrie par rapport au centre du
rectangle.

On vérifie que ce groupe admet bien la seconde table de Cayley exhibée ci-dessus.

1.3. Sous-groupes

On cherche a voir comment une partie d'un groupe peut hériter de la structure de groupe.

Définition 10.9.

Soit (G,*) un groupe. Une partie H de G est un sous-groupe de (G, x) si
o H est stable pour *, c’est-a-dire

Vx,y€eH, xxy€H.
* (H,~) est un groupe.

Remarque

En particulier, I'élément neutre de G appartient a tous ses sous-groupes. De plus, si H est un sous-groupe
de G, alors, pour tout x € H, x ' € H.

La définition de sous-groupe est peu pratique puisqu’elle requiert de redémontrer des propriétés déja
acquises (comme, par exemple, I'associativité de la loi). La proposition suivante est la caractérisation
pratique des sous-groupes.
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Proposition 10.10.

Soit (G,*) un groupe. Une partie non vide H de G est un sous-groupe de G si, et seulement si,

Vx,y€H, xxy'eH.

Remarque
En notation additive, cela signifie qu'une partie non vide H de G est un sous-groupe de (G, +) si, et seule-

ment si,
Vx,y€H, xX—yeH.

‘ Conseils méthodologiques

On note bien I'importance du caractére non vide de H dans cette caractérisation : pour I'établir,
il suffit en général de remarquer que I'élément neutre de G appartienta H.

Démonstration

Le sens direct est évident. Il suffit donc de montrer le sens retour (qui est effectivement la caractérisation
des sous-groupes). x est bien associative sur H car associative sur G. Lélément neutre de » appartient
bien 2 H car e = x » x! € H avec x € H. Pour tout x € H, x™! = e x x™! € H donc tout élément de H
admet un symétrique dans H. Il suffit donc de vérifier que  est une loi de composition interne. Or, pour
tousx,y€H,y 'eHdoncx+~y=x*(y 'y ' €H. [

Exemple

Pour tout n € Z, nZ = {kn, k € Z} est un sous-groupe de (Z, +) car 0 € nZ et la différence de deux
multiples de n est un multiple de 7.

Exemple

Pour tout n €N, U,, est un sous-groupe de (U, x) car 1 € U,, et le quotient de deux racines niemes
de I'unité est une racine ni¢tme de I'unité.

Exemple

Pour tous m, n €N, U,,, est un sous-groupe de U, si, et seulement si, U,, c U, c’est-a-dire si m
divise n.

Précisons les résultats généraux suivants déja établis.

Proposition 10.11.

> Les sous-groupes de (Z,+) sont les parties de la forme nZ avec n €N.
> Les sous-groupes de (R, +) sont soit les parties de la forme aZ avec a € R, soit denses.
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Exemple

Le centre du groupe (G, *) est 'ensemble Z(G) des éléments de G qui commutent avec tous les
autres éléments, c’est-a-dire

Z(G)={xeG, VyeG, x*xy=yxx}

En particulier, Z(G)= G si G est abélien.
Montrons que Z(G) est un sous-groupe de G.
Tout d’abord, Z(G) est non vide car e € Z(G).
Ensuite, pour tous x, y € Z(G) et tout z € G,

1

(xxy xz=xx(y I x2)=xx(zxy™)

=(xxz)xy t=(zxx)xy T =zx(xxy 7).

On a utilisé respectivement I'associativité, le fait que y~! € Z(G), 'associativité a nouveau, le fait
que x € Z(G) et encore I'associativité. Ainsi, x * y~! € Z(G) ce qui termine la caractérisation de
sous-groupe de G.

La caractérisation des sous-groupes en terme de stabilité permet de déduire directement la proposition
suivante.

Proposition 10.12.

Une intersection de sous-groupes de (G, x) est encore un sous-groupe de G.

En revanche, la réunion de deux sous-groupes est rarement un sous-groupe.

Proposition 10.13.

Soit H et K deux sous-groupes de G ; alors HUK est un sous-groupe de G si, et seulement si, H C K
ouKCH.

Démonstration
> Le sens retour est évident car, alors HUK = H ou HU K = K donc H UK est un sous-groupe.

> Réciproquement supposons que H U K est un sous-groupe, que H ¢ K ; considérons h € H \ K et
k € K.Lélément h x k appartienta HUK (car il est le produit de deux éléments de H U K). S’il appartient
a K, alors h = (h~ k)~ k™' € K ce qui est contraire a 'hypothése sur h. Ainsi, h x k appartient a H et
k=h"'x(h*k)e H. En conclusion, K C H.

|

Comme une intersection de sous-groupes est encore un sous-groupe, la notion de plus petit sous-groupe
contenant une partie A a bien un sens, comme intersection de tous les sous-groupes contenant A.

Définition 10.14.

> Le sous-groupe engendré par une partie A est le plus petit sous-groupe contenant cette partie A.
On le note souvent (A).

> Un groupe est monogéne s'il est engendré par un unique élément.

> Un groupe est cyclique s'il est a la fois monogene et de cardinal fini.

> L 'ordre d’un élément est |'ordre du sous-groupe engendré par cet élément, c’est-a-dire son cardinal
si ce groupe est fini et +00 sinon.
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Exemple

Le sous-groupe de U, engendré par i est U, (de méme pour —i) ; le sous-groupe engendré par —1
est U, = {£1}.

Exemple

Considérons le groupe D, des isométries laissant stable un carré.

Ce groupe se compose des 8 éléments suivants :
* 4 jsométries directes : I'identité Id, la rotation p d’angle 7, la symétrie centrale p? et la
rotation p* d’angle 3.
¢ 4 isométries indirectes : les réflexions s, et s, par rapport aux diagonales du carré, les
réflexions o et o, par rapport aux droites passant par les milieux des cotés opposés.
Le groupe engendré par p est d’ordre 4 et composé deld, p, p? et p3 : il contient obligatoirement
ces éléments et 'ensemble {Id, p, p?, p®} est bien un sous-groupe.
Le groupe engendré par p? est d’ordre 2 (avec Id) comme tous les groupes engendrés par une
réflexion. Le groupe engendré par p et s; estégala D, car pos; =0, p2os; =5, plos =0, :
il contient donc tous les éléments de D,. Plus généralement, le groupe engendré par p et une
réflexion est égal a D, pour les mémes raisons.

Proposition 10.15.

En notation multiplicative (respectivement additive), le sous-groupe engendré par un élément g€ G
est {g¥, k €Z} (respectivement {kg, k € Z}).

Démonstration
Cet ensemble est bien un sous-groupe de G contenant g et il est contenu par tous les sous-groupes de
G contenant g. ]

L'ordre d’un élément g est alors le plus petit entier k € N\ {0} (+oco s'il n’en existe pas) tel que g¥ = e
(en notation multiplicative) ou k.g = e (en notation additive).

Remarque
Un groupe fini d’ordre 7 est cyclique si, et seulement s'il existe un élément d’ordre 7.
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Remarque
Un groupe monogene est toujours abélien car, pour tout g et tous m, n €N, (en notation multiplicative)

gm*gn:gm-#n:gn*gm.

Les sous-groupes nZ sont monogenes car engendrés par n (ou —n).
On peut vérifier également que les sous-groupes U,, sont cycliques.

Reprenons les deux tables de Cayley des groupes d’ordre 4 déja détaillées.

> Pour un groupe qui admet la premiére table, il y a un élément d’ordre 1 (I'élément neutre), un
élément d’ordre 2, et deux éléments d’ordre 4 : ce groupe est cyclique.

> Pour un groupe qui admet la seconde table, il y a un élément d’ordre 1 (I'élément neutre), et
trois éléments d’ordre 2 : ce groupe n'est pas cyclique puisqu’il est d’ordre 4 et qu'il n’y a aucun
élément d’ordre 4.

1.4. Sous-groupes d’un groupe fini

On remarque que si un groupe G est fini, alors ses sous-groupes H sont aussi d’ordre fini (et d’ordre
inférieur a celui de G). En fait, on peut dire beaucoup mieux avec le théoréme suivant qui n’est pas au
programme de premiére année mais qui s’avere utile pour appréhender les différents exemples que 'on
peut rencontrer.

Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Alors, I'ordre de H divise I'ordre de G.

Démonstration
Notons, pourtout x € G, xH ={x~h, he H} avec xlaloide G.
> Pour tout x € G, 'application
H — xH
{ h — xxh

est une bijection de bijection réciproque
{ xH —
g = xlxg
Par conséquent, |xH|=|H|.
> Pour tous x, y €G tels que xH # y H, alors
xHNyH=g.
En effet, si x H N y H est non vide, il existe i, h’ € H tel que x x h = y » h’ donc
x=y~h'xh'eyH;
par conséquent xH C y H et d’apres le cardinal, x H = y H : contradiction.

> Les éléments de {x H, x € G} forment donc une partition de G en ensembles x, H, ..., x, H de cardinal
|H| donc

p
GI=">_|xcH| = plH];
k=1

ainsi, |H| divise |G]|. [ |
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Un groupe G d’ordre premier p est cyclique.

Démonstration

Soit x € G distinct de I'élément neutre. D’apreés le théoreme de Lagrange, I’ordre du sous-groupe engen-
dré par x divise p donc est égal a 1 ou a p or ce sous-groupe contient deux éléments distincts (e et x)
donc ne peut étre de cardinal 1. Le sous-groupe engendré par x est égal a G et donc G estcyclique. ®

Remarque
Cet argument montre que tout élément d'un groupe d’ordre premier, distinct de I'élément neutre, est
générateur du groupe.

En couplant encore le théoréme de Lagrange avec un peu d’arithmétique, on obtient le corollaire suivant.

Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes finis d’ordre p et g, premiers entre eux.
Le sous-groupe H N K est réduit a I'élément neutre.

Démonstration
La partie HN K est un sous-groupe de H etde K ; d’apres Lagrange, |H N K| divise ala fois |H| et |K| donc
le PGCD de ces deux entiers qui est 1. Ainsi, |H N K| est de cardinal 1 donc réduit a I'élément neutre. M

IIn'y a pas d’élément d’ordre 2 dans un groupe d’ordre impair. Par exemple, le groupe des isomé-
tries du plan engendré la rotation d’angle 2,21% ne contient pas de réflexion.

Déterminons tous les sous-groupes du groupe D,. Les sous-groupes de D, sont d’ordre 1, 2, 4, ou
8 d’apres le théoreme de Lagrange.

¢ Iln'y a qu'un seul groupe d’ordre 1 : {Id}.

¢ Un groupe d’ordre 2 est composé de l'identité et d'un élément d’ordre 2; on en obtient 5 :
{14, s;}, {14, s,}, {Id, o1}, {1d, o, } et {Id, p?} (ce dernier est d’ailleurs le centre de D,).

* Si un sous-groupe contient une rotation p ou p? et une réflexion, alors il contient tous les
€éléments de D,. De méme, si un sous-groupe contient une réflexion s; et une réflexion o ;,
alors il contient tous les éléments de D,. Par conséquent, il y a 3 sous-groupes d’ordre 4 :
un cyclique {Id, p, p?, p*} et deux autres {Id, p2, s, 5,} et {Id, p2, 01,05}

¢ Iln'y aqu'un seul groupe d’ordre 8 : D,.

On représente quelquefois ces 10 sous-groupes sous la forme d'un graphe pour l'inclusion :

ordre 4

--- ordre 2
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1.5. Morphismes de groupes

Lidée de cette section est d’étudier les applications entre groupes qui sont compatibles avec les struc-
tures.

Définition 10.20.

Soit (G, *) et (G’,®) deux groupes et f : G — G’.
> L'application f est un morphisme de groupes si
Vx,yeG,  flxxy)=f(x)®f(y)

> L'application f est un isomorphisme de groupes si f est un morphisme bijectif.
> Un automorphisme de G est un isomorphisme de G dans G.

Intuitivement, un morphisme « transporte » la structure initiale sur la structure du groupe d’arrivée.

Exemple
Dans le chapitre consacré aux fonctions usuelles, nous avons déja rencontré deux isomor-
phismes :
R,+) — R},x) (R, x) — (R+)
X — e* X —  In(x)
Exemple

Soit G un groupe et g € G. Lapplication ¢, : x — g x » g~" définit un automorphisme de G
appelé automorphisme intérieur.
En effet, pour tout x,y €G,
pglxxy)=grxxy*g™
=grxxg xgryxg
= Pg(x)* g ().

De plus, ¢, est bijective de réciproque pg-.

Proposition 10.21.

L'image de I'élément neutre (respectivement I'image du symétrique de x) par un morphisme de
groupes est I'élément neutre (respectivement le symétrique de I'image de x).

Démonstration

> Pour tout x € G, f(x) = f(x xe) = f(x)® f(e) donc, en multipliant a gauche par f(x)~!, on obtient
e’ =f(e).

>Demeéme, f(x)® f(x1)=f(xxx1)=f(e)=e’ dou f(x7!)= f(x)". [ ]

Une simple utilisation de la définition nous donne :

Proposition 10.22.

La composée de deux morphismes de groupes est encore un morphisme de groupes.
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Il suffit alors d’utiliser la caractérisation de sous-groupes dans le groupe des bijections de G dans G muni
de la composition pour obtenir le résultat suivant.

L'ensemble des automorphismes de G, noté Aut(G), est un groupe pour la composition.

Exemple

Vérifions que 'ensemble Int(G) des automorphismes intérieurs (définis ci-dessus) est bien un
sous-groupe de Aut(G).

> Int(G) est une partie non vide car I'identité de G est un automorphisme intérieur associé a
I'élément neutre.

> Soit g, g’ € G. Notons g, et @, les automorphismes intérieurs associés. Alors, (@)™ = pg1
puis @z o(Pg) ! = Pg.g1 €Int(G).

D’apres la caractérisation des sous-groupes, Int(G) est un sous-groupe de Aut(G).

Proposition 10.24.

Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.
> Si H est un sous-groupe de G, alors f(H) est un sous-groupe de G’.
> Si H' est un sous-groupe de G, alors f~'(H’) est un sous-groupe de G.

Dans la preuve qui suit, on note pour simplifier de la méme maniére la loi sur G et sur G’.

Démonstration
> Lensemble f(H) est non vide puisqu'’il contient ey = f(eg).
Pour tous x, y € f(H), il existe s, t € H tels que x = f(s) et y = f(¢). Alors

xxy T = fls)x f(6) = fls w7 e f(H).

Ainsi, f(H) est un sous-groupe de G d’apres la caractérisation des sous-groupes.

> Lensemble f~!(H’) est non vide puisqu’il contient I'élément neutre de G.
Pour tous x, y € f~1(H’), f(x), f(y)€ H' donc

flxy=f)«f(y) ' eH'.
Ainsi, x * y~' € f7Y(H’) et f~'(H’) est un sous-groupe de G d’apres la caractérisation précédente. ]

Définissons deux sous-groupes particuliers associés a un morphisme donné.

gh Définition 10.25.

Soit f un morphisme de groupes de (G, *) dans (G’, ®).
> Le noyau de f est le sous-groupe de G défini par :

Kerf=f"({e'h={xeG, f(x)=e'}.

> L'image de f est le sous-groupe de G’ défini par :

Im f = f(G)={f(x), xeG}.
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Proposition 10.26.

Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors,
> f est injectif si, et seulement si, Ker f ={e}.
> f est surjectif si, et seulement si, Im f = G’.

Démonstration

11 suffit de montrer le premier point (le second est la réécriture de la définition de la surjectivité). Le sens
direct est élémentaire (¢’ n'admet qu'un antécédent e). Pour le sens retour, il suffit de remarquer que
f(x)=f(y)si, et seulement si, f(x*y )= f(x)® f(y) ' =e’, Cest-a-dire x » y ! €Ker f. [ ]

1.6. Ordre d’un élément

Proposition 10.27.

Soit (G, ) un groupe et g € G. L'ordre de g est
min{k eN\ {0}, g~ =e}

avec la convention +oco si I'ensemble considéré est vide.

Démonstration
Considérons le morphisme de groupes défini par

(z —- G
P { k — gk
Le noyau Ker ¢ est un sous-groupe de Z; or tous les sous-groupes de Z sont de la forme nZ avec n € N.
> Si Kerp = nZ avec n # 0, alors le groupe engendré par g est fini d’ordre 7 : plus précisément c’est le
groupe {e, g,...,g"'}.
> Si Ker ¢ = {0}, alors le groupe engendré par g est isomorphe a Z; en effet, ¢ induit un isomorphisme @

entre Z et son image, a savoir le groupe engendré par g : surjective par définition et injective car le noyau
ne contient que I'élément neutre car

{0} cKer ¢ c Ker ¢ ={0}.

Remarque

On comprend un peu mieux I'appellation cyclique avec cette proposition. Par exemple, pour un groupe
cyclique d’ordre 6 engendré par un élément g, la multiplication par g opére comme sur le schéma suivant

g* q—gl
g

g4—>
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Dans un groupe en notation additive, on obtient 'analogue suivant.

Proposition 10.28.

Soit (G,+) un groupe et g€ G. L'ordre de g est
min{k e N\ {0}, kg =05}

avec la convention + 00 si I'ensemble considéré est vide.

Déduisons-en quelques propriétés élémentaires sur I'ordre d'un élément.

Proposition 10.29.

Soit (G, ) un groupe et g € G d’ordre n. Alors,
> le symétrique g~ est d’ordre n;
> pour tout h € G, h~g«h~! est d’ordre n.

Démonstration
> Il suffit de remarquer que, pour tout k € N\ {0}, g* = e si, et seulement si, (g71)* = e donc

min{k eN\ {0}, g¥ =e}=min{k eN\ {0}, g ¥ =e}.

> Cette fois-ci, il suffit de remarquer que, pour tout k € N\ {0}, (h«g«h ™) = hxgFk«h™' = e si, et
seulement si, g’C =e donc

min{k eN\ {0}, g¥=e}=min{k eN\ {0}, (h+xg+h ) =e}.

2. Anneaux et corps

2.1. Définitions des anneaux

Définition 10.30.

Un ensemble A est un anneau s'il est muni de deux lois de composition interne + et x telles que
* (A,+) est un groupe abélien d’élément neutre noté 0,,
* X est associative et admet un élément neutre 1, # 0,4,
* x est distributive sur +.

Si, de plus, x est commutative, alors I'anneau est commutatif.

Voici quelques exemples usuels d’anneaux.

Exemple

Lensemble des entiers Z et 'ensemble des décimaux D sont des anneaux pour les opérations +
et x usuelles.

Exemple

Les ensembles de polyndmes R[X ] ou C[X] a coefficients dans R ou C sont des anneaux pour les

opérations + et x usuelles.
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Les ensembles de n-uplets Z", de suites RY, de fonctions R avec I une partie de R sont des
anneaux pour les opérations + et x effectuées « composante par composante ».

Soit E un ensemble. Lensemble & (E) des parties de E est un anneau pour la différence symé-
trique A et I'intersection N.

Lensemble des entiers de Gauss Z[i] = {a + i b, avec a, b € Z} est un anneau commutatif pour
I'addition et la multiplication.

Remarque
> L'élément 0, est « absorbant » pour x; en effet,
VxeA, Xx=0,+14)xx=04%xx+x.
D’oly, en ajoutant 'opposé —x des deux cotés de I'égalité, 04 x x =0,.
> Pour tout x € A, (—1,) x x est le symétrique de x pour +, c’est-a-dire —x, car
OA = OA X X

=(la—1la)xx

=laxx+(—1x)xx

=x+(—1,) x x.

Remarque
Dans un anneau A, on dispose des regles de calcul suivantes qui généralisent les identités remarquables :

n
YaeA, VneN, (lA—a)x(Za")zlA—a"“,
k=0

qui se généralise a son tour en la formule de Bernoulli (avec une démonstration analogue au cas com-
plexe)

Va,beA, VneN, axb=bxa = (b—a)x(Zakx b”k):b”“—a”“.
k=0

Remarque
De méme, on obtient la formule du bindme par récurrence pour deux éléments d'un anneau A qui com-
mutent.

Va,beA ¥YneN, axb=bxa = (a+b)":Z(Z)akxb”_k.
k=0

En particulier, la formule du bin6me de Newton est toujours vraie dans un anneau commutatif.
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Définition 10.31.

Soit (A, +, X) un anneau et x € A.

> x est régulier a droite (respectivement a gauche) si pour tout y € A, I'égalité y x x =0, (respecti-
vement x x y =04) entraine y =0,4.

> x est inversible si x admet un inverse dans A.

> x est un diviseur de 0 si x # 0,4 et s'il existe y #0, tel que x X y =y x x =0,.

Exemple

Dans Z, tout élément non nul est régulier mais seuls 1 et —1 sont inversibles.

Proposition 10.32.

Un élément qui n’est pas un diviseur de zéro est régulier.

Proposition 10.33.

L'ensemble A* des éléments inversibles d'un anneau (A, +, x) est un groupe pour la loi x.

Remarque

On remarque que cette notation est cohérente avec 'usage R* = R\ {0} et C* = C\ {0} puisque tout
élément non nul de ces ensembles est inversible. En revanche, Z* = {—1,1} #Z \ {0}.

Démonstration

Par définition d’anneau, x est associative et son élément neutre 1, appartient a A*. Soit x, y € A*. Alors,
x x y est inversible d’inverse y~! x x~! donc x x y € A* et x est une loi de composition interne pour A*.
De plus, pour tout x € A*, x~! est inversible (d’'inverse x) donc appartient a A*.

En conclusion, A* est un groupe pour x. |

Exemple
Montrons que le groupe des inversibles de 'ensemble D des décimaux est
{25°, (a, B)e Z%}.
Soit n € Z et a € N tel que 15z € D*; il existe m € Z et b € N tels que
n m
— =1
10a 100

Par conséquent, n est un diviseur de 10*? et & € {2%5P, (a, B) € Z?}.
Réciproquement, on vérifie que tous les éléments de la forme 2%5° sont des décimaux inversibles.

Exemple

Etudions le groupe des inversibles de 'anneau Z[i] des nombres complexes de parties réelle et
imaginaire dans Z.

A cette fin, posons N(a+ib)=|a+ib|* = a®>+ b? pour tout a + i b € Z[i]. Cette fonction est, par
définition, multiplicative ('image d'un produit est le produit des images).

> Vérifions que z € Z[i] est inversible si, et seulement si, N(z)=1.

Le sens direct est évident car N(z)eNet N(z)N(z"1)=N(1)=1.

Pour le sens retour, on remarque que si N(z) =1 alors z7! =z € Z[i]. Ainsi, a + ib € Z[i]* si, et
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seulement si, a® + b? = 1. Comme a et b sont entiers, on obtient quatre possibilités qui corres-
pondenta 1,i,—1,—i etle groupe des inversibles de Z[i] est U,.

NI Définition 10.34.

Un anneau intégre est un anneau commutatif sans diviseur de zéro.

Exemple

Z est un anneau integre. En revanche, Z? muni de I'addition et du produit composante par com-
posante n’est pas un anneau intégre car il admet des diviseurs de zéro (tous les couples avec une
composante nulle) comme, par exemple,

(1,0)x(0,1)=(0,0).

2.2. Définitions des corps

N Définition 10.35.

Un ensemble A est un corps s'il est muni de deux lois de composition interne + et x telles que (A, +, x)
est un anneau, que tous les éléments différents de 04 sont inversibles et que x est commutative
(c’est-a-dire si (A\ {04}, x) est un groupe abélien).

Exemple

Les ensembles de nombres Q, R, C, Q[v2]={a+b+2, a,b<Q} sont des corps.

Proposition 10.36.

Un corps est un anneau intégre, la réciprogue est fausse.

Démonstration
Tout élément non nul d’'un corps est inversible donc ne peut étre un diviseur de zéro. Lensemble des
entiers Z est un anneau integre sans étre un corps (par exemple, 2 n'admet pas d’inverse dans Z). ]

2.3. Sous-structures

NI Définition 10.37.

Une partie B d’un anneau (respectivement corps) (A, +, x) est un sous-anneau (respectivement sous-
corps) si

* B est stable par + et x;

* (B,+, x) est un anneau (respectivement corps) avec le méme élément neutre pour X.

Comme pour les sous-groupes, on dispose des caractérisations suivantes en termes de stabilité.
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Proposition 10.38.

Une partie B d’'un anneau (A,+, X) est un sous-anneau si, et seulement si,
* (B,+) est un sous-groupe de (A,+);
° ]'A S B,
* B est stable par multiplication.

Proposition 10.39.

Une partie L d'un corps (K,+, x) est un sous-corps si, et seulement si :
* (L,+) est un sous-groupe de (K,+);
o L est stable par multiplication;
+ pourtout x € L\ {0x}, x~ 1€ L.

Voici quelques exemples immédiats de sous-anneaux.

Exemples

(Z,+, x) est un sous-anneau de (Q, +, x). (¥ °°(I,R), +, x) est un sous-anneau de (R, +, x).

Exemple

Soit a € C tel que a? = aa + b avec (a, b) € Z2. Montrons que la partie Z[a] = {x + ya, (x, y) € Z?}
est un sous-anneau de C.

> Comme Z[a] est non vide et stable par différence, c’est un sous-groupe de C.

> Par ailleurs, 1=1+0a € Z[«a].

> Il ne reste plus qu’a étudier la stabilité par produit. Pour tous x, y, x’ et y’' € Z

(x+ya)x'+y'a)=xx'+(xy +x'y)a+yy'ad*
=(xx'+byy)+(xy' +x'y +ayyacZlal

Remarque
Attention, un sous-anneau de A n’est pas seulement un anneau inclus dans A.

Remarque

Par exemple, (Z x {0}, +, x) est un anneau mais pas un sous-anneau de (Z?,+, x) car il ne contient pas (1,1)
qui est I'élément neutre de Z? pour x.
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Dans ce chapitre, il y a peu de définitions et de propositions. En revanche, il est bon de connaitre de nom-
breux exemples pour chaque structure.

Groupes et sous-groupes

>Un ensemble G est un groupe s'il est muni d’une loi de composition interne * associative, qui admet
un élément neutre e € G et telle que tout élément de G admet un symétrique pour cette loi.

Si, de plus,  est commutative, alors G est abélien (ou commutatif).

> Soit (G,*) un groupe. Une partie non vide H de G est un sous-groupe de G si, et seulement si,

Vx,y€H, x*y'e€H.

Avec deux lois de composition interne, on trouve une structure adaptée a I’arithmétique dont le principal
exemple est Z : les anneaux.

Anneaux et sous-anneaux

> Un ensemble A est un anneau s'il est muni de deux lois de composition interne + et x telles que
* (A,+) est un groupe abélien d’'élément neutre noté 0y,
* X est associative et admet un élément neutre 1, #0,,
* x est distributive sur +.
Si, de plus, x est commutative, alors I'anneau est commutatif.
> Une partie B d’un anneau (A, +, x) est un sous-anneau si, et seulement si,
* (B,+) est un sous-groupe de (A, +);
. lA < B;
* B est stable par multiplication.

J

Outre sa structure de groupe additif, un anneau cache un autre groupe : I'ensemble des éléments inver-
sibles muni du produit. Lorsque cet ensemble contient tous les éléments non-nuls, la structure est rebap-
tisée corps.

Un corps est un anneau commutatif ol tout élément non nul admet un symétrique pour le produit.
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[ 10]®)

( 1 J©)

( 1 J©)

Vrai ou faux ?

Vrai Faux

a)

Lensemble des racines ni¢mes de —1 est un groupe pour la
multiplication.

Le groupe U, est un sous-groupe de U,, si, et seulement si, d|n.

Les sous-groupes finis de C* sontles U,,.

La partie vide est un sous-groupe de Z.

Le seul sous-groupe de Z contenant 1 est Z.

La réunion de deux sous-groupes est un sous-groupe.

Lintersection de deux sous-groupes est un sous-groupe.

Lanneau Z? muni des opérations terme a terme est integre.

Soit 1 < p < n. ZP est un sous-anneau de Z".

Les éléments neutres de 'anneau (2 (E),A,U) sont@ et E.

R est un sous-corps de C.

Un corps est un anneau integre.

O|0|0|0|O0|O0(O0|0O0|O0|0O|O

O|(0|0|0|0|O0(0O0|0O|O0|0O|O

Exercices d’application du chapitre 10

Exercice 1

Montrer que I'ensemble G =]—1, 1] muni de la loi de composition interne définie par x® y =

groupe.

Exercice 2

Soit G un ensemble non vide muni d’une loi associative  telle que, pour tous a, b € G,

o jlexiste xe G telqueaxx =b,
e jlexiste ye G telque yxa=>.
Montrer que G est un groupe pour *.

Exercice 3

Soit (G,*) un groupe, et H ={x € G, Vg € G, (x *g)> =(g * x)*}. Montrer que H est un sous-groupe de G.
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Exercice 4

Soit (G, x) un groupe et H une partie finie de G non vide et stable par x. Montrer que H est un sous-
groupe de G.

Exercice 5

Soit p un nombre premier. Notons G 'ensemble de toutes les racines de 'unité dont I'ordre est une
puissance de p c’est-a-dire
G=Ju,.

neN

Rappelons quel'ordre de z € G estle plus petit exposant k > 0 tel que z* = 1; on admet que z est d’ordre k
si, et seulement si, tout élément de U, est une puissance de z.
Montrer que G est un sous-groupe infini de (C*, x).
Soit H un sous-groupe de G distinctde G, zy€ G \ H d’ordre p™.
a. Montrer que si H contient un élément d’ordre p", alors U, C H.
b. Montrer que H C Upn,.
c. En déduire qu'il existe n tel que H =U ..

Exercice 6
Soit A l'ensemble des rationnels a dénominateur impair en écriture irréductible.

Montrer que A est un sous-anneau de Q.
Préciser les éléments inversibles de A.

Exercice 7
Montrer que les sous-anneaux de Z? muni des opérations terme a terme sont de la forme

A, ={(x,y)eZ? x=y[n]}

avecn €N.

Exercice 8
Considérons

ZIV3]={x+yV3, (x,y)€Z?}.

Montrer que Z[+/3] est un sous-anneau de R.
. , . . Z[3] — Z

Considérons I'application N : { x+y4/3 - |x2—3y2

Etablir successivement que :

Vz,z’€Z[v3], N(zz')=N(z)N(z').

Vz€Z[v3], N(z)=0&2z=0.

Yz €Z[v/3], N(z)=1<¢ zinversible.

Léquation x2—3y2 =—1 n"admet pas de racines entiéres.

En déduire qu'un élément inversible x + y +/3 est strictement supérieur a 1 si, et seulement

si, x et y sont strictement positifs.

En déduire w le plus petit élément inversible strictement supérieur a 1. w =2+ +/3.

a. Montrer que, pour tout u > 0 inversible, il existe n € Z tel que

PR oR

=)

w"<u< o™,

et montrer que w~" u est un inversible dans I'intervalle 1, w|.
b. Expliciter 'ensemble des éléments inversibles positifs (puis tous les inversibles) de Z[+/3].
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Exercice 9
Soit A un anneau tel que x® = x pour tout x € A.

Montrer que, pour tout x € A, 6x =04.
Soit B={x€A, 2x=0,} et C={x €A, 3x =0,}. Montrer que A=B+C.

Exercice 10
Soit @ € N tel que va ¢ Q. Posons

QWa)={a+bva, (a b)eQ’}.

Soit x € Q(v/@). Montrer qu'il existe un unique couple (a, b) € Q? tel que x = a + b +/a.
Montrer que Q(v/a) est un sous-corps de (R, +, X).

Exercice 11
Déterminer tous les sous-corps de (Q, +, x).

Exercices d’approfondissement du chapitre 10 __

Exercice A
Soit G un groupe fini et A, B deux parties de G telles que |A|+|B|> |G|. Notons
AB={ab, acA, b e B}

Montrer que, pour tout g € G, AN{gb~!, b € B} est non vide.
Montrer que G = AB.

Exercice B
Montrer que, pour tout sous-groupe H de (Q,+) delaforme nZ+nrnZ+...+ryZavecr, 1y, ..., 1y €Q, il
existe r € Q tel que H =rZ.

Exercice C

Soit G un groupe d’ordre n > 2. Pour tout g = (g, ..., g&) € G, notons
e k=g),
* A(g)l'ensemble des produits g; ---g;, ou0<s<ketl<i <--<ig<k,
* a(g)=1A(g)l-

Notons enfin E la réunion des G¥ pour k > 1.
Soit g € E tel que A(g)= G. Montrer que ¥(g) > log, n.
Soit g € E. Montrer I'existence de x € G tel que I'élément g’ =(g, x) vérifie

) (1B

n n

1—

Montrer qu'il existe g € E tel que A(g)= G et ¥(g) <[log,(2nInn)].

Exercice D
Considérons un anneau (4, +, x) intégre et fini.
Soit a € A distinct de 04. Montrer que 'application
A — A
$a: { X — ax

est bijective
En déduire que A est un corps.
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Exercice E

Soit A un anneau de cardinal n. Montrer qu’il y a exactement n? fonctions polynomiales sur A si, et
seulement si, pour tout x € A, x> = x.

Exercice F

Soit A un anneau fini commutatif. Un élément x € A est nilpotent s'il existe un entier k tel que x* =0,;
son indice de nilpotence est alors le plus petit entier positif vérifiant cette condition.
1. Montrer que la somme et le produit de deux éléments nilpotents est encore nilpotent.
2. Montrer que le nombre d’éléments nilpotents divise le nombre de diviseurs de zéro.
Indication : on pourra utiliser le théoreme de Lagrange.

Problemes du chapitre 10

Probleme 1 Dual d’un groupe
Pour tout groupe (G, x), on définit 'ensemble G, appelé dual de G, des morphismes de groupes de G
dans C*.
1. Vérifier que, pour tout groupe G, le dual G est un groupe muni du produit des applications.
2. a. Déterminer tous les éléments de Us.
b. Montrer que le dual d'un groupe cyclique est cyclique.
3. Soit G et H deux groupes abéliens finis. Montrer que le dual de G x H est isomorphe a G x H.

Probleme 2 Théoréme de Scorza

Définition 10.40.

Soit (G, ) un groupe. Un sous-groupe H est distingué dans G si, pour tout x € G et tout h € H,

xxh~x 'eH.

Partie A - Quotient par un sous-groupe distingué

1. Soit (G,*) un groupe et H un sous-groupe distingué de G. Notons, pour tout x € G,
X=xH={x~h,heH},

puis G/H I'ensemble {X, x € G} muni de la loi de composition interne définie par

, _
Vx,x €G, X*xX'=xX*x'.

a. Vérifier que * est bien définie que G/H, c’est-a-dire que si x =y et x’ = y/, alors x x x’/ =
yxy'
b. Montrer que G/H est un groupe puis que 'application
(G - G/H
1 » x

est un morphisme de groupes.
c. Montrer que pour tout sous-groupe K de G contenant H, ¢(K) est un sous-groupe de G/H.
d. Montrer que pour tout sous-groupe K’ de G/H, ¢~'(K’) est un sous-groupe de G conte-
nant H.
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Partie B - Exemples

1. Ecrire les tables de Cayley des groupes (Z/2Z,+) et (Z/2Z x Z./2Z,+).
2. Vérifier que Z/2Z x Z/2Z est réunion de trois sous-groupes stricts.

Partie C - Cas de deux sous-groupes
Montrer que si un groupe G est la réunion de deux sous-groupes H; et H, alors H; =G ou H, =G.
Partie D - Cas de trois sous-groupes

1. Soit (G, x) un groupe qui est réunion de trois sous-groupes H;, H, et H, tous distincts de G.
On note A, , 3 I'intersection des trois sous-groupes H;, H, et Hz; A; , (respectivement A, 3 et A, 3)
l'intersection des sous-groupes H, et H, (respectivement H; et H3 ou H, et H;) privée de A; ,3; A;
(respectivement A, et A3) I'ensemble H; (respectivement H, et Hs) privé de H,UH; (respectivement
H, UH; et Hy UH,).
a. Justifier que les parties A;, A, et A3 sont non vides.
b. Montrer que A, =@.
Indication : on pourra considérer le produit d'un élément de A, , avec un élément de A; et
tester s'il appartient a H;, H, ou Hs.
c. Montrer que les éléments de A; sont les produits d'un élément de A; et d'un élément de A,
(dans cet ordre ou 'autre).
Ecrire toutes les propriétés analogues.
On admet que le produit de deux éléments de A; (respectivement A, ou Az) appartient a
Aos.
d. Montrer que A, , 3 est un sous-groupe distingué de G.
Notons ¢ la projection de G dans G/A; , 3.
e. Montrer que ¢(A4;), p(A,) et p(A3) sont trois singletons distincts.
f. En déduire que le groupe G /A, , 3 estisomorphe a Z/27Z x Z/27Z.
2. Soit G un groupe et H un sous-groupe distingué de G tel que le groupe G/H est isomorphe a
7./27. x 7.]27.
Montrer que G est la réunion de trois sous-groupes de G distincts de G.
Indication : on pourra utiliser les parties A et B.

eeoo® Probleme 3 Actions de groupe

\6/ Définition 10.41.

Une action d’un groupe (G, .) sur un ensemble E est une application
{ GxE — E

(g, x) — gex
telle que
* V81,8€G, VXx€E, (gi8)ex=g *(gx).
* VYXx€E, eex=x.

On définit alors I'orbite de x € E comme la partie de E
w(x)={y €E tel qu'il existe g € G vérifiant y =g e x},
le stabilisateur de x comme la partie de G
S(x)={g G tel que go x = x},
I’'ensemble des points fixes de g € G est la partie de E
Fix(g)={x € E tel que ge x = x}.

Un systeme de représentants est alors une partie R de E telle que, pour tout x € E, il existe un
unique élément a la fois dans w(x) et R.

435



Mathématiques MPSI

Partie A - Exemples

Déterminer les actions de groupes parmi les applications suivantes.
Laction de Z sur Q* définie par
(n,r) — 1"
Laction de G sur G définie par
{ GxG — G
(&x) — gxg™
Laction de G sur £,(G), 'ensemble des parties de G de cardinal n, définie par
(g,4) — gA={gaavecac A}

Partie B - Premieres propriétés
Considérons une action d’'un groupe G sur un ensemble E notée

GxE — E
{n = gos
Définissons une relation binaire sur E par x ~ y si, et seulement si y € w(x).
a. Vérifier que ~ est une relation d’équivalence.
b. Préciser la classe d’équivalence pour ~ de x € E.
Montrer que, pour tout x € E, S(x) est un sous-groupe de G.
Soit x € E. Pour tout g € G, notons g = gS(x) et considérons C ={g, g€ G}.
a. Montrerquesiheg,alorshex=gex.
b. Montrer que I'application
C — w(x)
{ g§ — gex
est bijective.
c. En déduire, lorsque G est fini, que |G| =|S(x)|.|ew(x)]-

Partie C - Equation aux classes, formule de Burnside

Considérons une action d’'un groupe fini G sur un ensemble fini E notée

{GxE — E
(&,x) — gex

Considérons R un systeme de représentants.
Montrer que

< Gl
E1=2 5t

Montrer que le nombre d’orbites est

Z [Fix(g)|
IGI

geG

Indication : on pourra étudier {(g,x)€ G x E telque g x = x}.
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Corrigés des Vrai/Faux

a) Faux, il ne contient méme pas 1.
b) Vrai.

c) Vrai. Soit z un élément d’'un tel groupe, il existe p > g tel que z” = z9 (car le groupe est fini) donc
zP~9 = 1. Ainsi, tous les éléments sont des racines de I'unité. On conclut en considérant le plus grand
ordre d'un élément de ce groupe.

d) Faux, un groupe est non vide car il contient '’élément neutre.
e) Vrai.

f) Faux, par exemple, 2Z et 3Z sont des sous-groupes de Z mais 2Z U 3Z n’est pas un sous-groupe de Z :
il n’est pas stable par addition : 2+ 3 ¢ 2Z U 3Z.

g) Vrai.

h) Faux, par exemple, (1,0) % (0,1)=(0, 0).
i) Faux, il n'y a méme pas inclusion.

j) Vrai.

k) Vrai.

) Vrai.

Corrigés des exercices d’application
du chapitre 10

Exercice 1

> Montrons d’abord que & est bien interne a G. Pour tous x, y € G, (1—x)(1—y)>0donc 1+ xy > x+y

et(l1+x)(1+y)>0donc1+xy >—(x+ y): par conséquent, % €aG.

> Etudions les propriétés de &.

* 0€G estl’élément neutre de & car, pour tout x € G, x®0=0® x =
e Pourtoutx€G,—x G et

x+0 _
1+0x —

x®(—x)=(—x)®x= =0.

Donc tout élément de G admet un symétrique dans G.

e Soitx, yetzeG.

x+(y®z) x+ty+ztxyz

l+x(y®z) l+xy+yz+zx’
X®y)tz X+y+z+xyz

(my)@Z:( )tz _ y Vs
1+(x®y)z 1+xy+yz+zx

x®(y®z)=
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Les deux quantités obtenues sont égalesdonc x®(y ®z)=(x® y)® z.
Ainsi, & est associative.

En conclusion, (G, ®) est un groupe; il est par ailleurs abélien.

Exercice 2

Comme * est associative, il suffit d’établir 'existence d'un élément neutre e puis de montrer que tout
élément de G admet un symétrique.

> Soit a € G (qui existe car G est non vide). D’apres le premier point, il existe e € G tel que a x e = a. Pour
tout b € G, il existe d’apres le second point, un élément y € G tel que b = y xa. Alors,
bxe :(y*a)*e:y*(a*e):y*a:b_

On montre de méme (en inversant I’ordre d’utilisation des deux propriétés) qu’il existe un élément e’ € G
tel que, pour tout b € G, e’ x b = b. Mais alors, en utilisant ces deux propriétés tour a tour,

e/=e'xe=e.

Ainsi, e est1’élément neutre de *.
>. Soit a € G. D’apres les propriétés, il existe des éléments x, y € G telsque a x x = y xa = e. Alors,

x=exx=(yrxa)xx=yx(axx)=yxe=y.

Cet élément x = y est donc le symétrique de a pour *.

Exercice 3
Remarquons tout d’abord que H contient I’élément neutre donc est non vide.

Par ailleurs, pour tous x, y € H, ettout g € G, (x x y xg)> = (y g » x)?> = (g x x x y)?, en utilisant tour a
tourx€Hetye€H.Ainsi, x~y € H.

Enfin, pour tout x € H ettout g €G,

(xlegl=(xlagaxwx)
=(xxx tagrxl)?
=(g*x"')

Ainsi, x~! € H. En conclusion, H est un sous-groupe de G.

Exercice 4

Pour tout x € H, 'ensemble des puissances de x est inclus dans H donc est fini. Il existe donc p > g tel
que xP = x9 et, par conséquent, x”~9 =1 soit encore x x x?~971 = xP=971 x x =1, : le symétrique de x
est xP~971 € H. Ainsi, H est une partie non vide de G stable par produit et par passage a I'inverse donc
est un sous-groupe de G.

Exercice 5

1. Lensemble G est une partie non vide de C* car 1 € G. Pour tous z, z’ € G, il existe n € N tel que
z,z2 € Upyn donczxz'le U, € G et G est donc un sous-groupe de C*. G est infini car G contient Upn,
une partie de cardinal p” pour tout n.

2. a. Si H contient un élément z d’ordre p", alors tout élément de U, est une puissance de z donc
U, CH.

b. Supposons H ¢ U,n, alors il existe z € H d’ordre p" avec n > ny. D’apres la question précédente,
Upn € Upn € H donc z, € H : contradiction.

c. Soit z I'élément d’ordre maximal p” dans H (qui existe car H C Upno). Par maximalité, H C U, ; or,
U,. est'ensemble des puissances de z donc est inclus dans H. Donc H =U,,..
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Exercice 6

1. » La partie A C Q contient 1 = % et0=
>Soita, a’ €Z, n et n’ €N. Alors,

9
To

a a  al2n’+1)—a’'(2n+1)
2n+1 2w+1  (2n+1)@2n/+1)

’

et le dénominateur en écriture irréductible de cette fraction divise (2n+1)(2n’ + 1) donc est impair. Ainsi,
A est stable par différence.
>De méme, pour a, a’ €Z, n et n’ €N,

a a’ aa’

X = .
2n+1 2n/+1 (2n+1)2n’+1)

D’ou1 'on déduit comme précédemment que A est stable par produit.
En conclusion, A est un sous-anneau de Q.
2. Un élément de A d’écriture irréductible 55 est inversible si le rationnel d’écriture irréductible Z”a—“

est aussi dans A, c’est-a-dire si a est impair. Ainsi, les éléments inversibles sont donc les rationnels d’écri-

ture irréductible de la forme 22',:‘:11 (donc, en utilisant le vocabulaire du chapitre suivant, les rationnels de

la forme % avec la méme valuation 2-adique).

Exercice 7

e Remarquons tout d’abord que A,, est bien un sous-anneau de Z? car, (1,1) € A, etsi x = y[n] et x’ =
y'[n], alors x —x’ = y — y’[n] et xx’ = yy’[n] soit si (x, y) et (x,y’) € A,, alors (x,y)—(x/,y’) € A,, et
(x,y)x(x,y") € Ay.

e Soit A un sous-anneau de Z? distinct de A,. Il existe donc (x, y) € A avec x # y. Ensuite (x — y,0) =
(x,y)—y(@,1)e Aet(y — x,0) € A. On peut donc poser n = min{x € N\ {0}, (x,0) € A}. On vérifie alors
que (n,0)€ A, (0, n) € A et donc, pour tous x, k, [ €Z,

x(1,1)+ k(n,0)+1(0,n) € A.

Ainsi, A, C A.

Considérons (x, y) € A. Alors, (x — y,0) € A et par suite (r,0) € A ou r est le reste de la division de x —y
par n. D’apres la définition de 7, r =0 donc (x, y) € A,,. Ainsi, AC A,,.

En conclusion, les sous-anneaux de Z? sont les ensembles A,, ol1 n €N.

Exercice 8
1. La partie Z[v3] C R contient 0, 1, est stable par différence et par produit donc est un sous-anneau
deR.
2. Onremarque que N(x + y+/3)=|(x + y+/3)(x — y+/3)| pour tout (x, y) € Z>.
a. Pour tous (x, y) et (x’, y') € Z?,
N((x+yV3)(x'+y'V3)=N((xx'+3yy)+(xy'+x'y)V3)
=|(xx"+3yy' ¥ —3(xy +x'y¥|
=|x*x?+9y?y?—3x*y”? —3x"y?|
=|x*—3y?[|x?—3y"|
=N(x+yV3)N(x'+y'v3).
b. Soit (x, y) € Z? non nul tel que N(x + y+/3) = 0, c’est-a-dire x> = 3y? ce qui n’est pas possible en
considérant les valuations 3-adiques des deux membres. Par conséquent, le seul z € Z[+/3] tel que N(z) =
Oestz=0.
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c. Soit z=x + y+/3 avec (x, y) € Z°.

> Si z est inversible, il existe z’ € Z[+/3] tel que zz’ =1 et donc N(z)N(z’) = 1 avec le (a). Ainsi, N(z) est

un entier naturel divisant 1 donc N(z)=1.

> Réciproquement, si N(z) =1, alors (x+y +/3)(x—y+/3)==%1 d’ot1 x+ y +/3 estinversible et (x + y+/3)! =

+(x— y+/3).

d. Si(x,y) e Z? vérifie x> —3y? = —1, alors x? = 2[3] ce qui est impossible : I'équation x2—3y? = —1

n'admet pas de racines entiéres.

On a ainsi établi que x + y +/3 est un élément inversible si, et seulement si, x> —3y? =1.

3. a. > Soit (x, y) € Z? tel que x + y+/3 est un élément inversible strictement supérieur a 1. Linverse de

cet élément est x —+/3y et il est strictement inférieur a 1 donc x + +/3y —(x — v/3y) = 24/3y > 0 donc

y > 0. Ensuite, comme x%=1+3y2>3y?, x ++/3y est du signe de x et donc x > 0.

> Si x et y sont strictement positifs, alors x + yv/3>1++/3> 1.

b. Discutons selon la valeur de x.

Six>2ety>1,alors x+y+v3>2++3.

Par ailleurs, il n'y a pas d’éléments inversibles x + y +/3 > 1 tels que x = 1 (car cela entrainerait y = 0).

Comme 2 + +/3 est un inversible strictement plus grand que 1, on obtient w =2+ +/3.

4. a. > En passant au logarithme (qui est une fonction croissante), on observe que I'inégalité équivaut a
nlnw<hu<((n+1)lnw,

donc que n =| {24 |.

> Le réel w"u est produit d’éléments inversibles donc est inversible. L'inégalité ci-dessus traduit I'ap-

partenance w " u al'intervalle [1, w[.

b. Avec les notations de la question précédente, w™"u = 1 car w est le plus petit inversible strictement

supérieur a 1 donc u = w”. Les inversibles positifs sont donc les puissances de w. On en déduit que

ZIV3 = (0", nez).

Exercice 9
1. Pour tout x € A, la formule du binéme donne (pour x et x qui commutent)

x+x=(x+xP =x>+3x°x+3xx2+ x> =x+ x +6x.

Ainsi, 6x =0y.
2. Les entiers 2 et 3 sont premiers entre eux donc il existe, d’apres la propriété de Bézout, des entiers u
et v tels que 1 =2u +3wv. Alors, pour tout x € A,

x=2ux+3vx,

et2ux e C (car3(2ux)=6(ux)=04) et3vx € B (car 2(3vx)=6(vx)=0,).
En conclusion, AC B+ C donc A=B+C.

Exercice 10

1. Supposons qu'’il existe deux couples (a, b) et (a’, b’) € Q tels que a + by/a = a’ + b’/a. Alors, (b —
b')Ya=(a—a’).Sib#b’, alors ya € Q ce qui est contraire a la définition de a; par conséquent, b = b’
et par suite, a =a’.

2. Lensemble Q(v/a@) C R contient 0 =0+0+/a et 1 = 1+0+/a. Il est bien évidemment stable par différence

V(a,b),(a’,b)€Q?,  (a+bva)—(a'+b'Va)=(a—a')+(b—b)WacQWa),
et par produit
Y(a,b),(a’,b’) e Q?, (a+bva)a' +b'vVa)=(aa’+abb’)+(ab’+a’b)VacQa).
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C’est donc un sous-anneau de R. Il reste a établir que tout élément non nul de Q(+/a) est inversible dans

Q(+/@). D’apres la premiére question, un élément non nul de Q(v/a) est de la forme a+ b /a avec (a, b) #
(0,0); or, pour (a, b) #(0,0),

1 _ a—bJa _a—b Ja

a+bya (a+bya)la—bya) a2—b2a

En conclusion, Q(v/a) est un sous-corps de R.

cQWa).

Exercice 11

Soit K un sous-corps de Q. Par définition de corps, 1 € K et par stabilité par somme, Z c K. Or, tout
élément non nul de K admet son inverse dans K donc, pour tout n € N\ {0}, % € K. Enfin, par stabilité
par produit, pour tout m € Z et tout n €N\ {0}, -+ € K donc Q=K.

Le seul sous-corps de Q est Q.

Corrigés des exercices d’approfondissement
du chapitre 10

Exercice A
1. Soit g € G tel que AN{gb~', b € B} soit vide. Alors,
|Au{gb™',beB}|=|Al+|{gh™",b € B}
=|Al+|B|>|G],
ce qui est impossible pour une partie de G. Par conséquent, l'intersection AN{gb~!, b € B} est non vide
pour tout g € G.

2. Soitg € G etac An{gb~, b € B}; par définition, il existe b € B tel que a =gb~' donc g =ab.On a
ainsi G ¢ AB. Lautre inclusion est immédiate car le produit est interne a G.

Exercice B
Soit H un tel sous-groupe. Notons r; = p - pour i € [1,N] puis g le PPCM des dénominateurs et enfin,
q = q/q; pour tout i €[1, N. Alors

1 / /
H= g(qlpIZ+...+quNZ).

Or, tous les sous-groupes de Z sont de la forme aZ avec a € Z : il existe a € Z tel que
APZ+...+qypnZ=al.

En conclusion, H est engendré par %.

Exercice C

1. Majorons le nombre d’éléments de A(g) par le nombre de parties de {1,..., ¥(g)}. Comme A(g) = G,
n=|A(g)| <28, c’est-a-dire ¥(g) >log,(n).

2. Remarquons que, pour tout x € G, A(g’) = A(g)x UA(g) en dlstlnguant les cas ol I'élément de A(g’)
utilise ou non la derniére coordonnée. Par conséquent, a(g’) =2a(g)—|A(g)xNA(g)| car |A(g)x| = |A(g)| =
a(g).
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Considérons x € G tel que le cardinal |A(g)x N A(g)| est minimal. Alors,
nlA@)xNAQ)I< D Ag)y NA(g).
yeG

Comme A(g)y NA(g) C A(g) et que chaque élément h € A(g) appartient a A(g)y N A(g) si, et seulement
s'il existe k € A(g) tel que y = k™' h, le membre de droite compte chaque élément de A(g) exactement
|A(g)| fois. Ainsi,

n|A(g)xNAg) < alg).

Avec cette inégalité, on obtient

1
n n n2 n

_alg) _,_2alg)  alg)y =(1_@)2.

3. Considérons la suite (g()).y d’éléments de E obtenue par extensions successives avec la question
keN
précédente. Par une récurrence immeédiate, pour tout k €N,

-8 (1Y,

n n

12 k1
(1— —) <e " <—,
n n

donc a(g®) > n—1, c’est-a-dire a(g¥)) = n. On a ainsi comme attendu, que pour k = [log,(2n1n n)],
AgM)=G.

Pour tout k > log,(2nInn),

Exercice D

1. Lapplication ¢, estinjective car A est integre : en effet, pour tous b, c € Atelsquea xb=a x c,on a
ax(b—c)=04 donc b—c =0, par intégrité (et car a # 0,).

Comme I'ensemble A est fini, une application injective de A dans A est bijective.

2. Soita #0,4. Comme @, est bijective, il existe b € A tel que ¢,(b)= 1, c’est-a-dire a x b =1,. Lanneau
étant commutatif (car intégre), on en déduit que a est inversible (d’'inverse b). Ainsi, tout élément non
nul de A est inversible donc A est un corps.

Exercice E

Commengons par remarquer qu’il y a au moins n? fonctions polynomiales f, , : x — ax + b avec a,
beA:eneffet,sif, , =f.qgalorsb=f,,(04)=f.404)=deta=f,,(1))—b=f 4014)—d=c.
> Si x2 = x pour tout x € A, alors x* = x pour tout k > 1 (simple récurrence) et

gakxk = (iak) x+a :féakﬂo(x)

k=1

Par conséquent, les seules fonctions polynomiales sont associées aux fonctions affines.

> Supposons qu'il n’y a pas d’autres fonctions polynomiales. Alors, la fonction x — x? est égale a une
fonction affine : il existe a, b € A tels que, pour tout x € A, x> = ax + b. En considérant x = 04 puis
x=14,onobtient hb=0,eta=1,.
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Exercice F
1. Soit x et y nilpotents d’indices n et m. Alors, (xy)" =x"y" =0et

+n—1
(x_’_y)ernfl :mzn (m +k’;l_l)xkym+nlk:0‘
k=0

En effet, si k > n, x*¥ =0; sinon m+ n—1—k > m et, dans ce cas, ym“’*l*k =0 : tous les termes de la
somme sont nuls.
2. Notons N, D les ensembles des éléments nilpotents et diviseurs de zéro de A.
> N est un sous-groupe (d’apres la premieére question) de (A, +) donc d’apres le théoréme de Lagrange,
|| divise |A].
> Lensemble {1+ x, x € N} est un sous-groupe de (A*, x) (car, pour tout x € N, (1—x)(1+x + x> +...+
x"1) = 1; la stabilité par produit vient de la premiere question). D’apres le théoréeme de Lagrange, |N|
divise |A*|.
> Montrons que D = A*. Il est evident que D C A*. Pour I'inclusion réciproque, considérons x ¢ A* et
I'application
A — A
o]

a — axx

© n'est pas surjective car 1, n’est pas atteint donc n’est pas injective (car A est fini) : soit a # b tel que
axx=>bxxdonc(a—b)xx=0,:x appartient a D. Par conséquent, |A*|+|D|=|A|.
En combinant ces trois points, on trouve que |N| divise |A| —|A*| donc |D|.

Corrigés des problemes du chapitre 10

Probléme 1
1. Le produit des applications est bien une loi de composition interne. Cette loi de composition est clai-
rement associative; I'élément neutre est 'application f : G — C* constante égale a 1. Le morphisme f
de G dans C* admet pour symétrique I'application

{ G —» C

L
fx)

X —

Ainsi, G est un groupe (et il est abélien).
2. a. Soit p € Us. Alors ¢(j)? = ¢(1) = 1 donc ¢(j) € Us. Remarquons ensuite que la valeur ¢(j) déter-
mine uniquement ¢ car ¢(1)=1 et ¢(j?)= p(j)?. Il y a donc trois éléments dans Us :

1 1 1 - 1 1 1
J 1 o= J
J? 1 o= Jj?

7

J
b. Soit G = (x) d’ordre n. Toute application ¢ € G est uniquement déterminée par ¢(x). Comme pré-
cédemment, e(x)" = p(x™) = p(1) =1 c’est-a-dire p(x) € U,,. Notons g, 'application qui envoie x sur
e . Alors, pour tout k, ¢ = (¢;)¥ donc G = (¢p;) est cyclique.

111
111

3. Notons
[ G — GxH [ H — GxH
g = @e) © Pl n - (en
et
[ GxH — G [ GxH — H
Pl em - ¢ P len - n
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GxH — GxH

— (pofipef)
GxH - GxH
(P1,02) — @iopi.g,0p,

Alors, 'application {

est un isomorphisme de bijection réciproque

En conclusion, G x H est isomorphe a G xH.

Probleme 2
Partie A - Quotient par un sous-groupe distingué

1. a. Soit x, x’, y, y’ € G tels que X = et x’ = y’. Par définition, il existe h, h’ € H tels que x = y ~ h et
x’=y’xh’. Ainsi

x*x’=y*h*y’*h’=y*y'*y/_l*h*y'*h'.

Or, comme H est distingué, y’~' xhx y’ € H donc x x x’ € y x y’. Par symétrie, x x x’ = y * y’.

b. Vérifions les différentes propriétés delaloi de composition interne sur G/ H . Elle est associative (simple
vérification), d’élément neutre e et le symétrique de ¥ (oi1 x € G) est x1.

Pour tous x,y € G, ¢(x x y) = p(x)* ¢(y) par définition de la loi sur G/H.

En conclusion, G/H est un groupe et ¢ est un morphisme de groupes.

c. Il suffit d’appliquer la premiere question avec le morphisme ¢.

d. D’apres la premiére question, pour tout sous-groupe K’ de G/H, ¢~!(K’) est un sous-groupe de G.
De plus, e € K’ donc ¢~ ({e}) c ¢~ (K’); or p~}({e}) = {x € G, X =e} = H. En conclusion, ¢p~'(K’) est

un sous-groupe de G contenant H.

Partie B - Exemples

1. Apres calculs, on obtient successivement

+ /00|01 @10/ @
+110]1 0,0) || (0,0) | (0,1) | (1,0) | O,1)
ollo|1 0,1 | (0,1) | (0,0) | 1,1) | (1,0
1/10 (1,0) | (1,0) | (1,1) | (0,0) | (0,1)
(LD | 1,1 (L,0) (0,1) (0,0)

2. D’apres le théoréme de Lagrange, les sous-groupes de Z/27 x Z/27Z sont d’ordre 4 (le groupe entier), 2
(les groupes {(0,0),(0,1)}, {(0,0),(1,0)}, {(0,0),(1,1)}) et le groupe d’ordre 1 (réduit a I'élément neutre). On
vérifie immédiatement que Z/2Z x Z/2Z est la réunion des trois groupes d’ordre 2.

Partie C - Cas de deux sous-groupes

Supposons que (G, *) estlaréunion de deux sous-groupes H, et H, et que H; # G. Alors, il existe x € G\ H;.
Pourtout y € H,, xxy € G = H{UH,.Si x~y € H,, alors x = (x+y)*y~! € H; ce qui est contradictoire avec
la définition de x. Par conséquent, xxy € H, donc y = x ' x(x*y) € H, ainsi, H; C H, et G = H{UH, = H,.

Partie D - Cas de trois sous-groupes

1. a. Sil'une des parties A;, A, et A; est vide, alors G est réunion de deux sous-groupes stricts ce qui est
impossible d’apres la partie précédente.

b. Supposons A;,#@. Soitx €A, ety € A;. Alors x»y € G = H; UH, U H;.

e Six*ye€H,alors y =x"'x(x*y)€ H, ce qui contredit y € A;.

e Sixxy€H,,alors y =x"!'x(x*y)€ H, ce qui contredit y € A;.

* Sixy€Hs, alors x =(x*y)*y~! € H; ce qui contredit x € A, .
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Dans tous les cas, on aboutit a une contradiction donc A, , =@.
De la méme maniere, on obtient A; 3 = A, 3 =2.
c. Soit x € A; et y € A,. En distinguant les cas comme précédemment, on trouve que le produit x x y—!
appartient a H, mais pas a H, U H; ce qui, par définition, signifie x+ y = € A,. Ainsi x = (xxy~1)xy € A,A,.
De méme

Al :A2A3 :A3A2, A2 :A1A3 :A3A1, A3 :A1A2 :AzAl.

d. Remarquons tout d’abord que A, , 5 est un sous-groupe comme intersections de trois sous-groupes.
Soitx€A;,5ety €G.

e Siy €A ,3, alors yxx*y ! €A, par propriété de groupe.

* Sinon, supposons sans perte de généralité que y € A, et remarquons que x x y ' € H, par propriété de
groupe et exploitons H; = A; UA; , 3.

- Six+xy te€A 3 alors y7l € A; , 3 (en multipliant par x ! donc y € A, , 3 : contradiction!

- Six+y teA), alors y x x x y! estle produit de deux éléments de A; donc appartienta A , 3.

Dans tous les cas de figure, y x x x L € A} , 3. En conclusion, A, , ; est un sous-groupe distingué de G.
e. * Commencons par montrer que le symétrique d'un élément de y € A; appartient a A; : en effet, il
appartient a H; et ne peut appartenir au groupe A, 3 car sinon y =(y ')l € A, , 3.

Ainsi, pour tous x,y € A, y ' xx € A; 53 (produit de deux éléments de A;), c’est-a-dire qu’il existe z €
Ajpstelque x=y+zdoncx=7y.

En conclusion, tous les éléments de A; ont la méme image par ¢ : ¢(A;) est un singleton.

* Soit x €A ety €A,.Six =7y, alorsil existe z € A, , 5 tel que x = y x z. Comme y, z € H,, alors x € H,
qui est contradictoire avec x € A;.

Ainsi les images par ¢ d’éléments de A, et A, sont distinctes.

Par symétrie, p(A;), p(A,) et ¢(A3) sont trois singletons distincts.

f. Notons e, a,, a, et az les images des éléments de A, ,3, A;, A, et A3 respectivement. En utilisant les
propositions de la question (c), on obtient la table de Cayley suivante

* e a ay as
e e a, a, as
a, a, e as ay
a, || a, | as | e @
as as as ay e
qui correspond a celle de Z/27Z x Z/2Z. Donc les deux groupes sont isomorphes. L
2. Soit f : Z/2Z.xZ/2Z— G /H unisomorphisme et considérons H, = ¢~ (f({(0,0),(0, 1)})), H, = ¢~ (f({(0,0),(1,0)}))
et H; = p~'(f({(0,0),(1,1)})). D’apres la partie A, ces trois ensembles sont des sous-groupes de G (conte-
nant H) comme image et image réciproque de sous-groupes par des morphismes. Comme

f({(0,0),(0, DHU f({(0,0),(1,00) U f({(0,0),1, D} =G/H,

on a H;UH, U H; = G. De plus, ces trois groupes sont distincts de G car leur image par ¢ n'est pas G/H.

Probleme 3
Partie A - Exemples

Les deux dernieres applications sont des actions de groupes.

1. Soit r € Q* différent de 1. Alors, r'* #(r!)!.

2. Vg, heG,VxeaG, (gh)x(gh)'=g(hxh Y)g™.

>VxeG, exe '=x.

3. >Vg,heG, YAe2,(G), (gh)A={gha avec a € A} = g{ha avec a € A} = g(hA).
>YVAeZ,(G), eA={ea, avec a € A} = A.
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Partie B - Premieres propriétés
1. a. >~ estréflexive car x € w(x) pour tout x € E.
>Soit x, y € E.
yew(x)=3d1geq, y=gex
©3geG, gley=gle(gex)
©3geG, gley=(g'glex=x
S xew(y)
D’ou ~ est symétrique.
>Soit x,y,z€ Etelsque x ~y ety ~z;ilexiste g,heGtelsque y=gex etz=hey donc
=he(gex)=(hg)ex.
Ainsi, z ~ x. D’ou ~ est transitive. En conclusion, ~ est une relation d’équivalence.
b. Par définition, la classe d’équivalence de x € E est w(x).

2. > e €8(x)donc S(x) est non vide.
> Soit g, h € S(x). Alorsgex =x et he x = x donc x =h ' e x. D’ol

(gh’l)-x:gO(hflox):gox:x.
Ainsi, gh~! € S(x). En conclusion, S(x) est un sous-groupe de G.
3. a. Siheg,ilexiste k € S(x) tel que h = gk. Alors

hex=(gk)ex=ge(kex)=gexcar keS(x).
b. » Par définition de w(x), 'application est surjective.
>Soitg,heG telsque gex =hex;dou(h'g)ex=x,cest-a-dire k' g € S(x) ou encore g € hS(x) soit
enfin g = h. Lapplication est donc injective.
c. D’apres ce qui précede, |C|=|w(x)|. De plus, les ensembles distincts g forment une partition de G et
sont tous de méme cardinal |S(x)|. Il y a |C| tels ensembles d’ot1

IGI=ICl.Ig] = |w(x)IIS(x)].
Partie C - Equation aux classes, formule de Burnside
1. Les orbites w(x) pour x € R forment une partition de E (car ce sont les classes d’équivalence pour ~)

d’ou
E|= Y lo(x).

X€ER

En utilisant la derniere question de la partie B,

|_Z |G|
xeR

2. Soit A={(g,x)€ G x E tel que g  x = x}. Dénombrons A de deux manieres. D’'une part, en partition-
nant selon la premiere coordonnée des couples,

A= [Fix(g)

geG
D’autre part, en partitionnant selon la deuxieme coordonnée des couples,

A=STs@I=D ST IswI=>. Z |G| =|GLIRI.

x€E X€ER yew(x) X€R yew x)

Z |Fix(g)|
G|~

geG

En conclusion, le nombre d’orbites est
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Arithmeétiques des
entiers

1. Divisibilité — 2. PGCD, PPCM — 3. Nombres premiers —
4. Systemes congruentiels

Objectifs et compétences du programme

Maitriser la notion de divisibilité et les écritures en termes de congruence.
Savoir caractériser la primalité relative par le théoreme de Bézout.
Calculer un PGCD et une relation de Bézout.

Exploiter la décomposition en facteurs premiers.

Résoudre des systemes linéaires congruentiels.

Sophie Germain, mathématicienne, physicienne et philosophe fran-

caise (1776-1831).

Davantage connue pour sa légende que pour ses résultats, sa condition

defemmel’empécha d’accéder aux études mathématiques (les cours lui

sont interdits) et elle dut usurper une identité d’homme pour se livrer a

sa passion.

Ses travaux ont suscité (et suscitent encore) un grand intérét :

e d’'une part, ses recherches arithmétiques sur le théoreme de Fermat
(alors conjecture) I'ont amené a traiter un cas particulier impression-
nant (celui des exposants n premiers impairs tels que 2n + 1 est éga-
lement premier);

e d’autre part, son analyse des figures obtenues sur les plaques
vibrantes, dites figures de Chladni, lui ont valu le Grand Prix de I'Aca-
démie des Sciences en 1816.
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Larithmétique ou théorie des nombres est sirement la partie la plus fascinante des mathématiques en ce
sens qu’elle permet d’énoncer tres simplement des questions tres difficiles. Dans ce chapitre, 1'objectif
n'est pas d’aborder les grandes conjectures mais de mettre en avant les éléments de base : divisibilité
entre entiers, primalité relative (et calcul de PGCD), primalité.

On remarquera que les nombres premiers arrivent en fin de chapitre et que les autres notions sont donc
définies indépendamment de ceux-ci.

1. Divisibilité

1.1. Définitions et premiers exemples

Définition 11.1.

Soit a, b € Z.
> a est un multiple de b s'il existe g €Z tel que a=¢gb.
> a est un diviseur de b s'il existe g € Z tel que ga=b.

Ainsi, un entier a est un diviseur d'un entier b si, et seulement si, b est un multiple de a. On note alors
a|b pour I'affirmation a divise b.

Définition 11.2.

Soit n € N'\ {0}. La congruence modulo 7 est la relation binaire sur Z définie par la divisibilité de la
différence par n.
Plus précisément, pour tous a, b €Z, a = b[n]sia—b € nZ.

La relation de congruence est également notée = méme si on lui a préféré le symbole d’égalité dans ce
cours.

Proposition 11.3.

Soit n € N\ {0}. La congruence modulo n est une relation d’équivalence.

Remarque
La propriété « a est un multiple de b » se traduit également par aZ C bZ et peut s’écrire a =0[b].

Exemple

Pour tout entier n impair, n?—1 est un multiple de 8.
En effet, en écrivant n =2k + 1 avec k € Z, on obtient n> —1 = 4k(k +1); or I'un des deux entiers
consécutifs k ou k + 1 est pair donc n? —1 est un multiple de 4 x 2=8.

Rappelons les propriétés opératoires de la congruence.
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Proposition 11.4.

Soit neN\{0}, a, b, ¢, d €Z tels que a=b[n] et c =d[n]. Alors,a+c=b+d[n] et ac =bd[n].

Démonstration
> Par hypotheése, n divise a — b et ¢ —d donc divise (a + ¢)—(b + d).

> Par hypotheése, n divise a — b et ¢ —d donc divise (a —b)c + b(c —d)=ac—bd.
On en déduit immédiatement par récurrence sur I’exposant le résultat suivant.

Corollaire 11.5.

Soit n €N\ {0}, k€N, a, b €Z tels que a = b[n]. Alors, a* = b¥[n].

Exemple

> Pour tout entier naturel n, 23" —1 est un multiple de 7.

En effet, 2% = 1+7=1[7] donc 23" = 1[7] et donc 23" —1 =0[7].

> Plus généralement (le cas précédent correspond aux valeurs a = 3, b = 3n) : si a € N divise
b €N, alors 2% —1 divise 2? —1.

Exemple

Pour tout entier 7, 10972 +10%"+! + 1 est un multiple de 111.
Eneffet, 103=1+9x111=1[111] donc

10972 =(10%)*"10% = 100[111],
107! = (10%**10 = 10[111],
1=1[111].
En conclusion, 1097+2 +10%7*1 +1=100+10+1[111]=0[111].

......

Proposition 11.6.

Soit n =", _, ax10¥ avec, pour tout k [0, ], a; €[0,9].

> n est un multiple de 2 si, et seulement si, a, est un multiple de 2.

> n est un multiple de 3 si, et seulement si, la somme des chiffres erc=o a,. est un multiple de 3.

> n est un multiple de 4 si, et seulement si, 10a; + a, est un multiple de 4.

> n est un multiple de 5 si, et seulement si, a, est un multiple de 5.

> n est un multiple de 9 si, et seulement si, la somme des chiffres erc=o a,. est un multiple de 9.

> n est un multiple de 11 si, et seulement si, la somme alternée des chiffres Z,'C=O ap(—1)F est un
multiple de 11.

Démonstration

11 suffit de remarquer que 10 =0[2], 10 =1[3], 100 = 0[4], 10=0[5], 10=1[9] et 10 =—1[11] pour obtenir le
reste de 10X modulo le diviseur concerné. En utilisant les régles opératoires de la congruence, on obtient
> n = ay[2] car 10* = 0[2] pour tout k > 1,

>n=Y,_,ax[3] car 10 =1[3] pour tout k,
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> i = 10a, + ay[4] car 10¥ = 0[4] pour tout k > 2,

> 1 = ay[5] car 10* = 0[4] pour tout k > 1,

>n=Y,_,ap[9] car 10 =1[9] pour tout k,

>n=Y_,ar(—1)*[11] car 10¥ =(=1)*[11] pour tout k. [

Exemple
Lentier 14146 est divisible par 11 (car 1—4+1—4+6 = 0[11]) mais pas par 3 (car 1+4+1+4+6 = 1[3]).

1.2. Division euclidienne

On cherche désormais a écrire la division entre entiers avec quotient et reste.

Proposition 11.7.

Soit (n,a) € Z x N\ {0}. Il existe un unique couple (g, r)€Z x N tel que
n=qa+r 0<r<a-—1.

Les entiers g et r sont respectivement appelés quotient et reste de la division euclidienne de n par a.

Démonstration  L'unicité est immédiate :sin =qa+retn=q’a+r" avec0<r' <r < a, alors
a>r—r'>0etr—r'=(q’—q)a estun multiple de a; par conséquent r =r"etg=q’.
¢ Montrons I'existence pour un entier n € N par récurrence forte.
> Le résultat est immédiat pour n=0avec g =r =0.
> Soit n € N. Si'existence est établie pour tout entier k €[1, n], montrons-la pour n+1.Sin+1<a,
alorsles entiers g =0 et r = n+1 conviennent. Sinon, n+1—a € [0, n] et on conclut avec 'hypothése
de récurrence.
¢ Pour montrer |'existence pour n < 0, on applique le point précédent a —n : il existe (q,7r) € Zx N
telque —n = qa+ret0<r <a—1. Ainsi, n = —qa —r est la division euclidienne si r = 0 et
n=(—q—1a+(a—r)sir#0.
|

Remarque
En fait, la preuve de ce résultat fournit une construction algorithmique du quotient et du reste.

Reprenons I'exemple des sous-groupes de Z.

Proposition 11.8.

Soit G un sous-groupe de Z. Alors, il existe n €N tel que

G=nZ={kn, keZ}.

Démonstration

Si G = {0}, alors G = 0Z. Sinon, G contient un élément non nul x, 0 = x — x et —x = 0— x donc contient
au moins un élément strictement positif. Soit # = min G NN\ {0}. Comme G est stable par différence,
nZcG (—n=0—neGetsikneG,alors(k+1)n=kn—(—n)€G).

Réciproquement, si m € G, il existe (q,r) € Z?> telque m=qgn+ret0< r<n;alors,r=m—qgneG et
par minimalité de n, r =0. Ainsi, m € nZ. Par double inclusion, G = nZ. [ |
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1.3. Numération

Appliquons la division euclidienne pour obtenir le résultat de numération dans une base quelconque.

Proposition 11.9.

Soit b un entier supérieur ou égal a 2. Pour tout n € N\ {0}, il existe un unique entier N € N et un
unique (N +1)-uplet (d,, ...,dy) €0, b —1]V*! tels que :

N
n=> dib*,  dy#0.
k=0

——b

Onnotealors n=dy...d; .

Démonstration
> On montre une fois encore I’existence par récurrence forte.

o Le résultat est immédiat pour n =1.

e Soit n € N\ {0}. Supposons que la propriété est établie pour tout k € [1, n]. Considérons la division
euclidienne de n + 1 par b : il existe (q,dy) € Z*> telque n+1=gb +d, avec0 < dy < b.Siqg =0, le
résultat est établi. Sinon, 1 < g < n et 'hypothése de récurrence au rang g entraine qu'’il existe N’ € N et
un unique N’-uplet (d;,...,d},)€[0,b— 1]V tels que

v
q=>.db*,  dy,#0.
k=0
Alors,
v
n=> d.b*"' +d
k=0

En posant N = N’ +1 et dy; = d; pour k €[0,N'], on obtient le résultat annoncé.
> L'unicité se montre facilement par 'absurde : si

N N
> db*=>"d;b*
k=0 k=0

avec dy # dy, et tous les « chiffres » entre 0 et b —1, alors b divise

N-1

> (d—di)b*.

k=0

Or, ce dernier entier est inférieur en valeur absolue a
N—1
(b—1)> b*=b"-1,
k=0
d’otl1 la contradiction. 1

Remarque
Létape d’hérédité peut étre traitée différemment (ce qui donne une autre construction algorithmique).

Soit n € N'\ {0}. Supposons que la propriété est établie pour tout k € [1, n]. Définissons N comme le
plus grand élément de 'ensemble non vide {k €N, b* < n+1} puis dy comme le plus grand élément de
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I'ensemble nonvide {I €N, [.b" < n+1}; ce dernier ensemble contient 1 mais pas b donc dy €[1, b—1].

Appliquons '’hypothese de récurrence a n+1—dy b" < n :il existe (dy, ..., dy_;) €[0, b —1]" tels que:
N—1

n+1—dyb =" dib¥,
k=0

donc

N
n+1=>Y dib*.
k=0

Exemple

La numération en base 2 ou écriture binaire est essentielle (entre autres pour l'informatique).
Lécriture binaire de 108 est TT01100.

> En utilisant 'idée de la démonstration, on calcule les divisions successives par 2 et I'écriture
binaire est composée de la suite des restes (en la lisant de bas en haut sur notre illustration).

108 = 2x54 + O
54 = 2x27 + 0
27 = 2x13 + 1
13 = 2x6 + 1
6 = 2x3 + 0
3 = 2x1 + 1
1 = 2x0 + 1

> En utilisant 'idée de la remarque, on retranche a chaque étape la plus grande puissance pos-
sible.

108=25+44=26425412=26425423422

=1x2%4+1x2°40x2 +1x22+1x2240x2' +0x2°.

2. PGCD, PPCM
2.1. Définitions

Définition 11.10.

Soit a, b € Z.
> Le PGCD de a et b est I'unique entier naturel a A b tel que aZ+ bZ =(a A b)Z.
> Le PPCM de a et b est I'unique entier naturel a V b tel que aZNbZ=(aV b)Z.

La définition a bien un sens puisque les parties aZ+bZ et aZNbZ sont non vides et stables par différence
donc de la forme nZ (Proposition 11.8). Le lien avec la notion de divisibilité apparait clairement avec la

proposition suivante, équivalente a la définition.

Proposition 11.11.

Soit @, b € Z non tous les deux nuls. Alors,
> le PGCD de a et b est le plus grand diviseur communa a et b;
> le PPCM de a et b est le plus petit multiple commun a a et b.
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Démonstration
> Montrons le résultat pour le PGCD.

* aZ c(aAb)Z donc a est un multiple de a A b. De méme pour b.
e Soit ¢ un diviseur de a etde b. Alors, aZ C cZ et bZ C ¢Z donc

(anb)Z=aZ+DbZCcZ,
donc ¢ estun diviseurde a A b.

> Montrons le résultat pour le PPCM.

¢ (aVb)ZcaZdoncaV b estun multiple de a (et de méme pour b).
¢ Soit ¢ un multiple de a et de b. Alors, cZ C aZ et cZ C bZ donc

cZcaZnbZ=(a\V b)Z,

donc ¢ estun multiplede a V b.

Remarque
Cette définition permet d’aller plus loin et de définir le PGCD d’une famille finie d’entiers : le PGCD des
entiers ay, ..., a, estl'unique entier naturel a, A... A a,, tel que

aZ+...+a,Z=(a;N...\Na,)Z.
On remarque en particulier «'associativité du PGCD »; pour tous a, b, c € Z,
aN(bAc)=(anb)Ac=aAbAc.
Les mémes remarques restent valables pour le PPCM.
Remarque
La définition de PGCD donne directement la propriété de Bézout : pour tous a, b € Z, il existe u, v € Z

telsque ua+vb=anb.
Onremarque qu’il n'y a pas unicité de ces coefficients entiers u et v. Par exemple,

1x3+(=1)x2=(=1)x3+2x2=2A3.

2.2. Algorithme d’Euclide

Précisons tout d’abord quelques propriétés élémentaires du PGCD.

Proposition 11.12.

Soit a, b €Z. Alors,
s la|A|bl=aADb
* aN0=]|a|
* VYkeZ, an(b—ka)=aAb
» YceZ, (ca)A(cbh)=|cl(anb)

Démonstration
1l suffit de remarquer que aZ = |a|Z et que aZ+ (b —ka)Z=aZ+ bZ. [ ]

Ces remarques permettent d’obtenir 1'algorithme d’Euclide de calcul du PGCD dont voici une descrip-
tion.
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1. On se ramene a des entiers naturels.
2. On retranche au plus grand des deux entiers le plus petit des deux et on recommence jusqu'a ce
que I'un des deux entiers soit nul.
3. Lentier restant (celui qui n’est pas nul) est le PGCD.
La deuxiéme étape peut étre réécrite légérement différemment

2. Onremplace le plus grand des deux entiers par le reste de la division euclidienne de celui-ci par le
plus petit des deux et on recommence jusqu’a ce que 'un des deux entiers soit nul.

Pour calculer le PGCD de plus de deux entiers, on utilise 'associativité déja remarquée.

Exemple

Calculons le PGCD de 1789 et 1515 avec 'algorithme d’Euclide.

La premiere étape est la division de 1789 par 1515, 1789 = 1.1515 4+ 274; on effectue ensuite la
division de 1515 par le premier reste 274, 1515 = 5.274+4145 et on recommence : 274 = 1.145+129,
145=1.129+16,129=8.16+1, 16 =16.1 + 0 : le PGCD est donc le dernier reste non nul : 1.

Exemple

Soit (F,),, une suite de Fibonacci définie par ses deux premiers termes et par la relation de récur-
rence
VneN, Foip=Fy + By

Les restes successifs de I'algorithme d’Euclide appliqué avec les arguments F,,; et F, sontles n
termes de la suite de Fibonacci d'indices strictement inférieurs a n (car la division de F,,,; par F,
donne le quotient 1 et le reste F,_,). En particulier, 'entier F,,; A F, ne dépend pas de n et se
trouve donc étre égal a F A K.

Remarque

Ce dernier calcul peut fournir davantage d’informations. Une récurrence sur n permet de montrer que
sil’algorithme d’Euclide pour calculer le PGCD des entiers naturels a et b > a requiert n étapes, alors les
minorations b > F,, et a > F,,; sont vérifiées.

Un corollaire de ces inégalités est que I'on peut majorer le nombre d’étapes pour calculer le PGCD d’en-
tiers a et b en se ramenant a la suite de Fibonacci connue explicitement. Plus précisément, le théoreme
de Lamé indique le nombre d’étapes dans 'algorithme d’Euclide pour deux entiers naturels est majoré
par cing fois le nombre de chiffres dans I'écriture décimale du plus petit des deux entiers.

2.3. Nombres premiers entre eux

Définition 11.13.

Deux entiers sont premiers entre eux si leur PGCD est égal a 1.

Cette notion apparait souvent, ne serait-ce que dans la définition du représentant irréductible d'un ration-
nel.

Remarque
On dit aussi bien que deux entiers a et b sont premiers entre eux ou que a est premier avec b.

Remarquons que la notion « d’entiers premiers entre eux » est définie sans avoir recours aux nombres
premiers.
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Deux entiers a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe u, v € Z tels que
ua+vb=1.

Démonstration
Le sens direct est une simple conséquence de la définition du PGCD. Pour le sens retour, remarquons
que le PGCD divise a la fois a et b donc ua + vb =1; par conséquent, il est égal a 1. ]

Conseils méthodologiques

On trouve des entiers u et v satisfaisant cette relation en « remontant » les calculs dans 1'algo-
rithme d’Euclide.

Remarque

Soit a et b deux entiers premiers entre eux et u, v € Z tels que ua + vb = 1. Alors, pour tout k € Z,
(u—kb)a+(v+ ka)b = 1. On peut donc retrouver les autres relations de Bézout et choisir k de sorte a
obtenir certaines propriétés (par exemple la positivité) pour 'un des coefficients.

Déduisons du théoreme de Bézout quelques propriétés commodes.

>SiaAnb=1etaAc=1,alorsaA(bc)=1.
>SiaAb=1,alors a? Ab7=1 pour tous p, g €N.

Démonstration
Le second point se déduit par récurrence du premier point. D’apres le théoréme de Bézout, il existe u, v,
u’, v’ € Z tels que
ua+vb=1, wa+vc=1.
Dot ua+vb(wa+v'c)=1,soit(u+vbua+(wv)bc=1.
D’apreés le théoreme de Bézout, a A(bc)=1. [ |

Soit a, b, c trois entiers tels que a et b divisent ¢ et a A b =1. Alors, ab divise c.

Démonstration
D’apres le théoreme de Bézout, il existe u, v € Z tel que ua + vb = 1 donc uac + vbc = c. Lentier b
divise ¢ donc a b divise ac; de méme, ab divise b c. Ainsi, ab divise uac+vbc =c. [ |

Soit a, b, c trois entiers tels que a divise bc et a Ab =1. Alors a divise c.

Démonstration
D’apreés le théoréme de Bézout, il existe u, v € Z tels que ua+ vb =1 donc uac +vbc = c. a divise les
deux termes du premier membre donc divise c. [ ]

Voici une application utile du lemme de Gauss.
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Exemple

Considérons un polyndéme a coefficients entiers de degré n
n
P(X)= Z ap X
k=0

Montrons que si la fraction irréductible % est une racine de P, alors p divise qq et g divise a,,.

En effet,
n
Zakpkqn_k =0,
k=0

soit )
k —k
aq" =—Zakp q".
k=1

On applique alors le lemme de Gauss : p divise tous les termes a; p* g™ * pour k > 1 donc divise
ayq"; comme p est premier avec g donc g", p divise a.

On procede de méme avec g et @,,.

Ce critere permet une recherche facile des racines rationnelles d'un polynéme a coefficients
entiers en donnant une condition nécessaire qui limite a un nombre fini de cas : il suffit ensuite
de tester ces quelques valeurs pour vérifier si elles sont racines.

Par exemple, d’apres le critere précédent, les racines rationnelles de X*—9X3 +13X2+ X +2 sont

parmi {—2,—1,1,2}; on vérifie rapidement que 2 est la seule racine rationnelle.

3. Nombres premiers
3.1. Définitions

Définition 11.18.

Un entier p € N\{0, 1} est premier si les seuls diviseurs positifs de p sont 1 et p (soit quatre diviseurs
si on n'impose pas la positivité).

Remarque
> Il n'y a qu'un seul nombre premier pair : 2.
> L'entier 1 n’est pas un nombre premier.

Proposition 11.19.

Soit p un nombre premier. Alors, pour tout entier n, n Ap € {1, p}.

Démonstration
Les seuls diviseurs positifs de p sont 1 et p donc n A p est égal a1'un de ces entiers. [ ]

Remarque
En fait, cette proposition indique que, pour tout nombre premier p, les entiers sont soit premiers avec p,
soit des multiples de p.
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Corollaire 11.20.

Pour tout nombre premier p et tout entier k €1, p —1], p divise (i)

Démonstration
En effet, p(i’:}) = k(z) donc p divise k(i). Par ailleurs, p est premier avec k (car k n’est pas un multiple
de p) donc, d’apres le théoreme de Gauss, p divise (Z) [ |

Proposition 11.21. Fermat

Soit p un nombre premier et n € Z. Alors, n? = n[p].

Démonstration
Soit p premier fixé.

> Pour n =1, le résultat est évident.
> Soit n € N tel que n” = n[p]. Alors,

P p) p-l1 p\
(n+1)”=Z(j)nf=n”+2(j)n’+l[p]
=

=0
=n+0+1[p]
=n+1[p],

d’apres I'hypothese de récurrence.

On a ainsi établi le résultat pour n € N; en séparant les cas

e p =2 pour lequel (—n)? = n?[2] = n[2]=—n[2] pour tout n €N,
¢ p impair pour lequel (—n)” =—n” =—n[p] pour tout n €N,

on obtient le résultat pour tout n € Z. [ ]

Corollaire 11.22. Fermat

Soit p un nombre premier et n ¢ pZ. Alors, n?~' =1[p].

Démonstration
On a déja que p divise n” —n = n(nP~'—1). Or, p et n sont premiers entre eux, donc d’apres le théoreme
de Gauss, p divise n?~! —1, soit n?~! =1[p]. ]

Passons a une autre application des nombres premiers.

Proposition 11.23. Euclide

Soit p un nombre premier et des entiers ay,...,a,. Si p divise ]_[Z:1 ay, alors il existe k €1, n] tel
que p divise ay.

Démonstration
Raisonnons par I'absurde. Si p ne divise aucun de ces entiers, alors p est premier avec chacun d’entre
eux donc avec le produit : contradiction. ]

Voici une proposition qui nous sera utile pour le théoreme fondamental de 'arithmétique.
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Proposition 11.24.

Tout entier de valeur absolue supérieure ou égale a 2 admet un diviseur premier.

Démonstration
On proceéde par récurrence forte.

¢ 2 admet le nombre premier 2 comme diviseur.
¢ Soit n > 2. Supposons que le résultat est vrai pour tout entier k € [2, n]. Si n + 1 est premier, alors
n+1 estun diviseur premier de n+1. Sinon, n+1=a.b aveca, b € [2, n] et on applique '’hypothese
de récurrencea a ou b.
|

3.2. Théoréeme fondamental de I’arithmétique

Pour tout entier n > 2, il existe un entier m > 1, des nombres premiers p; > ... > p,, et des entiers

non nuls ry,..., 1, tels que :
m
— Tk
n= | |pk 5
k=1

Démonstration
On procede par récurrence forte en s’appuyant sur la proposition 11.24. ]

Remarque

Cette décomposition est en fait unique (a 'ordre pres des facteurs). Si n = [][_, p;* = [/~ p;* avec
S1—I1 gso.s m Ty g 8

n < s, alors p;* " divise [ [[_, p;* et est premier avec ce nombre : contradiction.

1 convient de ne pas oublier que cette décomposition est algorithmiquement difficile a obtenir.

Définition 11.26.

Soit p un nombre premier. La valuation p-adique d'un entier z non nul est |'entier vp(n) défini comme
I'exposant de p dans la décomposition de 7 en facteurs premiers avec, par convention, la valeur 0
si le nombre premier p n'apparait pas.

Exemple
Comme 120 =23 x 3 x 5, 15(120)=3, 15(120) =1, v5(120) =1 et v,(120)=0.

Voici quelques régles de calcul immédiates en écrivant la décomposition en facteurs premiers.

Proposition 11.27.

Soit p un nombre premier.
> Pour tous entiers m et n non nuls, v,(mn)=v,(m)+ v,(n).
> Pour tout entier n non nul et tout k €N, vp(n"): kvy,(n).

458



Chapitre 11 - Arithmétiques des entiers

Exemple

Soit n € N. Montrons que y7n € Q si, et seulement si, n est le carré d'un entier. Le sens retour
est évident. Pour le sens direct, supposons que /7 soit égale a la fraction irréductible %. Alors,
a? = nb?; en écrivant les décompositions en facteurs premiers de a, b et n, on obtient que, pour
tout facteur premier p, v,(n)=2v,(a)—2v,(b) est pair : par conséquent, n est un carré.

Proposition 11.28.

Soit a, n deux entiers. Si a est un diviseur de I'entier n de décomposition en facteurs premiers
[T, plko alors a =TT, pe* avec pour tout k €[1, m], ;. < ry.

Corollaire 11.29.

Soit a, n deux entiers. Alors, a divise n si, et seulement si, pour tout nombre premier p, v,(a) < v,(n).

On obtient ainsi le dénombrement des diviseurs d'un entier (et la somme d’apres les sommes géomé-
triques).

Corollaire 11.30.

L'entier naturel de décomposition en facteurs premiers []/_, p* admet exactement [];~,(rc +1)
diviseurs positifs.

La somme de tous ses diviseurs est
m e+l -1

&
l_[ pe—1

k=1

Exemple

Les entiers qui admettent un nombre impair de diviseurs positifs sont les carrés d'un entier; en
effet, il faut que tous les facteurs r; + 1 soient impairs et donc que les r;. soient pairs.

Corollaire 11.31.

Considérons les entiers naturels a, b de décompositions en facteurs premiers

m m
a=l_[pa", b=l_[pk".
k=1 k=1
Alors,

m m
anb = l_[p;nm(akvﬂk)’ avh= l_[ plznax(ak,ﬁk).
k=1 k=1

Autrement dit, pour tout premier p,
v,(a A b)=min(v,(a), v,(b)), vy(aV b)=max(v,(a), v,(b)).

Remarque

Cette proposition ne fournit pas un calcul aussi efficace que I'algorithme d’Euclide pour déterminer le
PGCD de deux entiers.
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Remarque
On vérifie grace a cette propriété que (a A b).(aV b)=|a.b|.

Les résultats qui suivent relevent de la culture mathématique.

Proposition 11.32.

L'ensemble des nombres premiers est infini.

Démonstration

Raisonnons par ’absurde. Supposons que I’ensemble des nombres premiers est fini {p,, ..., py }. Lentier
]—[2’:1 pr +1 n'admet aucun diviseur premier : contradiction. n
Remarque

On connait des résultats plus fins sur cet ensemble; par exemple, 7(n), le cardinal de I'ensemble des
nombres premiers inférieurs a n vérifie :

Ce théoréme appelé théoreme des nombres premiers est dii a de La Vallée-Poussin et Hadamard.

Proposition 11.33.

L'ensemble des nombres premiers de la forme 4n—1 est infini.

Démonstration

Raisonnons par I'absurde. Supposons que cet ensemble est fini {py, ..., py}. Lentier 4 H;Ll pr—1 admet
un diviseur premier de la forme 4n —1 (ses diviseurs premiers sont parmi 2 et les nombres premiers de
la forme 4n + 1 car il est congru a —1[4]) qui n’est pas dans la liste précédente : contradiction. [ ]

4. Systemes congruentiels

Dans cette section, on cherche a résoudre quelques équations diophantiennes (c’est-a-dire équation a
inconnues parmi les entiers) congruentielles d'inconnues x et y. Les autres lettres désignent des entiers
parametres.

Exemple

Par définition, I'ensemble des entiers x tels que x = a[n] est a + nZ.

Exemple

Notons S I'ensemble des entiers x tels que ax = b[n].
e SiaAn=1,alorsilexiste u,ve€Ztelsque ua+vn=1etS=bu+nZ.
e SiaAn#1,alors
- sia An|b, alors, on divise par a A n et on se rameéne au cas précédent.
- sinon, S=@.
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4.1. Cas des modulos premiers entre eux

Notons S I'ensemble des entiers x solutions de { ; Z Z%Z} avec pAg=1.

D’apresle théoréme de Bézout, il existe u, v € Ztelsque up+vq = 1. Lentier avqg+b up est alors solution
du systeme et on en déduit que I'ensemble des solutionsest: S=avqg+bup+pqZ.

Onremarque, en particulier, qu'iln'y a qu'une solution dans [0, p g—1]. Pour résoudre un systéme congruen-
tiel de plus de deux équations, on regroupe les équations deux par deux.

4.2. Cas général

A N . . x = a[lm . . .
Pour résoudre le systéme diophantien { Y = b[[n]] avec des entiers m = [ [ p/" et n =] p;" non
i i

nécessairement premiers entre eux donnés par leurs décompositions en facteurs premiers, on utilise le
protocole suivant :
1. onseramene a des « modulos » deux a deux premiers entre eux en écrivant chacune des équations
sous la forme du systéme correspondant :
x = alp"] x = blp"]
x = alp®] blp;"]

=
|

2. on étudie, pour tout i, le systéme composé des deux équations correspondant au méme facteur

premier
(x 2 g
x = blp'l
On obtientI’aternative suivante : soit le systéme n’admet pas de solution, soit les solutions forment

une classe de congruence modulo p/">"";

3. on conclut comme précédemment : le résultat obtenu est alors une classe modulo m V n.

Remarque

Dans la deuxiéme étape, on a utilisé que si x = b[p"], alors x = b[p™] pour tout m < n ce qui est élémen-
taire en réécrivant la définition de congruence. Pour le dire en d’autres termes, une classe modulo p™
pour m < n est une réunion de classes modulo p”.

R x = 17[28] PR 5
Le systeme{ N 3[98] est équivalent a
x = 17[2°] = 1[2?]
x = 1771 = 3[7]
x = 321 = 1[2]
x = 3[7?] = 3[7%]
qui équivaut, a son tour, a
x = 1[2%]
x = 3[7%]

Comme —12.22 +1.7? = 1, les solutions sont d’apres le point précédent, 101 + 196Z.
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Exemple

Le systéme{ i " ;Hg est équivalent a
x = 7[4] = 3[4]
x = 73] = 1]3]
x = 5[3] = 2[3]
x = 5[6] = 0[5]

IIn'y a pas de solutions car les deuxiéme et troisiéme équations ne sont pas compatibles.
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La principale propriété de I'ensemble Z exploitée dans ce chapitre est I'existence de la division eucli-
dienne.

Division euclidienne

Soit (n, a) € Z x N'\ {0}. Il existe un unique couple (q, r) € Z x N tel que
n=qa+r 0<r<a-—1.

Celle-ci permet de montrer I'existence et I'unicité de I'écriture d'un entier dans une base b > 1.
Pour en tirer le meilleur profit dans les calculs, on introduit la relation de congruence.

Congruence

> Soit n € N\ {0}. Pourtous a, b €Z, a=b[n]sia—b € nZ.
>Pourtous a, b, c, d<€Ztelsque a=b[n]letc=d[n],onaa+c=b+d[n]etac=bd[n].

Théoreme de Fermat

Soit p un nombre premier et n € Z. Alors, n” = n[p]let, si n ¢ pZ, nP~! =1[p].

On exploite la divisibilité avec les notions de PGCD et PPCM.

PGCD, PPCM

>Le PGCD de deux entiers a et b est le plus grand diviseur commun a a et b. De maniere équivalente,
c'est I'unique entier naturel a A b tel que

aZ+bZ=(aAND)Z.

Ainsi, il existe des entiers u et v € Z tels que ua+vb=aAb.
> Le PPCM de deux entiers a et b est le plus petit multiple commun a a et b. De maniére équivalente,
c’est I'unique entier naturel a V b tel que

aZNbZ=(aV b)Z.
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Le PGCD se calcule rapidement avec I'algorithme d’Euclide par divisions successives.

Entiers premiers entre eux

> Deux entiers a et b sont premiers entre eux si leur PGCD est égal a 1. Ceci équivaut a I'existence
d’entiers u, v € Z tels que ua + vb =1 (théoréeme de Bézout).
> Soit a, b, ¢ trois entiers tels que a divise bc et a A b =1. Alors a divise ¢ (théoréme de Gauss).

Le théoréme de Gauss admet de nombreux corollaires et applications qu'il faut savoir identifier.
On introduit alors la notion de nombres premiers.

Nombres premiers

> Un entier p e N\ {0, 1} est premier si les seuls diviseurs positifs de p sont 1 et p.
> Tout entier s'écrit de maniere unique comme produit de nombres premiers.

Les exposants qui apparaissent dans la décomposition en facteurs premiers sont les valuations p-adiques.

Cette décomposition permet de revisiter la notion de divisibilité, de PGCD, de PPCM mais elle est diffi-
cile a obtenir donc ne permet pas de remplacer efficacement les algorithmes basés sur la division eucli-
dienne.
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Vrai ou faux ?

Vrai Faux

a) 0 estun diviseur de tout entier 7.

b) 1326543987321 est divisible par 11. m] m]
¢) Sin=3[4], alors n n'est pas somme de deux carrés d’entiers. [} O
d) Lenombre de diviseurs positifs de 60 est 12. m] m]
e) Sllexiste u,veZtelsqueau+bv=2,alorsaAb=2. [} [}
f)  Soit k,n € Z. Si k ne divise pas n, alors kAn=1. ] O
g) Pourtout n €N, n et n+1 sont premiers entre eux. [} O
h) Pour tout n € N impair, n et n+2 sont premiers entre eux. O O
i) Léquation 3x = 2[25] admet une infinité de solutions. O O
j) Léquation 3x =2[24] admet une infinité de solutions. m| m|
k) x=1[72]si, et seulement si, x = 1[9] et x = 1[8]. [} O
I)  x=13[35]si, et seulement si, x =6[7] et x = 8[5]. m| O
m) Pour tout a ¢ 6Z, a® = 1[6]. ) O

Exercices d’application du chapitre 11

Exercice 1
Déterminer les chiffres a tel que le nombre d’écriture décimale 123a4 soit divisible par 12.

Exercice 2
Soit x un nombre a (au plus) deux chiffres. Montrer que le nombre a (au plus) six chiffres obtenu en

juxtaposant trois fois x est divisible par 37.

Exercice 3
Déterminer un critére simple de parité pour un entier donné par son écriture en base 3.

Exercice 4
Montrer que n =10a + b avec b €[0,9] est divisible par 7 si, et seulement si, a —2b est divisible par 7.
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Exercice 5
Montrer que pour tout n €N, 7 divise 24" —2.

Exercice 6
Déterminer les entiers naturels 7 tels que n —3 divise n®—3.

Exercice 7

En réduisant modulo un entier astucieusement choisi, montrer que les équations suivantes n'admettent
pas de solution (x, y) € Z? :

x2—4y?=1791, x2+y?=1791, x2+6y%=1112.

Exercice 8
Soit a, b € Z et n € N\ {0} tels que a = b[n]. Montrer que a” = b"[n?].

Exercice 9
Pour tout entier n, posons u, =2" +1.

Montrer que si n est impair et différent de 1, alors u,, n’est pas un nombre premier.
Supposons que n estdelaforme 27(2k+1) avec k > 1. Montrer que u,, n’est pas un nombre premier.
En déduire que si u,, est nombre premier, alors n est une puissance de 2.

Exercice 10
Trouver les entiers a, b € Z tels que 377 = 1[10].

Exercice 11
Soit p un nombre premier.
Montrer que, pour tout n € N\ {0}, v,(n!)= Z,Zl [,%J
Déterminer le nombre de chiffres 0 a la fin de I’écriture décimale de I’entier 100!.

Exercice 12
Montrer que, pour tout 7 €N, les fractions suivantes 1222, £ gont irréductibles.

Exercice 13
Soit a, b deux entiers premiers entre eux. Montrer que ab et a + b sont premiers entre eux.

Exercice 14
Chercher les couples d’entiers (a, b) € N? telsque a A b =42 et a V b = 1680.

Exercice 15
Calculer, pour tout (a, b) € Z?, (a+b)A(aV b).

Exercice 16
Déterminer les solutions entiéres (x, y) € N? de 'équation x Ay +xVy =y +4.

Exercice 17

Déterminer les solutions entiéres (x, y) de 'équation 323x —391y =612.
Trouver tous les entiers 7 tels que n =270[323] et n =100[391].
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Exercice 18
Considérons 1789 entiers tels que leur somme soit nulle. Montrer que la somme de leurs puissances
37iemes est divisible par 399.

Exercice 19

Notons, pour tout entier n € N*, d(n) le nombre de diviseurs positifs de 7. Fixons £ > 0.
a; ay . ann q 02 Qn 2 q
Ennotant n=p;'...p, " ladécomposition en facteurs premiers de n, montrer I'égalité suivante

k
d(n)=] J(a:+1).
i=1

. . 1 i+1
En conservant ces notations, montrer que si p; > 2%, alors ‘;’QE,» <l1.
i

Déterminer le maximum de la fonction f : x — );;1 surR,.

En déduire qu'il existe C, ne dépendant que de ¢ tel que d(n) < C.n®.

Exercices d’approfondissement du chapitre 11 ___

Exercice A

Montrer qu’il n’existe pas d’entiers naturels m et n tels que 3™ + 3" + 1 soit le carré d'un entier.
Indication : on pourra par exemple réduire cette quantité modulo un entier judicieusement choisi.

Exercice B

n
Soit n un entier pair. Montrer que n + 1 divise > k"*1.
k=1

Exercice C
Considérons la suite (u,,),>; définie par u; =2 et pour tout entier n > 1
210"+ u,, si2"*divise u,;
Unt1=1 107 + U,, sinon.
Montrer que, pout tout n > 1, 2" divise u,,.

En déduire que pour tout n > 1, 2" admet un multiple entier dont’écriture décimale ne comporte
que des 1 et des 2.

Exercice D
Notons pour tout k € N\ {0}, u; le plus grand diviseur impair de k. Montrer que, pour tout n € N\ {0},
2n
Z Uy = I’lz.
k=n+1

Exercice E Probleme de Frobenius
Soit a, b € N\ {0, 1} deux entiers premiers entre eux et E = {ua + vb, u,v € N} I'ensemble des entiers
pouvant se représenter a partir de a et b avec des coefficients positifs.
Montrer que ab—a—b ¢ E.
Montrer que, pour tout entier 7, il existe un unique couple d’entiers (1, vy) tel que upa + vyb =n
et0<yy<a.
Montrer qu'un entier n appartient a E si, et seulement si, uy > 0.
Montrer que, pour tout entier n >ab—a—b,n€E.
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Exercice F

1. Montrer qu'un diviseur premier impair d’'un entier de la forme a? + 1 avec a € Z est congru a 1
modulo 4.
2. En déduire que 'ensemble des nombres premiers congrus a 1 modulo 4 est infini.

Problemes du chapitre 11

Probleme 1 Théoremes de Wilson et de Dickson
On cherche a établir le résultat suivant.

Proposition 11.34. Dickson

Un entier n > 1 est premier si, et seulement si, il existe 0 < m < n tel que

(m—1D(n—m)=(-1)"[n].

1. On se propose d’établir le sens direct pour la valeur m = 1.
a. Montrer que pour tout a € [1,n —1], il existe un unique b €[1,n—1] tel que ab = 1[n]
b. En déduire que si n est premier, alors (n—1)!=—1[n].
2. Supposons qu’il existe 0 < m < n tel que (m —1)(n — m)!=(—1)"[n].
a. Montrer que n est premier avec tous les entiers k € [1, n — m].
b. Soit k €[n—m+1,n—1]. Montrer que n est premier avec n — k, puis avec k.
c. Conclure.

Probleme 2 Théoréeme de Erdds-Palfy
Notons, pour tout n € N\ {0} et tout premier p, n, le reste de la division de n par p.
Lobjectif de ce court probleme est de montrer le théoreme suivant du a Erdds et Pélfy (1987).

Proposition 11.35. Erdds-Palfy

Soit a et b €N\ {0} tels que, pour tout premier p, a, < b,. Alors, a=b.

Onraisonne par1’absurde et on considére dans tout ce sujet deux entiers naturels distincts a et b vérifiant
I'hypothese de I'énoncé.

Partie A - Préliminaires

1. Justifierquea < b.
2. Montrer que les entiers b —a et b vérifient également les hypotheses de I'énoncé.
3. En déduire que 'on peut supposer sans perte de généralité a < b/2.

Supposons dorénavant a < b /2.

Partie B - Démonstration de Szegedy
Notons E, =[1,a] et E,=[b—a+1, b], puis, pour i € {1,2} et pour p premier,
ri(p")=|{n€E, p*|n}|

7r,-=1_[n.

nek;

et
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Par exemple, avec a =57, r,(3%)=6.
Montrer que ;—f est un entier.
Soit p un premier.
a. Rappeler le nombre de multiples de p dans un intervalle de la forme [1, n] avec n un entier
naturel.
b. En déduire le nombre de multiples de p dans un intervalle de la forme [m,n] avec m < n
deux entiers naturels.
c. Montrer que ri(p) = r»(p).
Montrer que, pour tout k e N\ {0},

n(p") <neh <npeh+1

On pourra encadrer | x]+|y| a partir de |x + y|.
Soit p un premier strictement plus grand que a.
a. Montrer que 1»(p)=0.
b. En déduire que r;(p*) = r,(p*) =0 pour tout k € N\ {0}.
Soit p un premier. Notons
k(p)=max{k €N, r,(p*)>0}.

a. Montrer que

vp(ma/m1) =D (rap*)=ri(p¥)).
k=2
b. En déduire que v,(m,/m;) < k(p)—1.
Montrer que I'entier
Ty

[T p<»
p<a
PpEP
divise
Us!
[Ir
p=<a
pE?

En déduire que I'hypothese a < b/2 mene a une contradiction. Conclure.

Probleme 3 Théoreme de Sophie Germain
Soit ¢ un nombre premier strictement supérieur a 5.
a. Considérons un entier X premier avec . Montrer que X771 =1[g].
b. Déterminer tous les entiers x €[1, g —1] tels que x> = 1[q].
c. En déduire que si le triplet (X, Y, Z) € Z3 satisfait
X7 +Y 7T +27 =0[q],
alors g divise XY Z.
On considére dorénavant un nombre premier p tel que g =2p + 1 est aussi un nombre premier et
un triplet d’entiers (x, y, z) € Z3 tel que x? + yP + z” =0 tel que p ne divise pas x y z.
a. Justifier qu'il suffit de considérer le cas ot le PGCD de x, y, z est 1 (ce que I'on supposera
dans la suite de I'exercice).

p—1
b. Montrer que y +z et Y. (—y)¥zP~17 sont premiers entre eux.
k=0

c. En déduire qu'il existe (A, T) € Z? tels que AN T =1 et
p—1
y+z=A" Z(—l)kykzp_l_k: TP,
k=0

On posedeméme x+y =BP et x+z=CP.
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d. Montrer que g divise au moins I'un des trois entiers x, y ou z.
On suppose que g divise x.

e. Montrer que g divise ABC puis que g divise A.

f. En considérant T? et B> modulo g, exhiber une contradiction.

g. Conclure.

Probleme 4 Suite de Lucas
Considérons les suites (L,,),en, (Fu)nen €t (Sy)nen définie par Ly =2, L, =1, [, =0, F;, =1 et, pour tout
neN:

Lyvo=Lp+L, Fio=Fn+h Sn=Lsan

Posons ® = ”2‘@,5: I_Tﬁ, w=2++/5etw=2—+/5.
Partie A - Premieres propriétés

a. Calculer, pour tout n €N, F, et L, en fonction de ® et ®.

b. Vérifier que, pour tout k,r €N, 2Ly, , — L, Ly =5F, F. Ly.
Montrer que pour tout 7 €N, Ly, — L2 =2.(-1)"*,
En déduire une relation de récurrence simple vérifiée par la suite (S,,),,.
Vérifier que S, = w?*" +o pour tout n €N.

Partie B - Relations de congruence

Dans cette partie on pensera a utiliser la relation obtenue a la question b. de la partie A.
Montrer que, pour tout k, 7 €N, 2Ly, =2(—=1)*1L,[L.].
Montrer, par récurrence sur ¢ €N, que Ly divise 2% Lga .
Soit n > 5 un entier impair. Notons r son reste et 3%.gq, avec g non divisible par 3, son quotient
dans la division euclidienne par 4.
Montrer que L, =—1[Ly,] ou que L,, =—4[L,].

Partie C - Théoreme de Cohn

Rappeler le petit théoreme de Fermat.
a. Soit p un nombre premier congru a 3 modulo 4. Montrer qu'’il n’existe pas d’entier x € N tel

que x2=—1[p].
b. Soit 7 un entier congru a 3 modulo 4. Montrer qu'il n’existe pas d’entier x € N tel que x? =
—1[n].

Montrer que L,, n'est pas le carré d'un entier.

Indication : on pourra raisonner par I'absurde en utilisant la question 2. de la partie A.
Montrer que pour tout g non divisible par 3, L,, = 3[4].

Indication : on pourra commencer par montrer que L,,¢ = L,[4] pour tout entier 7.
Déduire des résultats précédents que si n ¢ {1,3}, L, n'est pas le carré d'un entier.

Partie D - Test de Lucas-Lehmer pour les nombres de Mersenne

Le nombre de Mersenne d’indice n € N est 'entier M,, =2" —1.
Montrer que si M,, est premier, alors n est premier.
Considérons p un nombre premier tel que M, divise S,_, et supposons que M,, est composé.
Notons g un diviseur premier de M,, strictement inférieur a ,/M,, et introduisons 'anneau A =
{x++/5y, x,y €Z/qZ} avec /5 un élément de carré 5 € Z/qZ.
Montrer que A* est de cardinal au plus g?—1.
Montrer que le groupe engendré par w = 2 + +/5 contient 2” éléments.
En déduire que M), est alors premier.
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Corrigés des Vrai/Faux

a) Faux, le seul multiple de 0 est 0.
b) Faux, le calcul de la somme alternée des chiffres donne 1326543987321 = 3[11].

c) Vrai, les carrés sont congrus a 0 ou 1 modulo 4 donc la somme de deux carrés ne peut étre égale a 3
modulo 4.

d) Vrai car 60 = 22.3'.5! donc le nombre de diviseurs positifs est (2+1)(1+1)(1+1)=12.
e) Faux, parexemple,aveca=u=v=2etb=—1,anb=1.

f) Faux, par exemple, k =4 et n =6.

g) Vrai avec la relation de Bezout 1.(n+1)—1.n=1.

h) Vrai car un diviseur commun a n et n + 2 divise (n +2)—n =2 et 2 ne divise pas n.

i) Vrai, comme 3 x (—8) = 1[25], les solutions sont x =—16[25].

j) Faux, s'il y avait une solution x, 3 serait un diviseur de 2 car 3 divise 3x et 24.

k) Vrai.

[) Vrai.

m) Faux, 6 n’est pas premier et 25 = 32 = 2[6].

Corrigés des exercices d’application
du chapitre 11

Exercice 1
On a évidemment 10 =—2[12] donc 10% = 4[12], 10° = 4[12], 10* = 4[12]. Ainsi,
123a4=4.1+4.2+4.3—2a+4[12]

Par conséquent, 123a4 est divisible par 12 si, et seulement si, 4 —2a = 0[12], c’est-a-dire a € {2, 8}.

Exercice 2

> Si x est strictement inférieur a 10 (c’est-a-dire n’a qu’un seul chiffre), alors le nombre considéré x10% +
x10+x =111x =37 x 3x est divisible par 37.

>Si x €[10,99], écrivons x = 10a + b avec a, b €[0,9]. Le nombre considéré est

x10* + x10% 4+ x = a(10° + 10° + 10) + b(10* + 10° + 1).
Or,10°=1+9x 111 =1+27 x 37=1[37], d'oit
x10* + x10% 4+ x = a(10*> + 1 + 10)+ b(10' +10% +1)[37] = (a + b)111[37] = 0[37]
est divisible par 37.
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Exercice 3
Comme, pour tout n € N, 3" = 1[2], un nombre est donc pair si le nombre de chiffres 1 qui apparaissent
dans son écriture en base 3 est pair.

Exercice 4
Comme 2 et 7 sont premiers entre eux, le lemme de Gauss donne
n=0[7]<2n=0[7]

< 2(10a+ b)=0[7]

S —a+2b=0[7]

S a—2b=0[7].
Par exemple, 2387 est divisible par 7 si, et seulement si, 238—2.7 = 224 I'est si, et seulement si, 22—2.4 = 14
'est : ainsi, 2387 est divisible par 7.

Exercice 5

Commencons par étudier les puissances de 2 modulo 7 en remarquant que 2% =1[7] :
k3] |01 |2
27111 2] 4

Il reste donc a étudier le reste de 4” modulo 3. Comme 4" = 1*[3] = 1[3], 2*" —2 = 2! —2[7]=0[7].

Exercice 6
Commencons par remarquer que, pour tout 7z €N,
n*-3=(n-3+3)0°-3
=3°—3[n—3]
=24[n—3].
Ainsi, n—3 divise n3—3 si, et seulement si, n—3 divise 24, soit encore n—3 € {—3,—2,—1,1,2,3,4,6,8,12,24}
(car n > 0). En conclusion, les entiers recherchés sont 0, 1, 2, 4, 5,6, 7,9, 11, 15 et 27.

Exercice 7

1. En réduisant modulo 4 la relation x? —4y? = 1791, on obtient x? = 3[4] ce qui n’est jamais réalisé car
un carré est congru a 0 ou 1 modulo 4 (selon sa parité).

2. En réduisant modulo 4 la relation x2 + y? = 1791, on obtient x2 + y2 = 3[4] ce qui n’est jamais réalisé
pour les mémes raisons.

3. En réduisant modulo 3 la relation x?+6y? = 1112, on obtient x? = 2[3] ce qui n'est jamais réalisé
puisque x? = 0[3] si x =0[3] et x2 = 1[3] sinon.

Exercice 8
La formule de Bernoulli donne .
a"—b"=(a—b)> a*b"'*.
k=0

Mais a = b[n] par hypothése et
n—1 n—1
Zakbn_l_k =Zaka"_1_k[n] =na" ' [n]=0[n].
k=0 k=0

En conclusion, a” = b"[n?].
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Exercice 9

1. Supposons que n > 1 est impair. La formule de Bernoulli donne u,, =2"—(—1)" =3. ZZ:) 2=l
u, n'est pas premier car divisible par 3 # u,,.

2. Lacongruence 22’ = —1[u,, ] entraine 22’?%+1) = (—1)2k*1[3,, ] = —1[ 1y, ] et donc u,, divise u,, : u, n’est
pas premier.

3. Il s’agit simplement de la contraposition de la question précédente.

Les nombres de Fermat sont les entiers F, = 22" + 1. Pierre de Fermat avait calculé F, =3, F, =5, F, = 17,
F;, =257 et F; =65537. Constatant qu'il s’agissait a chaque fois de nombres premiers, il avait conjecturé
que c’était le cas pour tous les F,. Leonhard Euler a infirmé cette intuition en montrant que 641 divisait
E (plus précisément, K = 641 x 6700417). Certains arguments récents laissent a penser qu’il n'y a pas
d’autres nombres de Fermat premiers.

Exercice 10
On trouve rapidement les puissances suivantes (en notant que 3* = 1{10] et 74 = 1[10])
nf4] o123
3"(10] [1/3]97
710l 11793

On en déduit les valeurs de 3%72[10] reportées dans le tableau suivant ol a[4] est I'indice de ligne et b[4]
I'indice de colonne.

N|O W= o
1RSI |
W =g o N
O W W

0
1
2
3
Le seul moyen d’obtenir 1[10] correspond a a = b[4].

Exercice 11
1. D’apres les propriétés précédentes, on a, en regroupant les termes de mémes valeurs

yp(n')zz vp(l)=Zk.Card{l <n, Vp(l)= k}
I=1 k=1

Or,ilya {p—”kJ multiples de p* inférieurs a n donc [:—AJ—[%J entiers inférieurs a n de valuation p-adique
égale a k. Ainsi

2. Le nombre cherché est égal a min(1,(100!), v5(100!)) = v5(100!). D’apres la proposition précédente,

oo =| 20| 1221

Iy a donc 24 zéros a la fin de I'écriture décimale de 100!.
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Exercice 12

11 suffit de montrer que, pour chaque fraction, le numérateur et le dénominateur sont premiers entre eux.
Pour cela, utilisons le théoreme de Bézout et les relations suivantes :

—2(15n+4)+3(10n+3)=1
—2(21n+4)+3(14n+3)=1.

Remarque
Ces exemples se généralisent immédiatement au cas d'une fraction 33%; avec g €N.
Exercice 13

Commencons par remarquer que a et a + b sont premiers entre eux. En effet, d’apres 1’algorithme d’Eu-
clide,
(a+b)Na=(a+b—a)Na=bAa=1.
De méme, b et a + b sont premiers entre eux.
Comme a + b est premier avec a et b, il 'est avec ab.

Remarque
Une démonstration alternative serait de partir d'une relation de Bézout ua + vb =1 et d’en déduire une
relation de Bézout entre a + b et ab, par exemple

(au*+bv*)(a+b)—(u—vyab=1.

Exercice 14

Ecrivons a = 42a’ et b = 42b’ avec a’ A b’ = 1. La seconde condition donne a’V b’ = 40 soit encore
a’b’ =23.5. Comme a’ et b’ sont premiers entre eux, ils n’ont pas de facteur premier en commun : les
possibilités pour (a’, b’) sont (1,40), (8,5), (5,8) et (40, 1).

En revenant a (a, b), on obtient les solutions

(42,1680), (336,210), (210, 336), (1680,42).

Exercice 15
Notonsd=aAb eta=da’, b=db’.Par construction, a’ A b’ =1 et donc

(a+b)A(aVb)=dx(a' +b)A(@' Vb )=d x(a'+b")A(a’b").

Reste a montrer que (a’+b’)A(a’b’) = 1. Soit p un diviseur premier de a’b’. Comme a’ et b’ sont premiers
entre eux, soit p divise a’ mais pas b’, soit p divise b’ mais pas a’ : dansles deux cas, p ne divise pas a’+b’.
Par conséquent, (a’+ b’)A(a’b’)=1 et le PGCD recherché est a A b.
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Exercice 16

Lentier x A y divise y donc divise 4 : il est donc égala 1, 2 ou 4.

>Si x Ay =1, alorsI'équation est 1 + x y = y +4, soit y(x —1) = 3. Les solutions (x, y) sont (2, 3) et (4, 1).
>Si x Ay =2, alorson pose x =2x’ et y =2y’ avec x’ Ay’ = 1. Léquation se réécrit alors 2+2x"y’ =2y’+4
soit y’(x’—1)= 1. La seule solution (x’, y’) est (2, 1) et donc la seule solution (x, y) est (4,2).

>Si xAy =4, alorsonpose x =4x’ et y =4y’ avec x’ Ay’ = 1. Léquation se réécritalors 4+4x’y’ =4y’ +4
soit y’(x’—1)=0. Les solutions (x’, y’) sont alors (1, k) pour k €N et (1,0) (la valeur de x’ est ici imposée
par la condition x’ A y’ = 1). Les solutions (x, y) sont alors les (4,4k) pour k €N et (4,0);

En conclusion, les solutions sont

(2,3), (4,1), (4,2) et (4,4k) pour k €N.

Exercice 17

1. Remarquons que le PGCD de 323 et 391 est 17 et qu’il divise 612. En divisant par 17, ’équation devient
19x — 23y = 36. Une solution de cette équation est (—9,—9). Par conséquent, (x, y) est solution si, et
seulement si, 19(x +9) = 23(y +9). Comme 19 est premier avec 23, le lemme de Gauss entraine I’existence
d’'un entier k tel que y =—9+ 19k et donc, en reportant, x = —9 + 23k. En conclusion, 'ensemble des
solutions est

{(—-9+23k,—9+19k), k € Z}.

2. On cherche les entiers 7 tels qu'il existe des entiers x et y vérifiant n =270+ 323x =100+391y. Ceci
entraine 323x —391y =—170 et donc 323x —391(y —2) = 612. D’apres la premiére question, il existe un
entier k tel que x =—9+ 23k et donc, en reportant, n =—2637 + 7429k.

On vérifie laborieusement que ces entiers conviennent.

Exercice 18
Remarquons que 399 =3 x 7 x 19. Considérons ay, ... a;7g9 € Z tels que Z,l;gf ai = 0. Pour montrer que la
somme S = 211;819 a}” est divisible par 399, il suffit de montrer qu’elle est divisible par 3, 7 et 19.

> Utilisons le théoréeme de Fermat avec p =3 :

1789 1789 1789
$= > alBl= > ap'*'E]= > a}l3]
“kk#zﬂllsl a:#ZOI[S] akk;ol[s]
1789
= al3]=03]
k=1

Ainsi, 3 divise S.

> On procede de méme pour 7 et 19 en remarquant que 37=6x6+1et37=2x 18+ 1.

Exercice 19

1. Un entier naturel divise 7 si, et seulement si, il est de la forme plﬁ ! p,f *avec, pourtouti <k,0< f; <
a;. Ainsi, d(n) est le cardinal de

{0,...,a;} x...x{0,...,a;}

k
doncd(n)=]](a; +1).
i=1

475



Mathématiques MPSI

2. Lhypothese se réécrit pf > 2 (car x — x* croissante sur R,) et donc p;“ > 2% 1l suffit alors de vérifier
par récurrence sur n que 2" > n+1. C’est vrai pour n =0 et si 2" > n + 1, alors

2" —2x2">2(n+1)=n+2+n>n+2.

En conclusion, p/* > a; +1.

3. Cette fonction est dérivable comme produit et composition de fonctions dérivables. De plus, pour
tout x >0, f'(x)=(1—elIn(2)(x + 1))27¢*.
Ainsi, f est croissante jusqu’en x, = lgfnhz‘z (on notera y; sa valeur en ce point), puis décroissante.

4. Considérons I, ={i <k, p; > 2"} et J, ={i < k, p; <2V¢}.

d(n) a;+1 a;+1
(11

i€l, i€,
eLq 2ea;
i), Pi icl

en utilisant tour a tour la premiere question pour exprimer d(n), la deuxiéme pour gérer les termes d’in-

dices dans I, et le maximum de f. Comme le nombre de nombres premiers inférieurs a 2'/¢ est majoré

. . ] L "
par exemple par |21/¢], on obtient un majorant C = yOlzl I indépendant de n, de la quantité %.

Corrigés des exercices d’approfondissement
du chapitre 11

Exercice A

Raisonnons par I'absurde et supposons qu'il existe des entiers naturels m, n et a tels que 3™ +3"+1 = a?.
Remarquons dans un premier temps que 3" +3"+1 estimpair donc a? et a sont impairs. Notons a = 2k+1
avec k €N. Alors, a? = 4k?>+4k+1 et1'égalité de départ se réécrit 3™ +3" = 4k(k+1).en particulier, 3™ +3"
est un multiple de 8 (puisque k ou k + 1 est pair).

Or, les puissances de 3 valent 1 modulo 8 sil’exposant est pair, 3 modulo 8 sinon. En aucun cas, la somme
de deux puissances de 3 ne peut-étre un multiple de 8 : contradiction.

Exercice B
Effectuons le changement d’'indice k =n+1— j

n

ikrwrl — Z(n +1 _j)n+1
k=1

j=1

S

car 7 + 1 est impair. Par conséquent, n+1 divise 2 > k"™ et(n+1)A2=1 (car n+1 estimpair) : d’apres
k=1

n
lalemme de Gauss, n+1 divise > k"L,
k=1

476



Corrigés

Exercice C

1. Procédons par récurrence sur 7.

> Le résultat est évident pour n =1 car 2 divise u; = 2.

> Soit n € N tel que 2" divise u,,. Si 2"+! divise u,,, alors 2! divise 2.10" +u,, = u,,,; ; sinon, u,, = 2"(2k+1)
avec k €N et donc u,,.; = 10" + u,, = 2"(5" + 1 + 2k) est divisible par 2" (car 5" + 1 + 2k est pair).

Ainsi, pour tout n > 1, 2" divise u,,.

2. Une simple récurrence permet de montrer que u,, admet une écriture décimale avec n chiffres égaux
alou2.

> Le résultat est évident pour n =1 car u; =2.

> Soit n € N tel que 2" divise u,,. Si 2"*! divise u,, 'écriture décimale de u,_; s'obtient en ajoutant un 2
a gauche de celle de u,, ; sinon, en ajoutant un 1 a gauche. D’ou le résultat au rang n + 1.

D’apres la premiere question, pour tout n > 1, u,, est un multiple de 2” dont |’écriture décimale ne com-
porte que des 1 et des 2.

Exercice D
Raisonnons par récurrence.
> Le résultat est évident pour n = 1.

2n
>Soit n e N\ {0} telque > u;=n?. Alors,

k=n+1
2n+2 2n
E Up = E U + Upptot Uppir — Uptr
k=n+2 k=n+1

=n’+2n+1=(n+1y7
Car Us,p=Upyy €L Uy, =20+ 1.
Le résultat est établi pour tout n € N.

Exercice E

1. Raisonnons par1’absurde et supposons qu’il existe u, v € Ntelsque ab—a—b = uya+u,b, c’est-a-dire
ab=(u+1)a+(v+1)b.

On remarque que a divise (v +1)b. Comme a et b sont premiers entre eux, le lemme de Gauss indique
que a divise v+ 1 donc v +1 > a. Par conséquent,

ab=(u+1l)a+(v+1)b>a+ab

contradiction!

2. > Partons d’'une relation de Bézout entre a et b et multiplions la par 7 : il existe u et v € Z tels que
ua+vb = n.Divisons alors v par a : il existe des entiers g et r telsque v =qga+r et0 < r < a. Larelation
de Bézout de départ se réécrit alors (u+gb)a+rb = n : elle est bien de la forme demandée.

> Supposons qu’il existe ug, vy, u;, v; des entiers tels que upga + vyb = uja+v,b,0<yy<aet0< vy <a.
Alors, (ug— up)a = (v, — vy)b et donc a divise v, — v, (lemme de Gauss avec a, b premiers entre eux).
Comme vy—v; €[—(a—1),(a—1)], vo— v, =0 et par suite uy = u;. Cela est bien 'unicité demandée.

3. Le sens retour est évident car dans ce cas 1y > 0 et vy > 0.

Pour le sens direct, procédons comme précédemment en partant de u et v € N tels que ua+vb =n:
on obtient (avec les mémes notations) la décomposition (v +gb)a+rb =n dou vy =r et uy = u+
gb. Lentier u, est alors positif comme somme de termes positifs (g est positif comme quotient dans la
division de deux entiers positifs).

4. Raisonnons par contraposition, si n ¢ E, alors u, < —1 d’apres la question précédente. Ainsi, n =
upa+vyb <—a+(a—1)b=ab—a—>b.
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Exercice F
1. Soit p un diviseur premier impair de a®+ 1 : p n’est pas pair; si p est de la forme 4k + 3 alors

(ay™ =(a)""* = (=1 [p] =—1lp],

ce qui contredit le théoreme de Fermat. Par conséquent, tous les diviseurs premiers d'un entier de la
forme a? + 1 sont congrus a 1 modulo 4.
2. Raisonnons par 'absurde. Supposons que cet ensemble est fini {p,..., py}. D’apres le lemme, I'en-

. 2
tier 4 (]_[ pk) + 1 admet un diviseur premier de la forme 4n + 1 qui n'est pas dans la liste précédente :
k=1

contradiction.

Corrigés des problemes du chapitre 11

Probléeme 1

1. a. > Soit a € [1,n—1]. Comme a A n = 1 (car n est premier), il existe des entiers u, v € Z tels que
ua +vb = 1donc ua = 1[n]; quitte a remplacer u par son reste b dans la division par 7, on obtient
ba=1[N]et b €[0,n—1]. Enfin, il est clair que b # 0 dans cette égalité car 0 # 1[n].

>Supposons qu'il existe b, b’ €[1, n—1] tels que ab = 1[n], etab’ = 1[n]. Alors, n divise a(b—b’). Comme
aAn=1,lelemme de Gauss entraine que n divise b—b’. Or, b—b’ €[—(n—1),n—1] donc b—b’ =0 (le
seul multiple de n dans cet intervalle) : d’ot1 I'unicité attendue.

b. » Commencons par chercher les entiers a tels que a®> = 1[n] (c’est-a-dire, avec les notations de la
question précédente, ceux pourlesquels a = b). La condition équivaut a n divise (a+1)(a—1), soit, comme
n est premier, n divise a+1 oua—1 c’est-a-direa=n—1oua=1.

> Calculons (7 —1)! en regroupant chaque terme a avec son b qui lui est associé par la question précé-
dente, il ne reste d’apres le premier point que deux éléments «isolés» 1 et n—1 donc (n—1)! =1x(n—1)[n]
soit enfin (n —1)!=—1[n].

2. a. D’apresle théoreme de Bézout, n est premier avec (z—m)! donc avec tous les entiers k € [1, n—m].
b. Sike[n—m+1,n—1], alors n—k €[1, m—1]. Or d’apres la propriété de Bézout n A(m—1)!=1 donc
mA(n—k)=1.

Comme n A(n—k)=n Ak, n est premier avec k.

c. n est premier avec tous les entiers de [1, 7 — 1] donc est premier.

Probléme 2
Partie A - Préliminaires

1. Considérons un nombre premier p strictement supérieur a max(a, b) (ce qui est possible car I'en-
semble des nombres premiers est infini). Alors a, = a et b, = b, donc I'hypothése entraine a < b.

2. >Comme a < b et b # a (hypothese du raisonnement par I’absurde) : b —a € N\ {0}.

> Soit p un nombre premier. En additionnant les congruences, b —a = b, —a,[p]; o1, b, —a, €[0, b,] C
[0,p—1] donc (b —a), = b, —a, < by,

En conclusion, les entiers b —a et b vérifient les hypotheses de 'énoncé.

3. Sia > b/2, alors b—a < b/2 et on s’est ramené a un couple (b — a, b) vérifiant les mémes hypo-
theses avec la condition additionnelle que la premiére coordonnée est inférieure ou égale a la moitié de
la seconde.
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Partie B - Démonstration de Szegedy

1. Ontrouve 7; =al et m, = Gy h —ay- Le quotient est le coefficient binomial ( ) donc est entier.

2. a. Lenombre de multiples de p dans I'intervalle [1, ] est [EJ'
b. Le nombre de multiples de p dans l'intervalle [m, n] se déduit du nombre de multiples de p dans
[1,n] etdans [1, m —1]; ce nombre est donc

e
p r I
c. Notonsa=ap+a,etb=pp+b,.Alors
a
r(p):{—J:a
' p

-5

{25

Pour la derniére étape, on a exploité I'inégalité

o< 2%
p

<l.

Par conséquent, r,(p) = 1»(p).
3. » Commencons par remarquer que pour tous x, y €R,

lx]+lyl<x+y <|x|+|y]+2

donc
lx]+yl<lx+yl<lx]+|y|+1.

En recentrant sur le terme qui nous intéresse
lx+yl-1<lx|+ly]<lx+yl

> D’apreés un dénombrement analogue a celui de la question 2,

d’apres 'encadrement précédent.

4. a. Comme p est strictement plus grand que a, il n’y a pas de multiple de p dans E; donc r{(p) = 0.
D’apres la question 2, r»(p) = r1(p) =0.

b. Onvientd’établir qu’il n’y avait pas de multiple de p dans les ensembles E; et E,. Il n'y a donc a fortiori
pas de multiple de p*. D’ot1 r,(p*) = ro(p*) =0.

5. a. Pouri€{l,2},

0 0 =)
vp(ﬂz)zzvp(n)zzzﬂpklnzz ﬂkanZErz(pk)
nek; nek; k=1 k=1 nekE; k=1

Par conséquent,

Uy (T2 /T01) = Uy (102) — v (114 :Z 1y k)—rl(l? ).
k=1

On conclut en remarquant que, pour k = 1, r,(p*) = r;(p*) (question 2).
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b. En majorant chaque terme de la somme précédente par 1, on obtient v,(7,/7;) < k(p)—1.
6. D’apres la question 4, les seuls facteurs premiers de 7, et 7, sont inférieurs ou égaux a a. De plus, la
valuation p-adique du quotient est majorée par k(p)— 1. Par conséquent, % divise [ p*»~! de qui en

p<a
PEP

remettant dans 1’ordre idoine donne ”
2

2Ll
| | Kk(p) | | :
p<a p p<a p
PEP PEP

7. Notons, conformément a 'usage, 7(a) le nombre de premiers inférieurs ou égaux a a. Le terme de
droite est, en majorant chaque terme par a,

Dans le terme de gauche, il y a par définition de x(p) un facteur divisible par x(p). Quitte a simplifier ces
(au plus) 7(a) termes, on obtient la minoration

Uy
1_[ pK(P)

p<a
PEP

>(b—a+1)".

Or, comme b >2a,
s T
F 2 (a+1) > O >

[1p<»— I1p

p<a p<a
PEP PEP

ce qui contredit la divisibilité précédente et termine le raisonnement par I’absurde. Le théoréme de Erdos
et Palfy est établi.

Probleme 3

1. a. C’estle petit théoreme de Fermat.

b. Léquation x> = 1 mod g est équivalente a (x —1)(x + 1) = 0[g]. Comme q est premier, les seules
solutionssont x=1oux=qg—1.

c. Signedivisepas XY Z,ilest premier avec X Y et Z; chacun des termes de lasomme X Ty 4z
vaut =1 donc la somme ne peut étre égale a 0 modulo g (car g >5).

2. a. SixAyAz#1,onpeutdiviser par cette valeur et on retrouve des nouveaux entiers x’, y’, z’ solution
de I'équation de Fermat et avec p ne divisant pas x’y’z’.

b. Si ¢ # p est un diviseur premier de y + z, alors z =—y mod c et par conséquent,

p—1
Dy e = pzP el £0le]
k=0
(sinon c¢ divise z et donc y or y + z divise x” donc c divise x : on obtient que ¢ divise x Ay Az =1

contradiction). Les diviseurs de y + z ne sont pas diviseurs de i;l)(— y)kzP71=k d’ot1 le résultat.

c. On remarque que
—1

(y+2) D )Far ) =—x".
0

=

=
Il

En utilisant la décomposition en facteurs premiers, on trouve que chacun des termes est une puissance
piéme_

d. On utilise 'équation de Fermat et la question 1(c).
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e. On remarque que B” + C? — A? =2x =0[q] donc d’apres la question 1(c), g divise ABC.

Si g divise B alors g divise B” —x = y et donc g divise z (d’aprés 'équation de Fermat) : contradiction
car x Ay Az =1.Donc g ne divise pas BC et donc (théoreme de Gauss) g divise A.

f. TP =pyP~! mod g et BP = y[q]. En utilisant la question 1(b), on en déduit que p = +1[q] : contradic-
tion avec g =2p +1.

g. Soit p unnombre premier tel que 2p+1 soit premier. Sil’équation x”+y? +z” = 0 admet des solutions
entieres, alors p divise xy z.

Probléeme 4
Partie A - Premieres propriétés

1. a. Léquation caractéristique des suites récurrentes linéaires d’ordre 2 (F,), et (L,), est x>—x—1=0.
Ces suites sont donc de la forme (A®" + B@n)n. En calculant les premiers termes, on trouve A= B =1
pour (L,), et A=—B = % pour (F,),.

b. Pourtous k, r €N,

5E.F.Lp = (®* -

T

)@ —@)

2Losy — Ly Log = 2002+ )— (@ + 8 )@ +3°)

—2k+r

B L S L 3

D’ou I'égalité recherchée.
2. Pourtout n €N,
Lyy— 12 =0 +3"" —(®" +3" )’ =—(®3)" =2.(~1)"*!
Par conséquent, S, = Ly 350 = (L3 2. )* +2(—1)**""1 =S2—2 pour n> 0 et S, = Sy +2.
3. Procédons par récurrence. Sy = L3 = 4 et w + w = 4, d’ou l'initialisation. Soit 7 € N et supposons la
formule établie jusqu’au rang n. Alors,

Sps1 = (0> + &% P -2
="+ +2Awe) —2.
On conclut en remarquant que ww =—1.
Partie B - Relations de congruence

1. Pour tout k,r €N, 2Lyjs, = L, Ly +5F, B Ly = L, Lyi[Li]; ox, Ly = L7 +2(—1)1 = 2(-1)F*1[L;]. En
conclusion, 2L, , =2(—1)**'L,[L].

2. Lerésultat est évident pour a = 0. Supposons que la propriété soit vraie pour a € N. Alors 2%*! Lyy.1j =
292 Ly gaprger) = 2.(=1)3* 129 L5, [ Laar ] = O[ L ]; d’ot1 'hérédité.

3. Commencons par calculer 2L,, :

2L, = 2L443‘1q+r = 2L2.2.3aq+r
=2(-1P% T L, [ Ly 304]
= _2Lr[L2.3flq]
Par ailleurs, nous avons montré que Ly, divise 2% L, 3., et donc L; 3., car Ly, estimpair (puisque g # 0[3]).
A ce stade nous avons montré 2L, = —2L,[L,,] etdonc L, =—L,[L,,] (toujours car L,, estimpair). Enfin,

notons que r € {1,3} (c’est le reste de la division par 4 de I'entier impair 7) et que L, =1 et Ly =4. D’ol1
le résultat annoncé.
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Partie C - Théoreme de Cohn

1. Voir le cours.
2. a. Si x?=—1[p], alors x*=1[p] et donc 4 divise p — 1 (théoreme de Lagrange) ce qui est impossible.
b. n =3[4] implique que n admet un diviseur premier p congru a 3 modulo 4. Si x?> = —1[n], alors x? =
—1[p] d’ol1 la contradiction.
3. Si Ly, = x?, alors x*— L% =(x — L,)(x + L,) = 2(-1)"*'. Or, x — L,, et x + L,, ont la méme parité et le
reste modulo 4 de leur produit n’est pas 2. D’ou1 la contradiction.
4. Lacondition L, ¢ = L,[4] est vérifiée pour n € {0, 1} donc par construction pour tout n € N.
Un calcul des premiers termes donne
n 0 1/2/3 /4 5

L4 211 30 3 3
D’ou le résultat.
5. Sin est pair, le résultat a déja été établi. Supposons dorénavant n impair supérieur ou égal a 5. Posons
alors, comme a la partie B, n = r +4.3%q.
* Si L, =—1[L,,], alors L, n'est pas un carré car L,, = 3[4].
* Si L, =—4[Ly,], alors, en posant L,, =2m+1,0na2m =—1[L,,] etdonc 4m? =1[L,q]. En combinant
les deux égalités modulo L,,, on obtient que m?L, = —1[L,,] etque m?L, (etdonc L,) n’est pas un carré.

Partie D - Test de Lucas-Lehmer pour les nombres de Mersenne

1. Par contraposition, si n n’est pas premier, alors il existe p, g > 1 tels que n = pq et donc, d’apres la

formule de Bernoulli,
1

=
2"—1=(2"—1)( > 2¥)

k=0

n’est pas premier.

2. Comme I'anneau A est de cardinal au plus g2, A* est de cardinal au plus g2 — 1 (puisque 0 n’est pas
inversible).

3. La congruence S, , = 0[] devient, en utilisant I'expression explicite de la suite établie a la partie A,

w? +”" = 0[q]. En multipliant par w?"~, on obtient @?" " +1 = 0[g] et donc w?’ = 1[¢]. Par conséquent,

le groupe engendré par w contient exactement 2” éléments.
4. D’apres les questions précédentes, 2 < g*—1 < M, —1 = 2P —2. Cette contradiction entraine que M,
est premier.
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Polynomes

1. Définitions et premieres propriétés — 2. Racines de
polyndmes — 3. Arithmétique des polyndmes

Objectifs et compétences du programme

* Effectuer la division entre deux polyndmes.

Calculer le PGCD de polynomes.

* Comprendre le lien entre PGCD et racines.

* Exploiter les relations coefficients-racines.

* Trouver la multiplicité d'une racine donnée.

* Décomposer un polynéme simple en facteurs irréductibles dans R[X]
ou C[X].

Carl Friedrich Gauss, mathématicien allemand (1777-1855) est de ces
génies des mathématiques que 1'on retrouve dans tous les chapitres
d’'un cours.

Son premier livre, Disquisitiones Arithmeticae publié alors qu’il n’a que
24 ans, demeure aujourd’hui une grande référence de I'arithmétique :
c’est dans ces pages que l'on trouve pour la premieére fois la notion
de congruence (et la présentation est moderne). Outre cette réussite
mathématique, il est connu pour avoir bouleversé 1'astronomie depuis
son poste a 'observatoire de Gottingen, I'électromagnétisme en col-
laboration avec Wilhelm Weber, les statistiques avec la méthode des
moindres carrés; il a également travaillé sur le terrain la topographie
etla cartographie et en a profité pour fournir les outils pour I'étude des
systemes linéaires...

Vouloir établir la liste des théorémes ou notions qui portent son nom
serait vain.
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Les polynémes sont des objets algébriques relativement simples en apparence mais a I'étonnante com-
plexité : pour les maitriser complétement, il faut faire appel a des raisonnements arithmétiques (tout
ce qui concerne la divisibilité et I'irréductibilité), linéaires (la structure d’espace vectoriel sous-jacente
qui sera abordée dans un chapitre ultérieur) et analytiques (notamment lorsque 1’on considere la fonc-
tion polynomiale associée a un polynéme pour gérer les racines ou les « valeurs » d'un polynéme). Il faut
savoir quelles connaissances mobiliser pour résoudre chaque question posée.

1. Définitions et premieres propriétés

Dans la premiére section, on définit les polyndmes comme les suites nulles a partir d'un certain rang et
on vérifie un certain nombre de propriétés intuitives a partir de cette définition. Ceci n’est pas exigible,
ni nécessaire pour la suite du cours.

Lidée de cette construction est de définir un polyn6me comme la suite de ces coefficients. Par exemple,
le polyndme habituellement écrit X* +3X?—2X est visualisé comme

0+(—2)X +3X*+0X> +1X* +0X° +0X° +...
(les termes non écrits sont tous nuls) c’est-a-dire défini par la suite

(0,—2,3,0,1,0,0,0,...).

1.1. Contructions

Définition 12.1.

> Un polyndme a coefficients dans un corps K C C est une suite presque nulle d’éléments de K, c’est-
a-dire une suite nulle a partir d'un certain rang. Les termes de cette suite sont appelés coefficients
du polynéme.

> Le polyndme nul est la suite nulle.

> Le dernier coefficient non nul d’un polyndme non nul est appelé coefficient dominant de ce polynéme.
Si ce coefficient est égal a 1, le polynéme est unitaire.

> L'ensemble des polynémes a coefficients dans un corps K est noté K[ X].

Définition 12.2.

Soit P =(p,)n, Q =(g,), deux polynémes a coefficients dans un corps K et A € K.
> La somme de P et Q est le polyndme noté P + Q défini par (p, + g,),.-
> Le produit A.P est le polynéme défini par (Ap,,),,.

> Le produit de P et Q est le polyndme noté P.Q défini par (ZZ:O pkqn_k)

°

On voit ci-dessous pourquoi le produit de deux suites presque nulles est bien encore une suite presque
nulle.

Définition 12.3.

Le degré d'un polynéme non nul P est I'indice, noté deg P, du dernier coefficient non nul. Par conven-
tion, le degré du polynéme nul est —o