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La pratique d’exercices est essenticlle & lapprentissage du cours de mathématiques : il
n'est pas de meilleure fagon de mémoriser ¢t de comprendre un théoréme que d’en faire
usage !

Cet onvrage regroupe sur 11 chapitres 336 exercices portant sur le progranime d'analyse
en classe de MDPSL 1 respecte strictement le programme cn cours et vient compléter
I'ouvrage d’algébre et probabilités que l'on retrouvera dans la méme collection.

Chaque chapitre commence par un rappel des principales définitions ct des résultals
essentiels du cours. Il se poursuit avec des exercices aux corrigés détaillés regroupés sur
trois niveaux :

- Les exercices d’apprentissage servent a I'acquisition des concepts fondamentaux du
cours. Ce sont souvent des sujets faciles ol j’'ai choisi volontairement de ne faire
figurer que peu de technicité.

-~ Les exercicos d’entrainement permettent de poursuivre I'acquisition du cours, trois
niveaux d’étoiles servent a anticiper leur difficulté. Ces sujets ont é1é choisis pour
leur intérét, leur classicisme ou ont ¢té inspirés par des questions rencontrées aux
écrits et aux oraux des différents concours.

- Les exercices d'approfondisseinent sont les plus ambitieux, ils nécessilent souvent de
passer par une phasc de recherche ou entrent en résonance avec d’aulres chapitres
du programime. Ces sujets sont inspirés de questions renconirées aix coucours les
plus ambitieux.

Les corrections des exercices sont accompagnées de méthodes. Celles-ci servent a souligner
les idées récurrentes ou bien & mettre en exergue la démarche qui va étre suivie pour
résoudre la question posée. Le lectenr pourra prendre appui sur celles-ci pour amorcer
une résolution ou pour reprendre la main lors de sa lecture d'une correction. Afin d’aider
le lecteur dans son étude, il est fait référence aux théoreémes utilisés lors de leurs premiers
usages. Les notes de bas de pages complétent les résolutions en présentant, des démarches
alternatives ou font le lien avec d’autres sujets présents dans I'ouvrage.

Je remercie vivement Olivier RODOT d’avoir initié ce projet, Frangois PANTIGNY pour
son expertise TeXnique et Pierrick SOLEILLANT pour sa relecture attentive ainsi que les
corrections apportées.

Je dédicace cet ouvrage a mon fils No¢.

David DRELAUNAY



CHAPITRE 1

Nombres et fonctions réelles

1.1 Les nombres réels

1.1.1 Les ensembles de nombres remarquables

Les nombres naturels 0,1,2. .. forment 'ensemble N.

Les nombres entiers (relatifs) 0,1, -1,2, -2, ... forment 'ensemble Z.

Les nombres rationnels (p/q avec p € Z et ¢ € N*) forment ['ecnsemble Q.

Parmui les nombres rationnels, figurent les nombres décimauz (p/10* avee p € Z et k € N)
constituant 'ensemble ID.

Ces nombres ne suffisent pas aux mathématiques modernes car il émerge naturellement
des nombres irrationnels tels v/2 ou 7. Cela motive 'introduction des nombres réels.

1.1.2 Le corps des réels

L'ensemnble R des nombres réels est muni d’une opération d’addition « 4+ » vérifiant pour
tous les réels a. b, ¢ :

at+b=b+na commautativité
(e+B)+ec=a+(b+o) associativité
O+e=a 0 esi élément neutre

De plus, pour tout réel a, il existe ! un réel o’ unique tel que a + a’ = 0. Ce réel @' est
noté —a et cela permet, de définir 'opération de soustraction « — ».

1. On dit que tout réel admet un opposé.
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L’ensemble R est aussi muni d’une opération de multiplication « x » vérifiant pour tous
les réels @, b, ¢ :

ab = ba commutalivité

(ab)e = albe) associativité
Ixa=a 1 est élément neutre
alb+¢) =ab+ ac distributivité sur +

De plus, pour tout réel a non nul, il existe ! un réel a’ unique tel que aa’ = 1. Ce réel est
noté¢ 1/a et cela permet de définir Popération de division « / ».
Ces différentes propriétés calculatoires font de R un corps? de neutres 0 et 1.

1.1.3 La droite réelle

L’ensemble R est muni d'une relation d’ordre total < qui permet d’apparenter cet en-
semble a une droite.

—_— ¢ ——— ¢ —oo— =}

0 12 e

I.a relation d’ordre « esl compalible avec les opérations d’addition et de multiplication
dans le sens ol, pour tous les réels a, b, ¢,

atdb = at+e<b+tec
g 0etb=0 = ab =0

Ces propriétés « minimalistes » suffisent & retrouver les propriétés calculatoires classiques
comine par exemple
asbhb = —b< —o

a<bete » 0 = ue < be

1.1.4 Partie minorée, partie majorée

Définition

Une partie A de R est dite minorée (resp. majorée) s'il existe un réel M pour lequel
a = M pour tout a de A (resp. ¢ € M). On dit alors que M est un minorant de la
partie A {resp. un majorant).

Une partie de R a la fois minorée ot majorée est dite bornée.

Définition

Un majorant d'une partie A qui appartient a celle-ci s’appelle un maozimum (ou un
plus grond élément) de la partie A. Lorsqu'il existe, un tel élément est unique, on le
note max({A).

1. On dit que tout réel non nul est inwversible. Cette propriété ne valant que pour les réels non nuls,
on prend toujours garde & ne pas diviser par 0!

2. Ce concept est présenté dans la section 4.3 du chapitre 4 de l'ouvrage Erercices d’algébre ef de
probabilités MPSI dans la méme collection.
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Mutatis mutandis!, un minorant d’une partie 4 qui appartient & celle-ci se nomme un
minimum {(on un plus petit élément). Lorsqu'il existe, un tel élément est unique et se note
min{ A).

1.1.5 La propriété de la borne supérieure

Définition
| On appelle borne supérieure® d'une partie A de R, lorsqu’clle existe, le plus petit des
| majorants de A. Celle-ci est notée sup(A4).

Si une partie admet un plus grand élément, autrement dit un maximum, celui-ci est borne
supérieure de la partic. En revanche, une partie peul admettre une horne supéricure sans
que celle-ci en soit élément, .

La droite réelle se distingue de l'ensemble @ des nombres rationnels par la propriéte dite
de la borne supérieure :

Théoreme 1
Toute partie de R non vide et majorée admel une borne supérieure.

Aussi, et sous réserve d’existence, on définit la borne inférieure? inf(A) d’une partic A
de R comme étant le plus grand des minorants de A. Il sullit qu'une partie de R soit non
vide et minorée pour admettre une borne inférieure. Cette derniére n'est élément de la
partie que s'il s’agit d'un minimurn.

1.1.6 La valeur absolue

Définition
On définil la partie positive + et la partic négative & d'un réel x par

n Tz siz =0 N o siz>=0
T = . et x» = .
0 sinon —r  ginon.

Définition
On définit 1a valeur absolue d'un réel & par
z siz 0

z|=zt+z~ = .
—z  sinon.

On vérific que la valeur absolue d’un réel est nulle si, ef seulement si, ce réel est nul ct
que la valeur absolue d’un produit est le produit des valeurs absolues. Aussi :

1. Locution latine signifiant « En modifiant ce qui doit étre changé ».

2. On parle aussi de suprernum.

3. Une borne supérieure est un majorant qui « touche » la partic. Elle ne lui appartient que s'il s'agit
d’un maximura.

4. ou nfimum.
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Théoréme 2 (Inégalité triangulaire)

Pour tous z et y réels, on a |z + y| « |z| + |y] avec égalité si, et seulement si, z et y
ont le méme signe.

La valeur absolue permet de mesurer la distance d'un réel a 0.

) I 2

4 & I

7] Y

Plus généralement, |y — x| définit la distance séparant deux réels x et y.

0

£
- - + R

ly — #

1.1.7 La fonction partie entiére

Définition
| On appelle partie entiére d'un réel z le plus grand entier inférieur ou égal a «. Celui-ci
| est noté ).

La partie entiére d'un réel x apparait comme ['unique n € Z vérifiant I'encadrement ?
nor<n+ 1l
La fonction partie entiere est croissante : pour z,y € R

r<y = |z)< 9l

1.1.8 Congruence réelle

Soit & un réel strictement positif.

Définition

On dit qu'un réel x est congru & un réel ¥ modulo e 81l existe un entier k dans Z tel
que r = y + ka. On note alors = y [a]

La congruence modulo un réel strictement positif a définit une relation d'équivalence 2
sur R compatible avee les opérations additives :

Théoréme 3

Siz,z',yety sontdesréelstelsquez =y {alet 2’ =y [o]alorsz+a’ = y+vy [a]
et —z = —y [a]

1. L'encadrement  — 1 < n « 2z cst équivalent.
2. (Cest-a-dire une relation réflexive, symétrique et transitive voir : la section 1.4 du chapitre 1 de
Pouvrage Exercices d'algébre et de prababilités MPSI
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La multiplication par un réel nécessite la multiplication du module de congruence :
z=y (o] = YAeR:, Az =2y [Aal.

Tout réel est congru modulo « & un unique réel de [0; «[ en vertu du résultat suivant :

Théoréme 4 (Division euclidienne réelle)
Pour tout 2 € R, il existe un unique couple (g,7) € Z x [0; o[ tel que ¢ = g + 7.

1.1.9 Les intervalles
Définition
En plus de R et @, on appelle infervalle de R les ensembles qui suivent {décrits a
partir de a et b deux réels vérifiant a < b) :
— les intervalles fermés : [a;b)={zeR|a< = b}
lai+[={zeR]|aex z}
et |-oc;a] « {zeR |z <a}
— les intervalles ouverts : laibl={zeR|a<z<b}
Jai+oo[={zeR|a<z}
et |—ooia[={zeR|z < a}
— les intervalles semi-ouverts :  laib[={z € R|a <z < b}
etJa;b]={reR|a<z b}
En particulier, les intervalles [a ; b] sont aussi appelés segments de R.

Théoréme 5
Une partie f de R est un intervalle si, et seulement si, elle satisfait la propriété :

Ve, € I?, a<b = [a:b]C I

Les intervalles de R correspondent aux parties « sans trous ». En particulier, R* n’est
pas un intervalle de R.

Théoreme 6

Tout intervalle ouvert non vide de R contient des nomnbres rationnels et des nombres
irrationnels.

1.1.10 La droite numérique achevée

On forme un nouvel ensemble noté R en adjoignant & la droite réelle deux nouveaux
éléments notés +00 et —oo.
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Définition
| T’ensemble R est appelée droite numérique acheuvée.
On prolonge partiellement I'addition 4 R en posant pour tout « réel
2+ (+oc) = 400 T+ (—oc) = —x¢
(+0c} + (+00) = 400 (—00) + (—o0) = —o¢

On prolonge partiellement la multiplication & R en posant pour tout x réel

—o0 siz>0
4o siz <0

:J+oo siz >0

T X (+x
( ) \—oc siz <0

T X {—o0) = {
(+00) x (+20) = (—ox) x (—o0) = +oc  (—00) X {(+m0) = (+oc¢) X (—o0) = —oc
Certaines opérations ne sont pas définies, ce sont les formes indéterminées :
a{+oc) + (—ow)», 4 0 x (+oc)»,. ..
Enfin, on prolonge la relation d’ordre = a R en posant pour tout réel =

- nr T+ et —oo g +oo.

1.2 Fonctions réelles

1.2.1 Définition

Soit X une partie de R {généralement un intervalle).
Définition
Une fonction véelle f définic X est une application au départ de X ct & valeurs
dans R :
f: XCR—=>R

Les fonctions réelles sont fréquemment. présentées en décrivant corument st calculée la
valeur f(x) & partir de la variable z. Ceci se fait en écrivant

fley=...0u f:ruwr— ...

Dans la description d’une [onction, la variable joue un réle muet : il arrive qu’on la
figure sculement par un point. Ainsi, |- | désigne la fonction valeur absolue tandis que
/ désigne la fonction racine carrée.
Définition
On dit quune fonction définie sur X est constante s'il existe A € R vérifiant f(x) = A
pour tout x de X. Cette fonction est alors dite constante égale @ A ct st souvent
simplement notée A.
Par exemple, la fonction nulle est la fonction constante égale a 0.
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1.2.2 Représentation graphique

Om suppose le plan géomdétrique muni d'un repere R = (17, 7).

Définition

On appelle représentation graphigue (ou grephe) d'une fonction réelle [ définie sur
une partic X de R la courbe du plan d’équation y = f(x), ¢’est-a-dire 'ensernble des
points M dont les coordonnées z ot y vérifient

reX e y= f{z)

Cette courbe est fréquernment notéc Cy on I'y.

Résoudre une équation du type f{z) = g(zx) revient a étudicr lintersection des repré-
sentations graphigues de f et de g. Résoudre une inéquation f(z) < A §’interpréte aussi
graphiquement.

I
¢ .

T t

B

Résolution graphique de Péquation f(z) =

1.2.3 Opérations

Définition
On appelle somme el produil de deux fonctions réelles f et g définies sur une méme
partie X de IR, les fonctions f -+ g et fg définies sur X par les relations

vee X, (F+o)e) ¥ f@) +o(2) et (Fo)e) E flo)g().

En faisant le produit d’une fonction f par une lonction constante de valeur A, on définit
une fonetion communémeni notée Af. Ou définil aussi de fagon entendue la fonction
inverse 1/ f et la fonction quotient f/g sous réserve de non-annulation des dénominateurs,
Définition

Soit f une fonction réelle définie sur une partic X de R et ¢ une fonetion réelle définie
sur une partic ¥ de R. On dit que la fonction f cst composable par g si les valeurs
prises par f appartiennent au domaine de définition ¥ de g. On peut alors introduire
la fonction composée g o f définie sur X par

Vo C X, (gofrm) T g(f=).
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Lorsque l'on compose une fonction f par une fonction présentant une notation remar-
quable, il est fréquent d’exploiter celle-ci en faisant figurer f en lieu et place de la variable.
On peut ainsi considérer les fonctions composées |f|, F. e/, In f, cos f, ete.

1.2.4 Continuité

Soit T un intervalle de R non vide el non réduit & un point. Une fonction réelle f définie
sur I est dite continue si sa représentation graphique peut &tre lracée « sans lever le
crayon ». Plus exactement, on dit que la fonction f est continue si

lim f(z) = f(a) pour tout a € 1.

La notion de limite et la notion de continuité seront étudides dans le chapitre 7. A ce
stade contentons-nous de souligner que les fonetions usuelles * sont continues et que les
opérations sur les fonctions continues déterminent des fonctions continues.

1.2.5 Parité et périodicité

On suppose que X est une partie de R symétrique par rapport 4 0, ce qui signifie
VeeR, z€X <— —xelX.
Définition
On dit qu’une fonction réclle f définie sur X est poire (resp. impaire) si
Vee X, f(-z)=flx) (resp. f(—u)=—f(x)).

Le graphe d’une fonction paire est symétrique par rapport a Paxc des ordonnées tandis
que le graphe d’'une fonction impaire est symétrique par rapport a Porigine.

Soit T" un nombre réel. On suppose que X cst une partie T-périodique de R, c’est-a-dire
VeeR ze€X < z+TeX.

Définition
\ On dit qu'une fonction réelle f définie sur X est T-périodigue si

Vee X, flz+T)=f(2).

On dit alors que T est une période de la fonction f.
Si f est une fonction 7-périodique, on remarque que f(z+nT) = f(z) pour tout z € X
et tout n € Z.
Le graphe d'une fonction T-périodique est inchangé par la translation de vecteur 77
Une fonction périodique est une fonction possédant une période non nulle.

1. Hormis la fonction partie entiere | - |.
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1.2.6 Monotonies

Soil, f une [oncticn réelle définie sur une partie X de R.
Définition
On dit que la fonction f est croissante' (resp. décroissante) si

Viz,y) € X?, z<y = flz) < fly) (resp. flz) = flul)

On dit que la fonction f est strictement croissante (resp. strictement décroissante) si

Yiey)e X2, z<y = Flz)< fly) (resp. f(z) > f().

On peut sommer les monotonies identiques et composer les monotonics. Par exemple,
la composée d'une fonction croissante par unc foncetion décroissante donne une fonction
décroissante. En revanche, sans hypothése sur le signe des fonctions, on ne peut pas
multiplier les monotonies.

1.2.7 Fonctions majorées, minorées, bornées

Soit f une fonction réelle définie sur une partie X de R.
Définition
I On dit que la fonction f est majorée? s'il existe un réel M tel que f(x) < M pour
“ toul 2 € X, On dit alors que M est un majorant de la fonction f.
Le graphe d'une fonction majorée par M figure en dessous de la droite d’équation y = M.
Définition
Ou dit que la fonction f admet un mezimum cn a € X si f(z) < fla) pour tout z
¢lément de X

Une telle fonction est alors majorée par sa valeur en e que U'on appelle le marimum de
la fonction. Celte valeur f{a) est notée

max f, max f on ynax flx).
FAS

Lorsqu'une fonction f cst majorée, elle n'admet pas pour antant nécessairement un maxi-
mum. Cependant, on pent introduire le plus petit de ses majorants :
Définition
Si la fonction f est majorée, on appelle borne supérieure de f le plus petit de ses
majorants. Cette borne supéricure cst notée

sup f, supf ou sup f(z).
X xc X

1. On dit guelquefois qu'une fonction est croissente sur une partie X’ pour insister sur le domaine
de définition de la fonction ou pour affirmer que c’est sa restriction au départ de X’ qui est croissante.

2. On peut aussi dire qu’une fonction est majorée sur une partic X/ pour insister sur le domaine de
définition de la fonction ou pour affirmer que c’est sa restriction au départ de X’ qui est majorée.
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Lorsqu'il existe, le maximura d'une fonction détermine sa borne supérieure, En revanche,
la borne supérieure d'une fonction peut ne pas étre une valeur prise par cetie lonction
el, donc ne pas étre un maximui.

Mutatis mutandis, on définit la notion de fonction minorée, de minorant ¢t de borne
inférieure d’une fonction.

Définition
[ On dit que la fonction f est bornée si elle minorée ct majorée.
Dire que la fonction f est bornée revient a dire gque sa valenr absolue est majorée :

IMeR,VzeX, |flx)) =M

A

/ ; >~

linf f

Une fonction bornée admettant un maximum mais pas de minimum.

1.3 Dérivation

I et J désignent des intervalles non vides et non réduits a des points.

1.3.1 Tangente

On dit qu'une fonciion f: / — R est dérivable en a € I si le tour d’accroissement

fle) — f(a)

z—a

admet une limite finie quand z tend vers a {avec 2 = «aj. Cette limite est notée f'(a),
on 'appelle nombre dérivé de f en a. Lorsqu'une fonction est dérivable en tout point de
son intervalle de définition, on la dit simplement. dérivable et I'on peut alors introduire
sa fonction dérivée.
La notion de dérivabilité sera étudiée dans le chapitre 8.
Définition

Si f est dérivable en a € I, on appelle tangente A la courbe représentative! de [ au

point d’abscisse a la droite d’équaiion

y=f'(a)(z ~a) + fla).



1.3 Dérivation

1.3.2 Opérations

Théoréeme 7
Si f,g: I — R sont des fonctions dérivables alors, pour tout réel A, les fonctions Af,
[+ g et fgle sont aussi avec

AN =", (f+9)=F+g ot (fo)=fg+fd.

Si de plus la fonction g ne s’annule pas, le quotient f/g est dérivable avec

(J_F)' _fl9-fd’
g g°

Théoréme 8

Si f: I — R est composable par g: J — R et si ces fonctions sont dérivables alors la
fonetion composée g ¢ f est dérivable avec

(gofY =f'xg'of.

Ce résultat permet d'énoneer des formules de dérivation de fonctions composées :

(\/1_1), - _L: A" = nwet ! (e"’)’ =u'e",...
-\,‘ll

On retrouvera ces formules en annexe p.421

1.3.3 Monotonie par dérivation

Fhéoréme 9
Une fonction f: I — R dérivable est croissante (resp. décroissante) si, et seulement
si, sa dérivée est. positive.

Etudier le signe de la dérivée permet alors de déterminer les variations d'une fonction.
Sur un tableau des variations, on peut lire si une [onction réelle admel un minimum ou un
maximum. On peut aussi lire si cette fonction est minorée, majorée et méme déterminer
ses bornes inf et sup.

Théoréme 10

Une fonction f: I — R dérivable est constante si, et seulement si, sa dérivée est
nulle.

Le signe de la dérivée permet aussi de justifier une monotonie stricte :

1. On parle anssi de fagon abusive de tangente a f en a.
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Théoreme 11

Une fonction f: I — R dérivable est strictement croissante si, et seulement si, sa
dérivée est positive et ne présente pas de paliers nuls'.

Par passage a 'opposé, on peut caractériser la stricte décroissance d’une fonction déri-
vable.

1.3.4 Dérivées successives

Sous réserve d’existence, on peut dériver la fonction dérivée d’une fonction f: I — R. On
parle alors de dérivée seconde : f = (f')'. Plus généralement, et sous réserve d’existence,
on introduit la notion de dérivée n-itme de la fonction f notée £,

1.4 Exercices d’apprentissage

1.4.1 Inégalités

Exercice 1 {Inégalité triangulaire renversée)
Montrer I'inégalité qui suit pour tous réels x et ¢

|yl ~ l=I| < ly - 1.

Solution

méthode
| On exploite 'inégalité triangulaire (Th. 2 p. 6) en écrivant y = y — & + .

On a
[y = [ty — =) + 2| = |y — 2| + =]
En réorganisant les membres
lyl = || = |y — |

En échangeant les réles de x et ¥, on peut aussi affirmer

2] =yl < |z =yl = |y — =

Ainsi, que la valeur absolue du premier membre soit égale au réel ou & son opposé, on
peut affirmer 2.

Iyl = ||| < |y — |-

1. Dire qu'une fonction présente un palier nul, signifie qu'il existe deux réels a < b tels que la fonction
est nulle sur [a;3].

2. Par cette propriété on dit que la fonction valeur absolue est lipschitzienne (voir p. 259), elle est
par conséquent continue.
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Exercice 2
Vérifier ! I'inégalité qui suit pour tous réels a et b

ab < %[a’ + 7).

Solution

méthode
| Par différence de membres, on se rameéne a une comparaison & 0.

L’'inégalité étudiée équivaut a
1, 1,
—a°—ab+4+ b 2 0.
2 2

Par identité remarquable, ce qui précede s’écrit encore

= e

(7 = 20+ 1) = (0~ )* >0

Cette derniére propriété étant évidemment vraie, Pinégalit¢ voulue lest aussi.

Exercice 3
Montrer ? pour tout réel z > —1 Pinégalité

In(1+z) €z

Solution

méthode
On étudie les variations de la fonction définie par la différence des deux
membres.

Introduisons la fonction auxiliaire ¢: @ — ¢ — In{1 + ). La fonction ¢ est définie et
dérivable sur |—1; +oc| avec

| _{lo:l—l_ T

Ly 1+ T 1 +xz

Le signe de ¢'(z) est celui de z et I'on peut done dresser le tableau des variations de i :

1. Cette inégalité sera souvent utilisée dans la suite.
2. Cette inégalité aussi sera souvent utilisée.
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La fonetion » admet done un minimun cn 0 de valeur ¢(0) = 0 : c’est une fonction
positive sur |—1; +oaf. On obtient ainsi 'inégalité voulue.

Exercice 4

Vérifier
I , |
(a)z(1 —2) = 3 pour tout réel (b) zlnz » —— pour tout z > 0.
e
Solution
méthode

| Par I’élude de ses variations, on peut déterminer les extremums d'unc fonction.

(a) La fonction f: z = 2(1 — ) est définie et dérivable sur R avec f'(x) = 1 — 2z
pour tout x réel. Cette dérivée s’annule en changeant de signe pour z = 1/2,

Y
z | —o0 1/2 +00 %__ ........ 1
f'(x) + 0 - 1 i
f(3)

La fonction f admet donc un maximum en @ = 1/2 de valeur f(1/2) = 1/4. On en déduit
I'inégalité demandée.

{b) La fonction g: x — x Ina est définic ct dérivable sur J0; +00] avec ¢/(x) = 1 +Inz.
Cette dérivée s'annule en changeant de signe pour x = 1/c.

Y
x| 0 1/e +0o0
d@)| | - o+
0 —+00 e—l
, T
g(:l:) \ / 1
9(z el
La fonction g admet donc un minimum en & = l/e de valeur g(1/e) = —1/c. On en

déduit I'inégalité demandée.
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1.4.2 Bornes supérieures, bornes inférieures

Exercice 5
Soit A et B deux parties non vides de R vérifiant

Vie,b)e Ax B, anb

{a) Montrer que sup(A4) et inf(3) existent.
(b) Justificr sup(A4) « inf(B).

Solution

{a) méthode
On justifie qu'unc partic admet une borne supérieure en vérifiant que c’est. une
partie de R, non vide et majorée (Th. 1 p. 5).

Par hypothése, on sait que A est unc partic non vide de R.

méthode

| On vérifie qu'une partie cst majorée en exhibant un majorant de celle-ci.

La partie B étant non vide, on peut introduire un élément b appartenant & B. Par
hypothése, on a ¢ = b powr tout @ € A. La partie A est done majorée (en Poccurrence,
par 'élément b introduit). Ainsi, 4 est une partie non vide et majorée de R : elle admet
une borne supérieurc.

Par un raisongement symétrique, B est une partie de R non vide et minorée, elle admet
une borne inférieure.

(b} Si les bornes sup et inf étaient éléments de 4 ot B, la propriété serait évidente.
Cependant, il se peut ¢ue ces bornes n'appartiennent pas aux parties. Pour manipuler
sup et inf, on revient A leur définition :

méthode

La borne supérieure de A est le plus petit des majorants de A : elle est donc
inlérieure & tout majorant de A.

Soit & € 13. Comme on 'a déja dit ci-dessus b est un majorant de la partie 4. La borne
supéricure de A lui est donc inférienre, Ceci permet d’écrire !

Yo e B, sup(A) = b.

Cette propriété signific que le réel sup(A) est minorant de la partie B. La borne inféricure
étant le plus grand des minorants, on obtient directement sup{A) < inf(B).

1. Poursuivre avee un raisonnement. symétrique affirmant ¢ « inf(B} pour tout ¢ € A est Lentant
mais n’apporte rien de décisif.
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Exercice 6
Soit A une partie de R non vide et majorée. Vérifier assertion *

Ve > 0,3z € A, sup(4)-e <z« sup(A).

Solution

Ou peut cffectivement introduire la borne supérieure de A car il s'agit d’une partie

de R non vide et majorée 2.

Soit £ > 0. La deuxiéme inégalité de 'encadrement souhaité est immédiate a obtenir
car une borne supérienre est un majorant de A : tout élément x de A lui est inférieur.
L'inégalité de gauche n'est pas aussi facile : elle nécessite de « bien choisir » x dans A.

méthode
| On justifie que sup(4) — £ n'est pas majorant de A.

La borne supérieure de A est le plus petit des majorants de A. Le réel sup{A) ~ ¢ qui
lui est strictement inféricur n’est donc pas majorant de A.
Dire qu'un récl M cst majorant de A s’écrit
hkes € /1, T % :‘.{ .
Par passage a la négation, dire qu'un réel M n’est pas majorant de A s’exprime

Jee A, x> M.

Sachant que M = sup(A) — £ ne majore pas A, on peut assurer Pexistence d'un réel
dans A vérifiant sup(A4) —e < =.

1.4.3 Fonctions réelles

Exercice 7
Montrer que la fonction partic entitre est croissante.

Solution

méthode
Puisqu'il n’est pas possible de dériver la fonction partie entiére®, on revient A
la définition de la croissance.

Soit « et y deux réels avec z < y. Montrons [z]| = |y].

1. Lorsque € > 0 devient petit, cette propriété permet de trouver des éléments de A aussi proches
que Pon peut le vouloir de sup(A). A défaut d'affirmer quiune borne supérieure appartient a la partic,
cette propriété affirme « qu'elle touche la partie ».

2. La partie A est quelconque @ ce peut ne pas &tre un intervalle! Il n’est pas possible de décrire la
partie A.

3. La fonction partie entiére n’est pas continue, 2 fortiori clle n’est pas non plus dérivable.
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méthode
| La partie entiére d’un réel est le plus grand entier inférieur & celui-ci.

On a 2] < x et donc {z] « y. Or |x] est un eutier et |y| est le plus grand entier
inférieur a vy, il est donc supérieur & |x|. La fonction | - | est alors croissante puisque I'on
a obtenu l'implication :

rey = |g] < iyl

Exercice 8
Calculer les dérivées des fonctions de la variable réelle z dont les expressions suivent :
. |
0 3 b {2 ol =y
(a) (sin z) {b) cos{z?) {«) —
T 0 2 () S
e .
(x2+1)7 a? +1 vtz +1
Solution

Chaque fonction considérée ici est dérivable sur son ou ses intervalles de définition.

(a) méthode
On reconnait une forme «™ avec n = 3 :

(w™) = ng'v"?

Iei u{x) = sinz donc v/'(z) = cosz puis

d s, . .
= [SlIlI-)J‘ = 3cosz(smuz)”.
az \ / ’

(b) méthode
On dérive une forme composée :

(vou) =u xv' cu.

Iei u(z) = a2, v(t) = cost donc ¥'(z) = 2z et v’(t) = —sint puis
dd—x(cos(wz)) =21 X (— sin(x2)> = —2z sin(z?)

{c) méthode
On dérive une fonction inverse :

1Y o’
G-
Pour u(z) = Inx, on a u(x} = 1/z et donc
d /1 ) 1

dzilnz /) x(lng)®
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{d) méthade
Plitdt que de dériver un inverse, il est préférable de dériver une forme 1/u?

( ulz ) = (u 2)r = 2y ® = —2%.

Avee u(x) = 2% + 1, on obtient

d 1 = 4z
de\(z24+1)2)  (22+1)%

{e) méthode
On dérive un quotient

!
U w'o — uy!
v vl

. o} " . ;e .
Ici u{z) = e = et v(z) = 2* + 1. On a immédiatement v'(z) = 2z et 1'on calcule u’
en dérivant un produit et une forme composée

Wz)=e ® +zx(-2r) 2" = (1 - 22%)e «*

Au terme des calculs, on obtient

d [ ze= 1— 322 — 291 ~»?
de \z?2 +1 (®%2+1)2

(f) méthode
| On peut dériver un quoticnt mais aussi une forme produit = x v /2,

Iei u(z) =z, v(x) = 2? + = + 1 et Pon obtient

cilf & ’)_ 1 . 1 2r+1 B r+2
de\vzZ+z+1/) VeZtz+1 2 (@2+z+ )32 22 +a+1)32

Exercice 9
Etudier les variations de la fonction f définie sur R par la relation

%
)= .
/ ¢+ 1

Salution
La fonction f est délinie et dérivable sur R. On étudie le signe de sa dérivée. Pour tout.
réel x, on obtient par dérivation d’'un quotient

e+ 1 — ze®
(e +1)?

f(z) =
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Le signe de f’{x) n'est pas évident. On peut étre tenté de déduire celui-ci de I'étude des
variations de f'(z) mais le calcul de f”(z) conduit & une expression dont le signe est
encore plus complexe a obtenir!

méthode
| Le dénominateur étant positif, le signe de f'(z) est celui de son numératenr.

On pose N(x) = ¢” + 1 — ze™. La fonction N est dérivable ct pour tout réel z

N'(xz) =" —e” — ze® = —ze®.
Le signe de N'(z) est celui de —z.
T | —00 0 «a +00
N'(z) + 0 -
2 =
N(z) / 0~
1 —00

Par ce tableau des variations, on peut assurer 'existence! d'un réel® o > 0 annulant N
c’ost-a-dire
ae® =e" + 1.

La fonction NV est alors positive sur |—oc ; o] et négative sur [a; +00[. On en déduit les
variations de f données dans le tableau ci-dessous.

T | —00 0 « +o0

Yy
(z) + 0o - %\
X

f(z) /O/ \ /l o]
—00 0

1.5 Exercices d’entrainement

1.5.1 Les nombres

Exercice 10 *

Montrer que la somme d'un nombre rationnel et d'un nombre irrationnel est un
nombre irrationnel.

1. Plus précisément, c'est l'emploi du théoreme de la bijection Th. 2 p. 40 qui assure cette existence.
2. On ne sait pas exprimer « & Paide des fonctions usuelles, Numériquement o = 1,278 3 103 pres.
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Solution

Soit & un nombre rationnel et y un nombre irrationnel. It est possible de décrire le
nombre x en écrivant. ¢ = p/q avec p € Z et ¢ € N*. En revanche, il n’est pas possible de
décrire y.

méthode

| On raisonne par Iabsurde.

Supposons par Uabsurde z + y rationnel. 1’ar réduction & un dénominateur commun,
on pcut affirmer que la différence de deux nombres rationnels est un nombre rationnel.
Par conséquent,

y=(x+y -«

est un nombre rationnel. Clest, absurde.

Exercice 11 * N
72
Simplifier (\/iﬂ)‘ §

En déduire 'existence d'un nombre rationnel pouvant s'écrire @
nombres irrationnels strictement positifs.

b avec a ot b deux

Solution

méthode
|| Poura > 0el z,y réels : (0n")" = a®.

On a

il gAY = {3 el
(V') = (v Vil =2

On sait que v/2 cst un nombre irrationnel . Distinguons alors deux cas 2.
Cas:v?2' est rationnel. On obtient la propriété voulue avec a = b = /2.

V2 N . o 2 5
Cas : v/2' est irrationnel. On obtient la propriété voulue a = v"ix/ et b= v2.

Exercice 12 *
Soit a € {1; +oo[. Simplifier

\/a+2\,/a-1+\/a—-2\/a—1.

1. Voir sujet 5 du chapitre 3 de 'ouvrage Ezercices d'ulgeébre et de probabilités MPSI.
2. Cette démonstration est quelque peu « frustrante » car on n'y précise pas lequel des deux cas est

correct! En fait, on peut montrer que VEV Y est irrationnel.
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Solution
La quantité étudiée existe car les réels ¢ — 1 et ¢ + 24/a — 1 sont évidemment positifs
et a — 2v/a — 1 'est. aussi puisque a? = 4a — 4 sachant (a — 2)? = 0.

méthode

. . . P . 2
|| On simplifie les racines en élevant au carré par (/z)” =z pour x = 0.

Posons

€= \/a+2\/a——l+ \-"a.—2\/a.— 1.

Par développement d’un carré et identités remarquables

#=(a+2vVe-1)+2y(a+2vVa-1){a—2Va—1) + (a—2Va - 1)
=2a+2ya? —4{a—1) = 2a+2/(a - 2)2

méthode

Prendre garde aux valeurs absolues dans la simplification vz? = |z} pour z
réel.

On obtient 22 = 2a + 2|a — 2|. On simplifie! cette expression en discutant selon les
valeurs prises par «.

Cas:a€(1:2). Onaz?=2a+2(2—0a)=4etdoncz=2.

Cas:e€(2;+00[. Onaz? =4(a~1) puis z = 2/a — 1.

1.5.2 Inégalités

Exercice 13 *
Montrer pour tous a, b et ¢ réels

ab+ be + ca < a® +b* + 2.

Solution

méthode
| On exploite I'inégalité ? 2ab < a® + b2.

Par 'inégalité proposée

ab + bc + ca (a2 +8%) + %(b"2 +c.2) + %(c? +a2) =a%+b* + %

SV e

1. On peut aussi résoudre ce sujet en observant (va — 1 £1)%2 =a + 2v/a — 1.
2. Voir sujet 2 p. 15,



Chapitre 1. Nombres et fonctions réelles

Exercice 14 ** {Inégalité de Cauchy-Schwarz)

"
Soit a1,....a, ct by, ..., b, des récls. En étudiant §° (Aax +bx)? avec A réel, montrer
k=1

" /2 , L/2

Sab< (> (2
k=1 k=1

k=1

Solution

I'inégalité demandée est immédiate lorsque a1 = -+ - = a,, = (. On suppose désormais
ce cas Cearté.

Pour tout réel A, une somme de carrés étant positive, on peut affirmer

7 n n n
S 02 = (e} | N2 Y arb A+ [ Y82 ) >0
k=1 k=1 k=1

k=1
——
=a =b =c
avec a » (.
méthode
| La fonction A — aA? + 2bX + ¢ atteint son minimum en A = —b/a.

On peut done écrire

a.x(—ﬁ)-+2bx(—9>+c: M;O.
\oa \ a @

On obtient ! ainsi 62 « ec. Ti suffit ensuite de passer & la racine pour obtenir 'inégalité
voulue.

Exercice 15 **
Montrer pour tout réel positif x

Solution

méthode
| On étudie les variations des fonctions définics par la différence des membres.

On commence par I'inégalité qui semble la plus simple : celle de droite.
Soit f: z — x—sinz. La fonction f est définic ot dérivable sur R, et pour tout z € R

f@y=1—-cosz =0

1. On peut aussi obtenir divectement A — 452 — dae © 0 en affirmant que le trindme ad? | 2bA + ¢ ne
peut pas admettre deux racines réelles distinctes puisqn'il est de signe constant,
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La fonction f est donc croissante et, sachant f{0) = 0, la fonction f est positive sur ¥,
On en déduit z »* sinz pour tout z = 0.
Etudions maintenant inégalité de gauche.
La fonction g: & <+ sine — 2 + i’. +* est définie et dérivable sur ¥, et pour tout z € Ry
: o
gley=1tmy — 1+ -_..r‘
Le signe de g’ n’étant pas évident, on étudie ses variations en dérivant a4 nouvean. On
obtient pour tout « € ¥
¢"'(x) = —sinz + .

Par l'étude qui précéde, on peut affirmer ¢"(z} = 0. La fonction ¢ est croissante ct,
sachant ¢’(0} = 0, on peut affirmer que la fonction ¢’ est positive. On en déduit que la
fonction g est croissante, et sachant ¢(0) = 0, on conclut que la fonction g est posttive et
que l'inégalité de gauche est aussi valide®.

1.5.3 La fonction partie entiére

Exercice 16 *
Montrer pour tous z et y réels

2] + |yl € lz+y] = 2] +|y] + 1

Solution

méthode
| On sait I'encadrement |z| « z < |z} + 1.

D'une part, |z] € z et |y| = y, done

Or |& + y] est le plus grand entier inférieur & z + y, on a donc l'inégalité de gauche
@]+l < ety
D’autre part, & < || +1et y < ,y| + 1 done
T4y < o] +iyl+2

puis

eyl < lx] Lyl +2
Cette inégalité stricte comparant des nombres enticrs, on peut la transformer en 'inégalité
large suivante :

|z +y| < =]+ |y] +1.

1. Par imparité, 'encadrement est en sens inverse lorsque @ est négatif.
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Exercice 17 **

Soit n € N* et ¢ € R. Montrer

Solution
méthode

| On raisonne par double inégalité '

D’une part, on sait |nz| < nz et donc

[nz|

=27
n

La fonction partie entidre étant croissante? on obtient déja

{M

n

| <t
D’autre part, on sait || = & donc njz| < nz puis n|x] = {nz| car n|z] est un entier.
Par suite

o) < 2L
n

x|
(#) € | —
n

|nz]

n

puis

Finalement,

o) =

1.5.4 Bornes supérieures, bornes inférieures

Exercice 18 *
Soit

A= {[—1)" i 2"2:1 ’n € N}.

Montrer que A est une partie bornée et déterminer ses bornes supérienre et, inférieure.

X

1. On peut aussi montrer |z] « =+ < 2] + 1.
2. Voir sujet. 7 p. 18,
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Solution

méthode
Pour tout naturel n,

(~1)" J 1 sin est pair
l—l si n est impair.

On a donc ’encadrement —1 < (—1)" < 1. Aussi, 27" est positif et inférieur a 1 donc

2"+ 1 1
=(-1)"+1+ - <3.

0 (=1)"+ on on

La partic A est minorée par 0 et majorée par 3, elle est donc bornée.

méthode

Si une partic admet un plus grand €lément, celui-ci détermine la borne supé-
rieure de cette partie.

En prenant n = 0, on obtient que le majorant 3 est élément de A, c¢’est done un plus
grand ¢lément. On en dédnit

sup(A) = max(A4) = 3.

méthode

En observant qu'il n’existe pas de minorants plus grands que 0, on peut affirmer
que la borne inférienre de A est égale a 0.

Soit m un minorant de A. Pour tout naturel n

Al

UL
-

LN

En particulier, lorsque n est impair, n = 2p + 1 (avec p € N)

1

Par Pabsurde !, supposons m > 0. Par passage & l'inverse, on obtient
2p+1 - 1
2 < — pour tout p € N.
m

Ceci est absurde car les nombres 227" peuvent étre arbitrairement grands. On en déduit
gu'un minorant m de A vérifie nécessairement m < (.

Finalement, 0 est un minorant de la partie A et il n’existe pas de minorant, qui lui
goit, supérieur. C'est donc le plus grand des minorants de A, autrement dit, sa borne
inférienre.

1. On peut conclure avee plus de légéreté par 'emploi du théoréme de passage 4 la limite des inégalités
larges Th. 4 p. 231.
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Exercice 18 **
Soit A et B deux parties non vides et majorées de R. On forme

A+B={a+b|{a,b) e Ax B}

Montrer

sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

Solution

méthode
| On commence par justifier I'existence des bornes supérieures introduites.

Les ensembles 4 et B sont des parties de R non vides et majorées, on peut donc
introduire leurs bornes supérieures sup(A) et sup(B) (Th. 1 p. 5). L'ensemble 4 + B est
aussi une partie de R et elle est non vide car le choix d'un élément @ dans A et d’un
élément b dans B suffit & déterminer un élément a 4+ b dans A + B. Vérifions que A4 + D3
est majorée.

Pour tout x € A+ B, on peut écrire z = a + b avec a € 4 et b € B. Les hornes
supérieures étant des majorants, on a

a < sup(d), b= sup(B) donc z=a+b< sup(4) +sup(B).

La partie A + B est majorée. On peut introduire sa borne supérieure et puisque celle-ci
est le plus petit des majorants, on a une premiére inégalité

sup(4 + B} = sup(A4) + sup(B).

méthode
| On obtient I'inégalité complémentaire en écrivant a = {a + b) — b.

Soit b € B fixé. Pour tout a € A, on peut écrire
a={(a+b)—b<sup(A+ B)-b car a+b<sup(A+ B).

La partie A est donec majorée par sup(A + B) — b. Une borne supérieure étant le plus
petits des majorants, on obtient

sup(A) « sup(4 4+ B) - b.
En réordonnant les membres, on peut écrire
b = sup{A + B) — sup(4).

Cette comparaison valant pour tout & dans B, on peut affirmer que B est majorée
par sup(A4 4+ B) — sup(A) et par conséquent

sup(B) © sup(A + B) — sup(4).
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En réorganisant de nouveau les membres, il vient
sup{A) + sup(B) « sup(A + B).
Finalement, on peut conchire a ’égalité ! voulue

sup{A) + sup(B) = sup(4 + B).

Exercice 20 **

Soit f: R? = R une fonction bornée. Etablir

/
sup|( inf f(:z:,y)) < inf supf(x,y)‘.
T€R \yeR /  y€R\z€R /

Solution
Introduisons les fonctions ¢ et + définies sur R par

ple) = inf f(z,y) et w(y)=$ggf(:v=y)-

méthode
| Les fonctions ¢ et ¢ encadrent les valeurs prises par f.

Soit zy et yy réels fixés. On a
pleo} = inf flxo,y) = flwo,yo) * Huﬁf(l', yo) = ¥(wo)-
¥ TE

Cette propriété valant pour tout z¢ réel, on peut affirmer gue (1) est un majorant de
la fonction . On en déduit

sup (@) = ¥{yo)-

Or ceci vaut pour tout yy € R, la borne supérieure de ¢ apparait donc comme un minorant
de la fonction 11 et donc

sup ¢(z) « inf iy

ce qui correspond a l'inégalité demandée.
Notons que 'inégalité peut étre stricte : c’est le cas pour f(z,y) = cos(x + y) ot

\ v‘
\

sup( inf'f(zr‘y)) =-1 et ipf( supf(;r,y)) =1.

——— et
=—1 pour tout = =1 pour tout ;

1.5.5 Etude de fonctions

Exercice 21 *
Soit f: R — R telle que f o f est croissante et f o f o f strictement décroissante.
Etudier la monotonie de f.

1. En revanche, sup{f 4+ g) peut étre strictement inférieur & sup f + sup ¢!
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Solution

méthode
En I'absence d’hypothése de dérivabilité, on étudie la monotonic de f en com-
parant f(x) et f{y) pour & inférieur a y.

Si la fonction f étaitl croissante, la composée fo fo f le scrait aussi ce qui est contraire
aux hypothéses. En revanche, la décroissance de f ne semble pas incompatible avec les
hypothéses en cours,

Montrons que f est strictement décroissante. Soit = et y deux réels avec x < y. Sup-
posons par I'absurde! f(z) = f(y). La croissance de f o f donne

fofof(x)=fofolfly.
Or la stricte décroissance de f o f o f donue aussi
Sofofix] > fofofly)

C’est absurde et donc
T <y = f(z)> fly)

Exercice 22 *
Etudier la parité de la fonction f définie par

f@)=lh(Vz2+1+z)

Solution

méthode
On comrmence par vérifier que le domaine de définition est symétrique par
rapport & 0 avant d’étudier f(—=x).

Pour tout & récl, on peut éerire vz2 +1 > vz2 = |z| et done, méme lorsque & est
négatif, on a vx? + 1+« > 0. La fonction f est par conséquent définie sur R, intervalle
symétrigue par rapport a 0.

En introduisant la quantité conjuguée

T rl-a)(Vt+ 1+
’l J) —h.l(\ -'21!’ J') Ahl(‘v-r + T)( ’ + +T)\ Ill(%
Vzt+1+z Vit i1+

S—

donc
fl-z)=-In(v/z> + 1 + z) = - f(z).

La fonction f est impaire.

1. On notera que I'hypothése absurde est « f(z) © f(y) » pour les valeurs de 2 et y en cours et non « f
est croissante » : cette derniére n'est pas la négation de P’affirmation « f est strictement décroissante ».
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Exercice 23 *
Pour X € R, on considére les fonctions
r+A

,'\;.tHl”.*l'

{(a) Montrer que les tangentes en () aux courbes représentatives des fonctions fy

sont paralléles.
{b) Observer que les tangentes en 1 sont concourantes.

Solution
{a) Soit A un réel, La fonction f) est dérivable et pour tout x réel

—z? —2zA + 1
A=~y

En particulier, f{(0) = 1. Les tangentes en 0 out toutes le méme cocfficient directeur,

elles sont donc paralléles.

(b) méthode
La tangente en a & la courbe représentative d'unc fonction dérivable f a pour

équation
y=['la){z —a)+ f(a).

Une équation de la tangente en 1 & la courbe représentative de f) est

A, 1\'/\—i—l

] gt ; m

méthode
On peut vérifier que ces tangentes sont concourantes en déterminant inter-

section de deux d’entre elles puis en vérifiant que le point obtenu appartient

4 chaque tangentc L.
Déterminons U'intersection des tangentes définies pour les parametres A égaux & 0 et 1

y=—{z—-1)/2+ 1.
La solution de ce systéme détermine le point de coordonnées x = 2 et ¥y = 1/2 que I'on
vérifie appartenir a chacune des tangentes.

1. On peut aussi exprimer 'équation de la tangente y = - :;/: -2+ % auquel cas le point commun

a chacune est apparent.
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Exercice 24 *

On considére la fonction f définie sur R par f(x) = xe™*.

(a) Etudier les variations de la fonetion f.
{b) Calculer, si possible, la dérivée seconde de f. En quelle valeur zg s'annule-t-elle ?

(¢) Vérifier que la courbe représentative traverse sa tangente en xg.

{d) Donner Vallure du graphe de f.

Solution

(a) La fonction f est définie et dérivable sur R et f'(z) = (1 —z)e™* pour tout = € R.

T | —o0 1 +00
f(z) + 0 =
o1
f(z) - / \ )

(b) La fonction f est dérivable une deuxiéme fois et f(z) = (z — 2)e "¢ pour tout z
réel. Cette dérivée seconde s’annule en x4 = 2.

{¢) méthode

Pour étudier la position relative de la courbe par rapport & sa tangente en zg,
on étudie le signe de

otz| = fl) = (f'(o)(x — z0) + £ (0)).
La fonction g ainsi définie sur R est deux fois dérivable et vérifie :
glxo) =0, ¢(z0) =0 et g"(z) = f’(x) pour tout z € R.

On pent alors dresser le tablean des variations de g en déduire son signe

| —ec fety) —+o¢
7'(«] - 0 +

g'ir) ~_~\“H 0 /
a'lx) + 0 +

glz) d_’________ﬂo——f—"’_”’_'

La fonction g est positive sur [2; +oc| et négative sur |—oc; 2]. Le graphe de f est donc
au-dessus de sa tangente sur [2;+oc| et en dessous sur |—o00; 2}.
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(d} La tangente & la courbe représentative de f en 2 a pour équation
y=—e %z —2)+ 22

ct le graphe de f a 'allure suivante :

N

-14.... 5

a O

1.6 Exercices d’approfondissement

Exercice 25 *
Montrer que pour tous réels z1,...,z, > 0

1 1
(:z:l+-~-+mn}(—+---+—\ = nl.
oy ZTn /

Préciser les cas d’égalité.

Solution
méthode
Pour tout z > 0,
1
z+— 2 2.
&
On vérifie I'inégalité proposée ci-dessus par réduction au méme dénominateur
1 zt—20+1  (x—1)
r4+——-2= = L 0. (%)
T T z

Iin développant

meeni(E o) - (5) (55)-5E3)

En renommant les indices, on peut éerire

P 4 +xn)<—1—+...+i>:

1 Tn
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puis

(x1+-'-+xn)(wi+-~+$> =%i<zﬂ:

1

Pour tout couple (2,7) € [1 ;n]]2, on a

et en sommant

1 1 Ien

<m1+...+xn>(—+...+—) > I (2] =2

T Tn 2 reelt e
= J_

De plus, il y a égalité si, et seulement si, chacune des inégalités sommées est, une égalité.
L'inégalité () est une égalité seulement lorsque z = 1. Il y a donc égalité dans (xx) si,
et seulement si, z; = x;. Au final, I'inégalité étudiée est une égalité si; et seulement si,
les z; sont tous égaux.

Exercice 26 **

Vérifier que pour tout naturel n

|V +va+1| = |Van+3].

Solution

méthode
On montre que les entiers inférieurs & v/ + /7 + 1 sont les mémes que ceux

inférienrs a +/4n + 2.

Soit p un entier inférieur & v'n + /7 + 1. Par croissance de I’élévation au carré sur les

réels positifs
PP 2n+ 1+ 2vn(n + 1).

Sachant

2vnn+ 1) =vVan2 +4n < Vin2 +dn+1 =20 + 1

on obtient

p? % dn + 2.

L’entier p est done inférieur & v/4n + 2.
Inversement, soit p un entier inférieur & v/4n + 2. On a donc p? « 4n + 2.

méthode
Si 'entier p est pair, il s’éerit p = 2k {(avec k € N) et alors p? = 4k2.
Si I'entier est impair, il s’écrit p = 2k+1 (avec k € N) ct alors p? = 4k(k+1)+1.
Jamais p? ne peut s'écrire 4n + 2 avec n entier .
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L’enticr p? cst done inférieur & 4n + 1 et il vient

pPPedntlic2ntl +2vnvn+1 = (Vn+ vn+ 1)2.

—

2ng

L’entier p est donc inféricur & vn + v/n + 1.

Exercice 27 **
Soit neN*, ay <+ = a, et by £ + € b, des réels. Etablir

(iia.) (% g');) < ;{lgakbk'

k=1

Solution

méthode
| Pour tous k et £ de [1;n], les facteurs ax — a; ct by, — be ont le méme signe.

Par somme de quantités positives, on a

Y (ak—agbe —b) = Y (axbr — aobx — axbe + ache) = 0.

ISk fon ISh fim

En séparant la somme du second membre en la somme de quatre termes, on obtient

n '/ 7 \ ’/ T AN /' n /o \ n
nZakbk — l Zul. l ( Zt's ) — Lzﬂ-k) (Zbe ] +nZ'1f'H = 0.
k=1 \i=1  / \k=1 J k=1 =1 / =1

Eu renommant les indices de sommation, il vient

n T /' n X

ngakbk . k?:“*)l'zh' )

k=1

ce qui donne I'inégalité demandée,

Exercice 28 ***

Soit f: {0;1] — [0;1] une fonction croissante. Montrer que f adrnet un point fixe.

Solution

méthade
| On introduit ? par une borne supéricure le plus grand réel & vérifiant f () = =

1. Le carré d'un euntier est congru & 0 ou | modulo 4.
2. Une résolution par dichotomie de 'équation f(z) — 2 = 0 est aussi possible.
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Jonsidérons I'ensemble des x pour lesquels le graphe de f est au-dessus de la droite
d’équation y = x
A={ze0;1]| fx) =}

Lensemble A est une partie de R, non vide, car 0 en est élément, et majorée par 1. On
peut done introduire sa borne supérieure .

Pour tout x appartenant a A, on a ¢ £ a. Par croissance de f, il vient f(z) © f(a).
Or « < f(z) car = est choisi dans A ct done x = f(a). Ainsi, f{«} est un majorant de la
partie A. Une borne supérieure étant le plus petit des majorants, on obtient une premicre
inégalité a = flol.

Par croissance de f, on poursuit en affirmant f(e) « f ( [ (u)) el donc fa) est élément
de la partie A. On en déduit la deuxiéme inégalité f{a) < o car o est un majorant de A.

Finalement ! par double inégalité, on conclut f(a) = a.

Exercice 29 ** (Fonctions additives croissantes)
Soit f: R — R une fonction croissante vérifiant

V{z,y) €R®,  flz+y) = f(z)+ [(y) (%)

Montrer qu’il existe un réel a = 0 tel que® f(x) = ax pour tout réel x.

Solution

Si un tel réel a existe, on a nécessairement a = f(1). Considérons donc cette valeur
dans la suite.

méthode
Par la propriété d’additivité (), on monire 'identité f(x) = axz, d’abord
pour z cnticr puis pour r rationnel.

En prenant o = y = 0, la propriété («) donne f{0) = f(0) + f(0) donc f(0) = 0. Au
passage, la croissance de f donne alors a = f(1) = f(0) = 0.

Pour cormnmencer, montrons par récurrence que 'identité f(x) = ax et vraie lorsque =
désigne un naturel n.

On vient de vérifier que la propriété est vraic pour n = 0 ct 'on peut aussi affirmer
qu'elle est vraie pour n = 1 puisque l'on a choisi a = f(1).

Supposons la propriété vraie au rang n » 0. Au rang suivaut, la relation (x) avec z = n
ety = 1donne f({n+1) = f(n)+ f(1) et donc f{(n+1) = an+a = a(n+1). La récurrence
est établic.

Etendons par imparité la relation f(z) = az aux entiers relatifs. Pour tout z réel, en
prenant ¥ = —x dans (%), il vient f{0) = f(z) + f(—z) et done f(—z) = —f(z). La
[onction f est impaire.

Soit 2 un entier négatif. On peut écrire & = —n avec n naturel et alors

flz)=f(-n)=—f(n) = —an = ax.

neh

1. On peut aussi définir un point fixe de f en introduisant la borne inférieure de Venscmble des
vérifiant f(z) © .
2. On dit alors que la fonction f est linéasre.
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Poursuivons par l'extension de Uidentité f{z) = ax aux nombres rationnels. Soit z € .
On peut écrire x = p/q avec p € Z et ¢ € N*. Comme lors de la réeurrence ci-dessus, on
peut montrer f{nz) = nf(2) pour tout naturel n. En particulier, pour n = ¢, il vient

f(p) = flgx) =qfix),
Or on a aussi f(p) = ap el done f(x) = ap/q = ax.

méthode
On exploite la croissance de f pour étendre 'identité f(z) = ax des rationnels
anx réels.

Soit @ un récl. On peut encadrer z par des rationnels voising grice a la fonciion pariie
entiere. Pour tout naturel » non nul

ne nr|+1

o) _ Lo +1
n n

Par la croissance de la fonction f, on a

gl !( ﬁ:_r_l ) < f(z) < f([nxj + l) e [nz] +1

n / n T

Lorsque 7 tend vers infini, les deux membres de cet encadrement tendent vers ax ot done,
par passage 4 la limite des inégalités larges (Th. 4 p. 231), on obtient ax < f(x) « ax.
On conclut f(z) = az.

Exercice 30 *** (Approximation de Dirichlet)
Soit x un nombre irrationnel.
Montrer qu’il existe une infinité de couples (p, ¢) € Z x N* vérifiant

Solution

méthode
Pour tout ¥V &€ N*, on montre qu'il existe p € Z et g € [1; N] tels que

Soit N € N*, Considérons la fonction

[[0:N] - [0:1

f L ke ke — kel

Celle-ci cst définie sur un ensemble possédant N + 1 éléments et prend N + 1 valeurs
distinctes car le réel x est irrationnel !.

1. Fn effet, s%i] existe & et £ distincts dans [0; N] tels que f(k) = f(£}, on peut affirmer z = p/q avec
p=fx]— lkz] et gq=k - £
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L'intervalle [0; 1] peut étre découpé en NV intervalles disjoints de longueur 1/N :
Au moins deux des valeurs prises par f appartiennent & un méme' intervalle parmi

ceux listés ci-dessus. Notons k& < £ deux valeurs de [0; N] pour lesquelles [Ik) et f(¥)
figurent dans le méme intervalle, On a

|
4 = ._\I e
| {6 — fik)]| < N

En posant ¢ =£# —k € [1; N] et p = |€x] — |kz]| € Z, on obticnt

Ceci détermine un premier couple (p, ¢) solution mais permet aussi d'en construire une

infinité! En cffet, si (p1,¢1),. .-, (Pn,gn) sont des premiers couples solutions, on peut en
déterminer un nouveau en choisissant N tel que

1
—,<min{x—&. ‘m—p—n} car x & Q.
N q1 dn

>0 >0

1. Cette idée se nomme le principe des tiroirs : si n + 1 chaussettes sont réparties dans n \iroirs, i
existe au moins un tiroir contenant deux chaussettes!
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Fonctions usuelles

2.1 Fonction bijective

I et J désignent des intervalles de R non vides et non réduits a des points.

2.1.1 Définition

On dit qu'une fonction réelle f: I — R réalise une bijec- vy
tion de lintervalle T vers un intervalle J lorsque celle-ci
prend ses valeurs dans .J et que toute valeur de J posséde

un unique antécédent par f.

On peut alors introduire une application f=':.J — R
vérifiant

Viz,y)elIxJ, y=flz) = z=Ff '(y).

Celle-ci réalisc unc bijection de J vers I et se nommie la x
bijection réciprogue de f. 0

Théoréme 1

Si f réalise une bijection de I vers J alors les graphes des fonetions f et f~! sont
symétriques par rapport & la premiére bissectrice' du plan.

1. Celle-ci désigne la droite d'équation y = x.
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2.1.2 Théoréme de la bijection

Le théoreme snivant fournit une condition suffisante (facile a vérifier en pratique) pour
affirmer qu'une fonction réelle d'une variable réelle est bijective.

Théoréme 2 (Théoréme de la bijection)

Si f: I - R est une fonction continue et strictement monotone, f réalise une bijec-
tion de 'intervalle 7 vers un intervalle J,

De plus, sa bijection réciproque f~! est continue et de méme stricte monotonie que
la fonction f.

On peut étre plus précis sur la description de 'intervalle image J. Lorsque la bijection f
est strictement croissante, on a (pour a et b dans R) :

sil=[a:b]alors J = [fla): f(b)], sil=la;b],alors J= [f(a.);lli)mf{,
si ] =]a;b alors J = ]liglf;f{b}]? si I =]a;b[ alors J = ]]irpf;lér_nf[.

Lorsque la bijection est strictement décroissante, on a un résultat analogue exprimé en
échangeant les bornes de Uintervalle J.

2.1.3 Dérivation d’une bijection réciproque

Théoréme 3
Soit f: I — R une fonction continue réalisant une bijection de I vers J.

Si f est dérivable en « € I et s1 f/{(z) £ 0 alors la bijection réciproque [~ ' est
dérivable en y = f(x) et

T | ]
Lyl = — = =4
' W Fiz) M)

L’hypothése f'{z} # 0 est essentielle et simple a4 comprendre : si le graphe de f présente
une tangente horizontale au point d’abscisse x, le graphe de la réciproque | ' présente
une tangente verticale au point d’abscisse y = f(z), la fonction f~' w'est alors pas
dérivable en y.

Si f: I — R est dérivable et si sa dérivée ne s’annule pas, f est strictement monotone *.
Elle réalise alors une bijection de 7 vers un intervalle J et sa bijection réciproque est

dérivable avec Ja formule 2
l

flayg-

(F7) =

1. Bien qu'une fonction dérivée ne soit pas nécessairement continue, si elle ne s'annule pas, elle est
de signe constant : voir sujet 19 p. 277.
2. Cette formule peut &tre facilement retrouvée en dérivant la composition fo f~1 = Id.
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2.2 Puissances et logarithmes

2.2.1 lLogarithme et exponentielle népériens

Définition
On appelle logarithme népérien’® la fonction x ++ lnz définic sur |0 +oc[ comme la
primitive s’annulant en 1 de la fonetion inverse :

Y > 0, !u.r:/ g
1t

Théoréme 4
Pour tous réels z et y strictement positifs

lu(zy) = lnz + Iny.

On cn déduit

1
In{ — —lnr  pour tout x>0
x ! ] L 1 +0C
et, plus généralement, In (:ﬂ") =nlnz pour n € Z. - +00
Inz 0
La fonction In est continue et strictement croissante, o —

clle réalise une bijection de |0; +oc0[ vers ]—oc ; +ocf.
Définition
| On appelle ezponenticlle népérienne? la fonction = = expx bijection réciproque du
|| logarithine népérien.
La fonction exp cst définie, continue et strictement
croissante sur R. Elle cst méme dérivable sur R et
pour tout réel x 400

(exp)(z) = expz. 0 —

J|—oc 0 +00

Théoréme 5
Pour tous réels z el y
exp(x + y) = exp(r) exp(y).

Définition
On appelle nombre de Néper, le réel e égal & Vexponentielle de 1. Clest aussi I'unique
solution A Péquation Inz = 1.

e=27T1828 4 10™° prés.

1. On parle ausst de logarithme naturel ou tout simplement de logarithme.
2. Ou simplement erponentielle.
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ILes fonctions logarithme et exponentielle népériens.

2.2.2 Fonctions puissances
Pour z réel et n € N, la puissance 7 est définie par la relation !

def ’

" Saexexo--xz sin>0 e z¥=1.
. %

n facteurs

Pour z réel non nul et n € N*, la puissance o™ est définie par la relation

et ] | 1
r x - -
r I X

n facteurs

On peut généraliser ces puissances & un exposant réel lorsque 2 est strictement positif :

Définition

Pour « réel, on appelle fonction puissance Yy a>1 a=1

d’ezposant «, la fonction & — z* définie

sur I'intervalle ]0; +00[ par la relation

x® Jéfexp(alnaz:). @ €]0;1]

Il est alors possible d'écrire cxp(z) = e® ce 1

. L . , : a=0
qui conduit & la notation usuelle de l'expo- :
nenticlle. :

. : a<0

Lorsque e > 0, on peut prolonger par conti- :
nuité la fonction puissance en convenant I'éga- O 1 z
lit¢ 0% = 0.

1. En particulier, on pose 09 = 1. Cependant, on dit aussi que 0U est une forme indéterminée analy-
tigue car elle ne permet pas le calcul des limites.
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Théoréeme 6

Pour tout « € R, la fonction puissance x — z® est dérivable sur [0; +o00[ et pour
tout & >0
R i

= @) =az® .
7

Lorsque a = 1, la fonction puissance est aussi dérivable cn 0 et la formule qui précéde
reste valable en 0.

Théoréeme 7
Pour tous réels z et y strictement positifs et pour tous exposants a et 3 réels

(zy)® = x%y*, 2% =z°z8 ot (.r")” = 4™,

2.2.3 Croissances comparées

Les limites qui suivent résolvent des formes indéterminées fréquemment rencontrées.

Théoréme 8
Pour tout & >0
Inz e®

litn =0, lim z%lnz=0, Ilm — =400 et lim z% *=0.
T z -0+ 2= +o00 X F—+00

2.3 Fonctions circulaires

2.3.1 Fonctions sinus et cosinus

Y
On suppose le plan géométrique muni d’un repére orthonormé 7
direct d’origine O et de vecteurs de base 7' ¢t 7. _— M;
Pour ¢ réel, notons M, le point du cercle trigonométrique sinty : t
repéré par 'angle ¢ mesuré & partir du vecteur 7. :
Définition ; N
On pose cost 'abscisse et sint P'ordonnée du point M;. 0 Iy 1
Ceci définit les fonctions cosinus et sinus sur R. /

Théoreme 9
Les fonctions cosinus et sinus sont 2w-périodiques, dérivables et pour tout £ réel

(cos)'(t) = —sint et (sin)'(t) = cost.
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Les formules de trigonométries sout regroupées en annexe p. 419. Soulignons seulement

ici la. formule fondamentale

VteR, cos’t+sin®i=1.

On retiendra aussi les valeurs remarquables du tableau suivant :

t|0 =/6 w4 w3 /2 =«
cost | 1 /372 2/2 12 0 -1
sint [0 1/2  V2/2 V3/2 1 0
Y
1] L
o--_Yy=sinz
_% /'/ \\\ /,; )
AN . ™ TN .7 T
\\ // 7 \\ ,/
e - =cosz TN
-1 y
Les fonctions sinus et cosinus.
2.3.2 Fonction tangente
: .8 Y
Pour k € Z, on introduit /y =  —— + km; = 4k
| 2 2 tantt ooy
Définition M,
On définit la fonetion tangente par la relation
tant = pour tout ¢ € J, t
La tangente de { est l'ordonnéc du point d’abscisse 1 de la o 1 .
droite (€201

Théoréme 10

La fonction tangente est w-périodique, dérivable sur chaque intervalle I et pour

tout ¢ appartenant a I

|
cost’

(tan)'(t) = 1 + tan®t =

Sur les intervalles Ji, = |k ; (k+1)7[ (avec k € Z), on définit aussi unc fonction cotangente

par
cost
it

cot t = pour tout t € Ji.
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Cette derniére correspond simplement & linverse de la fonction tan lorsque cela a du
sens ot est directement liée & la fonetion tangente par Pidentité cot ¢ = tan(n/2 —¢) pour
tout ¢ appartenant a Jg.

SIE]

Les fonctions tangente (tracé continu) et cotangente (tracé pointillé).

2.4 Fonctions circulaires réciproques

2.4.1 Fonction arc sinus

La fonction sinus est continue et strictement croissante sur 'intervalle [—7/2;7/2]. Elle
réalise une bijection de [—x/2;7/2] vers [—1;1] ce qui permet d’écrire

Ve e [-1;1], M € [-7/2;7/2], @ =sint.
Définition

On appelle are sinus d'un réel = de Pintervalle [—1; 1] I'unique angle ¢ de {—x/2;7/2]
dont le sinus vaut .

On définit ainsi une fonction arc sinus bijection réciproque de la restriction de la fonction
sinus au départ de [-x/2;%/2] :

Yt e [—n/2;x%/2|, arcsin(sint) =t el Vz & [-1;1], sin(aresinz) = z.

Théoreme 11
La fonction arcsin est définie, impaire, continue et strictement croissante sur [—1;1].
Elle est aussi dérivable sur |~1;1[ et pour tout & € |—1;1]
1
N

(arcsin)’(:c) =
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Yy Yy

SE
<
I
©

. -~

AN )
@,
=
8

Ty =sinz

ESE

Les fonctions arc sinus ¢t arc cosinus.

2.4.2 Fonction arc cosinus

La fonction cosinus est continue et strictement décroissante sur intervalle [0;x]. Elle
réalise une bijection de [0; 7] vers [—1;1] ce qui permet d’écrire

Vo e [-151], 3t € [0;7], z=cost.
Définition

On appelle arc cosinus d'un réel x de lintervalle [—1;1] Munique angle ¢ de [0;7]
dont le cosinus vaut .

On définit ainsi une fonction arc cosinus bijection réciproque de la restriction de la
fonction cosinus au départ de [0; @] :

Yt € [0;7], arccos(cost) =t et Vz € [—1;1], cos(arccosz) = z.

Théoréme 12
La fonction arccos est définie, continue et strictement décroissante sur {~1;1].
Elle est aussi dérivable sur |—1;1[ et pour tout z € |-1;1]

1
1—z2

(arccos)' (z) = —

2.4.3 Fonction arc tangente

La fonction tangente est continue et strictement croissante sur l'intervalle |—x/2;7/2].
Elle réalisc une bijection de |—m/2;7/2[ vers R ce qui permet d’écrire

Ve e R, M e€|—n/2;7/2{, «=tant.



2.5 Fonctions hyperboliques

Dé&finition

On appelle arc tangente d'un réel = 'unique angle de |—n/2;7/2[ dont la tangente
vaut z.

On définit ainsi une fonction arc tangente bijection réciprogue de¢ la restriction de la
fonction tangente au départ de |—n/2;7/2[ :

¥t € ]—n/2;7/2], arctan(tant) =t et ¥z € R, tan(arctanz) = x.

Théoréme 13
La fonetion arctan est définie, impaire, continne et strictement croissante sur R.
Elle est aussi dérivable sur R et pour tout z réel

(arctan) () =

y = arctanx

|
NIE]
oly

2.5 Fonctions hyperboliques

2.5.1 Fonctions cosinus et sinus hyperboliques

Définition
Pour ¢ récl, on définit le cosinus et le sinus hyperboliques de t par les relations

t —t t —t
e 4e e —e
cht= ——— et shi=—+—
2 2

Théoreme 14
Les fonctions cosinus et sinus hyperboliques, sont respectivement paire et impaire.
Elles sont dérivables sur R et pour tout £ réel

(ch)'(t) =sht et (sh)'(t) =cht.
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t| —o0 0 +00

y=chx
+00 +00

aut \ / \
1 "
V=7 .
i 0 4o -

+0o0

—00 y=shz

Il existe des formules de trigonométric hyperbolique assez analogues & celles de la trigo-
nométrie circulaire. Parmi celles-ci, retenons !

vteR, ch?t—sh®t=1.

2.5.2 Fonction tangente hyperbolique
Définition
Pour ¢ réel, on définit la tangente hyperboligue de t par la relation

N sht et —e? % _1
= — =
cht et4e-t o2t 41

Théoréme 15

La fonction tangente hyperbolique est impaire et strictement croissante. Elle est
derivable sur R et pour tout ¢ réel

H
thY(t) =1—th%t = ——.
(Y () o
Yy
t ‘ —00 0 S w8 TR SR, 1 ........................
1 y=thx
-1
‘1 .....................................

1. La courbe du plan d*équation 2% — 42 = 1 est une hyperbole. Les réels ch t et sht sont les abscisses
et ordonnées d’un point d’abscisse strictement positive de celle-ci.
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2.6 Exercices d’apprentissage

2.6.1 Puissances, exponentielle et logarithme

Exercice 1 *
Calculer si ces limites existent :

(a) lim z= (b) lin 2L i (¢) lim z*°
L oc gr b \ 29 z—0+ i
Solution

(a) Il s’agit de résoudre une forme indéterminée puissance « (+o0)! ».

méthode

Pour étudier la limite d'une puissance ol la variable apparait & la fois an niveau
de I'exposant et du nombre éleve A la puissance, il est conseillé d'exprimer la
puissance sous forme exponentielle : o? = c?'ne,

On écrit pour tout z > 0

xre z(:xp{ i lnx],

Par limite de référence, on sait

|
—-Ing —— 0
r T Mo

et donc, par composition de limites,

o’ =1

~

4o

(b) 11 s’agit de résoudre une forme indéterminée puissance « 00 ».

méthode

| Lécriture exponentielle de la puissance permet de simplifier I'expression,

On éerit pour tout z > 1

"l \).,T‘. =exp(\/]]n_rlu(a:2 )) exp(—2vInz)

T—r+00

[ 1 ).- x| 2@) —_

- .ox
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b

;. @ N N ' c N
(¢) L’écriture ¢ peut étre ambigué. Doit-on comprendre (ab) oua*)?

méthode
|| En l'absence de parenthéses, on comprend a?” = o'™'.
On peut done écrire pour tout z > 0

2" =2 = exp(z®Inz) = exp(exp(zlnz)Inz).

On a donc
&

2= = exp(exp(mlnx} ln:t;) — 0
N St Z0F

—+0 w0

2.6.2 Fonctions circulaires

Exercice 2
Exprimer, lorsque cela a un sens, tan(a + b+ ¢) en fonction de tana, tand et tane.

Solution
Pour que les tangentes introduites aient chacune un sens, on suppose a,b, ¢ ct o +b+c
non congrus a 7/2 modulo 7.

méthode
Ou exploite la formule d’addition

tana + tanb

tanfla 4+ )= ——
+9) 1—tanatanb
Sia+b # /2 [x], on écrit
tana + tan b Giiis
_ laulo +b) +tanc 1 _ tenatanb &
tan((a +0) +¢) = 1 —tan(a + b)tanc ,  fena+ tanb

1 —tanatant
En réduisant numérateur et dénominateur au méme dénominateur

. tana + tanb + tanc — tanatanbtan ¢
tan(a +b+c¢) = 1 + + an btan ¢

—ianctand — tanbtanc — tanctana
Sia+b=wn/2 [n], lc calcul réalisé ci-dessus n’est plus possible car 1 — tanatanb est
nul. Cependant,

/ sin(! +¢ 1
tan{a + b + ¢) = tan| g+c) — (J ) _ cosc
\

cos(§ + ) T —sine  tanc

et la formule précédente reste valable car tanatanb = 1.

Exercice 3
Ecrire sous la forme A cos(z — ) les expressions suivantes :
(a) cosz + sinz (b) cos z ~ V3sinz.
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Solution

méthode

En factorisant A = a2 + b2 devant une expression acosx + bsinz, on fait
apparaitre en facteur acosz + Fsinz avec o + 42 = 1. Il est alors possible

d’introduire un angle ¢ tel que a = cos et 3 = siny.

(a) On écrit

VRN S \/5(\/75 P ? sinsc) = \/§cos<a;_ (E))

4
~— ~—~—
=cos(§) =sin{ §)

{b) On écrit

1
cos;z:—\/gsinac:2< 5 cosT— ?sinx) =2(‘.08<$+%)
~—
=cos(F) —sin( %)

Exercice 4
Résoudre les équations d’'inconnue z réelle qui suivent :
(a) sinz = sin(2x) (b) cos x = sin(3x) {c)cosx —sinz = 1.

Solution

{(a) méthode
| sina = sinb si, et seulement si, e = b 27 ou a = 7w — b [2x].

On a donc sinz = sin(2z) si, et seulement si, 2z =z [2n] ou 22 = 7 — z [27).

méthode

Pour résoudre une équation cn congruence, on exprime la congruence par 1'in-

troduction d’un entier ' & :

a=b2r] &= a=b+2kn avec kcZ

On a alors

2r =z [27] <= 2z =2+ 2kravec k€ Z
e z=0+2knaveck €Z
e =0 {27]

1. L’expression « avec k € Z » est une facon concise de signifier « il existe un k& € Z tel que ».
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et
=7 —x 2n] = 2o =m—x+2kraveckcZ
T 2kw
=% I=—+ —aveck € Z
3 3
T [2n
= zrz=- |-
3 3
Finalement, I'ensemble des solulions de 'équation étudice est
= 2k7r
{2k7r | ke Zl> U< [ }
(b) méthode
L'équation ¢tudiée se transforme en 'égalité de deux sinus par la formule
si T
ety =sm| ——x
2
On a donc

— :n) = sin{3x)

2=

cosz = sin(3x) < -in[

= 7—;—m=3x [27] ou g—w—w—Sx [27).

La résolution comme an-dessus des équations en congrucnce conduit a I'ensemble des

solutions suivant :
T T T
T kT T4k 1 keZb.
{8+k2‘k€Z}U{4+W € }
(¢) méthode

| On exprime le premier membre sous la forme Acos(x — ¢).

On éerit,
2 2 -
cosx —sinx = \/Q—(\/?— cosST — g sina:) = J'Zcos(z + g)
méthode
| cosa = cosb si, et seulement si, a = b {27) ou @ = —b (2]
On a alors
cosxr —smz =1 — cos( E\ )
4y
— x4+ =T 190 + T T 27!
Pt = | 1 —=—— 27 .
4 4 ?rj ol X 1 ’:1 14T

L'ensemble des solutions est done

{2kw|k€Z}U{—;+2kw|keZ}.
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2.6.3 Fonctions circulaires réciproques

Exercice 5
Simplifier

(%) arcsin (sin(%r)) (b) arccos (cos(%“» (¢) arccos (m(%))

Solution

{a) méthode
L’expression arcsin(sint) se simplifie en ¢ si, et seulement si, ¢ appartient a
Iintervalle [~7%/2;7/2].

Pour simplifier I'expression, on cherche I'angle de I'intervalle [~ /2; 7 /2] dont le sinus
vaut celui de 27/3. Cet angle est 7/3 et done

arcsin | sin 2_7r = arcsin| sin T &
3 N 3 3
(b) méthade

L’expression arccos(cost) se simplifie en ¢ si; ot sculement si, ¢ appartient &
I'intervalle [0}

L’angle de [0; 7] dont le cosinus est le méme que celui de 6x/5 est 47 /5 et donc
arccos | co om in in
cos| — = arccos| cos| — =—.
5 5 5
(¢} méthode

On transforme cosinus en sinus et inversement par les formules

T \ &N
| 5 —x ] =smx et Sml—_—;c = COS I.

On a
arccos | sin il = arccos| cos r_r = arccos| cos 5—7T = 5—”
7)) 2 7)) 14 147
~—
0]
Exercice 6

Simplifier les expressions suivantes :
{a) sin(2 arccos x) {b) cos(2arcsin z) (¢} cos(arctan z).
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Solution

(a} On développe sin(2e) en 2sinacosa, il vient
sin{2 arccos z) = 2sin(arceos ) cos{arccos ).

méthode
Pour tout z € [—1:1], on a*

cos{arccosz) = = et sin{arccosz) =1 — 2,

On en déduit

sin(2arccos z) = 2zv/1 — 22.

(b) On développe cos{2a) en 2cos?a — 1 ou en 1 — 2sin?q
cos(2arcsin z) = 2cos?(arcsing) — 1 = 1 — 2sin’(arcsin z).

méthode

On exploite I'une ou 'autre des formules
sin{arcsinz) = et cos{arcsinx) = /1 — 22,

On obtient
cos(2arcsinz) = 1 — 2z%,

(¢) méthade
On peut lier les fonctions cosinus et tangente par l'identité?

1

=1+ tan’t.
cos? t

Pour ¢ = arctanx, on peut simplifier tant en « et écrire

{ "f
- L4

Sachant t € |—7/2;7/2[, on a cost > 0 et donc

cos{arctanz) = ——.
Vi rd

1. Pour ¢ € [0;7], on sait sint = v/1 — cos?t car sint 2 0 et cos?t +sin?t = 1.
2. Cette identité correspond aux denx expressions usuelles de la dérivée de la fonction tangente.
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Exercice 7
Montrer

1 T
arctan(z) + arctan > = 2 pour tout z > 0.

{a) en étudiant la fonction définie par le premier membre ;

(b) en calculant la tangente d’un angle bien choisi.

Solution
(a) Introduisons f la fonction définie sur |0; +oof par

y

f(z) = arctan(z) + arctan (i )

méthode
[ On montre que la fonction est constante en calculant sa dérivée.

La fonction f est dérivable et par dérivation d’une composition de fonctions

ey =

1 [ 1
1+3‘2'( iz)lol pour tout x > (.

Aprés simplifications, on obtient f’{z) = 0. La fonction f est donc constante sur I'inter-
valle! ]0; 4o0[. La valenr de cette constante peut s'obtenir par le calcul? de f(1)

f(1y=2arctanl = 2 x :;— = %
(b) Soit 2 > 0. Introduisons Pangle
9=1_o avec a= arctan x.

“»
-

méthode
| On vérifie que @ est I'unique angle de |-7/2; 7/2[ dont la tangente vaut 1/z.

Puisque z >, ona a € )0;7/2[ et donc 8 € |0;7/2[ C |—7/2;7/2[. La tangente de
est alors bien définie et

sin(/2—a) cosa 1 1

tan(f) = t: (i— )= - -
an(f) = tan 0 a) cos(m/2 —«) sina tana 2

On a donc

' 1
@ = arctan —)
\ @

1. Sur l'intervalle |—20; 0], la fonction f est aussi définie et constante mais sa valeur est —7/2 : la
fonction f n’étant pas définie en 0, les constantes de part et d'autres peuvent différer ce qui est ici le cas.
2. On peut aussi étudier les limites de f aux extrémités de Uintervalle.
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2.6.4 Fonctions hyperboliques

Exercice 8
Montrer

1
(a}Vx 20, shz > (b) vz € R, cha:)l+§:1:2.

Solution

méthode
| On étudie les variations de la fonction différence des membres.
(a) La fonction f:a = shx — x cst dérivable sur [0;400| et f/(2) = chz — 1 pour
tout 2 = (. Le cosinus hyperbolique présentant un minimum de valeur 1, on a f/'(z) 2 0

ct la fonction f cst croissante. Sachant f(0} = 0, on peut affirmer que f est positive
sur B, .

(b) La fonction g :  ++ cha—1—22/2 est paire, dérivable sur Ret g'(z) =shz—x = 0

pour tout z de Ry. La fonction g est done croissante sur [0; +o00[. Sachant g(0) = 0, on
peut affirmer que c’est une fonction positive, d’abord sur [0; +oc], puis sur R par parité.

2.7 Exercices d'entrainement

2.7.1 Fonctions bijectives

Exercice 9 *
Soit f: I — R une application continue, impaire et strictement monotone.

Justifier que f réalise une bijection de 7 vers un intervalle J et montrer que sa
bijection réciproque est impaire.

Solution

Les hypothéses du théoréme de la bijection (Th. 2 p. 40} sont immédiatement. réunies.
On peut donc affirmer que l'application f réalisc une bijection de I vers un intervalle .J
dont les extrémités sont les limites de f aux extrémités de 1.

Etudions la. symétrie de 'intervalle J. Puisque la fouction f csi impaire, il est en-
tendu que l'intervalle 7 est symétrique par rapport a 0. Au surplus, les limites de f
aux extrémités de I sont opposées. Que I'intervalle 7 soit de la forme [—e;a] ou ]—e;a|
{avec a éventuellement infini), on peut affirmer que intervalle image J est symétrique
par rapport, a 0.

Considérons y € J ot étudions si 'identité f~1(—y) = —f~1(y) a lieu.

méthode

Pour établir f~1(—y) = —f~'(y), on vérifie que ces deux valeurs ont méme
image par f.
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D’une part, une simplification directe donne f(f (- y)) = —y. D’autre part, I'impa-
rit¢ de f permet d%écrire f{-f~(y)) = =/ (f '\y)) = —y. Par unicité de Pantécédent
de —y par f, on peut affirmer f~1(—y) = —f ().

Finalement, la bijection réciproque f~! est impaire.

Exercice 10 ** (Fonction argument tangente hyperboligue)

{a) Montrer que la fonction = ~+ thx réalise une bijection de R vers un intervalle I
a préciser.
On note argth sa bijection réciproque appelée argument tangente hyperboligue.

{b) Montrer que la fonction argth est dérivable sur 7 et exprimer sa dérivée.

(c) En étudiant ’équation y = thz d’inconnue x réelle, exprimer argtht a Vaide
des fonctions usuelles. Retrouver Pexpression de sa dérivée.

Solution
{(a) La fonction tangente hyperbolique cst continue, stric- : y

tement croissante sur R et tend respectivement vers 1 et —1 :
en +oc et —oc : elle réalise donc une bijection de R vers I'in- ; ;
tervalle I = |—-1;1[. 5

On peut noter que la fonction argth est impaire car c’est
l'application réciproque d’une bijection impaire (voir sujet pré-
cédent).

{b) méthode
Lorsqu’une bijection f: I — .J est dérivable, il suffit ! que sa dérivée ne s’an-
nule pas pour que sa bijection réciproque soit dérivable (Th. 3 p. 40) avec

S
f’of_'.

La bijection th est dérivable et sa dérivée ne s’annule pas car

'

(thY(z) =1 —th®z #0 pour tout z € R.
Sa bijection réciproque argth est donc dérivable sur |—1;1[ et, pour tout ¢t € |—1;1f,

| | i
(th)'(argtht) | —th®(argtht) 1—¢*

{argth) (¢)

{c)Soit y € ]~1;1] et x € K.

méthode
| On résout I'équation y = thz afin d’exprimer z en fonction de y.

1. Cette condition est aussi nécessaire car f~lo f = Id avec f et f~1 des fonctions dérivables entraine

Px{f"Yof=1.
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On a
e?® — 1
e + 1
yle?” +1) =¥ -1
o _ L4y

11—y

| (l-y)
+— r==In
2 ANl-vy

y=ther < y=

|

Pour ¢ € ]—1;1[, on obtient donc ’expression !

1+2Y

1
argtht = ~In 1_1)

2

Enfin, en écrivant le logarithme du quotient comme une différence, on retrouve aisément
la dérivée de la fonction argth. Pour tout ¢ € |-1;1],

fargth)’'(t) =

d 1/ 1 { 1
-m(ln(1+t)—lu[l~t))_S(J.'»-l_'.)zl_"?.

W=

Exercice 11 **
On consideére la fonction f: z++ 1+ + 21/% définie sur [0; +oof.

(a) Justifier que la fonction f induit une bijection de [0;+oc[ vers un intervalle I
a préciser.

(b) Etudier la dérivabilité de f sur I.

Solution

(a) Par somme de fonctions, la fonction f est continue et strictement croissante
sur [0;+o0c[. Les limites de f en 0 et +oo sont respectivement 1 et +o0. La fonction
réalise done une bijection de [0;+o0[ vers I = [1;+o0l.

(b) La fonction z —+ 2'/? est dérivable sur |0 ; +00[ mais n’est pas dérivable en 0 (il y
figure nune tangente verticale).
Par opérations, on peut affirmer que la fonction f 4 y = f(z)

est dérivable sur ]0; +oof et, pour tout z > 0,
Fle) =1+ =5 1
3z2/3 S y=fYa)
La dérivée de f ne s’annulant pas sur |0; +oc|, on
peut affirmer que sa bijection réciproque f=! est déri-
vable en chaque point image (Th. 3 p. 40), autrement, - —
dit, " dérivable sur |1;+oc|.

1. On a obtenu I'expression logarithmique de la fonction argument tangente hyperbolique.
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La fonction f n'étant pas dérivable en 0, le théoréme précédent ne s’applique pas et
'on ne peut rien dire a priori sur la dérivabilité de f=! en 1 = f(0).

méthode

La fonction f présente une tangente verticale en 0. Par symétrie, sa bijec-
tion réciproque présente une tangente horizontale en 1 = f(0) : on Gtablit sa
dérivabilité en étudiant la limite du taux d'accroisscment.

La fonction f ! est dérivable en 1 si, et seulement si, la limite suivante existe et est
finie :

. =3y 1— 1)
lim ———————— <
y-slt y— 1
méthode
| Pour étudier cette limite, on réalise la substitution de variable z = [ '(y).

On sait que la bijection réciproque f~! est continue (Th. 2 p. 40). Lorsque y tend
vers 17, on peut affirmer que z = [ "(y) tend vers 0 par valeurs supérieures. Sachant
de plus que x vérifie 1 +x + z'/? = y, on peut écrire

- z-0 1 \
y—1 T x4l 14 ya
S

- -n

On peut alors conclure que f ! est dérivable en 1 avee (f 1)’(1) = 0.

2.7.2 Puissances, exponentielle et logarithme

Exercice 12 *
Justifier I'inégalité qui suit pour tout = € ]0; 1|
|

2

el -2)\-7

Solution

méthade
| 1 suffit de dresser le tableau des variations de la fonction 7 s z%(1 — z)1~=.

Introduisons la fonetion ¢ définie sur [0 1] par la relation
p(z) =2%(1 —2)' " =exp(zlnz + (1 - ) In(1 - 2)).
Par composition, la fonction  est dérivable sur |0;1[ el pour tout = de ]0;1]
=2 Yoty
o) =10 =} ot

e
>0
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Le signe de () cst déterminé par la position relative du quotient z/(1 —x) par rapport
al.

21l = z=1—2z (car 1 —x > Q)

On en déduit les variations de la fonction ¢ :

| 0 1/2 !
©'(z) 0 +
1 1
r I" ‘
p(1/2)

ct I'on peut conclure sachant ¢(1/2) = 1/2.

Exercice 13 *
Résoudre les équations suivantes d’'inconnue x réelle :
(a)z = v2r —1+2 (byzVE = /2~

(C) 22:7:+3 + 52.1: ! 52:!.‘+1 . 22.‘£~1‘ i (d) et — 46~ = 3.

Solution
(a) L’équation posée a du sens pour « = 1/2.

méthode

| On isole 1a racine carrée avant d’élever au carré.

T=vV2r—142 — z—2=+2z -1
_ {($—2)2=2;r 1

z—220

(la condition de positivité permet de conserver !'équivalence).

L’équation (z — 2)? = 2z — 1 s'exprime aussi 2 — 62 + 5 = 0 ¢t a pour racines 1 et 5.
Parmi celles-ci, scule 5 vérifie la condition z — 2 » 0 et ¢’est done la seule solution de
I'équation posée.

(b) L’équation a un sens pour toul z = 0.

méthode

| On forme une équation équivalente en passant au logarithme.
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On observe que xz = 0 est solution de P'équation. Supposons pour la suite > 0.

2V® =\z° < Vzlnz=zlhVz
1
= \/a:lnxzﬁxlnx

+— lnr=0o0u2yz =2
— z=1louw=4.

En résumé, les solutions de ’'équation sont 0, 1 et 4.

(¢) méthode

| On réorganise les membres en « rapprochant ce qui se ressemble ».

22.“3-{-3 } ner _ 521‘+1 . -.\-' _2 ot SIS 22.)’.‘—{-3 -‘;.! -1 _ net vl _ 52.’!:

= 5x 27T =4 x 5%

sy 2201 201

=5
En passant au logarithme, on obtient (2¢ — 1)In2 = {2z — 1} In 5 dont la seule solution

est & = 1/2.

{d) méthode

On multiplie I'équation par €* afin de reconnaitre une équation du second
degré en 'inconnue X = e,

Pour z € R, on maintient I'équivalence en multipliant par e # 0

C—de T =3 e 2 G —4=0

— X?_-3X—-4=0 avec X =c°.
Les racines de I'équation du second degré sont —1 ct 4, donc

o —4de™F =3 v ef=—1oue* =4

impossible

= 2 =2In2.

Exercice 14 **

(a) Etablir que |V — \/a—-] < /|y — z| pour tous x et y de R,..

(b) Pour quels a > 0 a-t-on ]y“ - 3:°‘| < |y - .1:|°‘ pour tous z et y de RT ?
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Solution
(a) méthode
| On simplifie ’étude en échangeant si besoin z et y.

Les parametres x et y jouent un réle symétrique dans I'inégalité demandée. Quitte a
échanger & et y, on peut supposer z < y. Il s’agit alors d’établir

VI —VES V-

méthode

| Afin de simplifier les racines, on étudie I'inégalité élevée au carré.
Par élévation au carré de membres positifs, I'inégalité demandée équivaut a la suivante
y—2/zy+tr<y—x.
Or cette derniére est vraie car, sachant z < ¥, on peut écrire ,/xy = x puis

y—2y/ry+tzrzsy-2r+r=y-zx

{b) Comme au-dessus on suppose & . y et l'on étudie I'inégalité

ka3

Yy —2® € (y—x)™
Cette inégalité est assurément vraie lorsque « = 0 sans conditions sur a. On suppose par
la suite z > 0.
méthode
| Afin de réduire le nombre de parametres, on divise 'inégalité par 27,
L’inégalité étudiée équivaut a la suivante

Rad &

'}

(—) -1< (E - ]) cest-a-dire -1 (t—1)* avec t= g > 1
T T T

On étudie alors la fonction définie par la différence des deux membres. Posons
]'f =r—i1"-1-1
ce qui définit une fonction continue sur [1;+c[. Cette fonction est aussi dérivable® sur
I'intervalle |1 ; +o00[ avec
fifir=alit=0"" =)
méthode
| Ou obtient le signe de f/[1) en discutant selon le signe de I'exposant o — 1.
Sia€]0;1], (t— 1! 2 +>=! pour tout ¢ > 1 et donc J(¢) = 0. La fonction f, est

alors croissante et, puisque fo{(1) = 0, f, est positive sur [1; +oo[. L’inégalité voulue est
alors vraie.

A linverse, si & € |1;+o0[, on obtient [ (t) < 0. La fonction f, est strictement
décroissante et 1'inégalité est dans 'autre sens.

En résumé, la comparaison |y* — z%| < [y — #|” est vraie seulement lorsque @ € |0; 1].

1. La fonction x — 2* n’est dérivable en 0 que sia 2 1.
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2.7.3 Fonctions circulaires

Exercice 15 * (Formules de I'angle moitié)
Soit  un réel tel que 2 7 [27]. On pose ¢ = tan(%). Montrer
| — 2 2t

15 e et sinz:1+t2.

COST =

Solution

méthode
On transforme les expressions rationnelles en £ en exploitant les formules

cos’a — sin® o = cos(2a) et 2sinacosa = sin(2a).
On a ) =
']+t2:1+tan2(i..] _ cos (%)jim (3) _ Zlm ‘
2 cos? (%} cos?(Z)
On peut alors écrire
2fz 27T ..
Ly 2(.1") cos?(Z) — sin (5)7 COST )2y
an 5 cos"(%) cosz(%) ( + )cos:n
et
/- sin( £ 2sin( £ z i1 ¢ .
2t = 2tan( ,, ) = 2s1n(2) = sm(z)cos(z) = st’:v = (1+t2) sin .
cos( %) cos? (%) cos? (%)

On en déduit les deux formules proposées en divisant par 1 4+ #2 qui est non nul.

Exercice 16 *
Décrire Pensemble des solutions = € R des équations suivantes :

(a) 2cos®z —sinz = 1 (b) cos® & + sin* z = 1
(¢) sin + sin 2z + sin 3z = 0 (d) 2v/3cos® z — 2sinzcosz = 1 + /3.
Solution

(a) méthode

| On transforme 'équation en une équation du second degré en l'inconnue sin .

En éerivant cos? £ = 1 — sin® z, I'équation étudiée devient

27 +t—1=0 avec t=sinz.

Les racines de l'¢quation en ¢ sont —1 et 1/2. On résout alors les équations sinz = ~1

et sinz = 1/2 pour former I'ensemble des solutions?
= [ 2 5
-:—:+2kw‘keZ}zU{E+2kﬂ‘keZ}U{§+2lm‘k€Z}

1. L'équation peut aussi étre résolue en écrivant 2cos?z — 1 = cos(2x) ce qui conduit a I'étude
G

de cos(2xr) = sinzx.



m Chapitre 2. Fonctions usuelles

(b} méthode
| Ou simplifie I'expression de 'équation.
P . 2 ; . s P . -
Fn écrivant le second membre (cos2 z + sin? :t:) . Péquation étudiée se simplifie en

2

2cos? zsin? z = 0.

L’ensemble des solutions est alors
kw
{ — ‘ ke Z‘).
2 )

{c) méthade
| On factorise 'équation en transformant sin z + sin(3:x).

On peut écrire la factorisation sinz + sin{3x} = 2sin{2r) cosx. L'équation étudiée
équivaut alors a

1
'.’-.im;’:'l(cosx +3 ) =qQ.

. -/

Les solutions sont déterminées par la résolution des équations sin(2c) = 0 ¢t cosx = —%
ce qui conduit 4 'ensemble solution

|1v

fhr | 1. [ | 1[4 | 1
= heZy il —+2kn | k€eZiUL —+2kn | keZ;.
l_ 3 l I | 3 + 7!'! S f \ 3 + ’JT‘ € }
{(d) méthode

| On transforme I'expression trigonométrique en A cos(2z — ).

Sachant cos(2a) = 2cos? o — 1 ¢t sin{2a) = 2sinacosa, on peut écrire
2v3cos® & — 2sinzcosz = V3 cos(2r) — sin(2x) + V3
avec ~
e ra . af VAL FEROR | T
Vaom(Qa) - simdr) = .’[ — () — —sin(2x) | = '.'mu{}.- 4 - }
\ - 4 [ t
L’équation étudiée équivaut alors a
/ y 1
cos L 2z + — ) .
6 2

Les solutions sont. déterminées en résolvant les équations

x 11 kil
20+ —=— [2a] ot 24+ —=-— In
¢} o U 9
I’ensemble des solutions est donc

[ = | } { d ' |
' b hkm| ki - ¥ | ¥
| 14 m | Z : A kGZVI
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Exercice 17 **
Soit z un réel avec z # 0 27| et n € N.
(a) Exprimer sin(%) cos(nz) en fonction de sin(*%t z) et de sin(*%-12).

{b) En déduire la valeur de

(¢) Exprimer de méme

Solution

{a) méthode
On exploite la formule de factorisation

Pour p= [*~ Ju et ¢ = | '1"_-" 7, on obtient
1 2 l)x 2n — x|
s ) oostn) = & {sn 2212 ) (G221 )

(b) méthade
|| On fait apparaltre une somme télescopique! en calculant sinf 310

On a

on(5)on= 3 3 (sn(HE) (252
_.;_kzn: <2k+1 ) ism(Qk_l >

On réalise un glissement d'indice sur la premi¢re somme et I'on simplifie les portions
communes aux deux somines.

—Tilsm( (2k — 1)z ) ism< (2k — 1)z )

l(sm<<2”+1”>+sm<%>):cos<%>sin<@+%>-

1. Dans une sommue télescopique, les termes successifs comportent des simplifications, voir section 2.2.2
du chapitre 2 de I'ouvrage Ezercices d'algébre et de probabilités MPSI.

N |
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Sachant sin{%) # 0, on conclut

(n+1)x)

-

- sin( %) cos(

" sin(%)

(c) méthode
On exploite la factorisation

in(5) o = e (22e) (222

sin(g>sn - %kio (COS<(2k ; 1):::) B cos((2k ;r 1)3:))
() -(5)

On en déduit !
B sin("x) sin(L'F_')x)

= 2
o Sin(%)

Exercice 18 *
Soit @ € J0; @[ et n € N. Exprimer 4 l'aide de la fonction sinus le produit

- 6
kI::II COS(EE) .

Solution

méthode
On fait apparaitre un produit télescopique? par la formule

sin(2a) = 2sinacosa.

On écrit 3

fi(2)- 1255

k=1 2%

1. On pourra comparer ces résultats avec ceux oblemss dans le sujet 6 p. 94.

2. Dans un produit télescopique, les facteurs successifs comporient des simplifications, voir see-
tion 2.2.5 du chapitre 2 de 'ouvrage Ezercices d’algébre et de probabilités MPSI.

3. On remarque que les dénominateurs écrits ne s’annulent pas.
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On réunit tous les facteurs 2 an dénominateur pour former un terme 2" et 'on simplifie
les facteurs communs ai numérateur et an dénominateur

/ 2n sin(%) X sin(%) X oo X siu(%) on sin(%).

[leoo( &) = L SmlO)xsinf) oo xoiily) _ it
2A
k=1

2.7.4 Fonctions circulaires réciproques

Exercice 19 *
Quelle relation ! simple relie les fonctions arcsin et arccos ?

Solution

méthode
| Lorsque I'on transforme 'angle 8 en /2 — 8, on échange sinus et cosinus.

Soit « € [—1:1} et § = arcsinz € [-7/2;7/2]. On a

f
“>
-~

v \ -
cosk —9/I:sm6::r avec - —0¢€[0;7].

On en déduit que 7/2 — # est Pangle de [0;7] dont le cosinus vaut z, autrement dit,
7/2 -- @ = arccosr. On en tire la relation ?

arccosx + arcsinz =

| ™

Exercice 20 *

Montrer que la courbe représentative de la fonction arccos est symétrique par rapport
au point de coordonnées (0,/2).

Solution
méthode
Le graphe d’une fonction f est sy-
métrique par rapport au point de f(zo + 7)1

coordonnées (g, yo) si, ct seule- Yo+
menf. si, pour toul z, flzo—2)+
flzo — ) + flzo +2) = 2y. To—T To otz X

L. Soulignons que Ja fonction arctan ne se déduit pas des fonctions arcsin et arccos : arctanz n'est

. arcsinz |
we ————=

v aricosxy
2. Cette relation peut aussi étre obtenue en dérivant la fonction définissant le premier membre. Ce-
pendant. il convient alors de traiter séparément les cas 2 = 1 et = —1 ou il n’y a pas dérivabilité des

fonctions arcsin et arccos (bien que ces non-dérivabilités se compensent).
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Soit @ € [—1:1]. Simplifions arccos(x) + arccos(—z). Par la formule de développement
cos(a + b) = cosacosb — sinasind, il vieut

cos{arccos(z) + arccos(—z)) = & x (=) — V1 — #¥y/1 — (—z)?
=—2* - (1 -2%) =~I

Or arccos(z) + arccos(—x) € [0; 27] done

arccos(z) + arccos{—2) ==
ce qui justific la symétrie avancée.
Exercice 21 *
Simplifier :

(a) arctan(1/2) + arctan(1/3)

(b) arctan 2 + arctan 3 +arctan{2 + v/3).

Solution

méthode

Sous réserve d’existence, on caleule la tangente de 'angle proposé puis on
déterminc la cougruence de m qui correspond a I'intervalle ol celui-ci évolue.
{a) Posons @ = arctan(1/2) + arctan(1/3).

Puisque 1/2 et 1/3 appartiennent & [0; 1], leurs arcs tangentes apparticnnent & [0; 7 /4]
ct donc 6 € [0;7/2[. 11 est possible de calculer la tangente de 6.

tan(arctan | ) + tan{arctan %
tan g = ( - ( ")

1 —tan(arctan 1) x tan(arctan 1) 1

-+
R U

1
3
_ 1
2
On en déduil 8 = /4 [7]. Orona vu 8 € [0;7/2 et donc 0 = 7 /4.
(b) Posons # = arctan 2 + arctan 3 + arctan(2 + v/3).
Chacune des trois arcs tangentes appartient & Uintervalle Jr/4;7/2[ et douc § appar-

tient & |37 /4:3x/2[. Il est alors possible de calculer tané. Par la formule établie dans le
sujet 2 p. 50, on obtient

o — 2+3+(24+V3) -2x3x(2+3) -5 —5v3 [

1-2x3-3x(2+vV3)—2x(2+v3) —15-5v3 vi

Ou en déduit @ = n/6 [7]. Or 8 € |37/4;3x/2{ donc 8 = n/6 + = = Tn /6.
Exercice 22 **

Simplifier les expressions qui suivent lorsque celles-ci ont un sens :
' 4
(a) arccos(2x® — 1)

(b) arccos ( . ) 4
MIEL 74
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Solution

(a) La fonction arccos est définie sur [—1;1]. Lexpression considérée a un sens si, ct
seulement si, —1 « 222 — 1 < 1 soit 22 € 1. On étudie donc I'expression arccos{2z? — 1)
pour x € [—1;1].

méthode
| On écrit = cost afin d'exploiter la formule cos(2a) = 2cos? g ~ 1.

Soit x € [—1;1]. Posons t = arccos z de sorte que x = cost et 222 — 1 = cos(2t). On a

alors
arccos(2z” — 1) = arccos{cos(2t)).
méthode
| L'expression arccos(cos@) se simplific en & seulement si & € [0 7).

On a t = arccosz € [0;7] donc 2t € [0;27] : on ne peut pas immédiatement. simplifier
arccos{cos(2t)) en 2t.

Siz =0,t€[0;m/2] done 2t € [0; 7] et U'on pent simplifier

arccos (2.7:2 — 1) = 2¢{ = 2arccos T.

Si z < 0, on se raméne au cas précédeni en transformant x en —zx car 'expression
étudiée apparait comme une fonction paire de la variable !.
En résumé, pour tout z € [—1;1]

urccos(2wz - 1) = 2arccos

.
x.

(b) méthode
| Aprés en avoir justifié la définition, on dérive I'expression en la variable .
L'expression étudiée est bien définie et dérivable pour tout récl x car, d'une part

1+ 2% > 0, ot d’autre part |z| < v 1 + 22, ce qui assure que l'arc cosinus est calculé sur
un réel strictement compris 2 entre —1 ¢t 1.

On commence par calculer

1 1 22 1

d 7/ =z
d$kvl+:};2)(uv)’=;’v+uu’ V14 z? = (1+ﬂ:2)3/2 = (1+3.;|' :

Par dérivation de fouctions composées, on obtient alors

E aI'CCOS( x : — = !
dz ‘/1+$2 (1+12)3/2 1 =N - 1_+_1.2'

T 1+z2

L. On peut aussi rechercher Fangle 6 de [0;#] dont le cosinus est égal & celui de 2¢. Cet angle est
¢ = 2r — 2t et Fon obtient alors arccus;(?:c2 - 1) = 2m — 2arccosr ce qui est identique & ce qui est
proposé.

2. Rappelons que la fonction arceos est définie en t1 sans y étre dérivable.
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Par intégration sur un intervalle, on en déduit I'existence d'une constaute réelle C telle
que

N
) = (C —arctanz pour tout x € R.

v1+a2

En évaluant en & = ¢, on obtient C' = 7/2 et I'on peut conclure que pour tout z réel

arccos‘

s T
arccos| ——— | = — —arctanz.
V142 s

Exercice 23 **

Etudier les fonctions suivantes afin de les figurer :

0st
(a) f: t ++ arcsin(sin¢) + arccos(cos ¢} (b) g: t — arccos ‘f l_-f-_%‘(_):‘

Solution

{a) méthode
| On réduit le domaine d’étude par périodicité.
Les fonctions sin et cos sont 2m-périodiques & valeurs dans [—1;1]. Par opérations, la
fonction f est définie sur R et 27-périodique : on limite son étude & l'intervalle [—; 7).

méthode

On simplifie les expressions arcsin(sint) et arccos(cost) selon 'intervalle ot
figure la variable.

Sur [0;7/2], arcsin(sint) = ¢t car t € [—w/2;7/2] et arccos{cost) =t car t € [0;7]. On
a donc f(t) = 2¢.

Sur [n/2;7], arcsin(sint) = arcsin(sin{(m —¢)) = 7 —t car 7 —t € [-7/2;7/2] et
arccos{cost) =t car ¢t € [0;7]. On a donc f(t) = .

Par imparit¢ de ¢ — arcsin(sint) et par parité de ¢ — arccos(cost), on généralise les
calculs ci-dessus aux intervalles [~7/2;0] et [-7;0] : sur [—7n/2;0], f(£) =t+{—#) =0
et, sur [—7;—7w/2), f(t}) = —(t+7m)+(-t)= -2t —m.

w  —m/2

Représentation de ¢+ arcsin(sin £) + arceos(cost).
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1
3

(b) méthode
| On simplifie 'expression de la fonction par la factorisation 1+ cost = 2 cos?

Pour tout t € R
1+ cost 5 t t
\| —5— = q/cos?| 5 ) = |cos| 5
2 2 2

La fonction f est done définie sur R, 2#-périodique et paire

:on limite son étude a

Iintervalle [0; 7]
Pour t € [0;7], on a cos(%) = 0 et ¢t/2 € [0;7] donce

t

( i t
cos ~ arccos | cos| - =—.
3) 1)) =3

arcceos

2w &

Représentation de ¢ — arccos /155t

Exercice 24 **

Résoudre les équations suivantes d’inconnue z réelle :
q . w
(b) arcsin 2 + aresin(3z) = 5

(a) arctan x + arctan(3z) =

c-}| = [\3| 2

(c) arccos(2z) — arccos ¢ =

Solution
{a) L'équation a du sens pour tout x réel.
La valeur £ = 1//3 est solution apparente! de équation car
3 ™
1 arctan vd = —.
) -4 Vi=1

1
arctan| —
( V3

méthode
| On vérifie par étnde de fonction qu'il n’existe pas d’autres solutions.

1. On peut aussi résoudre I'équation en observant qu'une solution z est nécessaire strictement positive

puis en exploitant la formule 7/2 — arctan 2 = arctan(1/z).
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La fonction & — arctan« + arctau(3x) est strictement croissante par somme de fone-
tions qui le sont : elle ne peut donc® prendre qu’une seule fois la valenr /2.
En résumé, I'équation étudiée posséde une unique solution : 1/4/3.

{b) L’équation a du sens pour tout « de l'intervalle [—1/3;1/3].

méthode
On simplific 'équation en exploitant 1a formule 2

| =

arcsin i + arccos s = ar

On peut exprimer I'équation étudiée
arcsinz = arccos(3x}.

Alnsi, s x est solution, en calculant le sinus des deux membres, il vient

r=y1- 922

On en déduit = » 0 et, aprés élévation au carré, 10z? = 1 done z = 1//10.
Réciproquement *, cette valeur est solution car la fonction définie par la différence des
membres z — arcsinz + arcsin(3x) — /2 est continue et prend les valeurs —7/2 < Oen 0

et aresin(1/3) » 0 en 1/3 : cette fonction s’annule.
En résuiné, I'équation étudiée possede une unique solution = 1/y/10.

(c} La fonction arccos n'étant définie que sur Uintervalle [~1 5 1], Iéquation étudiée a
du sens pour z € [—1/2;1/2] sculcment.

méthode
| On analyse 1’équation en calculant le cosinus des deux membres.

Soit x € [—1/2;1/2] solution de Péquation. On a

]

=13

com|apcoonf2r ) — wrecarin) = -.'-.-(

Iin développant par cos(a — b) = cosacosb + sinasinb
== 1
QTIJX:E"F 1 - J‘\/]—4$2=$,

L. On dit d'une fonction qui ne prend jamais deux fois la méme valeur qu'elle est injective : los

fonctions strictement monolones sont injectives.

2. Voir sujet 19 p. 67.
3. La résolution de 'équation n'a pas été menée par équivalences : de « fausses solutions » peuvent.

&tre apparues,
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On réorganise les membres afin de simplifier les racines par élévation au carré

.1 Y
(227~ L) = (1-a%)(1-42?).
Apres développement et simplifications, on parvient a I'équation
(10 — 4v/2)2% = 1

de tacines 7 = £1//10 = 4y/2.

Inversement !, considérons la fonction f: x — arccos(2z) —arccos(z). Celle-ci est conti-
nue sur [—1/2;1/2] et dérivable sur |-1/2;1/2{avec f'(z) < 0 pour tout x € |-1/2;1/2].
On a donc le tableau de variation

z |-1/2 0 1/2

7/3 —_—
flz) 0

I —/3

Il apparait alors que I’équation étudiée adinet une solution dans I'intervalle [—1/2;0] et
aucune dans [0;1/2].
Finalement, 1'équation proposée posséde une unique solution :

1
10-4v2

2.7.5 Fonctions hyperboliques

Exercice 25 *

(a) Vérifier que pour tout « réel sh(2a) = 2shacha.

(b)Soit € R et n € N. Exprimer a l'aide de la fonction sinus hyperbolique le

produit
11(3)

1 k=1

Solution

(a) En exploitant la formule (a — b){a + b} = a® — 2, on écrit 2

[ Ul | (Rl e =
2shacha = — 5 S 5 = sh(2a).

1. Plusieurs ruptures d’équivalence ont eu lieu lors de 'analyse des solutions : une étude réciprogue
s'impose afin d’éliminer les « fausses solutions ».

2. Plus généralement, les formules de trigonométrie circulaire peuvent se transposer aux fonctions
hyperboliques en remplagant cos par ch et sin par ish.
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(b) Si & = 0, le produit vaut 1. Supposons désormais z = 0.

méthode
On simplifie le produit en exploitant

i ( x ) sh(zk%)
ch| =)= ——+

28 ) 2sh(X)

Par Iécriture ci-dessus et des calculs! en tous points analogues & ceux vus dans le
sujet 18 p. 66

Tl = _ shix) sh(%) sh(z%+) _ sh{x)
H"'(, 2 ) © 2sh(2) Zshé) '2sh2(%) ~omsh(E)

k=1

Exercice 26 *
Soit n € N et t € R. Exprimer

Cu=Y" (Z) ch(kt) et S, = f: (:) sh(kt)

n
k=0
en fonction de ch £, ch % et sh 2.

Solution

méthode
On calcule C, + 5, et C, — S, en exploitant

chz+shx=¢" et chz—shzx=e".

Par la formule du bindéme de Newton

13

Cr+ Sn = kz_o (7:) e = (1+e¢")" et C,—8.= kz_o (:)e—‘“ =(1+e)".

En factorisant respectivement par et/2 et e=¢/2

Cp+Sp = ent/2 (2 ch(%)) et Cp,—S,=e "/? <2 ch(%)) .

On cn déduit les valeurs de C et S

O+ S+ (G =8 (n!.‘ ’n(' Con nt nft
Cn = : =92"ch 2)Lh 5) € Sa=2"sh{ - |ch 5).

1. Ou l'on remarque que les dénominateurs ne s’annulent pas.
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Exercice 27 **
Pour z réel, on pose ¢t = arctan(shz).

(a) Exprimer cost et sint en fonction de chz et thz.

(b) Vérifier
2 =1In ta.l(t+7r)
= an{ - + — .
2 4

Solution
{a) On a tant = tan(arctan(shz)) = shz.
méthade
| On sait exprimer cos?¢ en fonction de tan®t.
On a
1 1 1

cos’t = — = — = —5— car ch®z —sh®z = 1.
1+ tan“t l+sh“z ch°z

De plus, ¢t € |-n/2;7/2[ et donc cost » 0 puis

cost = 1 = !
~ Vch*z chz’

Aussi, on peut écrire sint = tantcost et donc

sh«
smt=——=thz.
h_ T

(b) méthode
[ On calcule le sinus hyperbolique du logarithme proposé.

Posons z' = In{tan(¢/2 + 7/4}). On a

\ t s
exp(x’) = tan(% + 4) ::; 4)) et exp(—z')= expl(w,) = z:g; _-:: g )
Aprés réduction au méme dénominateur
erany :sinz(%—k%) —cos?(% + 32) _ _cos(t+%).
' 2sin{§ + %) cos(% + I) sin(t + %)
On simplifie ensuite ’expression sachant cos(t + 7/2) = —sint et sin(t + 7/2) = cost.

Finalement, shz’ = tant = shz. Par I'injectivité ! de la fonction sinus hyperbolique,
on peut conclure z = z’.

i. La fonction sh est strictement croissante donc injective : elle ne prend jamais deux fois la méme
valeur.
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2.8 Exercices d’approfondissement

Exercice 28 * (Argument principal d’un nombre complexe non nul)

Soit z € C\ R_ un complexe de partie réelle x et de partie imaginaire y. Vérifier

arg(z) = 2;1rctan(%) [27] .
B+ Jo* + y*

Solution

Introduisens ¢ un argument de z choisi dans lintervalle |—7 ;7| {ce qui est possible
car z est un complexe qui n’appartient pas 4 la demi-droite des réels négalils).

On a z = |z| (cos B + isinf) avec |z| = /22 + y2 el on en déduit

] . ;
cos8 = —— et sinf = y

Va4 y? V2

On remarque

sin f) QHin(g)cos(g) =3, {6\ ¢ 1 7 7
l+cosf  2cos2(%) 'd“\2} wee 3= T3 :l
On en déduit.
0 ; / siné \
— = arctan| —
2 aCa‘\]+cosé’/

ce qui conduit directement & la formule proposée®.

Exercice 29 **

Soit # € ]0; #[. On étudic la fonction f de la variable réelle z déterminée par
2 sin 0(z ~ cos 0
flz) = ar(:sin(w)

2?2 - 2rcosf + 1

!

{a) Justifier que f est définie ot continue sur R.

(b} Vérifier que f est dérivable en tout point de R cxcepté en denx points z; et x
que 'on précisera. Simplifier I'expression de f/(z) pour = # z; et xs.

(c} Justifier que la représentation de [ présente un centre de symétrie.

(d) Eu admettant que les pentes des demi-tangentes 4 la courbe représentative de f
en z; et x2 sont déterminées par les limites de f & droite et 4 gauche de cos points,
donner lallure de la courbe représentalive de f.

1. Cette formule détermine un argument d'un complexe sur la quasi-intégralité de C* contrairement
3 l'expression arctan(y/z) qui ne vaut que pour x > 0. Il n'existe pas de formule « continne » valant sur
Pintégralité de C* @ si I'on fait un tour autour de 0, on ajoute 27 & la détermination d'un argument!
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Solution
{a) La fonction arcsin n’est définie que sur Pintervalle [—1;1].
méthode
On éerit le trindme du dénominateur sous forme canonigue

22 = 2xcosf+ 1= (z —cosh)? +sin®4.
Par 1'écriture ci-dessus, le dénominateur ne s’annule pas car il est supérieur 4 sin? 8 > 0.
De plus, par inégalité 2 |ab| < a? + #% avec a = x — cos# et b = siné, il vient
28inf{z — cos ) 2sinf(x — cos#)
@2 —2zcos@+ 1| |(z —cos@)? +sin®f|

La fonction f est donc définie sur R. Au surplus, elle est continue par opérations sur les
fonctions continues.

{b) La fonction arcsin n'est dérivable que sur U'intervalle |—1:1[. Or

2sinf@(z — cos b
_b(—_) =1 = (z —cos#)? +sin’f = 2sinf(z — cosh)
&% —2xcosf ~ 1

.2
> ((z —cosf) —sind)" =0
<= z — cosf +siné.
De méme, 1'égalité & —1 conduit & « = cosf — siné.
On pose 2, = cosf —sin et xp = cos@ +sin 6. En dchors de ces valeurs, la fonction f

est dérivable par opérations sur des fonctions qui le sont. Par dérivation de fonctions
composées, on obtient

" Wiz 2sinf(z — cosf)
el s ——————— avec ey = R YRl
v —ul(z) x? —2zxcosf + 1

D’une part,
2sin #(sin® # — (z — cos §)?)

(22 — 2z cos + 1)2

wir) =

D’autre part,

Vv((a: — cos#)? + sin® 9)2 — 45in® (x — cosd)?

22 —2xcosf +1

|z — cos# — sinf||x — cos @ + sin g

7% —2zcosf + 1
Apres simplification
PN 2siné . :
flizgi= " —9zcosg 1 Senelw - x)) signe (z — x2)

ol signe(.} est la fonction déterminant le signe d’un réel non nul.
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(¢) méthode
| L’abscisse du centre de symétrie est déterminée par le milien des points
| et z» de non dérivabilité.

Le milicu de z1 et z, est 822 = cosé. Calculons alors® f(cosé —z) + f(cosf + x).

Par imparité de la fonction arcsin, on obtient

—2rsi 2 sin 8
f(cos()—a:)+f(cost9+a:):arcsin( 2zsind \ ( L ):0.

—5— | +arcsin| ———
x? + sin? ()) x2 + sin? @

La courbe représentative de f est donc symétrigue par rapport au point de coordonnées
(cos@,0).

(d) Les variations de f sont figurées ci-dessous

T | —00 cosf —sind cosf + sinf 400
f'@) - o+ I -
0 /2
f(z) \ _Tr/2 / \ )

Les valeurs de f en cos@ 4 siné sont +#/2 et les limites & droite et a gauche de f’
en cos @ + sin f sont

lim  fl) = —— lim  fz) = —

. ct —,
z—(cos @+sin )+ sin & z—s(cos B+sin0)~ sin @

En particulier, ce sont des limites finies et opposées : il figure un point anguleuz en
I'abscisse wo = cos §+sinf. Par symétrie, on a une propriété analogue en z, = cos #—siné.

Y

/21

Ty

/ T2

+—m/2

Représentation de la fonction étudiée avec 6 ~ 57°.

L. On pourra se référer 3 la méthode présentée p. 67.
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Exercice 30 **

Soit #1,...,x13 des réels. Montrer qu'il existe 7 et j distincts dans [[1;13] tels que
T; — XL -
< —L <23
ST,
Solution
méthode

EL'expression encadrée est similaire au second membre du développement

tan( . tana —tanb
anfg - b) = ——,
) 1+tanatand

Pour tout z € [1;13], on introduit o, = arctanxz;. Les réels ay,..., a3 évoluent cha-
cunt dans l'intervalle |—7/2; /2. En découpant cet intervalle en 12 intervalles contigus
de longueur 7/12, on peut affirmer qu’au moins deux éléments parmi les a,..., a3
appartiennent & un méme intervalle 1. Ainsi, il existe 4 # j vérifiant

. n
T2
Par croissance de la fonction tangente, il vient
T — &y w1\
0« tanfa; — o) = —— < tan| — .
?) 1+ 274 - 12)
Il reste & vérifier que la tangente de 7/12 correspond 3 la valeur 2 — /3.
méthode

On exploite la formule

Z2tana b o
o —— avec 1= —.
1 —tana 12

Puisque la tangente de 7/6 est égale & 1//3, la tangente de /12 est racine de I'égquation

tan(2a) =

2+ 23z -1=0.

Les solutions de cette équation sont —2 — v3 et 2 — V3. Or la tangente de w/12 est un
réel positif et 'on obtient la conclusion voulue.

Exercice 31 *** (Casinus rationnel d’'un multiple rationnel de 7)
Soit 7 un naturel non nul.

(a) Montrer qu'il existe des entiers ag, 21,...,an,-1 tels que, pour tout # réel,

2 cos(nt) = 2% + 2'ay cost + - + 2" La,_; cos” 1 t + 27 cos™ ¢t.

{b) En déduire les rationnels r tels que cos(ra) € Q.

1. C’est le principe des tiroirs déja évoqué dans le sujet 30 p. 37.
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Solution

{a) méthode
On raisonne par récurrence double en exploitant la formule

cos((n + 1)t) + cos({n — 1}t) = 2cos(t) cos{nt).
L’écriture voulue est immédiate lorsque n = 1 ou lorsque n = 2. Pour tout £ € R
2c08t =2° x 042V cost et 2cos(2t) = —2° x 2+ 2! x 0 x cost + 2% cos? ¢.
Supposons la propriété vraie aux rangs n et n — 1 (avec n = 2). On pent donc écrire
2cos((n — 1)t) = 2%, + 2a} cost + - - + 2" 2al,_,ecos" 2t 4+ 27" Leos™ 1 ¢
2cos(nt) = 2% + 2af cost + - + 277 Ya” | cos™ 1t + 2% cos™ ¢

avec des coefficients ag, ...,al,_o €t ag,...,a, , entiers.
On a alors

2cos{(n + 1)t) = 4 cos(t) cos(nt) — 2cos{(n — 1)t)

=200 + 2'ayco8t 4 -+ + 2" Yy, g cos™ Tt 4 20 gogntl ¢

avec les entiers ag = —ag, a1 = 2ag — af, ete.
La récurrence est établie.

(I) Soit » = m/n un nombre rationnel avec m € Z et 1 € N*.
On suppose que cos(rm) est aussi un nombre rationnel, que 'on écrit sous forme irré-
ductible p/q avec p € Z, ¢ € N*, p et ¢ premiers entre eux.
La relation précédente appliquée a £ = ro donne 'égalité
2 cos{mm) = ap + 2(.11E + o427 la.n_lpn_l + ot

N’ q qm

méthode

| Si x = p/q est racine d’une équation apz™ + @p_1&” 1+ -+ arz +ao =0 a
| coefficients entiers, on peut montrer ! que p divise ag et ¢ divise a,,.

En réduisant au méme dénominateur, il vient
¢*ap = 2(=1)™) + 20pg" "t 4 o + 2% Ly _yp" g+ 27" = 0

et donc
Q”(au o 2(_1)711) + Zalpqn—l 4+ Qn—lan_lpn-lq — —2";0“, (*)

1. Voir sujet 17 du chapitre 5 de 'ouvrage Exercices d'algébre ef de probabilités MPSI.
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L'entier g divise tous les termes du premier membre de I'éguation (), il divise donc aussi
le second membre. Or ¢ est premier avec p. Par application du théoréme de Gauss?®, on
peut affirmer que g divise 27,

Si g n’est. pas égal & 1, c’est un entier pair ce qui permet de l'exprimer ¢ = 2¢" avee ¢/
dans N*. Fn injectant cette écriture dans (%), on obtient

|

2"g" (a0 — 2(—1)"™) + 2"a1pg™ " + o + 2,1 p" g = 2N

On peut simplificr par 2" pour obtenir
¢" (a0 — 2(-1)") + a1pg™ ™' + - +an_1p" g = —p". (x)

Lentier ¢’ divise tous les termes du premier membre de celle équation, il divise done
aussi le second membre. Or ¢ est premier avec p car ¢ est un facteur de g. On en déduit
que g’ vaut 1.

Finalement, on peut affirmer ¢ = 1 ou ¢ = 2 ce qui signific

cos(rm) = -1,41 ou -1/2,1/2.
\—.--" '-_'—’
lorsque g=1 larsque g=2

Les angles correspondants sont les

1. 8ia,b,c sont trois entiers tels que a divise be et @ est premier avec b alors ¢ divise ¢.






CHAPITRE 3

Les nombres complexes

3.1 Généralités sur les nombres complexes

3.1.1 Le corps des complexes

L’ensemble C des nombres complexes est une extension de Pensemble R. Il est muni de
deux opérations « + » et « X » prolongeant celles existant sur R et conservant leurs
propriétés '
L’ensemble € ne peut pas étre muni d’unc rclation d’ordre « intéressante? » mais en
revanche C posséde un élément, noté i, vérifiant i = —1. De plus, tout nombre complexe z
s'¢erit de fagon unique z = o + ib avec a et b réels,
Définition IR
L'éeriture z = a + b est appelée forme algébrique
du complexe z. Les réels a et b de cette écriture dé-  pi-oooon .
finissent respectivement la partie réelle et la partie :
imaginaire du complexe z.
On note

=0+l

a = Re(z) et b=Tm(z). 0 0 o

3.1.2 Le plan complexe

Dans la suite, on note P le plan géométrique rapporté & un repére orthonormé direct.

L. On dit que ’ensemble € muni des opérations + et X est un corps.
2. Intéressante dans le sens ot celle-ci serait compatible avee les opérations sur C.
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Tout nombre complexe z d’écriture algébrique z — a + ib peut étre identifié avec le
point M de coordonnées (a,b) du plan P.
Définition

| On dit alors que le complexe z est 'affize du point M.
Par cette notion d’affixe, il est possible de figurer C comme un plan et de parler du plan
complere.
On définit aussi 'affive d'un vecteur # de coordonnées (z,y) comme étant le nombre
complexe z = & + iy.

3.1.3 Conjugaison R

Définition
On appelle conjugué d’un complexe z d’écriture al-

gebrique z = g + ib le complexe % b 0 0 .
Si M cst le point d’affixe z du plan géométrique, le
point M’ d'affixe % est le symétrique de M par rapport  —bp o= @Al

4 Vaxe des abscisses.

Théoréme 1
Pour tous les nombres complexes z et 2/, on a

2=2, 2+2=2+4+2 o zZXZ=2ZX2.

On peut exprimer la partie réelle et la partie imaginaire d'un complexe z en fonction
dezetz:

Re(z) = % et Im(z) = )

Un nombre complexe z est réel si, el seulement si, z = z. I cst imaginaire pur si, et
sculement si, z — - z.

3.1.4 Module

Définition
On appelle meodule dun coraplexe z d’éeriture algébrique z = a + ib Ie réel

12| " Va2 18?2 = V=3

Si M est le point d’affixe z du plan géométrique, le module de z correspond & la lon-
gueur OM
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iR iR
z=a+1b z [y
5 b
Z/
K
0 R 0 o

Module d’un nombre complexe et distance séparant deux nombres complexes.

Le module permet de mesurer la distance d’un complexe au nombre 0. Plus généralement
|2" — z| définit la distance séparant deux nombres complexes.

2

Théoréme 2
Pour tous z et 2’ complexes

1 1
|Z|2 = G Izz'l = 1z| lz'| et ’—‘ = iz 0.
2 1]

On en déduit le module d'un quotient ou d'une puissance cntiére.

Théoréme 3 (Inégalité triangulaire)
Pour tous z et 2’ complexes

|z + 2| € |2| + |/].

De plus, il y a égalité si, et sculement si, les points d’affixes z el 2’ figurent sur une
méme demi-droite ! issue du point O.

3.1.5 Exponentielle imaginaire iR

Définition
On appelle exponentielle imaginaire d'angle # € R le

complexe

qof ..
e 'L cosf +isinb.

Le point d'affixe e du plan géométrique est le point
du cercle trigonométrique repéré par Pangle @ mesuré a
partir de la demi-droite (Ox) (c’est-a-dire & partir du
premier vecteur du repére orthonormé direct introduit).

1. S'ils sont non nuls, cela revient 4 dire que z et 2' ont un méme argument.
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Théoréme 4

Pour tous 8 et & réels ! _ y
exgelﬂ — el(9+9 ).

On en déduit ()" = €™ pour tout n € Z. En particulier,

1 .
T(9=E “9=e'9.
e

3.1.6 Les complexes de module 1
Définition
On note U 'ensemble des complexes de module 1
[U"éf{z eC| |zl = 1}.

L’ensemble des points d’affixe dans U correspond exactement au cercle trigonométrique
du plan. En particulier, les exponentielles imaginaires sont des complexes de module 1
et ce sont les seuls en vertu du théoréme descriptif qui suit, :

Théoréme 5
Pour tout z € U, il existe un réel 8, unique & 27 prés, tel que z = .

3.1.7 Arguments d'un nombre complexe non nul

Théoreme 6
Pour tout z € C*, il existe un réel # unique & 27 prés tel que z = |z|e?.
Cette écriture se nomme g forme trigonométrigue du complexe z.

Définition
Un argument d'un nombre com-
plexe z non nul est un réel & per-
mettant d’écrire la forme trigono- iR

métrique z = |z| €. On note .
z=a+ib=|z|e?

arg(z) = 0 [2n]. b= |z|sinf
Un argument n'étant déterminé qu’a
un multiple de 27 preés, on opeére p
sur les ar ents leuls e - :
5 s arguments par calculs en con 0 a = [2|cost

gruence modulo 2.
Si M est le point d’affixe z du plan géométrique, un argument de z mesure 'angle entre

le premier vecteur du repére orthonormé direct introduit et le vecteur OM.

1. Ou encore forme exponentielle.
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Théoréme 7
Pour tous z et z’ complexes non nuls

arg(zz') = arg(z) + arg(2") [27] et arg(%) = —arg(2) {2n].

On en déduit le calcul d'un argument d’un quotient ou encore d’une puissance entiére.

3.1.8 L'exponentielle complexe
Définition
On appelle exponentielle d'un complexe z d’écriture algébrique z = a + b le nombre
\ df e 1b _ a 3 i
expz = e%e” =e?(cosb + isinb).

Puisque cette exponentielle prolonge 'exponentielle réelle et Pexponenticlle imaginaire,
on écrit souvent e® au lieu de exp 2.

Théoréme 8
Pour tous z et 2’ complexes

’
Z+z z. .z

e =e’e® et (=€ < z—2 €2nZ).

On peut aussi observer ¢ = e*.

3.2 Equations algébriques

3.2.1 Racines carrées d'un complexe

Béfinition
| On appelle racine carrée d’un complexe Z tout complexe z dont. le carré est égal & Z.

A moins d'étre nul, un complexe Z admet exactement deunx racines carrées et celles-ci
sont opposées. Comme il n'est pas aisé de privilégier 'une par rapport a autre, on évite
d’utiliser la notation v'Z pour désigner! une des deux racines carrées de Z.

3.2.2 Résolution de I’'équation a2z’ + bz +c=0
Soit a, b, ¢ trois nombres complexes avec a # 0. Pour résoudre I'équation
(E): a2’ +bz+c=0

d’inconnue z € C, on introduit le discriminant A = % — dac.

1. Sanf & signifier précisément la racine privilégiée, par excmple celle possédant un argument dans
[0;x].



Chapitre 3. Les nombres complexes

Théoréme 9
Si & est une racine carrée de A alors équation (F2) posséde deux solutions
—b-—4 _ —b+d

21=—— el 2zp= 0
! 2u . 2a

La somme et Je produil de ces solutions sont remarquables :
[
zZitzpg=—— ¢t zyzo0 = —.
[#3 @

A Pinverse, si § et P sont deux nombres complexes, les solutions d’un systéme somime-
produit

z4+y—=5 e . 3
{ vy =D d'inconnue (z,y) € C

sont les couples constitués des deux racines de I'équation

22— 8z+P=0.

3.2.3 Résolution de I'équation 2" =1

Soit. 7 un naturel non nul.
Définition
On appelle racine n-iéme de 'unité tout nombre complexe z solution de 'équation

On note T, I'ensemble des racines n-iémes de 'unité.
Le nombre 1 esi une racine n-ieme de 'unité.
Le nombre —1 Uest uniquement quand n est pair.
LLe nombre i est une racine n-iéme de 'unique lorsque 7 cst un multiple de 4.
Le nombre § = ¢@7/3 vérifie 33 = 1, cest une racine troisiéme de 1'unité.

Théoréme 10

Il existe exactement n racines n-iermes de I'unité qui sont les?

wp=e'"" avec k€ [0;n—1].

Les racines n-iémes de I'unité sont les n sommels d'un polygene régulier inscrit dans le
cercle trigonométrique.

1. Ces deux solutions sont confondues lorsque A = 0.
2. On peut aussi introduire wy, = e2*7/% pour k € Z auquel cas on remarque Wy, = wp si, et senlement
si, E= £ [n].



3.3 Fonctions complexes d’une variable réelle E

n=4 n=>5 "we==n

Racines n-iemes de 'unité pour les premiéres valeurs de n.

3.3 Fonctions complexes d’une variable réelle

3.3.1 Définition

Soit X une partic de R (généralement un intervalle).
Définition
Une fonction complece f définie sur X est une application au départ de X el & valeurs

dans C :
(XcR—=C

f .
! tes fi2)

Comme pour les fonctions réelles, on peut opérer sur les fonctions complexes par somme,
produit, passage a I'inverse et quotient.

Les notions de fonctions paires, impaires ou périodiques se transposent aux fonctions
complexes.

En revanche, Pabsence de relation d’ordre sur C empéche la définition des notions de
fonction monotone et de fonction minorée ou majorée. A 'aide du module, on peut
cependant définir la notion de fonction bornée :

Définition

Une fonction complexe f définie sur X est dite bornée s’il existe M € R tel que
|f{#)| = M pour toute valeur de ¢ dans X.
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3.3.2 Parties réelles et imaginaires

Définition
Si f est une fonction complexe définie sur une partie X de R, on introduit sa partic
réelle Re(f) et sa partie imaginaire Im{f} qui sont les fonctions réelles définies sur X
par
dul Akt
(Re(f))(t) = Re{f(t)} et (Im(f))(t) = Im(f(¢)).
L’étude d’une fonction complexe peut étre ramenée A celle de sa partie réelle et de sa

partie imaginaire. Par exemple, une fonction complexe est bornée si, et seulement si, sa
partie réelle et sa partie imaginaire le sont.

3.3.3 Continuité

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point.
Définition
| Une fonction complexe définie sur I est dite continue lorsque sa partie réelle et sa
| partie imaginaire le sont.
Les opérations sur les fonctions continues déterminent des fonctions continues.
Si t — f(t) est une fonction complexe continue, les fonctions composées ¢ — f(2),
t |f(t)| et t —= /' sont aussi continues.

3.3.4 Dérivation

Soit { un intervalle de R non vide et non réduit a4 un point.
Définition
Une fonction complexe f définie sur [ est dite dérinable lorsque sa partie réelle et sa

partie imaginaire le sont. On peut alors introduire sa fonction dérivée définie sur J
par

f(,)"f( Re(f)) (t) +i(Im(f))'(t} pour tout t € I.
Pour tout A € C, la fonction ¢ — e est dérivable et

(‘T't(e”) = deM.

Les opérations sur les fonctions dérivables déterminent des fonctions dérivables et 'on
retrouve dans le cadre complexe les formules de dérivation

P \' 4
(utv) =u +v, fuv) =uv+uw ( \ vy —u _— (L\ _——
v 1y u?

Ou peut aussi dériver une composition avec l'exponentielle complexe
!
(e“) = u'e?,

Enfin, on peut au besoin enchainer les dérivations et parler de dérivée seconde, etec.
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3.4 Exercices d’apprentissage

3.4.1 Module, argument, conjugaison

Exercice 1
\ﬁ RS

=

Déterminer module et argument de z =

Solution
Il serait maladreit d’exprimer z sous forme algébrique en multipliant par la quantité
conjuguée : il convient plutdt d’'¢tudier séparément numérateur et dénominateur,

méthode
| Le module d'un quotient est le quoticnt des modules ct un argument la diffé-
| rence des arguments.

Etudions z; = v3+i. Ona |7 =3+ 1 =4 et donc 21| = 2.

méthode

Pour reconnaitre un argument d'un complexe z, on 'exprime sous forme tri-
gonométrique en factorisant son module.

On écrit

3 .1 )
= = 2 (\/7 +1 3 ):Izllem/ﬁ'
—— —~—
cos(g)  sin(F)
Ainsi, 7/6 est un argument ' de z;. »
On étudie de la méme fagon zo =1 —1. On a |2p] = v2 et

/2 V2 —_— )

= i ) = |22| €'7/4 = |z5] e"/4,
— ~

cos{(F)  sin(%)

/
zg = {zg| l 3

Ainsi, —7/4 est un argument de 2.
Enfin,

(| - o
|} i“—;| =2 et arg(z) =arg(z) - arg(zp) = 1'_2 [27].

Exercice 2
zZ -1

est réel.
=+ 1

Vérifier que pour tout z € U\ {i}, le complexe Z =

1. Ondit un argument et non {’argument car il n’y a pas unicité. Un argument est seulement déterminé
a une congruence de 27 prés.
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Solution
On vérifie que le complexe Z est bien défini en constatant,

iz41=0 = 2z=1

méthode
| Un complexe est réel si, et seulement si, il est égal & son conjugué®.

Puisque z est un complexe de module 1 on a 2z = 1 et donc Z = 1/2. Par conséquent,

- 241y z—1i 1/2 —1i
r S — = .
\iz+1/) —iz+1 —i/z+1

En multipliant. numérateur et dénominateur par iz

i+z z2+1
1+iz iz+1

Z — Z.

Le nombre Z est donc réel.

Exercice 3
Soit 8 € R. Déterminer module et argument du complexe z = ' 4 1.

Solution

méthode

On fait apparaitre la forme trigonométrique du complexe par faciorisation de
Vexponentielle imaginaire d’angle moitié.

En factorisant 2 par ¢®/2, on peut écrire un cosinus
042 | —if/2 i) LAWY
z=(e"?+e e'?’? = 2cos 53¢

Pour identifier module et argument, il reste a discuter selon le signe du cosinus.
Si cos(8/2) > 0, Péeriture ci-dessus est la forme trigonoméirique de z ot done

g = .'n»(g) ct arg(z) = % [27].

St cos(6/2) < 0, on opére un passage a I'opposé pour identifier module et argument
) g

A 0
51 et arg(z)= 547 [27].

|z| = —2(:05(

Enfin, si cos(/2) = 0. le module de z est nul et I'on ne définit pas d’arguments pour
le complexe nul.

1. Aussi, un complexe est imaginaire pur lorsque son conjugué lui est opposé.
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3.4.2 Application a la trigonométrie

Exercice 4
Soit @ € R. Exprimer cos{3a) en fonction de cosa et sin(3a) en fonction de sina.

Solution
On peut résoudre ce sujet en exploitant les formules d’addition développant cos(a + b)
et sin{a + ) mais il est plus efficace d'utiliser la formule de Moivre.

méthode
Pour n € Z et a € R, la formule de Moivre donne
(cose +isina)® = cos(3a) + isin(3a).
Eu développant (r + y)2 = 22 + 3z%y + 329 + +°, on éerit

3 = cos® @ + 3icos? asina — 3cosasin? a — isin® a.

(cosa +isina)
En identifiant la. partie réelle et la partie imaginaire

cos(3a) = cos®> o — 3cosa sina = 4cos’ @ — 3cosa

—_—
=l-cos®a
sin{3a) = 3cos? asina — sin® @ = 3sina — 4sin® a.
e
=1-sin’a
Exercice 5
Linéariser ! :
N0
{(a) coszsin‘z (b} cos® x {c) cosacosb.
Solution

(2) méthode
Pour linéariser une ligne trigonométrique comportant des produits de sinus
et cosinus, on exprime ceux-c¢i par les formules d'Euler, on développe puis on
recombine les exponentielles imaginaires en sinus et/ou cosinus.

Par les formules d’Euler

o el g o eiz o e—iz 2
cosTrsin. o = 5
2 2i

On développe

l . . :
= _:“ g _elx_e—1x+e—31.'z:‘

4 eix o ‘/e‘Zi:: 2+e—2im
cOosSTSIN & = —

2 4

1. Lindariser une expression trigonométrique consiste en la transformation de celle-ci en une combi-
naison de cos et de sin ol il ne figure plus de produits.
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Enfin, on recombine les exponentielles imaginaires, ict en cosinus,

2

cosrsin®z = —(cosw — cos(3z)).

|

(b) méthade

On peut linéariser immédiatement cos®

z en exploitaut la formule

cos(2a) = 2cos’ a — 1.

2

Légalité ci-dessus permet d’exprimer cos? z en fonction? de cos(2x)

1 ey 2,
cos?z = 3 (,Obg )

(¢) méthode

[ On peut linéariser un produit de deux cosinus? & I'aide des formules de déve-
| loppement de cos(e + b) et cos{a — b).

On sait

cos{a + b) = cos{a) cos(b) — sin(a} sin(b}
cos{a — b) = cos(a) cos(h) + sin(a) sin(h)

On cen déduit la linéarisation

cosacosh = =(cos(a + b) + cos(a — b)).

[ =R

Exercice 6
Soit # € ]0; 27| et n € N. Exprimer

123 n
Co=Y cos(k) et S, =Y sin(ke).
k=0 k=0
Solution
méthode

C, et S, sont la partie réelle et la partic imaginaire de €', +15, que I'on sait
calculer par sommation géométrigue.

Sachant cos(kf) + isin(kf) = ¢'*?, on a en combinant les deux sommes

mn

k13 n
Cr+i8y = 3 (cos(kf) + isin(kf)) =Y~ e*? = 5 " («")",
k=0 =0 k=0

1. On peut aussi linéariser sin? z & 'aide de la formule cos(2e) = 1 — 2sin? a.
2. De la méme fagon, on peut linéariser un produit de deux sinus. A 'aide des développements
de sin{a + b} et sin{a — b}, on peut aussi linéariser un produit d'un sinus par un cosinus.
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Il 8’agit alors de ealculer une somme géométrique de raison ¢ = e £ 1

‘.i(n—f—l)ﬁ _1
Cp +i8, =

e¥ —1
méthode

de 'exponentielle imaginaire d’angle moitié an numérateur et au dénomina-
teur.

Pour identifier la partic réelle et la partie imaginaire, on opére une factorisation
Ci(n +1)6/2
Cn +15,

A H100/2 _ o—iln+1)6/2
ci6/2

elf/2 _ a—i1672

Sachant e'® —e '™ = 2isin «, on peut reconnaitre des sinus et obtenir aprés simplification

. ) ) Mn(.uoh‘d)
Cp+iS, =e¥/2 L 2 *

sin(%)
En identifiant la partie réelle et la partie imaginaire, on conclut
wiki e ' (mae 1y
nd\ sin| —) C{n@ )\ winl |
Cn = cos(—)“_—é et S, = sm(?)—;
2 Sm(i] \ sm(g)
3.4.3 Racines de I'unité
Exercice 7
Calculer la somme et le produit des racines n-iémes de ’unité.
Solution
méthode

| Les racines n-iémes de Punité sont connues : ce sont les wy = e2*7/" pour k
H parcourant ! les entiers allant de 0 & n — 1.

La somme des racines n-iémes de 1'unité s’exprime

=2- | "
> A
- = - Ziw/n
Yox=D = (e }
=4 k=0 k=0

=4,

On reconnait une somme géométrique de raison w
étudiant si celle-ci est ou non égale a 1.

e7®/n On poursuit le caleul en

1. Ou, au choix les entiers allant de 1 a4 n. Plus généralement, on obtient l'intégralité des ra-
cines n-itmes de unité en faisant pavcourir & k£ un ensemble de n entiers conséeutifs.
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Cas : n # 1. La raison w est différente de 1 et 'on obticnt !

" | )
N 2= =0 car w*=1.
v w-—1
zeM,

Cas : n = 1. Le calcul de la somme est immédiat puisque Uy = {1}.
Le produit. des racines n-idmes de 'unité g'exprime en exploitant qu'un produit ¢’ex-
ponenticlles est 'exponentielle de la somme

-
21k7 2i
H L Hezdc‘rf- exp(z i T) —exp i Zk
h=0 \k=0
Sachant
Ny N=1 e =
SN TME ) oy
n &~ " 4
ANowl)

on acheve le calcul

[[ z=exp(i(n — 1)7) = (&%) ' = (—1)*!

3.4.4 Equations algébriques

Exercice 8

Résondre dans C 'équation ‘ .
2% = 4v/2(1 +1).

Solution

méthode
On résout une équation 2™ = Z (avec Z # 0) en cxprimant Z sous forme
irigonométrique afin de déterminer une solution particulitre z;. On ramene
ensuite I'équation ¢tudiée a une équation du type 2™ = 1.

Iei, n = 3 et Z = 4/2(1 +i). On peut écrire b 41

.
NI, | o
w{ N= YEY .11r/4

»-{. s +1 2) V2 /4

Li

et donc Z = 8e'™/4, |
En considérant la racine cubique du module ot le tiers d’un argument, on forme une
solution particuliére zq = 2e'"/12,

1. En particulier, la somime des racines troisitmes de Punité est nulle ce qui s'exprime 1 + |+ 72 =0
avec § = 273,



3.4 Exercices d'apprentissage

3

L’équation étudiée s'écrit alors z° = z; {avec 29 = 0), elle équivaut a I'équation

3

z .

Z ) =3

20
Les solutions de I’équation z> = 1 étant les racines troisitmes de I'unité 1, j et 2 (avec j
le complexe 27/ 3), on peut conclure que les solutions de I'équation posée sont

20 =262 2 =4y =26 et 2y = 293 = 217712,

Exercice 9
Soit # € R. Résoudre dans C I'équation 22 — 2cos(f#)z + 1 = 0.

Solution
C’est une équation du second degré de discriminant A = 4cos?6 — 1 = —4sin? 4.

méthode
| 6 =2isinf détermine une racine carrée complexe de A.

Les racines de cette équation (éventuellement confondues) sont (Th. 9 p. 88)

Zoom @+ Zinin G A — "

| A m =3 "
Exercice 10
Résoudre dans C, les équations :
()22 —(5+31)2+2+9i=0 (b) 2 + (3 - 6i)2% — 8 — 61 = 0.

Solution

{a) C'est une équation du second degré de discriminant A = 8 — 6i. 1l s'agit ensuite
de déterminer une racine carrée § de A.

méthode

Pour déterminer une racine carrée z d’un complexe Z exprimé sous forme al-
gébrique a+1b, on recherche z sous forme algébrique z = 2 +iy. On exprime un
systéme en les inconnues x et ¥ en identifiant les parties réelles et imaginaires
dans 'équation 2? = Z. En y adjoignant I'équation |z|2 = |Z|, ce systenme
devient facile a résoudre.

En écrivant § = z + iy (avec x et y réels) 'équation 6% = A détermine le systéme
[22 -3 =8

l Qxy‘: —6.

. s , . 2 N N .
On y adjoint une troisiéme équation |§|° = |A|, c’est-a-dire 2 + * = 10. La somme de
la premiére et de la troisiéme équation donne 22 = 9 donc x = £3. La différence de ces
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équations donne y? = 1 donc y = £1. Enfin, la deuxiéme équation du systéme détermine
la liaison entre les choix des signes de « et y. Finalement, 6 = 3 —1 est racine carrée de A.
On peut alors achever de résoudre 'équation initiale. Ses solutions sont
-b—4 —-b+4

=1+2i et
2a e 7]

441

(b) II s’agit d’une équation du sccond degré aZ? + 8Z + ¢ = 0 en Finconnue 7 = 22,
On introduit le discriminant A = 4% — 4ae = 5 — 12i. Comme au-dessus, on détermine
une racine carrée ¢ de A : § = 3 — 2i. Ou peut alors exprimer les solutions de Péquation

en l'inconnue 7 : bt s b—§
— + —_f —
=2i = =3 + 4i.
2a 2a
Par de nouvelles extractions de racines carrées, on peut former la liste des solutions de
I’équation étudiée

ety —thsid 1420 et = (14 2i).

Exercice 11
Résoudre dans le champ complexe le systeme

Solution
Par réduction au méme dénominateur le systéme étudié équivaut a un systéme somme-
produit (d'inconnues x,y € C*)

[0+ y=1 [3:+y=1
N a4y == 1
l Ty =3 1 xy=3.

méthode

Les solutions d'un systéme somme-produit de somme S et de produit P sont
les couples formés des deux racines de 'équation 22 — Sz + P = 0.

On introduit I"équation du second degré

1
2
— =0
Z z+ 3

de discriminant A = —1/3 donl une racine est § = iv/3/3. Les solutions de équation du
second degré sont

1 ,v3 1 V3

i 1 6 of. 9 e IT.

Les solutions (z,y) du systéme étudié sont alors les couples formés des deux valeurs
précédentes.
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3.5 Exercices d'entrainement

3.5.1 Les nombres complexes

Exercice 12 *

Déterminer le module et un argument de

z=1+v3+i(l - V3).

Solution
Une factorisation par le module de z ne suffit pas & révéler un argument de z.

méthode
| On calcule! le module et un argument de z2.

Par ¢lévation au carré
. - (U 1 )
22 =43 —4i = g( L_) _ 15) = 8c—in/6,

On en déduit ) :
z =227 1"12 oy 2 = —2y/2e /12

Sachant Re(z) > 0, c’est la premiére expression qui convient et donc

|z| =22 ot arg(z) = - {f. i27] .
Exercice 13 *
Décrire 'ensemble des
r-1 :
Z = '.—T'i' PoME 2 PBFCORIIEL U\ “"1]
Solution
méthode

| Les complexes de module 1 s’écrivent € avee # € R.

On obtient tous les z parcourant U\ {—1} en considérant z = '

factorisation de Pexponenticlle imaginaire d’angle moitié

avee 6 € |- ;7| Par

1 @2 02 =02 gisin(8) — A
T el elf/2 oi0/2 4 o-iff2 T 2cos(§) ’ "n\Q).

Quand @ parcourt l'intervalle |- ; [, les valeurs tan(#/2) parcourcent intégralité de la
droite réelle. L’ensemble parcouru par Z est donc la droite iR des imaginaires purs.

1. On peut aussi écrire z = 2(e™'7/3 4 e17/6) et factoriser par I'exponenticlle équilibrée e'7/12.
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Exercice 14 * {ldentité du parallélogramme)
Vérifier pour tous g et b € C

la+b° +|a—b° =2|al* +2]p*.

Solution

méthode
On développe! le carré d’un module par la formule

fa.+b)* = |a? + 2Re(ad) + |b°.
On a directement
la+b° + |a— b = |a* + 2Re(ab) + |b)° . _a+b

+ |a]® — 2Re(@b) + [b[? : ._
=2|a|® + 2|5
Cette identité s'interpréte : dans un parallélogramme,

la somme des carrés des quatre cotés est la somme des
carrés des deux diagonales,

Exercice 15 *
Soit P = {z € C| Im(z) >0} et f: P — C 'application définie par

f2)=~—

gk

(a) Montrer que f prend ses valeurs dans D = {z € C | |z]| < 1}.

(b) Vérifier que tout élément de D posséde un unique antécédent par f.

Solution

{a) Soit z un élément de P d’écriture algébrique 2 = 2 + iy avec y > 0. On a

: - i|2 4y -1)?

2
fe)l = e +i @2+ {y+ 1)

Fuisque y > 0, on a 2% + (y — 1)* < 2% + (y + 1)* donc  f(2)| < 1. Ainsi, la fonction f
prend ses valeurs dans D.

(b) Soit Z un élément de D. Pour déterminer les éventuels antécédents de Z, on résout
Iéquation f(z) = Z.

1. On peut aussi calculer les modules en introduisant les parties réelles et imaginaires de a et b.
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méthode

Pour résoudre une éguation homographigue

a.z+b_'
cz+d

d’inconnue z # —d/e, on multiplie par ¢z + d et I'on réorganisc les membres
afin d’exprimer z en fonction de Z.

Soit z € P (et donc z = —i).

P r=7 = (2 —i)=Z(z+1)

= (1-Z)z=i+1Z
Sachant Z # 1 {car Z est élément de D), on peut affirmer
z4+1i 1+ 2

s v

- : Z—II_Z.

méthode

1l faut encore vérifier que cette solution est élément de P, pour conclure que
tout élément de D posséde un unique antécédent par f.

On exprime la partie imaginaire de la solution précédente :

/1+7> L+2y  _ 1(1+2 1+Z) 1 -2
)Rc(z: | .

I =
"oz A1-2 mz\l Z 1-2 11— 7

= )

Finalement, f prend ses valeurs dans D et toul élément de 1) posséde un unique
antéeédent © f réalise une bijection de P vers D.

Exercice 16 *

Soit f une fonction complexe dérivable définie sur un intervalle 7. On suppose que
la fonction f ne s'annule pas, montrer que la fonction |f|: I — R est dérivable ¢t
exprimer sa dérivée.

Solution
Pour tout £ dans I, on peut écrire

0] = V5.

Les fonctions f et f sont dérivables donc, par produit, la fonction w: ¢ —» fl£)[11) est
dérivable. De plus, cette fonction est valeurs strictement positives el la fonction - est
dérivable sur R . Par composition, on peut alors affirmer gue la fonction | f| est dérivable
avec

d W) L0+ F@)F @ Re(S()f ()
< (Ifml\_ NEo) 7] N0l
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3.5.2 Inégalités dans C

Exercice 17 *
Vérifier que pour tout réel ¢

[ =1 < it
et. donner une interprétation géométrique de cette inégalité.
Solution
méthode

| On factorise par 'exponentielle imaginaire d’angle moitié.

En factorisant par e'*/2 on fait apparaitre un sinus

et — 1| = |e!/?||e!*/2 — e7H/%| = |2isin(t/2)| = 2[sin(t/2)].

méthode .
| On sait ! I'inégalité sinz < z pour tout x = 0. gt
Cas : t = 0. On obtient le‘t — 1| <L 2/2 =+¢.
Cas : t £ 0. On peut raisonner par conjugaison ou affirmer t

que l'inégalité |sinz| © |x| est valable pour tout réel . T
Dans la figure ci-contre, inégalité s’interpréte : « la corde '
est plus courte que l'arc ».

Exercice 18 **

Soit @ et b deux vombres complexes. Montrer

la| + 5] = la+b| + |a — b

et, préciser les cas d'égalité.

Solution

méthode
| On étudie Finégalité au carré,

D’une part,
2 .
(ol +161)" = lal” + 2 al [o] + 10"
D’autre part,
(la+b+la=b)" =la+b"+2|(a+b)a—b)+]a—b].

Par I'identité du parallélogramme 2

(la+ 8+ |a— b))* = 2|a* + 2[a® — b*| + 2 b2

1. Voir sujet 15 p. 24.
2. Voir sujet 14 p. 100.
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On peul alors simplifier la différence

(la+bl+1a -8)° = (lal + 1b])* = laf* - 2[al [b + [bl* + 2|a? — ?|
=(la — ib|)2 +2la® —t%| 2 0

avec égalité si, et seulement si, a® = 4° soit encore ¢ = b ou a = —h.

Exercice 19 **

Soit @ et b denx nombres complexes. Etablir
la+ 6% < (L+]a*) (1 +|8%).

Préciser les cas d'égalité.

Solution
Par I'inégalité triangulaire et la croissance de 1’élévation au carré sur Ry, on a

a+b" = (ol + b)) = |al® + 2]al 18] + |b]*.

méthode
| On exploite I'inégalité 2zy < 22 + y2 valable pour tous x,y réels.

En prenant = = | et y = |a||b], on obtient 2|a| b < 1+ |a/? |b* puis
la+ b2 < 1+ faf® + B2 + (af* ()2 = (1 + [a[*) (1 + J8])".

De plus, il y a ¢galité dans P'inégalité si, et seulement si, il y a égalité lors des deux
inégalités utilisées :

la+ b < la| + 18] ot 2al|b] <1+ |a)*|b]%.

L’égalité dans l'inégalité triangulaire a lieu si, et seulement si, ¢ ¢t 6 figurent sur la méme
demi-droite issue de 0 (Th. 3 p. 85). L'égalité dans la deuxitme inégalité a lieu si, et
seulement si, |a||h] = 1. I1 y a donc égalité dans 'inégalité demandée si, et seulement
si, « est non nul et b= 1/a.

Exercice 20 **
Soit n un naturel et z un nombre complexe de module différent de 1. Montrer
1 — g% 1—|zf" !
(a) 3
l—2 1— |z
(b) ‘ 1—(n+ 1)z" 4+ ne?*? 1—(n+1)lz" +n|zI™"
(1—z)? (1 —|z)* '
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Solution

méthode

Les deux inéquations s’apparentent & une comparaison |f(z)| < f(|z]). En
exprimant f{z) par une somme, il suffit d’appliquer 1'inégalité triangulaire!

(a) Par sommation géométrique, on peut écrire

1— 2t =
17;—2,2’“ car z # 1.
e k=0
Par I'inégalité triangulaire
l_zu+1 n n " 1 — zn+l
‘? : P éZIz] % car |z| # 1.
k=0 k=0

{b) Pour démasquer la somme définissant f, il suflit de faire la différence de deux
valeurs consécutives

1—(k+ 1)zF + k250 1 — k21 (B —1)2% k2%l — 2k2® + k!
{1~ z2)° (1—2)2 B {1 ~2)2

= ke*!

On somme cette identité pour £ allant de 1 & n et 'on obtient par télescopage

1~ (n+1)2" +nz"t . i e
k=1

On peut alors conclure comme au-dessus

n

<Zk|z|k‘1 _ 1—(n+1)|z|" +n|z|
k=1

(1—2))”

1 — (nn+1)2" + nz™*+1 e

(1-2)?

3.5.3 Trigonométrie

Exercice 21 *
En considérant les racines cinquiemes de ['unité, calculer

(271')
a = cos| —
s
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Solution
Les racines cinquiémes de 'unité sont les wy = e®**/5 avec k € [0;4].

méthode
| On sait que la somme des racines cinguitmes de 1'unité est nulle!.

On peut donc écrire 1 + e27/5 4 e7/5 4 0n/5 4 o87/5 — (3 En considérant la partie
réelle, on obtient la relation

/ {67\ { &
+ cos —l+(,05!—l+cos|
} \5 ) \ 5/

l+(‘09( ) =0. {*)

méthode
On emploie les formules de trigonométrie

cos(2m —x) = cosx et cos(2a) = 2cos’a— 1.

Own a
8 2r \ (G?T 3\
cos| — | =cos| — b =a et cos{— |
3 5/ \ 9/
L'équation (x) devient alors
462 +20—1=0
dont les solutions sont
~1++/5 T V5

4 4

Sachant cos(27/5) > 0 (car 2w/5 € [0;7/2]), on peut

conclure
(27r> -1++6
cos| — | = ———.

5 1 o

La connaissance de cette valeur permet de tracer un pentagone régulier a la régle et au
compas.

Exercice 22 **
Soit @ € R et n € N*. Calculer

_ . k
i = Lz:cos(kG) cos” f.
=0

1. Voir sujet 7 p. 95.
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Solution

méthode
| On interpréte la somme comme la partie réelle d'une somme géométrique.

La somme S est la partie réelle de la somme
i n X
T= Ze‘ko cosk @ = Z(e'o cosh)".
k=0 k=0

méthode
Pour appliquer la formule de sommation géoméirique, il faut une raison diffé-
rente de 1.

Cas : # =10 [27] ou 8 =7 [27]. Les termes sommeés sont tous égaux d 1 et S=n+ 1.

Cas : 0 # 0 [7]. La somme 7' est géométrique de raison ¢ = ¢ cos ) # 1 et donc

oi{n+1}e cOS”/1+1 -1

el cosfl — 1
En écrivant
efcosf—1= (c032 6 — 1) +isinfcosf = sin8{—sin @ + icos §) = isin fe’
on obtient expression « simplifiée »

e o el-nﬂ COS"J'-l ¢

sl f

dont la partie réelle est

o il
Inn 0'_””"_ »

S=14+—
sin ¢

Exercice 23 ** (Polyndme de Tchebychev}
Soit n € N.
(a) Montrer qu'il existe des entiers ¢g, ay, ..., a, tels que® pour tout & € R

117
, cos(n@) = Zm, cos®(6).
k=0

(b} Exprimer simplement ag.

1. On dit que cos(nf) est un polyndme en cosé.
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Solution
(a) méthade

| On exprime! cos{n) comme la partie réelle de €™ = (cos & + isin §)™.

Pour # réel, on obticnt par la formule du bindéme de Newton
n /n\
coml 1f) = Rof{eas fl = | sinf)" ] = He Z (L.)I‘ sin® # cos™ &9)
k=0 N/

Or
1" ik =
.‘:J( 1),_ s%k_2fp {avee p € N).
l(—l)?i sik=2p+1

Les termes d’indices impairs de la somme sont imaginaires purs et I'on peut simplifier la

somme en ne conservant que les termes d'indices pairs 2
[n/2] "
cos(nf) = T (=1)? sin2P 0 cos® 2P .
p=0 2p

Sachant sin® 8 = 1 — cos? 4, il vient

Ln/2] - g
cos(nfl) = E (_1)12(“ )(1 — cos2 0" cos™ 27 §.
p=0 -

Enfin, en développant le terme ('l — cos? 9)p , on obtieni une expression® de cos(nf) sous
la forme

ag +aycosd+ - +apcos™f avee ag,a1.....0, € L.
() méthode
| Pour une valeur bien choisic de 8, on isole ayp.

Pour 8 = «/2, il vient

uu(nz.) =ag+ar X0+ +a, XxX0=aqp.

On a done
o (—=1)™?  sin est pair
o 0 sinon.

1. Un raisonnement par récurrence est aussi possible : voir sujet 28 du chapitre 5 de Pouvrage Ezercices
d’elgehre et dr probabilités MPST.

2. Ceux-ci s’écrivent k =2pavec 0 . bk ndonc 0L p<n/2puis p=20,1,...,|n/2].

3. U est inutile de détailler ce développement pour constater « 'allure » du résultat de celui-ci.
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Exercice 24 *** (Noyaux de Dirichlet et Fejér)
Soit 7 € N et z un réel.

{a) Exprimer simplement

TR |
1)) = T e*T ot Fu(x) = & Z Di(z) (pour n £ 0).
"
k——‘n =0
(b) Vérifier
Falx]= Z (1 l@.‘)eikx
kx—n L
Solution

(a) La somme définissant D,, () est géométrique de raison e™
Cas 1z = 0 [27]. Les termes sommés sont tous égaux a 1 et done D, (x) = 2n + 1.
Cas : & =0 [27]. On peut employer la formule de sommation géométrique

) ei(2n+l}17 -1 (\'_ﬂx _ e_.?!;- 1, Sin(Qn'+l;r)

Dy(z) =e7" = — 2
A er —1 1§ _ ol - ¥y
€2 —e of

|

2|5

méthode
Pour caleuler F,(z) & partir des Dy («), on exprine sin("%TH z) par une partie
inaginaire.

Cas : ¢ = 0 [27]. Les Dg{z) sont égaux a 2k + 1. Par sommation arithmétique

n—1

]
Fo(z) = Z(zk+1)——x<22k+2) ¢ "
L
k=0 /
Cas : ¢ # 0 [27]. Ou éerit

sin( g ) Dy(z) = Im(e’ 2

n—1
1 .
sin(%)Fn(x) = _r;Im (kg_o 61—2’“;13;).

Par somination géométrique de raison €'* # 1, il vient

1 inz __ 1 e Sin(2E si 2(nr
Sin<£>Fn(3;) = A Im (e 2’:.—‘) - l]:m<el_ SITI( i )> i Q-ln. ( i) ’
2 " — TR 3) 1sin(3)

On peut alors conclure

et alors

Fo(z) = 1 sin(2E) Y

7\ sm(é) }
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Yy
10} 5 o
D,
F,
D3
F3
D,
Fy
. D, . 1 P
RTINS =) | oo

Les premiers noyaux de Dirichlet et de Fejér.

{b) On repart des expressions initiales de F, (z} et Dy(x)

Fn(CL‘) _ % i( Z eikz)

p=0 \k=—p

méthode

| On échange la somme double.

Les indices de sommation p et k& sont contraints par les conditions 0 € p € n—1
et |k| < p. Ces conditions peuvent aussi s’exprimer |k| « n —let |k| < p < n—1ce qui
permet de réaliser échange des deux sommes :

Faie) w § (Seikw)

b=—(n—1) \p=|k|

Dans la somme contenue, le terme ne dépend pas de Pindice de sommation p, on peut
donc aisément la calculer

B n—1

Fuz)== Y (n— ke
l' ——
k=—(n-1)

On peut étendre la somme en k& aux indices n et —n en adjoignant deux zéros ct donc
obtenir la formule demandée

Ey(z) = zn: <1 — %)eikz'

k=—n
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3.5.4 Le plan complexe

Exercice 25 **

Soit 25 € C et 7 > 0 tels que |zp} # r. On note C le cercle dans C de centre 2 et de
rayon r.

(2) Pour z € C, montrer
z€C <> |2|° ~ 2Re(22) + |20° = r2.

(b) En déduire que I'image de C par I'application f: z = 1/z est un cercle dont on
précisera le centre et le rayon en fonction de zj et 7.

Solution

2

(a) Un complexe 2 appartient & C si, et seulement si, |z — z9|” = 2. Il suffit cnsuite

de développer le carré ! pour obtenir I'équation proposée.

(b) L'hypothése
I'image f(C).
Soit Z = f(z) avec 2 € C~.

2| = 7 assure que 0 n'appartient pas a C. On peut donc considérer

méthode

Ou retraduit Vappartenance de z & C par une équation en Z que I'on essaie
d’écrire sous une forme analogue a la précédente.

2€C < |z[° — 2Re(Z20) + |20|* = 1

1 1 2 2
= - 2Re(—__-zzu) +lzol” =r

En multipliant par le réel non nul |Z|*
2€C == 1-2Re(Z7%) + |2]* |2)* = *|2?|
On réorganise les membres
2€C = (=) -r*) 2] —2Re(Z%) +1=0
En divisant par |2g|° — r2 et en posant Zg = zo/(|z0|2 —r%) on parvient 4

2€C <= Z|* -2Re(ZZ5) + |2 = R?

1. Voir sujet 14 p. 100.
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aved

| r
L -

R= ' 'I.lzol2 -
V

T-r2 |z 2

On reconnait 'équation d'un cercle et 'on peut conclure que f{C) est le cercle! de
centre Zy et de rayon K.

Exercice 26 *** (Théoréme de I'angle au centre)
Soit M, A, B trois points distincts du plan géométrique d’affixes respectives 2, a, b.

(a) Quelle est I'interprétation d’un argument du complexe

7 x-h,’

z—a

On suppose que A et B sont deux points d'un cercle C de centre O, On note # une
mesure de 'angle ent,re les vecteurs Oﬁ et OFF ot i une mesure de I'angle? entre les
vectenrs M —A> et MB

(b) Montrer que M appartient au cercle C si, et seulement si, 29 = 6 [27].

Solution

a) Le complexe z — a est Laffixe du vecteur AM et arg(z — a) mesure Pangle entre 7
p g g )

le premier vecteur du repere, ot le vecteur AM. Aussi, arg(z — b) mesure ['angle cntre 2
bd
et BAM . Par opérations sur les arguments et les mesures angulaires

— 0\

drgkz — a) = arg(z — b) —arg(z — a)
= (# BM) - (. AM)
(AM:BM) [2n].

Ainsi, un argument du complexe Z donne une mesure de I’dn% e entre les vecteurs A”l}
et BM ou, ce sont les mémes, de 'angle entre les vecteurs MA et M

I

(b) Notons R > 0 le rayon du cercle C, @ et 3 des arguments des complexes a et b
a=Re™ b=Re® et 9=p-a 2x|.

Puisque  est un arguraent de {(z — b)/(z — a), on peut éerire

2
20=46 [27] = arg(%) =6 [2n]

2 2
z—b 0
= e
zZ—a
1. On peut aussi adapter cette étnde pour établir que I'image d’un cercle passant par Vorigine est une

droite ne passant pas par l'origine,
2. On dit que # mesure angle au centre et @ 'angle inscrit.

z—0b
z—a
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Puisque |Z|2 = ZZ, on peut simplifier I’expression de I'’équation

2 =0 [2n] = (z—b)(z —a) =(z —a)(z — b)"?

= |z|* ~@z - bz +ab=|z|* & — ae¥z — be'¥2 + abe’.
On poursuit la simplification sachant b = e’ et ¢ # | car A et B sont distincts

20 =8 [2n] e 2> (1 —c*) = R*(1 - &)

= |2}° = A%

Finalement, le point M appariient au cercle C si, et seulement si, 2p = ¢ [27].

Théoreme de 'angle an centre.,

3.5.5 Equations algébriques

Exetcice 27 *
Soit n € N*. Résoudre dans C ’équation

2 +1=0.

Solution

méthode
| L’équation étudiée s’apparente & une équation du type z™ = Z.

En écrivant, la forme trigonométrique —1 = '™, on a

2P+ 1=0 ==

z’n. — ci7r
> n
e |l =) =1
20

avee zg = o'™/™ solution particuliére.
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Les solutions de 'équation étudiée sont done les zpw avee w racine zi-iéme de 'unité.
On peut alors décrire Fensemble des solutions :

{zowk | k € [0:n = 1]} = {e’:“:”- |ke[0:n—1]}.

Exercice 28 **

Soit wy, . . ., wsp les racines (2n + 1)-iémes de I'unité. Calculer

2n 1

S ot
z [ e Wy
=0

Solution
Les racines (2n + 1)-idmes de I'unité sont les wy = e2*/ 22+ ayec (0 € k < 2n. Le
nombre - 1 ne figure pas parmi celles-ci et la somme § est done bien dcﬁnw

méthode
1] On [actorise 1 4 wy, par I'exponenticlle imaginaire d’angle moitié.

Pour k£ € [0;2n], on écrit

1 _ it ! _ 008( 1) ~ isin( gy — 1 lean i
1 +wg 2oom{ 520y ) 2cos(5507) 2 2 2n 1)

En sommant

2n+1 i : ( Er
"= i arn
2 2f 21+ 1}
Or, tan(m —x} = ~ tanx pour tout & = «/2 [n] et donc

r(2n+l—k)7r\ e Cokw )
M T ) "”’(2n+1)

Ainsi, les termes d'indices 2n & n+1 de la somme des tangentes sont les opposés respectifs
des termes d’indices 1 & n. De plus, le terme d’indice 0 est nul et I'on peut conclure !

CZn+1

.

Exercice 29 *¥

Soit, n € N*. Résoudre dans C équation

(4" »(z=-1"

Observer que celle-ci admet exactement n — 1 solutions, toutes réelles.

1. On peut aussi simplifier la somme des tangentes en justifiant $ = § puisque les conjugués des
racines n-icmes de 'nnité décrivent aussi les racines n-iémes de 'unité.
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Solution

méthode
| Par un quotient, on se raméne a I'équation Z™ = 1.

Soit z un complexe. Puisque 2 = i n'est pas solution de 'équation, on peut supposer z
différent, de i et donc diviser par z — i

(i) = (z—i)" <Z+i>n=1

z—1i

<~ Z"=1 avec Z =

Les solutions z peuvent dont se déduire des complexes Z racines n-itmes de Punité.
Les racines de 'unité sont les w, = e®**/™ avec k € [0;n — 1]. On résout I'équation
homographique! qui suit

z+4+1
z—1

Z =ty = = Wy,
= (z41) = wp(z — 1)

= z{wg — 1) =i{we + 1).

Lorsque k& =0, w, = 1 et 'équation précédente ne posséde pas de solutions.
Lorsque k € [1;n — 1], wx # 1 et 'on peut poursuivre la résolution :

& 1
L=wy = z=1i >+

S 1.
Finalement, les solutions de 'équation étudiée sont les

wrp + 1
2E =1

avec ke fl;n—1] et wy = 3%,

We —

méthode
On simplifie 'expression de 2 en factorisant par 'exponentielle imaginaire
d’angle moitié.

Pour k € [1;n — 1], on peut écrire

N @ e T 2cos(*)  cos(kx) [k
2 =1 A - ] - =FCO —
el%;x e‘&ﬁr — e~ bz il "’.ll( "I,}! ) Sll’l(lcnlr-)

ou cot désigne la fonction cotangente. Les 2z, sont donc réels. Ils sont aussi deux a deux
distincts car la fonction cotangente est strictement déeroissante {donc injective) sur I’in-
tervalle |0; [ ot évoluent les angles kx/n pour 1 < k< n— 1.

1. On reprend la méthode détaillée dans le sujet 15 p. 100.
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Exercice 30 **
Soit, 8 € 10; 27| et n € N*. Résoudre Péquation d'inconnue z complexe

‘"I_ ~ 1 "
z ) +(z+ —~ 2cos@.
z+1 z—1

Solution
méthode

|
L’équation est de la forme Z + 7 = 2cos ().

Soit z un complexe différent de 1 et —1. Posons Z déterminé par

.'(~("‘l) 3 o
=+ | v

z est solution de 'équation étudiée si, et seulement si, Z est sohution de I'égnation
Z? —2cos()Z + 1 =0,

Cette équation a déji été résoluc dans le sujct 9 p. 97 : ses racines sont €' et e, Pour
déterminer z, il reste & résoudre les équations

z—1Y" 0 z—1Y" 0
= ¢! t —e !
<z+1> © ¢ <z+1> ¢
méthode

I suffit de résoudre la premiere équation, les solutions de la seconde se dédui-

ront par ¢conjugaison.

En divisant par ¢'¥, on sc raméne aux racines n-itmes de 'unité wy, = c2%7/"

< = .=\')l ( , 1
{ +l) ¢ = \é‘?/_” z+'l) =1

1 1 \7

1
=&y avec ke 0:n—1].

z+1
Tl reste a résoudre Iéquation homographigne
2=1 i 6 + 2kx o
po) =& avee p= e € j0;2m,
Apres quelques caleuls, on obtient (sachant e'¥ # 1)
e +1 2 cos(ip/2) ©
=—-= = —— =1cot —.
elv — 1 2isin(ip/2) 2

Les solutions de I’équation étudiée sont, donc les

[0 42k
2% = 1cot‘ —L, Tr\) avec & € [0;n — 1] et leurs conjugues.
. 2n

1. La méthode de résolution est détaillée dans le sujet 15 p. 100,
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3.6 Exercices d'approfondissement

Exercice 31 *
Soit (x,y, z) € R? vérifiant e'® + eV 4 ¢'* = (). Montrer e?* 4 e?¥ 4 2z = |,

Solution

méthode
On se raméne & la situation £ = 0 avant de résoudre 'égnation exprimant
I’hypothesc.

En multipliant la relation € + e'¥ + e'* = 0 par e™**, on obtient

14+e*+e? =0 (%)
avec @ = y — = et 8 = z — x. En montrant 1 + 2@ 4 ¢2% — ¢, il sullira de multiplicr
par 2% pour obtenir I'identité voulue.

En passant aux parties réelle et imaginaire ’équation (), on obticnt le systéme

f cosa +cos 3 =—1
| sina+sin3 =0.

L'équation sin ¢ + sin 4 = 0 donne
a=—-8 2] ou a=x+3 [27].

Le cas @ = w + 8 (27} cst & exclure car incompatible avec Iéquation des cosinus qui
devient 0 = —1.
Tl reste o« = —3 [27] et alors 2cosa = —1 ce qui donne & = +27 /3 [27).
Par suite e'* = § ¢t ¢'¥ = j2, ou l'inverse, e'* = j2 et ¥ = j. Dans les deux cas, on a
bien
I+c? 4+ =14 54+52=0.

Exercice 32 **

Soit #,..., 2, des nombres complexes. A quelle condition simple a-t-on

|21 + -+ za| = |2l + -+ |2:]?

Solution

Le retrait de nombres complexes nuls ne modifie pas ['identité : on suppose pour la
suite les complexes 2z, tous non nuls.

Sizy,..., 2z, ont un méme argument &, on peut écrire

214tz =] 44 2] = (Jzo] + -+ + |2a])¢®

et donc
lz1 4+ -+ zo| = (J21] + - + 2n])

e = laa] + -+ |24
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Que les complexes possédent un argument commun est une condition suffisante pour
qu'il ¥ ait égalité.

méthode

| On montre la réciproque en raisonnant par récurrence sur n € N*.

Le cas n = 1 est immdédiat et le cas n» = 2 est connu : c¢’est le cas d’égalité dans
I'inégalité triangulaire (Th. 3 p. 85). Supposons la propriété vraie au rang n = 1.
Au rang n + 1, considérons z1,...,2, et :.,,; des complexes vérifiant

2t + -+ 2o+ zpg1] = |zl 4+ 2]+ [zega ]

Par I'inégalité triangulaire, d'abord appliquée & 2+ 2" avec 2 = 21+ -+ 2, €t 2/ = 2,41,
ensuite appliquée a z, + -+ - + 2z, on écrit

|21+ -+ 2+ Zpg| 21+ -+ 20| + {204]
< |zi| 4+ F 20| + 2t ]

Par hypothése les membres encadrants sont égaux et chacune des deux inégalités écrites
est en fait une égalité

I|21+---+zn+zn+1|-—|Z}+"'+Zn[+|zn+l|
1|21+---+zn|:|zl|+---+|zn|.

Par hypothése de récurrence, la deuxiéme équation assure que les complexes z;, ..., 2z, ont
un méme argument et celui-ci est alors argument du complexe non nul 2z = 2y + - - + 2,,.
Par égalité dans l'inégalité triangulaire, la premiére équation assure que z et 2/ = 2,1
ont un méme argument ot Pon peut alors conclure que tous les complexes zq,...,2,
et zp41 ont un méme argument.

La rvécurrence est établie.

Pour résumer, I'égalité |21 + -+ + 2| = |z1| + -+ + |2n] & licu si ceux des complexes
Z1y- .-, 2 i sont non nuls ont un méme argument. Plus légerement, cela signific encore
que ces complexes figurent sur la méme demi-droite d'origine 0.

Exercice 33 **¥
Soit z1,..., 2z, des complexes. Etablir
n
o
k=1 |2k
k=1
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Solution

méthode
La fonction ¢ — z/{1 + x) est croissante sur ¥, et 'on a donc, si x et y sont
deux réels positifs,

X
z vy = ' ¥

142 14y

Par I'inégalité triangulaire

n
.,C—|E Zk

|

n
<) lml =y
k=1

et donc

"

Z"- Z[zk|

k=1 ; A=1

n "

E 2k 1+ E EA

k=1 k=1

Un indice de sommation étant muet, on peut reprendre 'expression du second membre
n

NEN

= k:ln i |2k|
1+) |z =t 1+le11
j=1

I8

n

D

k=1
n

DL

k=1

Enfin, pour chaque indice k, la somme des |2;| est supérieure au seul |z;| et 'on peut
conclure

1+

S
et " Teo |
| 5 | p V =N
n T et 1+ | 24
I 4 \ ) =l
T
Exercice 34 *¥**
Soit #1.. ., 2z, des complexes et z tels que 22 = 22 .. + z3. Montrer

[Re(z)| < Z|Re(zk)| et |In(2)| < lem(zk)|.
k=1 k=1

Solution
Oun écrit les complexes z, 2y, ..., 2z, sous forme algébrique

z=a+ib, 2y = ar +iby avec a.b,ap, by € R
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méthode
On commence par établir

a’« Zaﬁ
k=1
En identifiant la partie réelle et la partie imaginaire dans I'hypothese, on a

n

TL n

2 o 2 i (- . — ‘. _ —

- =N uj > b, et ab= 2 axby.
k=1 k=1 k=1

Par P'inégalité de Cauchy-Schwarz !

P ' n
a?h? = zn:akbk 4 (Zni)
k=1

On a alors

a* = a®(a® - b?) + a?b* < a? Zai—Zbﬁ + Zai

(u” . i‘hf‘) (.r’ ~ \:a') <l

k=1 /7 \ k=1 /

Si le premier facteur est non nul, il est strictement positif et 'on peut affirmer
n
a? < Z ai.
k=1

Sl est mul, cest que @ = 0 et P'inégalité ci-dessus est encore vraie.

On a de plus
n 7 n \ 2
Sat< (S m)
k=1 k=1

car si 'on développe le second membre on fait apparaitre tous les termes du premiers
membres et quelques autres, tous positifs.

On en déduit,
/ n 4
a® < (kan
\&k=] /

puis I'inégalité demandée sur les partics réelles en passant A la racine.
Eunfin, en considérant iz au lien de zx et iz au lieu de 2, on transpose l'inégalité sur
les parties réelles en cclle sur les parties imaginaires.

1. Voir sujet 14 p. 24,






CHAPITRE 4

Calcul de primitives et d’intégrales

K désigne R ou € et  un intervalle de R non vide et non réduit a un point.

4.1 Calcul de primitives

4.1.1 Fonction primitive

Définition
| On appelle primitive d’une fonction f: I -» K, il en existe, toute fonction F: I — K
| dérivable et vérifiant #* = f.

Un tableau de calcul de primilives se déduit d'une inversion d'un tableau de dérivation.
Un tel tableau figure en annexe p. 422.

Théoréme 1

St f: { = K admnet une primitive I, les primitives de f sont toutes les fonctions de
la forme t — F(1) + C avec C' une constante élément de K.

Ce résultat n’est valable que pour une fonction définie sur un intervalle. Sila fonction f
est. définie sur une réunion d’intervalles (par exemple sur le domaine R*}, ses primitives
seront, déterminées a une constante pres par intervalle : « il y a autant de constantes que
d'iutervalles ».
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4.1.2 Intégrale indéfinie
Définition

Pour signifier qu'une fonction F: I — K est une primitive d’une fonction f: I — K,
on exploite la notation d'intégrale indéfinie

/f(t) dt = F({) ou encore /,f =F.

Cette écriture est & manipuler avec précaution car une primitive n’est déterminée qu'a
une constante! prés sur Uintervalle d’étude!

Si F et G sont des primitives de fonctions f et ¢ définics sur I, pour tout A € K, AF
et F' + (7 sont respectivement primitives de Af et f + g. On éerit

frrerfs s fros=[rsfs

Si F est une primitive d’une fonction complexe f, la fonction conjuguée F est primitive
de f. On en déduit

/Re(f)=Rc( [1) .[lm.n B lm(/f)

Siwu: I — R est une fonction dérivable et si F' est une primitive d’une fonction f dé-
finie sur l'intervalle® u(7) la fonction composée F ou = F(u) est primitive de la fonc-
tion v’ x fou =« f(u). Oun obticnt ainsi la formule de primitivation de formes composées

o fu) = F(u).

4.2 Calcul d’intégrales

Nous admettons a ce stade qu’il est possible de donner un sens & l'intégrale d’une fonetion
continue f:{ — K cntre denx bornes a et b arbitrairement choisies dans /. Celle-ci st
notée

b b
[f(t)dt ou encore /f.

1. L’égalité écrite n’est donc pas une « véritable » égalité. Il s’agit plutét d'unc égalité modulo une
constante, ¢'est-a-dire unc égalité moyennant le choix d’une bonne constante.

2. Une fonction dérivable est continue et 'image d’un intervalle par une fonction continue est assu-
rément. un intervalle (Th. 14 p. 235).
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4.2.1 Théoréme fondamental de I'intégration

Théoréme 2 (Théoréme fondamental de I'intégration)

Si f est une fonction continue sur un intervalle I & valeurs dans K et si ¢ est un
élément de I, la fonction

2 e ./a‘f(t)dt

est une primitive de f sur /. Plus précisément, c’est 'unique primitive de f qui
s'annule en a.

On retient que toute fonction continue possede des primitives! et l'on dispose de la
formule de dérivation _

f'—l/ '(llnll):'l"J,

e L J

La détermination d'une primitive permet alors le calcul d’intégrales :

Théoréme 3

St f est une fonction continue sur un intervalle 7 & valeurs dans K et si F en est une
primitive sur I alors, pour tous réels a et b choisis dans 7,

b
»

’ ityae = [F(t)] = F(b) - Fla).

4.2.2 Changement de variable

Définition
On dit qu'une fonction f: I -+ K est de classe ! si elle est dérivable et si sa dérivée
est une fonction continue.

Théoréme 4 {Formule de changement de variable)

Si u: I — R est une fonction de classe C! et si f est une fonction continue définie
sur l'intervalle u(I) alors, pour tous a et b choisis dans 7,

u(b) b
| f@aa= [ juwya

=u(a) —a

La transformation d'une intégrale en I'autre (quel que soit le sens dans lequel on opére)
s'appelle la réalisation du changement de variable définic par la relation 2 = uf#).
En pratique, on met en place le changement de variable £ = u(t) en éerivant le calcul
différenticl

de = u'(t) d¢

1. Cela ne signifie pour autant qu’il est possible d’exprimer celles-ci & I'aide des fonctions usuelles.
Les fonctions £ — e—t* | £ 3 et ft, t s sin(2)/t et t — 1/ In(t) sont des exemnples de fonctions continues
pour lesquelles il est impossible d’exprimer les primitives & V'aide des fonctions usnelles!
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et en tenant compte de la modification des bornes d’intégration :

pour £ = @, = wula)
pour t =b, x = u(b).

Il est possible de réaliser un changement de variable lors d’un calcul de primitive en
écrivant. dircctement

/f u(t))u' () d (f)]f ydz = F(z) = Flu(t)).

Ce protocole peut permettre de révéler une forme composée v’ £7(u) sans avoir préala-
blement reconnu la fonction I,

4.2.3 Intégration par parties

Théoréme 5 (Formule d’intégration par parties)

Si u et » sont des fonctions de classe C! de I vers K alors, pour tous réels a et b
choisis dans I,

/b o (t)v(t)dt = lu{t}r(r]]: - /bu(t)-v'(t) dt.

Pour réaliser une intégration par partics, il peut, étre pertinent d’identifier les [onctions u’
et v de départ puis les lonctions u et »' assocides.

La formule d’intégration par parties peut aussi étre mise en place lors d’un calcul de
primitive en écrivant simplement

/’ o ()o(t) dt = wlthnit) / w(U)v' (1) dt.

4.3 Exercices d’apprentissage

4.3.1 Calculs d’intégrales

Exercice 1
Calculer les intégrales suivantes :
dé “de
(a)}[ t" dt (avec n € N) l]»)/ lc\/ —
0 VI
/2 i £l dt 1 12
d o8 £ dt o) | — —— it
()/0 e "jg 1+ 2 ) T
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Solution

méthode
Ces premieres intégrales se calculent directement par la détermination dune

primitive (Th. 3 p. 123).

ol 1
f 1 1
, 1 dt = _tn+1 —
o n+ | lo n+l
(b)
24t [ 1) -1 1
/1 t2 t], 2 S 2
(c)
4 de 14
[ = [2\/2 =2/4-2=2
Ji oVt 11

{d) méthode
| On linéarise cos? ¢ par la formule cos(2a) = 2cos?a — 1.

of2 /2

o7 /2
/ cos® tdt = ! / (1+cos(2t)) dt = : t+ 1sin(2t)
ta 2 Jo 2 2

0

(e) méthode
| On reconnait la dérivée de la fonction arctan.

1
1t 1
/ = [a.rctan t] = arctan(1) — arctan(0) = z
d

'.c.' ,.

(f) méthode
|| On réécrit le numérateur 2 = (l + t2) - 1.

1 t2 1 1 1
/ dt:/ 1—-— |dt= [t—arcta,nt] =1-
o 1+1t2 0 1412 0

Exercice 2
Calculer par changement de variable :

1 /2 2
dt cost di
(a) /0 et +1 i /0 2 —cos?t dt (c) /; 413

NS
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Solution
(a) On réalise le changement de variable z = e'.

méthode

On exprime dz en fonction de d¢ (dans un sens ou dans l'autre) et U'on trans-
pose l'intégrale étudiée en adaptant les bornes d’intégration {Th. 4 p. 123).

La fonction ¢t +— e' est de classe C! et l'on a dz = e*dt donc! dt = dz/z. Par ce

changement de variable
/1 dt / du
ot + 1 Joo a(z+ 1)

En écrivant le numérateur 1 = (z + 1) — z, on poursuit le calcul

Lot "7 1 r 1° .
_— - - de = Inz ln'..r—|—|!| =1 -nle+11+n2
1) of T I J xr $+1 ‘ 1

{b) méthode
| La présence du facteur costdt invite au changement de variable x = sint.

La fonction ¢t — cost cst de classe Cl et dz = costdt.

méthode
On exprime le contenu de l'intégrale en fonction de cost df et de sint avant de
réaliser le changement de variable.

"% cost "* costdt dz r .
s dt= —_— = — arctanx} = —.
t=0 2 —cos*i e=0 1 +smn”t oo 1+ L o 4
(c) On peut éctire
f7_dt /2 L de
Jiot+3 L+t

| Le changement de variable z = 1/t transforme d¢/t en —dxz/z.

méthode

La fonction t — 1/t est de classe C! ot dxz = — d¢/¢? donc dt/t = — da/x. Par change-
ment de variable
/2 1 dt /‘/2 g dzx
= 182 ¢ [y 1422 2
méthode

Lorsque le changement de variable est décroissant, les bornes d’intégration
sont renversées. On exploite le signe apparu lors du calcul différentiel pour
remettre ces bornes en bon ordre.

1

2 _dt ' zdz 1, . . 1. /(8
T T2 = f-'lllll ) = —In( = |.
v’l t+t 1/21+1' - 1/2 2 5

1. On peut aussi inverser ce changement de variable et écrire ¢ = Inz donc dt = dx/z.
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4.3 Exercices d'apprentissage

Exercice 3
Calculer par intégration par parties :
' ' 1/2
(a) J/ (t —1)e* dt (b)/ In(t? +1)de (c) [ arcsin t d¢
0 0 0
m w4 ¢ | .
d tsintdt f ¢ tan £)“ d.
(d} /0 sin {e) [0 vy dt (f) /0‘ (arctant)
Solution

(a) méthode
On réalise une intégration par parties faisant disparaitre le terme polynomial

par dérivation.

On pose

Ll V1

Ju(t) = e u(t) =
[ vty =t—1 w'(t) =

Les fonctions u et v sont de classe C! et par intégration par parties (Th. 5 p. 124)

1 1 | 2
t—1 . 1 [1 3—e
| 2t p— 2t 2t - i) - )
[(f ye? dt ‘ 5 e L A petdt = o [4.3 JG 7

(b) méthode
On réalise une intégration par parties visant a faire disparaitre le terme loga-

rithme par dérivation. On intégre alors le facteur 1 qui le multiplie.

On pose
u'(t) =1 ju(t) =t
vty =In( +1) |2 =75

Les fonctions u et v sont de classe C! et par intégration par parties

L " ' ¢ : | oyl o1 1
/ [l + 1)t = :In(f‘-«)] —/ . dt :ln'.'-.'/ (l ,)llf
Jn i noJog e ] 0 | « 2,

I »
=In2-2 [t— arctamtJ0 =In2+ E - 2.

{¢c) méthode
On fait disparaitre par dérivation le terme arcsint et l'on intégre en contre-

partie le facteur 1 qui le multiplie.

| u(t) =1

On pose
u(t) =t
l vit) = arcsini

uat _ i
v = 7w
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Les [onctions u et v sont de classe C! et par intégration par partics

1/2 r 211/2 r1i2 ¢ . r1/2 t
/ arcsintdt = |tarcsint| = — | it —/ — t.
0 0 fo VTP 12 Jo VI -#-

On reconnait dans la nouvelle intégrale une forme «'//% en u(t) = 1 —t* ct I'on peut
poursuivre le calcul

[1/2 T 1/2 i \"'3
| arcsintdt=—+|—\/1—£2} =TT - 1L
4L

J0 : = u

J

[

(d) méthode
| On réalise une intégration par parties faisant disparaitre le terme polynomial
i par dérivasion.

On pose

u(t) = sin# I u{t) = —cost
u(t) =t | vt = 1.

Les fonctions u et v sont de classe C! et par intégration par parties

r

/tsintdt=[—t.cost] +} costdt=7r+[sintJ = T.
0 0 0 0

{e) méthode
| On intégre par parties sachant que 1/ cos? £ est la dérivée de tant.

On posc
u () — ey [ u(t) = tant
v{t) =t '@ =1.

Les fonctions u et v sont de classe C! et par intégration par parties

i ¢ r 17”/4 /4
/ ———dt = Ittant — tant dt.
o cos?t L lo o

En écrivant tant comme un quotient, on fait apparaitre une forme u'/u en u(t) = cost

"y T 17/
/ — it = — + | In cost| =
0 4 0

cos?t

(f) méthode
On fait ici un calcul par parties qui intégre le facteur ¢ car on ne sait pas
intégrer (arctan#)?.

On pose

vty =t ut) =5
u(t) = (arctan¢)? v{t) = ﬁ, arctan .
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Les fonctions u et v sont de classe C! et par intégration par parties
1

1 42 L2
tlarctant)?dt = | —(arctant)?| — / ——— arctan t df.
0 2 o Jo 1+
S ———

=w2/32
En écrivant le numérateur —¢2 = 1 ~ (] + tz)
1 2 /4
{ arctant
- / arctant dt = / —dt - ] arctan £ dt.
Jo 1+t Jo 14+# 0

La premicre intégrale fait apparaitre une forme #u en u(l) = arctant et la deuxitme se
calcule par parties cn intégrant le facteur 1 qui multiplie 'arc tangente.

™/ arctant w4 g2
T dt = (dl‘( tant)? = —

f |+ 1 32

pra

/ aretantdt = [tdr(tcmf] /

Jo J0 L+
WP AR S
—In(1 — —=In2.
2" N, 172"

Flndle[[l(ﬂlt v

( )r 1 (z ]
< At.(].Il t di, + n 2
t AT C 6

4.3.2 Calculs de primitives

Exercice 4
Déterminer sur les intervalles de définition que 'on précisera, une primitive de cha-
cune des fonctions définies par les expressions ci-dessous :
g i ‘ t
a : b) —— | —
()14.15& ()(l—i—t)? ol 2-1
t2 Int 1
d) —— e) — f) —
() 1413 (€) t ( tlnt
(g) tet {(h)costsint (i) tant.
Solution
méthode

Dans chaque cas, on reconnait 4 un factenr prés une forme o’ f(w) avec v une
fonction simple et f une fonction que 'on sait dircctement intégrer.

(a) On reconnait une lorme «'/u avee u(t) = 1+ #2 et donc

/‘ : dt=§'ln‘1+t2[=%ln(l+t2) sur R.

] 4 t*
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(b) On reconnait une forme v /u? avee u(t) = 1+ £ et done

I i
— —dt=—— it~ —1 ol =i+
/(1 t)z 1411 ut X l| \I

{c) On reconnait unc forme u'//u avee u(t) = t* — 1 et donc

!
/%—dtz t2 -1 sur]l;4oc|ou]-oc;—1|.

(d) On reconnait une forme v’ /u avec u(t) = 1+ t* et donc

t? 1
/ T dt=gin(1+#7) sur|-1;+ool
J 1T 0

(e) On reconnait une forme v'u avec u{t) = Int et done

Int
Int s_1
( 2

(In 3)2 sur ]0; 4o
{f) On reconnait une forme u'/u avec u(t) = Int et donc
|
/ oz dt =In|lnt| sur]0;1[ ou]l;+oo[-
(g) On reconuait une forme w'e* avec u(t) = —t? et donc
gt b,
te" dit = —<c¢ sur R.
2
(h) On reconnait une forme «'u avec u(f} = sint (ou u(t) = cost) ct donc!
: | .5 1 2
costsintdt = 5 sin t f(ou 5 cos t) surR.

{i) On reconnait une forme ' /u avec u(t) = cost ct done

] n
/tantdt=ln|costl sur -?—rl+k7r;-l+k7r|’ avec k€ Z.

Exercice 5

Déterminer une primitive sur R de chacune des fonctions ci-dessous :

(a)z > sin'z (b} x ¥ sinz cos® = (c) =+ cos® z.

1. Les deux expressions proposées sont égales 4 une constante prés. On peut aussi obtenir une primitive

par linéarisation en écrivant costsint = 1 sin(2) ce qui conduit & fsintcostdt = —% cos(2t).
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Solution

{2} méthode

|| On lindarise ! Pexpression trigonométrique avant de calenler une primitive.

Par les formules d’Euler ot le développement
(a+b)* = a* + 40 + 6a%b* + 4ab® + b*

on linéarise I'expression trigonométrique. Pour « réel

y)

1 elt — =i\t Lo dic iz —2ig —4ix
M 2— =—(e —46 '+6—4€ R )

1)16

e ) V]

%(eﬁx + c—4ia:) . i(emx + e-2ia:) +

1 1 3
= —cos{dx) — — cos(2z) + -
a Z o]
On peut ensuite facilement intégrer chaque terme
1 1 3
/sin4 zdr = — sin{4x) — 3 sin(2x) + el

Al

(b) méthode
| Inutile de linéariser lorsque ’on reconnait une forme w'u".

Pour u(z) = cosx, on reconnait une forme «"u? et donc

s 3 1 4
ST OS5 & = —ZCOS xZ.

(¢c) méthode
| En exploitant cos? z = 1—sin? 2, on écrit cos® z comme combinaison de termes

| coszsin™z facile & intégrer.

Pour £ € R, on a

r . 2 . .
cos’x = COSZ‘(I — Eilll2 1,) = COs8T — 2COSZBSII]2 r+ COS:Z.'SII]K1

x

et donc )

2 [ 4
/0055 zdr =sine — - sin® z + = sin® .
5 5

Exercice 6
Soit @,w € R non tous deux nuls. Déterminer une primitive sur R des fonctions

t > cos{wt)e™ et ¢+ sin(wt)e®.

1. On retrouvera décrite dans le sujet 5 p. 93 la démarche de linéarisation.



132 Chapitre 4. Calcul de primitives et d'intégrales

Solution

méthode
On détermine une primitive de e* avec A = a + iw # 0 puis on considére les

partics réelle ot imaginaire .
Ona
1 1
/ erdt = —e* surR
A
et donc

_}I (cos(wt) + isin{wt))e* dt = :le? (cos(wt) + Isinfwt))e™
ol +w

En identifiant les parties réelle ot imaginaire, on obtient

acos{wt) + wsin(wt
f(:()s(wt)(&“t dt = ( ) i , (w )e‘” el
af + w*
asinfwt) — wcos(wt
/ sinfwt)e™ dt = ( ) - ( )c“‘.
y a? 4+ w?

Exercice 7

En intégrant par parties, déterminer une primitive des fonctions suivantes sur leur
intervalle de définitions

(a) t = lnt (byt— (2 —t+1)e* (c) t =+ t*sint.

Solution
{n) méthode

La dérivée de la fonction logarithme étant une fonction sirnple, on opére une
intégration par parties dérivant Je logarithme. En contrepartic, on intégre le
facteur 1 qui le multiplie.

On pose
it =1 [u(t)y=1
| »(t) =Int ‘n’-.‘! =1/t

Les fonctions w et v sont de classe C' et la formule d’intégration par parties
g

/ Wy = uy — / ut’

/lntdt=tlnt—/tx %dt=tlnt—t.

donne

Plus généralement, une intégration par partics est pertinente pour calculer des primi-
tives de fonctions dont la dérivée est plus simple que la fonction elle-méme. Clest le cas
notamment des fonctions arcsin, arccos et arctan.

1. On peut aussi opérer un caleul par parties mais celui-ci est un peu plus long.



4.3 Exercices d’apprentissage m

(b} méthode
On opére des intégrations par parties qui font disparaitre le terme polynomial
a force de dérivation.

On posc
[u'(t)=0"" [ uft) = —e'
Lo =t —t+1 /() =2t~1.

Les fonctions u et  sont de classe C! et la formule d’intégration par partics donne
/(t2 —t+1)e fdi=—(*—t+1)e " + /(Zt —1)e"dt.
On répete une intégralion par parties analogue |
/(Zt —Detdt=—(2t — et +2 /c"dt = —(2t + 1)~
Finalement.,
/(t2 —t+1)e tdt = — (£ + 1+ 2)eh

De fagon générale, on pent calculer par iniégrations par partics successives une primi-
tive d'une fonction ¢ — P(t)e* avec P une fonction polynomiale ot o € C ¢ & chaque
intégration par parties on dérive le terme polynomial jusqu'a ce qu'il disparaisse.

(c) méthode

Comune au-dessus, on intégre par parties afin de faire disparaitre le terme
polynomial & force de dérivation.

On pose
[ Wit) =sint ju(t)=—cost
| wit) =12 L/ (#) = 2¢.

Les fonctions u et v sont, de classe C! et la formule d’intégration par parties donne
/t2 sintdt = —t?cost + / 2t costdi.
On répete une intégrailion par parties analogue
/Ztcostdi = 2{sint — Q/Sintdt = 2tsint + 2cost.

Finalement,

/t2 sintdt = {2 — t*) cost + 2tsint.

Exercice 8

Soit @ un réel strictement positif. Déterminer
du du

© [ Fa ey
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Solution

(a) méthode

| En écrivant u = at, on peut factoriser a® + u? et faire apparaitre 1 + ¢2.

/ du _f adi 1 d¢
J 2tz @va2® o) 1482
On reconnait la dérivée de la fonction arctan et I'on achéve! le calcul en revenant a la
variable initiale
du 1 1 U
—— = —arctan{ = — arctan| — ]
a2 +u2 a a a

(b) On suit le méme procédé en faisant apparaitre cette fois la dérivée de la fonction
arcsin

du adt U
—— = T /== arcsint = arcsin| — |.
Vg — 42 w=at Vasyl - 1? @

Exercice 9
Soit p et g deux réels. Déterminer sur ses intervalles de définition une primitive de

1

rer ———
x4+ 2px + ¢

en discutant selon le signe de? A’ = p? ~ q.

Solution

Soit z € R.

Cas : A" =0. On éerit. 22 + 2px + g = (z + p)? et il est alors possible d’exprimer
immnédiatement une primitive

/ dz =z i r|—o00; —p[ ou |—p;+oc]
I 22+ 2z +q  s+p st o b '

Cas : A’ » (0. Le trindme exprimant le dénominaleur posseéde deux racines réelles dis-
tinctes x; = —p — VA’ ot 32 = —p + VA’ et 'on peut écrire la factorisation

22+ 2z + g = (z — 2 )(z — T2).

méthode
| On décompose? la fraction en somme de termes ;2L ct - faciles & intégrer.
2

1. La formule obtenue sera retenue.

2. Le réel A’ correspond au quart du discriminant usuel du trinéme 22 + 2pz + q : on I'appelle
discriminant réduit. Dans l¢ contexte, il permet de proposer une expression simple des racines du trindme
a savoir —p + VAT si A! 4 0.

3. 1l 8'agit d’une décomposition en éléments simples, technique étudiée dans ke chapitre 5 de 'ouvrage
Exercices d’algébre et de probabitités MPSF.
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Au numdérateur, on fait apparaitre zo — 3 = (z — 21) — (z — z3) avant de répartir la
division par (x — @ ){x — z2)

! | (2 —x) — (. — =z}

x? 4 2pz + ¢ T wp—z1 (x — 1)z — w2)
7 1 1 1 )
—.’L'Q—.Y;kfl‘}—l'g T—1

On peut alors calculer une primitive en intégrant chacun des deux termes

dz 1

f b =22
v - L}
jo:2+2px+q X2 — &y

r—ia

sur |—oo x|, |1y 22[ ou |xo; +0al.

Cas : A" < 0. Le trinéme du dénominateur ne possede pas de racines réelles,

méthode
| On exprime le trinbme sous forme canonique.

On écrit

7? + 2pz + q = (2% + 2pz + p*} + ¢ — p*
={z+p?+a® avec a=+v-A"

méthode
Aprés translation de la variable, on exploite la formule !

/ 1 1 u
g = — arctan( —).
ué + a” a o

Par le changement de variable w =z + p

dx e | U 1 T+
/—."—— = /— ) nrv'nm( ) = —arct;m( p) sur R.
r* +2mr -ty ue 4+ s o \ @ a o

Exercice 10
Soit A € C\ R d’'éeriture algébrique @ + ib. Déterminer une primitive sur R de
1

e
; 6t A

1. Voir sujet 8 p. 133.
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Solution

méthode
| On intégre séparément la partie réelle et la partie imaginaire.

Fn multipliant par la quantité conjuguée, on a pour tout ¢ réel

| t ~a+ib f—n fr
- - L _ .
t—A (t—a)2+b2 (t—a)2+b2  (t—a)+b?

D’'une part,

/Hﬁ(lt= %llll(ﬁ—a_)2+b2 zln|t_)‘|_
t—alf—+

D’autre part !,

b [t—a\
——————— dt = aretz .
/ (t ~—a)2 +b'z( u'('tcm\ ) }

—a
) sur R.

On en déduit.
dt N &
oy ln|t - A’ + iarctan

4.4 Exercices d’entrainement

4.4.1 Calculs d’intégrales

Exercice 11 *
Pour m,n € N, calculer

25

cos(mt) cos(nt) dt.
AL

Solution

méthode

On linéarise I'expression trigonométrique, soit par les formules d’Tluler, soil
par identité

cosacosh = l}(cos(a +b) + cos(a — b)).

Pour tout £ € [0;27], on a

(Los((m + n)t) + cos((m n)t)).

82| =

cos(mt) cos(nt) =

méthode
| On intégre £~ cos(at) en ¢ * sin{at) lorsque o n'est pas nul.

1. En posant u =t — a et en exploitant la formule | # = %a.rr'.t'rm( £l



4.4 Exercices d'entrainement 137

La poursuite du caleul nécessite de discuter selon 'éventuelte nullité de m + n et
de m —n.
Cas : m =n = 0. Un calcul direct esi possible

w27
IO,I) =5 / dt = 2.

Cas :m=mn#40.
r2mT 1 27 171 2
T = j os® [ et 3/ / leomi 20ed) 4 LYt = r ;-——5111(211,t)+t =T.
0 2 Jo 212n o

Cas:m#n {(doncm—n < 0etm+n+0)

1 2T 1 p2
(. ,-/ gos{(m +njt)dt 4 - / cos{(m — n)t) dt
ZJo 2 Jo

1

2 2

i 2
sin{(m +n)t) 1
m+

Exercice 12 *
Calenler

e
/ tsin(t)e™" dt.
0

Solution

méthode
L’intégrale étudiée est la partie imaginaire d’une intégrale que 'on peut cal-

culer par partics.
T
/ (AT [
0
Lol Dt
1—le

Wity =ol"010 u(t) = -
v(t)y =t 't = 1.

Les fonetions « et v sont, de classe L et la formule d'intégration par parties doune

t i | "
L [y A "
i— 0 b —1 0

e 7 | g-im]1¥ @™  14c¢ ¥
o
11 (- 12l lo ™71 2

Fin considérant, la partie imaginaire

On introduit I'intégrale complexe

On pose

,> e~V gy =
Jo

/ tsin(t)e tdt = -

¢

| =

(1+(1+m)e ™).

SV
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Exercice 13 **

Calculer

! -
[ Sl
Jo e Sl AR |
Solution

Notons que 'intégrale étudiée existe car la fonction intégrée est définie et continue sur
le segment [0; 1] puisque le dénominateur ne s’annule pas.

méthode
On réécrit le numérateur afin de faire apparaitre la dérivée du dénominateur
a un facteur et une constante additive pres :

f”, |
.'Z:::;‘...r—*-ll =

L’intégrale étudiée peut alors &tre décomposée en la somme de deux intégrales que lon
sait chacune calculer

/1 T gp Mzl Lt
0

B xr = — T . 1 - .—"—d.
2 +z+1 2 fy 2zl )y 21 Y

D'une part,

| 25
/ W1 dr = [111(:(:2+:£+1)] =1in3.
0

4+ x+1 0

D’autre part, on éerit pour & € [0;1] le trindme du dénominateur sous forme canonique

P rztl=(z+s i3
' o 2 4

et on obtient en suivant la démarche présentée dans le sujet 9 p. 134

/1 - /1 1 1 2 [ . (23: + 1)} R
———dx = ————dx = —— |arctan R
0o 2+z+1 0 (z+1)°+2 =3 V3 Jlo 3V3
Finalement,

J 1 1 m
——  dr=—In3— .
/(, Zrzrl 2" 63

Exercice 14 **

Soit n € N, calculer

/2
/ cos{nz) cos™ z dz.
0
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Solution

méthode
L'intégrale étudiée est la partie réelle d'une intégrale complexe que 'on peut
exprimer,

On introduit 'intégrale complexe
rRj2 /2 "
0 3 +x
(e cosz) da = / (cos’? z +isinzeosz) de.
0 0

On peut écrire pour z € [0; /2]

; .. 1 ”- .
cos’ ¢ +isinzcosz = 5(1 +2cos’z ~ 1 +i2sinzcoss)
;r:z;s 2x ;si:l 2
et done
7\‘/'2 1| 7\'/2
123 - T
/ (e cosz) dzx = — (1 + ez“} dz.
0 " Jo

On poursuit, en appliquant la formule du bindme

/2 1 n n /2
iz n de = — / 2ikx dz.
/0 (e cosz)” dzx 5 E: ( k) - T

wlda

Lorsque & = 0, lintégrale Ix vaut le réel w/2. Lorsque & # 0, Uintégrale I est un
imaginaire pur et sa partie réelle est donc nulle.
Par passage & la partic réelle, on conclut

one

w/2
/ cos{nz) cos™ xdx =
0

Exercice 15 **
Soit n € N. Calculer

i7%i9
I,,,:/ t|sin | dt.

O

Solution
1l n’est pas possible de d’exprimer directement une primitive de la fonction intégrée a
cause de la valeur absolue.

méthode
| On résout la valeur absolie en découpant U'intégrale en les kn avec k € N.

Par la relation de Chasles

n—1 . J(k+Ur \
In—Z(/ ' £|sint|dtJ.

i
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Par la translation ¢ = & + km, on raméne chaque intégrale sur I'intervalle [0 ;7]

n—1 T
I, Z(/ (:r+ic7r)|sin(3:+k7r)|dx)
k=0 0
La fonction sin vérifie! sin(z + 7) = —sinz et donc Isin(..v; + k?f)| = |sinz| = sinz pour

tout x de [0;7]. On peut alors écrire

n—1 T n—1 , r )
InZZ(/ a:sinxd:c) &Z(A‘:/ sin:cd:c).
k=0 \’0 k=0 0

La premiére intégrale se calcule par partics comme déja vu dans le sujet 3 p. 127, la
seconde est immédiate et 'on peut conclure

I, = nr +n(n — )7 = n’r.

4.4.2 Intégration par parties

Exercice 16 *
Pour n € N, calculer

{~]
L = / 1™ ot di,
1

Solution

méthode
| On réalise une intégration par parties dérivant le logarithme.
On pose
w'(t) =1t u{t) ="t/ (n+1)
v(t) =Int i =1/t

Les fonctions « et v sont de classe C' et la formule d’intégration par parties donne

" 1 ' i
f t"Intdt = [—tn’"l In t’ - Y "™
1 n+1 .

n+1 ,/,
en{ 1 - 1 I'_,n+11e _ nen+1 +1
n+t1 (n+12l P (n+1)2°

Exercice 17 **
Calculer

1/2 _
f earcs:n 3 (lt.
0

1. On dit que la fonction sinus est T-antipériodique.
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Solution

méthode
| Par parties, on intégre le facteur ! multipliant I'exponentielle.

On pose
Wit} =1 alf) =14
U(t) — ear(:sint l '.l' ) = ‘.L? Carcsint.
Vit

Les fonctions u et 2 sont. de classe C' el la formule d'intégration par parties donne

1/2 . - 1/2 1/2 ¢ -
edresint qu l:tearcsm ] - earesint 44
/0 0 o V1-—t?

1l,m/6
ze™/

On poursuit par une nouvelle ! intégration par parties avec

w(t) = Jltj u(t) = —v1 - #?
’b‘(f) — garcsint v = 1__ arcsint
f . vi~t®

On obtient alors la relation

1/2 ) 1 ) 1/2 1/2 )
/ earcsmt dt = _e‘n/6 + [ 1 — ¢2edrcsin t:| o / earcsmt dt
0 2 0 0

=

~
em/6—1

<

On en dédnit.

/I/ZGarcsintdt:l ]‘+\/?_)e77/6_1 ]
. 2\ 2

Exercice 18 *
Pour p, g € N, calculer

1
B / (1 - )7 dt.
0

Solution

méthode
| Par intégration par parties, on forme une relation liant I, 4 ct [, ,

Soit p € N et ¢ € N*. On pose

ey — ., — _n +1
u'it) =1Ir Uf(f,)— "—‘ltp
p(t) = (1—8)2 |11 = —g(1 —#)97L.
1. Tl importe de ne pas faire Uintégration par parties précédente en sens inverse au risque de ne pas
progresser !
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Les fonctions u et v sont de classe €' et la formule d’intégration par parties donne

/tp“—t)"dtz 1y r,l'l 5 /"""l vt e
- Jd1 \

b Ty Tpal.

Autrement dit ¢
fpo=—00it v, o)
g D Ll »elg
Par la relation (), on peut aussi exprimer /., , .| en fonction de I,42 42 et donc

I,= -3 31— ]:' 2.4q 2
P.g p+1 ,U+2 pt2.q
On répéte I'opération jusqu'a exprimer I, , en fonction de I, o avec! n=p+ 4.
Sachant que le dernier emploi de la relation (*) est réalisé pour exprimer f,., |, en
fonction de J,.. 4, on a

q g 1 1

I g= — X === X o+ X —]
P4 41 p2 p+qp+q‘0
‘_—_‘———f
=Iprg—11
avec
l | +1 : 1

Iptqo = | t779dt = | ——— 1779 ..
0 ptag+1 o pPtg+l

Enfin, en exprimant le produit d’entiers conséeutifs a I'aide de nombres factoriels, on
obtient,

py! , —
iy e (p+Dp+2)...(p+e¢+1)=

(p+q+ 1)
pl

Exercice 19 ** (Intégrales de Wallis)

Pour n € N, on pose
/2
= / sin™ t dt.
0

(a) Montrer, pour tout n € N,

n+1
n+2 "

’u-o:l =

{b) Donner une expression de I, & 'aide de nombres factoriels en discutant selon
la parité de entier naturel n.

1. On détermine la valeur de n en remarquant gue la somme des deux indices reste constante dans la
formule (*).
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Solution

{a) méthode

I Souvent, les relations de récurrence sur les intégrales s’obtiennent par intégra-
| tion par parties.

Soit n € N. On réalise une intégration par parties & partir de Iécriture
rﬂ'/z
I = j sint x sin™ ! #dt.

0

On pose alors
{u'(t) = sint J u(t) = —cost

v(t) =sin" 1t lt"U' = (n+ 1)cosisin™¢.
Les fonctions u et » sont de classe C' et la formule d’intégration par parties donne

r w/2 w/2 i

Ingn = |L — costsin™+! t]n + (n+ 1)/ cos? sin™ £ dt.
0
En écrivant
cos’t =1 —sin?t
on obtient I'équation
n7|'/2

Injo=(n+ 1)/ (1 —sin®¢)sin" tdt = (n + 1), — (n+ 1) npe.
o]

Om en déduit la relation voulue
(n+ 242 = (n+ 1)1,.

{b) méthode

La relation de récurrence obtenue progressant par pas de deux, le calcul de I,
se ramene a celui de fy ou de I; selon la parité de n.

Cas : n impair.

méthode

Pour la poursuite du calcul, il importe de signifier I'imparité de n en écrivant
n=2p+1avecpecN.

On exprime I, en fonction de Iz, puis de Iny_3

2 2 2p -2
B SR SN 1t PR
2p+1 2p+1  2p -1

12p+1 = 1=
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1

On peut alors proposer ' une expression de fa,. | en fonction 2 de 1.

2p 2p -2 2

I =——w —— XX =1
P T 1 - 3
=i

Le calcul de 7y est quant & lul immédiat

w2 . =2
I, = / sintdt = ‘ —costl =1.
0 . )

Enfin, en exprimant les produits d’entiers pairs et impairs & I'aide de nombres factoriels 3,
on conclul
L 2
2041 © o e

? (2p + 1)

Cas : n pair. On éerit n = 2p avec p € N puis on exprime I, en fonction de Ia,_s,
puis de Iy;,_4 et ainsi de suite jusqu’a Iy -

2p—1
L
2_'[.’ 2p-2

2p—1 y 2p—3
2p 2p—2

=2p—lxwx“.x£[
20  2p—2 27

I =
Enfin, on a immédiatement [, = n/2 ct I'on peut exprimer fy, a laide de nombres
factoricls

2001w
O

2l 2

Exercice 20 **
Soit, n € N*. On souhaite exprimer la primitive sur R s’annulant en 0 de la fonction
1

S —————,
e Ty

(a) Justifier U'existence ot 'unicité de la fonction cherchée.
Celle-¢i est désormais notée F,.

(b) Tormer une relation de récurrence entre Fi 4 et 7.

(¢) Exprimer Fy(x) el F3(x) pour tout z réel.

1. On justifie la validité de cette expression en raisonnant par récurrence sur p € N.

2. Lorsque I'on forme cette expression, le dernier facteur ost obtenu par Pexpression de I3 en fonction
de 1.

3. Voir sujet 5 du chapitre 2 de Uouvrage Ezercices d’algébre et de probabilités MPSI
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Solution
(a) méthode

L’existence de primitives est assurée pour toute fonction continue définie sur
un intervalle {Th. 2 p. 123).

La fonction f,, est définie et continue sur R. Elle posséde donce une unique primitive
s'annulant en 0. Celle est déterminée par :

Folz) = A Fule)dt

(b) méthode

| Par parties, on intégre le facteur 1 qui multiplie f.(¢],
Soit xz € R. On pose

[n'(ll:] ult) =¢

(1) ! v'(t) = —2n !

mi) = I ——— = — ——n
1 G (e

Les fonctions u et v sont de classe C! et la formule d'intégration par parties donne

+an/ —r__a
. o (1 +t2)n+1

t

F,, m) = ———
Tl AT

méthode

|| Dans la nouvelle intégrale, on écrit le numérateur #2 = (1 +#2) — 1.

Ou a . ) B
: ¢ 1 . 1
/ —”+1 (lf = / N PR | -“ ~ / P dt
o {1+1¢2) Jo (1 =103) 0(1+82)
et donc <
Fu-T-=-——...+2‘n F, w—l'" &T)l.
) = gy 2 ~ Fannte)
Finalement, en réorganisant les merbres, on obticent
1 z 2n—1
Foafz) = wl)
+1(7) 2n (1 + .’Ez)n * 2n. Fals

(¢) Soit x € R. On a immédiatement

Toodi r 17
z) = / —— = larctant, =arctanz
Jo 1+1¢2 L lo
et la relation de récurrence donne
1 r \
Fy(r) =~ —— + —arctanx
G A wwei
X 1 T 3 x
Fije) — -

3
: > — 4+ —arctan .
4 pdam® 8 142 B8
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4.4.3 Changement de variable

Exercice 21 *
Calculer

€
/ sin(In ¢) dt.
1

Solution

méthode
| L’expression fonctionnelle invite au changement de variable z = Int.

La fonction ¢ — Int est de classe C', on peut donc réaliser le changement de variable
z = Int. En écrivant ¢ = ¢, on observe dt = ¢ dz et la formule de changement de
variable (Th. 4 p. 123) donne

w

/( sin(ln¢)dt = / sin(z)e” da.

Ji=1 2=0

L'intégrale étudiée correspond alors & la partie imaginaire de I'intégrale complexe

/ .A‘.A"'.‘__—
0

™

/ sin(lnt) dt =
1

[ e(i-l—l);v: )

i+1

e +1
0 i+1

ct done

(e7T + 1)

DN =

Exercice 22 *

Calculer
4
0 Cht
Solution
méthode

| On réalise le changement de variable défini par la relation x = ef.

La [onction ¢ — ef est de classe C! et 'on peut donc réaliser le changement de variable
& = et. Pour celui-ci, t = Inz ¢t donc dt = dz/z. On obtient la transformation

tde /1 24t _/e 2 d_x_/' 2dz
0 cht ' tzoet+e_t_ :E:lx_*_% x B ,:;3:2"'1‘

On peut alors achever le caleul

!

Wt ' ¢ »

/ Pr.d e ‘Zarctana; = 2arctan(e) — —.
, ehit L A1 2

-



4.4 Exercices d'entrainement 147

Exercice 23 *
Calculer

1
/ Vv1-—t2dt.
0

Interpréter péométriquement le résultat obtenu.

Solution

méthode
| Afin de simplifier la racine, on réalise le changement de variable! ¢ = sinz.

La fonction z — sin z est de classe C!, on peut donc réaliser y

A

le changement dc variable proposé, méme si celui-ci opére
dans le sens inverse du « sens usuel » 2. 11 y=+v1-—22

On & dt = coszdz ot la formule de changement de variable
donne

1 /2
/ Vl—t2dt=/ cos? zdz. ‘ T
t=0 =0 O 1

Cette derniére intégrale a déja été calculée dans le sujet 1 p. 124 et I'on conclut,

1
/ Vi-di="1.
. 1

L’intégrale calculée correspond a I'aire d'un quart de disque de rayon unité.

Exercice 24 **

(a) Observer

/4 /4 T
/ In(cost)dt = / In| cos (t - —) dt.
0 0 4

/4
/ In(1 + tant) dt.
0

(b) En déduire

Solution

(a) Le changement de variable v = 7w/4 — ¢t donne directement

/4 0 o w/4 o
/ In(cost)dt = / —In| cos (— - u) du = / In| cos (— - u) du.
t=0 u=m/4 4 u=0 4

1. On peut aussi réaliser le changement de variable £ = cosz mais celui proposé & l'avantage d’étre
croissant gquand © parcourt [0; /2] ce qui le rend « plus simple ».

2. En limitant la variable 2 a évoluer dans [—7/2:7/2], on peut aussi comprendre ce changement de
variable comme défini par la relation £ = arcsin .
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11 suffit ensuite de renommer la variable d’intégration et d'utiliser la parité du cosinus
pour obtenir Iidentité voulue.

(b) On exprime la fonction tangente & 1'aide des fonctions sinus et cosinus

/4 w/4 t int
/ In(1+ tant)dt = / ln<w> dt
0 0 cost
/4 w/4
= / In(cost + sint) dt — / In(cost) dt
0 0

méthode
| On transforme ' I'écriture acost + bsint en Acos(f — )

Pour t € [0;7/4], on éerit

2 2
cost +sint = \/5(% cost + %sint) = ﬂcos<t~ -})

puis

/4 /4 w/4 I w/4
/ In(1 4 tant)dt = / Inv2dt + / In{ cos <t - Z) dt — / In(cost) dt
0 0 0 0

En simplifiant, on conclut

wid 1
f In(1 + tant)dt = I 112.
0 8

Exercice 25§ ***

Pour @ € |0; 7], calculer par le changement de variable ¢ = tan(z/2)
i sin
f __sma
o l+coszeosa
Solution

La fonction z +— tan(z/2) est de classe C' sur (0;7/2), on peut donc réaliser le chan-
gement de variable défini par la relation ¢ = tan(xz/2). Pour celui-ci @ = 2arctant et
donc

2
ll,' - —
FHL
Au surplus, on sait 2
1—¢2
| =¢=

1. La démarche est détaillée daus le sujet 3 p. 50.
2. Voir sujet 15 p. 63.
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et donc
/”/2 SN ¢x dr = /1 sin 24t
o l+coszcosa Jo 14+ {ceosa 1412
. 2sina
a /0 (L+cosa) + {1 —cosa)t? ¥
puls

i sina d 2sin o L dt
T = - ;
o 1+coszcosa 1 —coser J Leosa 442
l—cosx
. . S k7S N A _ l+4cosa
Par la formule | - = Larctan(}) avec a = (/{1622
/2 . 6 N \
sm ¢ 2sina 1 —cosa 1 —-cosa
—_— —da = arctan —_ ]
o 1 +4coszcosa l—cosaxV 1+cosa I +cosex J

2sin o /1 —cosa

arctan
\/ 1+ cosa

1A

v —cos?a
1 —cosa
= arctan/ ————
1+ cosaw
méthode

On simplifie la racine en exploitant les formules
9anc2 L . cof ¥
1+ cosa = 2cos 5 el 1—cosx=2sin (2)

On conclut

/2 sin o sin? (2
/ ————— dz = 2arctan 27(2) = 2arctan tan<g> 0
0 cos?(%) 2

1+ cosxzcosa

la derniere simplification étant possible car /2 € |0:w/2[ C |—m/2;7/2].

4.5 Exercices d’approfondissement

Exercice 26 *
En exploitant un argument, de symétrie, calculer

I=/7r tsint’ o
o l+cost
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Solution

méthode
La fonction facteur de ¢ dans I'intégrale est symétrique par rapport a la droite
d’équation z = # /2. On éerit ¢ = 1/2 + (£ — 7/2) atin d’exploiter cette symé-

tric L.

Par Pécriture proposée, on sépare 'intégrale en deux

" sint [t~ ) et
!_:ﬂ-/ .._S’E__..“4/ -_4'_‘.“
2 1, 14cos?t w1+t

™

/' aiils dt = | arctan(co t)} u
—_— — —_ . S = —
Jo 14 cos?t L o 2

D’une part,

D'autre part, la translation de variable z =t — 7/2, donne

= (=) alny Talle TCOST
——‘—2—— A“ = / P O’J'.
=g 1Hcos?t e=—ns2 1 +sin“zx
Cette derniére intégrale est nulle car il s’agit de 'intégrale d'une fonction impaire sur un

intervalle symétrique par rapport a 0.
On conclut que I'intégrale I est égale a x2/4.

Exercice 27 *
Démontrer que, pour toute fonction polynomiale £,

i »
/ Plt)ydt = —i/ P(e®)e? 6.

i o

Solution

On peut étre tenté de réaliser un changement de variable complexe ¢ = e¥. Cependant,
seul les changements de variable définis par une fonction d'une variable réelle & valeurs
réelles sont possibles.

méthode
11 suflit de vérifier la relation pour les fonctions ¢ > " avec n € N ; par
linéarité de l'intégrale, il sera possible d’étendre la relation & toute fonction
polynomiale.

Soit n € N. D*unc part,

/ 1"t
-1

1. On trouvera une généralisation dans le sujet 12 p. 351.

'

!

—_—t

n+1

n+l. 1_(_1}71-!-1

y n+1
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D’antre part,

T T T i(n+1 _
/ (€)"e® df = / ert00 g - [ L msin]” _ 0BT —1

Or, on a (Pt = ((:'”)HH = (=1)"*! et donc
' n 1_;_|"n~l 1
—1/ (e)"e?dd = ———— = f £" dt
0 n+1 -1
Exercice 28 **

Soit A un réel tel que |A| # L.
(a) Etudier la fonction fy définie sur R par la relation

fA{,r} _ sSinx
' vVi—2Acost + A2
(b) Calculer
/ fulz)dz.
Jo
Solution

(a) méthode
On peut ¢erire

1 —2hcosx + A2 = (A —cosz)? + sin’z.

On en déduit 1 — 2Acosz + A% = 0 pour tout € R. De plus, sachant |A| # 1, on
peut affirmer (A — cosx)? +sin? z # 0. La fonction fy est donc définie et dérivable sur R.
Elle est de plus 2m-périodique et impaire ce qui nous permet de limiter son étude
Iintervalle [0; 7).

Le cas A = 0 est immédiat puisque fo(z) = sinz. On supposc dans la snite X o (.

Par dérivation d’un produit et d’une fonction composée, on a

T COS T Asin?

) V1—2kcosz + A? (1—2/\cosx+,\2)3’/2
cos:s(l — 2 cosT + /\2) — Asin’z

(1—2Xcosz + )\2)3/2

Le nombre dérivé f{(x} est du signe du numérateur que l'on peut écrire
cos — A(l + cos? ) + A cosz = (cosz — A)(1 — Acosz).

Par stricte décroissance du cosinus sur [0; 7, cette expression s'annule en changeant de
signe pour cosx = A ou cosz = 1/,
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On obtient les variations suivantes

x 0 T s
(@) + 0 —
f(@x)
Ir(z)
0 / \ 0

Cas : |A\| < 1. Ona z, = arccos A et
_ sin{arccos A) ¥l - A2 _
V1= 2hcos(arccos A) + 22 V1~ A2

flz)

Cas : |A| > 1. On a z) = arccos(1/A) et

sin(arccos 5 ) oyl

l’f I — .
ALY Ao Y
|

" : 11
\/1 —-2X cos(a,rccos -,"l + 22 VA |

(b) Pour A =0, on a

¢ dr = slhrde = — = 2.
/Of({«f, x /0 b by [ cos:r]o

méthode
| Pour A # 0, on calcule l'intégrale en reconnaissant une forme u’//x.

On obtient

" ey ds = L [VTT —1" _ I+ A - T2
/0 f,\(J:)dJ:—,\Lvl 2/\cos;L+AJU_ T
_|1+A|—|1—A|
=
Pour || < 1,
" 1+A)=(1-
| pae=EEAIEEN
Pour A = 1,
" AN -1 2
| haae- - -2

Pour A < -1,
(L 4+A)—={1-=2A)

/U fa(@) di = . - 4

b
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La fonction A\ — fo fa(x) dz est figurée ci-dessous.

2

>

-

Exercice 29 ***

Soit f: [0;1] — R une fonction continue et I'application ¢ : x — 322 — 223,

(a) Vérifier que pour tout t réel
1 1 1
go(-é f sint) = . 5 sin(3t).

(b) Montrer

3/2 1
/ f(32% — 22%) dz =2 / f(32% — 22%) da.
0

12

Solution

(a) On sait! sin(3a) = 3sina — 4sin®a. 1l suffit alors de développer le calcul de
©(1/2 + sint) pour constater I'identité.

(b) On réalise le changement de variable z = 1/2+sin ¢ sur chacune des deux intégrales
suivantes :

/6
[ f(32% —22%) da = [ f(— %sm Jt)\ costdt

- /6
,»3/2 /2 1
j f(32% —22%) dr = f f( + = sin(3t) ] costdt.
-1/2 —n/2 2 /

On poursuit avec le changement de variable « = 3¢,

1 1 /2 1 1
/0 f(3x2_2:y3)dx:g/_ﬂ/2f<§+§sinu) cos<3>du

/3/2 , 0 1 /372 /1 1
3z — 2z dx:—/ f<—+—sinu)cos( )du
e ( 3) s’ \27 2 3

En découpant cette derniere intégrale en trois aux valeurs m/2 et —7/2 puis en procédant,
aux changements de variables affines v = —7 —w, » = w ¢t ¥ = 7 — u, on obtient

/_I/Qf(3x2—2x3)dx:g/_w/zf(§+§sinv> (COSU_§W+COS§+COSW3 U) dv.

1. Voir sujet 4 p. 93.




154 Chapitre 4. Calcul de primitives et d'intégrales

Enfin,
3/2 ' /2 ’ \
/ F(3 —22%) de =2 | f(i 1 sinv | cos{.g) dv
Zz 2 \ 3

—1/2 3 J_np2

car apres développement et simplification

-'m‘(#) +cos(1) +cos(n ;’o) = 2(:05(%)

)
u .
D

On en déduit la relation demandée.



CHAPITRE b

Equations différentielles linéaires

K désigne R ou € et I un intervalle de R non vide et non réduit & un point.

5.1 Equations linéaires du premier ordre

Soit @ et b des fonctions continues définies sur 'intervalle I et & valeurs dans K.

5.1.1 Définition
Définition
On appelle solution sur I de I’ éguation différenticlie scalaire linéaire du premier ordre

symbolisée par
(E): ¥ +alz)y = b(z)

toute fonction y: I —+ K dérivable vérifiant

y(z) + a{z)y(z) = b(z) pour tout z € I.

La résolution d’unc équation différentielle passe par la détermination de primitives?®.
Pour cette raison, il importe que les fonetions parametres @ et b soient continues. Aussi,
une primitive sur un intervalle se détermine & une constante prés. Si 'on se positionne
sur une réunion d’intervalles, « il y a autant de constantes que d'intervalles ». Pour cette
raison, la résolution des équations différentielles se limite aux fonctions définies sur un
intervalle.

1. On parle aussi de quadrature.
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5.1.2 Equation homogéne
Définition
L’équation différenticlle
(Epn): ¥ +alz)y=0
est appelée équation homogéne' associée & I'équation
(F): ¥ +alz)y = b(w).

On sait: résoudre une équation homogéne par quadrature :

Théoréme 1

Si A désigne une primitive de la fonction contimme e, les solutions de Péguation
homogene (Ep) sont les fonctions définies sur I par

yn(z) = de M avec X parcourant K.

5.1.3 Principe de résolution de I'équation compléte

Théoréeme 2

Si g, est une solution particuliére de 1'équation { E) alors la solution générale de cette
équation sur I est de la forme

y(:z) = yp(x) + ?fh(a:)

avec g, la solution générale de Péquation (Ep).

Aprés avoir résolu I'équation homogene (E3), il suffit donc de déterminer une solution
particuliere pour achever de résondre (F). Lorsque celle-ci n’est pas apparente, on utilise
la méthode de la variation de la constante.

5.1.4 Meéthode de la variation de la constante

51 A désigne une primitive de la fonction continue a, la solution générale de 1'équation
homogeéne (E}p) s'exprime

yp() = 2™ avee A€ K.

Théoréme 3 (Méthode de la variation de la constante)

Par quadrature, on peut trouver une solution particuliére de 'équation (E) sur I de
la forme

y(z) = Mz)e™  avec X une fonction dérivable sur I.

1. On peut aussi parler d'équation suns second membre.
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5.1.5 Probléeme et théoreme de Cauchy

Définition
Résoudre un probléme de Cauchy associé & Péquation (£): ¥’ + a(x)y = b(z) consiste
& chercher, parmi ses solutions, celles vérifiant la condition initiale y(zy) = yo pour
zg € I et yp € K préalablement choisis.

Théoréme 4

Soit a,b: I — K des fonctions continues, xq € I et yo € K. Il existe une unique
solution an probleme de Cauchy

{v' a{a)y = b2)
Uil = Yo.

5.2 Equations du second ordre 3 coefficients constants

Soit a,b € Ket f: I — K une fonction continue.

5.2.1 Définition

Définition
On appelle solution sur I de I'équation différentielle scalaire linéaire du second ordre
a coefficients constants symbolisée par

(E): 4" +ay +by = f(z)

toute fonction y: I — K deux fois dérivable vérifiant

y"(x) + ey (z) + by(x) = f(x) pour tout x € L.

5.2.2 Equation homogene

Définition
L’équation différenticlle
(Ep):y" +ay' +by =0

est appelée équation hornogéne associée a I'équation

(B): y" +ay' + by = f(u).
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Aln de résoudre I'équation homogéne, on détermine les racines de 1'équation caractéris-
tique associée
™ tar+b=0

de discriminant A.

Théoréme 5 (Cadre complexe! K = C)
Si A # 0, 'équation caractéristique possede deux racines complexes distinctes a et 3
et les fonctions complexes solutions de I'équation (£}) sur R sont déterminées par

yn(z) = Ae®® + ueP  avec (A, ) parcourant C2,

Si A = 0, 'équation caractéristique posséde une racine double o ot les fonctions
complexes solutions de I'équation (£) sur R sont déterminées par

yn(x) = Dx + p)e™®  avec (A, 1) parcourant C2.

Théoreme 6 {Cadre réel K = R)

Si A > 0, Péquation caractéristique posséde deux racines réelles distinctes « et 3 et
les fonctions réelles solutions de 1'équation (E},) sur R sont déterminées par

yn(z) = Xe™® + ue®® avec (), ) parcourant R?.

Si A = 0, I'équation caractéristiqne possede une racine double & et les fonctions
réelles solutions de I'équation (£),) sur R sont déterminées par

ya(z) = (Az + p)e™® avec (A, pu) parcourant R
Si A < 0, 'équation caractéristique posséde deux racines complexes conjuguées a+iw

ct o — iw et les fonctions réelles solutions de I'équation (&) sur R sont déterminées
par

yn(x) = (Acos(wz) + psin{wz))e®®  avec (A, ) parcourant R%.

5.2.3 Principe de résolution de I'équation compléte

Théoréme 7

Si y,, est une solution particuliere de Péquation (E) alors la solution générale de cette
équation sur I est de la forme

#(z) = yp(z) + ya(x)

avec yp, la solution générale de équation ().

1. La résolution des équations du second degré dans le cadre des nombres complexes est présentée
dans le Th. 9 p. 88.
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5.2.4 Détermination d’une solution particuliére

Théoréme 8

Lorsque f(z) = Ae®® avec (A4,a) € K2, on peut trouver une solution particuliére
de (E) sur I de la forme

(e si o n'est pas racine de r? +ar+b=20
yplz) = < Cze*®  sia est racine simple de r?2 +ar + b =10
F
Cz%e®®  si a est racine double de 72 + ar + b = 0.

Lorsque K = R et f(x) = Acos(wz) ou Asin(wz} avec (A,w} € R x R}, on peut trouver
une solution particuliére de 1'équation réelle

Y’ +ay’ + by = Acos(wz) (resp. Asin(wz))
en considérant la partie réelle (resp. imaginaire) de I'équation complexe d’inconnue z

2"+ a2 + bz = Ae¥T,

5.2.5 Probléme et théoréeme de Cauchy

Définition
Résondre un probléme de Cauchy associé & 'équation (E): v + ay’ + by = f(x)
consiste & rechercher, parmi ses solutions, celles vérifiant les conditions initiales
(o) = yo et ¥’ (xo) = yp pour zp € T et yy, 7, € K préalablement choisis.

Théoréme 9

Soit a,b € K, f: I — K une fonction continue, 2o € I et yg,y5 € K. Il existe une
unique solution au probléme de Cauchy

{y” +ay’ + by = f(z)
y(zo) = yo et ¥'(zo) = yp-

Pour que ce théoréme s’applique, il importe que les deux conditions initiales s'expriment,
en la méme valeur zy de la variable z.

5.3 Exercices d'apprentissage

Dans les exercices qui suivent, les solutions cherchées sont & valeurs réelles.

méthode
On commence la résolution d'une équation différentielle ¢n reconnaissant le
type de celle-ci : cela justifie le protocole de résolution suivi.




160 Chapitre 5. Equations différentielles linéaires

5.3.1 Equations linéaires du premier ordre

Exercice 1
Résoudre sur R 1'équation différentielle

(E): y' —sin(z)y = 0.

Solution
I’équation (E) esi une équation différenticlle lin¢aire homogene du premier ordre.

méthode
Afin d’éviter les erreurs de signe, on résout une équation homogéne par la
démarche suivante :
— on exprime ¥’ en fonction de y : ¥’ = alx)y;
— on intégre le facteur de y : [ a(x)}dx = A(z);
— on donne la solution générale a 'aide d'une exponentielle de la primitive
précédente ! : y(z) = WV avee A € K.

On transforme 'équation étudiée afin d’exprimer y” en fonction de y
¥ = sin(z)y.
On integre le facteur de y
sinexde = —cosaz,
On peut alors exprimer la solution générale de (E) sur R

y(z) = Ae” 3% avec A€ R.

Exercice 2
Résondre sur R I'équation différenticlle

(E): ¢ + 22y =z

Solution
L'équation () est une équation différentielle lindaire du premier ordre.

méthode
On sait exprimer {Th. 2 p. 156) la solution générale & partir :
— de la solution générale de P'équation homaogene yp, ;
— d’une solution particuliére y,.

On résout I'équation homogene associce ¥ + 2xy = 0. Cette équation s'éerit aussi

¥ = —2xy ot Uon a
/—21‘. dr = —z°.

La solution générale de 'équation homogeéne s'exprime alors yu{x) = Ade %" avec A € R.

1. En vertu de la formule de dérivation (e") = u'e¥, on est assuré de la justesse du calcul précédent.
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La fonction y, donnée par y,(x) = 1/2 est une solution particuliére apparente de
Iéquation (£). La solution générale de (£) sur R est

ylx) = 1' +Ae® avec AeR.

Exercice 3
Résoudre ’équation différenticlle

iz

(B):y + 142

29 =

Solution
L'équation (E) est une équation différentielle linéaire d'ordre 1 définie sur R.
Ou résout I'équation homogéne associée

23 Ha
f=— — — 2
Vv = —ooay avee f 7 dz = —In{1 +2°).

La solution générale de 1'équation homogene s'exprime

ynlx) = e~ In(1+3%) avec A €R.

L+ x4
Reste 4 déterminer une solution particuliére.

méthode
En 'absence de solution apparente, on détermine une solution particuliére par
la méthode de la variation de la constante (Th. 3 p. 156).

Cherchons une solution particuliére y, de la forme

(i) . o ,
yp{T) = ———= avec A une fonction définie et dérivable sur R.
? 1422

Par dérivation d'un produit (ce qui est ici préférable a la dérivation d’un quotient}, on a
pour tout z réel
s M) 2
At

1+ % (L4 pf)?

En injectant ces expressions dans I'équation (E) et en simplifiant !, on obtient que la
fonction y, est solution de 'équation différenticlle (F) si, et seulement si, pour tout x
réel
Ay
14+ 3%

=1 clest-a-dire MN(z)=1+z?

méthode

L'objectif étant de déterminer une solution particuliére, on choisit une primi-
tive A parmi celles possibles.

1. Sauf erreur de calcul, le terme A(z) se simplifie toujours lors de I'application de la méthode de la
variation de la constante.
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La fonction A donnée par A(z) = z + " convient.
La fonction y, déterminée par

gt 1.3
T+ 3w

o) = T

est solution particuliere! et la solution générale de (E) sur R est?

x4+ z2% + A

T2 avee A e R,
T

ylz) =

5.3.2 Equations linéaires du second ordre 3 coefficients constants

Exercice 4
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

(a)y” — 3y +2y =0 Ly +4y +4y=0
(€)y" -2y +5y=0 d)y" +y=0.
Solution

Les quatre équations sont des équations différentielles linéaires homogenes du second
ordre a coefficients constants.

méthode

| On exprime la solution générale & partir de la résolution de 'équation carac-
| téristique associée (théorémes 5 et 6 p. 158).

{a) L'équation caractéristique associée est r2 — 3r +2 = 0 de racines distinctes 1 et 2,
La solution générale sur R s'exprime

y(x) = Ae® + pe®®  avec (A, i) € R2

(b) L'équation caractéristique associée est 72 + 4r + 4 = 0 de racine double —2. La
solution générale sur R s’exprime

y(z) = Oz + ple™™ avee (A, p) € R2.

(¢) L’équation caractéristique associée est 72 — 27 4+ 5 = 0 de racines complexes non
réelles 1=+ 2i. La solution générale sur R s’exprime

y(z) = (Aeos(2x) + psin(2x))e®  avee (A, u) € R2.

1. Une erreur fréquente est d’oublier de multiplier A par la solution homogéne pour exprimer la
solution particuliére.

2. On voit réapparaitre dans cette expression la constante d’intégration qui a été « négligée » lors de
la détermination de la fonction A.
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(d) L’équation caractéristique associée est! r2 + 1 = 0 de racines i et —i. La solution
générale sur R s’exprime

y(z) = Acosz + psinz  avee (A, p) € RZ

Exercice 5
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
(a) y" +2y +y=e* (b)y" +y —2y=e"

Solution
Les deux équations sont des équations différentielles linéaires du second ordre a cocf-
ficients constants.

méthode
On sait exprimer (Th. 7 p. 158) la solution générale & partir :
-— de la solution générale de 'équation homogéne 1, ;
— d’une solution particuliere y,.
(a) L'équation caractéristique associée est 72 + 2r + 1 = 0 de racine double —1. La
solution générale de I'équation homogene sur R est alors

yn(z) = M+ p)e™ avee (A p) € R%

méthode

Le second membre est de la forme Ae®® avec @ = 2 qui n’est pas racine de
I'équation caractéristique. On détermine une solution particuliére de la forme
yp(z) = Ce®® avec C constante a déterminer (Th. 8 p. 159).

Posons y,(z) = Ce* avec €' constante. La fonction Yp est solution sur R de I"équation
différentielle si, et seulement, si, pour tout x réel

4Ce% + 2 x 206% + Ce?® =2 cest-a-dire 90 = 1.

On obtient donc une solution particuliére en choisissant C = 1/9.
Finalement, la solution générale de 'éguation sur R s’exprime

1.
ylz) = gez"’ +{Ax+pe™™ avee (A pu)= R

(b) [.’équation caractéristique associée est 7?+r—2 = 0 de racines 1 et —2. La solution
générale homogéne s’écrit.

yn(z) = Ae® + pe™® avec (A pu) € B2

1. Et non 7?2 + r = 0 comme on le rencontre parfois...
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méthode

Le sceond membre est de la forme Ae™* avec o = 1 racine simple de I’équation
| caractéristique. On peut alors déterminer une solution particuliére de la forme
] yplx) = Cre® avec C constante & déterminer (Th. 8 p. 159).

Posons yp(2) = Cz ™ avee C constante. La fonction y, sur R est solution de I'équation
différenticlle si, et sculement si, pour tout x réel

Clz+2)e" + Cla+1)e” — 2 x Cze® =¢”,

Ceci donne, aprés simplifications, Péquation 3C = 1. On obtient donc une solution par-
ticuliére en choisissant C' = 1/3. TLa solution générale sur R cst alors

1 ; .
y(z) = gx(rx + AT 4 e avee (A, p) € R2

5.4 Exercices d’'entrainement

Dans les exereices qui suivent, ot sauf mention contraire, les solutions cherchées sont a
valeurs réelles.

5.4.1 Equations linéaires du premier ordre

Exercice 6 *
Résoudre sur |—1;1{ 'équation suivante

(B): (1 —2®)y —zy = V1 - 22

Solution

méthode
Li¢quation proposéc n'est pas a proprement parler une équation différenticlle
lin¢aire du premier ordre car il v a un facteur devant 3. Cependant, ce fac-
teur ne s'anmlant pas sur l'intervalle de résolution ', on peut transformer par
division 'équation en une équation équivalente de la forme attendue.

I'équation (F7) est équivalente & 'équation différentielle linéaire du premier ordre

; @€ 1

T1-2"T A

On résout I'éguation homogene associée

[

P g

: | o .
y' = T3y ave [mdm:—iln“—:r |:—§ln(1 — %),

1. La situation ol le facteur de ¢ s'annule est (raitée en seconde année.
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La solution générale de 'équation homogene cst

A

) N —lln(l—.’nz] o
a() = e -2
yn(z) Ao

avec A e R.

En 'absence de solution particuliére apparente, on applique la méthode de la variation
de Ja constante (Th. 3 p. 156) : on cherche une solution y, de la forme

M)

yple) = ave¢ A une fonction dérivable sur |—1:1[.

v1—2?

En substituant dans I'équation initiale, on obtient que y, est solution si, et seulement si,
pour tout & de |—1;1]

Ma)vVl—a2? = 1— 22 cestadite N(z) = 1.

La fonction A donnée par A{z) = x convient et ceci détermine la solution particuliére

r

Ynlz) = —
-7

Finalement, la solution générale de (F7) sur |—1;1f est

ylz) = avec A€ R

v1-—a2

Exercice 7 *
Résoudre sur les intervalles précisés les équations suivantes :
(a) 3’ + tan{z)y = sin(2z) sur ]—n/2;n/2[.
(b) (z% + 'l)zy' +22(z? + 1)y =1 sur R.
{c) (L +¢®)y — ey =e sur R.
() (1 +In” 2)y’ + 2y = 0 sur R
(¢} chiz)y —shiz)y = 1 sur R.

Solution
Dans chaque cas, 'équation étudiée est (ou est équivalente &) unc équation différentielle
linéaire du premier ordre sur 'intervalle spécifié.

{a) On résout I'équation homogtne associée

/' sinz

W= —tan{aly e /— tanzder = da = In|cosz| = In{cos z).

cosx

La solution générale de I'équation homogeéne est

yn(z) = 2% — Ycosx avec A€R.
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En I'abscnce de solution particuliere apparente, on utilise la méthode de la variation de
la constante en introduisant une fonction y, définie sur |~ /2:7/2[ par

ypl@) = A(z)cosx avec X une fonction dérivable sur |—/2;7/2].

La fonction y, est solution de 'équation différentielle si, et seulement si, pour tout x
de |—7/2;7/2]

N(z)ecosx =sin(2z) cest-a-dire N (x) = 2sinz.

La fonction A donnée par AM(z) = —2cosz convient et la solution générale de I’équation
sur |—7/2;7/2 est

y(x) = —2cos’ 2+ Acosz avee A €R.

(b) On résout 'équation homogéne associée

.‘)_.' '

;

¥y =-

3 & ,,/ _.r;9 l('l:n= ——lnl:z2 -}-1| = —In(:z:2+l).

r

La solution générale de I'équation homogéne est

yp(x) = Ae~ I+ = avec A€ R.

¢ +1

En P'abscence de solution particuliere apparente, on utilise la méthode de la variation de
la constante en introduisant une fonction y, définie sur R par
M) . L.
yo(z) = 2y v A une fonction dérivable sur R.
z
En injectant dans I'équation initiale, la fonction y, est solution de I’équation différentielle
J 1 p 1
si, et seulement si, pour tout x réel,

}
N@z2 +1) =1 cest-d-dire N(x)= ——.
(=) ) Y=
La fonction A donnée par A(z) = arctan z convient ei la solution générale de I'équation
sur R est
arctanx + A

y(z) = —7Tri avec A e€R.

{¢) On résout I"équation homogéne associée

€

X elr
=Ty avec/1+erd:r:ln|1+e""

y

= lu(l + cz).
La solution générale de 'équation homogéne est

yn(z) = A0 = A(1 +e") avec AR
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La fonction y, donnée par y,(z) = —1 est solution apparente! et la solution générale de
I'éguation sur R est

yz) = ~1+A(l+e*) avec A€eR.

(d) méthode

1l s’agit d'une équation homogéne : on risout directement celle-ci sans avoir
besoin de rechercher de solution particulitre? !

: 2 2
Yy =————-—y avec | —————dx = —2arctan(lnx).
z(1+In”z) / a(1+In’z) (o)
La solution générale de I'équation sur R est

y(m) - )‘n—2arctan(lna:) avec AeR.

{e) On résout I'équation homogéne associée
, shz sh T
o=y ave —_— dr =In|chz{ = In{chz).

La solution générale de I'équation homogéne est
pnlx) = Ae™Ch?) — Acha avee A€ R.
La fonction y, dennée par y,(z) = sha est solution particuliére car on sait
ch?z —sh?z =1 pour tout x réel.
La solution générale de I'équation sur R est donc

y(z) =shz+ Acha avec AeR.

Exercice § **

Former une équation différentielle linéaire du premier ordre dont les fonctions solu-
tions sont les fonctions fy: R — R données par

a7 4fF A
A= T avec A€ R.

1. Elle peut aussi étre découverte par la méthode de la variation de la constante au prix de quelques
calculs.
2. Ou, si 'on préfére, la fonction nulle est une solution particuliére évidente.,



m Chapitre 5. Equations différentielles linéaires

Solution

méthode
| On exprime la constante A en fonction de f ot 'on dérive.

Pour tout z réel, on peut écrire
(1+ arﬁ)f)\{a:) —w=A
Eu dérivant, on obticnt.
(1+ ) frlz) +22fx(z) -1 =0.
Les fonctions fx sont donc solutions sur R de 'équation différenticlle
(1+2%)y + 20y —1=0.

Inversement, en menant les caleuls & rebours, une fonction f solution sur R de ceite
équation différenticlle vérifie :

;‘;‘lr { (1+ ,rz)f(.r) — -p) =0

et correspond donc a 'une des fonctions fj.

Exercice 9 **
Résoudre sur R I'équation

(E) : ¢ — y = max(x,0).

Solution
L'équation (£) cst une équation différentielle linéaire du premier ordre!. La solution
genérale de I"équation homogene est

antal = 2xe* avec A€ R
On détermine une solution particuliére de la forme y,(x) = A(x)e™ avee A une fonction

dérivable. Cetie [onction est solution de I'équation (E) si, et seulement si, pour tout
réel

. 0 siz >0
N (x)e® = max(z,0) c'est-3-dire N{(z) = max{(x,0)c™* = l > s
10 siz <0,

méthode

On détermine une fonction A convenable en choisissant une constante sur R_
et une primitive de ¢ — x¢™* sur K4 prenant la mé&me valeur cn 0.

1. La fonction 1y max(x,0) est une fonction continue sur [,
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Par intégration par partics, une primitive de la fonetion £ — 2 T est 2z —(w+1)e *
La fonction A déterminée par

B , {rx+ e ™ sixz o0
M) = 1 six<{

est alors convenable. En effet, cette fonction est dérivable sur |0; +o00| et |—o0c;0[ avec
XN(z) = max(z,0)e™® pour tout @ réel non nul. Elle aussi dérivable en 0 car! dérivable
a droite avec Aj{0) = 0 et dérivable & gauche avec X, (0) = 0 puisque la valeur de la
constante choisie sur R* correspond A la valeur de la fonction en 0.
La solution générale de Péquation (&) sur R est alors
yla) = { (::‘ +1) + re bf 220 avee A € R
—e¥ 4+ Ae® siz <0

5.4.2 Probléme de Cauchy

Exercice 10 *
Déterminer la solution an probléme de Cauchy

¥ —(z+ g+ D=0 et y0)=1.

Solution
L’équation étudiée s'exprime

¥ —(z+1lly=z+1
Clest unc équation différentielle linéaire du premier ordre définie sur R : on cst assuré de
I'existence et de Punicité d’une solution an probléme de Cauchy posé {Th. 4 p. 157).

méthode
On exprime la solution générale de I'équation a 'aide d’une constante que 'on
détermine par la condilion initiale posée.

On résout 'équation homogene associée

¥ =(z+ 1)y avec /(w+1)dw= I.-_: +1)2.

-

La solution générale homogtne cst

ylz) = Ae2@+ Y avee A e R.

1. Une fonction réelle définic sur un intervalle est dérivable en un point intérieur a celui-ci si, ct
sculernent si, elle est dérivable & droite et & gauche en ce point ¢t que les deux nombres dérivés sont
égaux.
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La fonction y,: « =+ —1 est une solution particuliére apparcente ot la solution générale
Yp P DI g
sur R est,
T 3
y(z) = —1 + Aezletl

La condition initiale ¢{0} = 1 est respectée si, et seulement s,
—1+ X2 =1 Clest-a-dire =2 /2
La solution sur R du probléme de Cauchy s’exprime done

y(z) = ez +E _ 1.

Exercice 11 **
Soil g: R — R une fouction continue et a € R.
A Vaide d’une intégrale, exprimer la solution du probléme de Cauchy

¥ +ay=g(x) et y(0)=0.

Solution

L’équation différentielle introduite est linéaire du premicre ordre définie sur R. La
solution générale de '"équation homogene est donnée par y(z) = Ae™%* avec A € R. On
détermine une solution particuliere de la forme

Yp(2) = Az)e % avec A une fonction dérivable sur R.

La fonction 4, est solution de I'équation diflérentielle si, et seulement si, pour tout z réel
N(z)e™® = g{a) cest-a-dire X(z) = g(x)e™.

méthode
Lorsque f désigne une fonction continue sur un intervalle 7, on peut exprimer
une primitive F' de celle-ci a 'aide d’une intégrale {(Th. 2 p. 123) :

xI
Foxoa f{t)ydt pour a choisi arbitrairement dans 7.
Ja

IEn choisissant la primitive s'annulant en 0, la fonction A déterminée par

Az) = / g{t)e® dt
Jo

convient, 1.
La solution géndrale de 'équation différentielle sur | est

y(z) = ( / g(t)et dt + A) e " avec AER.
Ju

1. 1l importe de fixer la borne basse lors de 'expression de la primitive afin que la fonction X soit
explicite.
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Parmi celles-ci, celle vérifiant la condition initiale (0) = 0 est déterminée par A = 0,
c’est, la fonction donnée par

y(z) = (/ g(t)e® dt)e_‘zjt = / el dt.
0 (N
Exercice 12 **

Soit a),aq et by, by des fonctions continues de I vers R. On considére les équations
différentielles :

(Br): ¢ +ar(z)y =bi(z) et (E):y +az(z)y = balz).
(a) A quelle(s) condition(s) ces équations différentielles déterminent-elles les mémes
fonctions solutions ?

{b) A quelle(s) condition(s) ces équations différentielles posseédent-elles au moins
deux fonctions solutions en commun ?

Solution
(&) Supposons que les équations différentielles ([,) et (E;) déterminent les mémes
fonctions solutions.
Soit wg € 1. En vertu du Th. 4 p. 157, il existe une solution y & V’équation (£;) vérifiant

la condition initiale y{xq) = 0. Cette fonction y étant solution des équations (Eq) et (F»)
on a simultanément

y'(wo) = bi{wo) et y'(z0) = bazo).
Ce raisonnement pouvant étre mené pour tout xg appartenant a /, on peut affirmer que
les fonctions b, et by sont égales. Montrons qu’il en est de méme des fonctions aq et a..

Soit zg € I et y la solution de Iéquation (E,} vérifiant la condition initiale y(xg) = 1.
On a simultanément

y'(o:o) +(L1(;‘I.‘0) x1= 61(3:0) et 'y’(il.'()) +{12(I(}) x1l= bz(mg) = hl(.l'o).

On en déduit a1 {zg) = az(xy) et 'on peut conclure que les fonctions 4, et ap sont égales.
La réciproque étant immédiate, on peut affirmer que les équations {E)) et (Ey)} défi-
nissent les mémes fonctions solutions si, et seulement si, elles sont identiques.

(b) méthode

La connaissance de deux solutions d'une équation différentielle linéaire du
premier ordre suffit & les déterminer toutes!.

Soit 1y et y» deux solutions distinctes d’une équation différentielle linéaire du premier
ordre définie sur

(E): ¥ + alz)y = blx).

1. L'ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire du premier ordre peut s'interpréter
comme une droite : connaitre deux points de celle-ci suffit 4 la déterminer toute entiére.
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Pour tout z € I, on a

(1 — w2) (x) + alz) (w1 (2) — ye(@)) = (¥i(2) + al)n (x)) — (vale) + ala)ya(z)) = 0.

La fonction 3 — 1, est donc solution non nulle de I'équation homogéne. Puisque les
solutions de I'équation homogéne s’expriment

un(z) =2 ) avec A€R (et A une primitive fixée de a)

la fonction y; ~ ¥ est de cette forme pour un certain A non nul.
La solution générale homogene peut alors s'exprimer

y(@) = plys — 1)) avec peR.
Au surplus, ¥, est solution particuliére de (£) et la solution générale de (E) s’éerit
ylay =y (x) + gy —we)(z) avee pelR.

En conséquence, si les équations (F)) et (£5) onl deux solutions distinctes en commun,
elles possedent exactement les mémes fonctions solutions et sont done identiques.

Exercice 13 **

Soit @ € R* et ¢: B — R une fonction continue et périodigue de période T > (. On
étudie Péquation différentielle

(E): ¢ + ay =gt}

(a) Montrer que si y est une solution sur R de I'équation, la fonetion ¢ — y(t + T')
Iest anssi.

(b) En déduire qu'une solution y cst T-périodigue si, et seulement si, y(0) = y(T').

(¢) Montrer que I'équation {F) admet une unique solution T-périodique.

Solution
(a) Notons z: R — R la fonction déterminée par la relation z(t) = y{t + 7). Par
composition, la fonction z est dérivable sur R et, pour tout réel] ¢,
Zt)+az(t) =yt +T) +ay(t + T) = @t + T) = p(t).

La fonction z cst done solution de (77) sur R.

(b) 81 y est T-périodique, on a évidemment »(0) = y{T).
méthode

Pour la réciproque, on montre que les fonctions ¢ — y(t} et £ — y(t + T) sont
égales car solutions d’un méme probleme de Cauchy (Th. 4 p. 157).

Supposons y(0) = y(T). Les fonctions y: £ «» yit} et z: ¢ «» y{t + T) sont toutes
cdeux solutions de I'équation différentielle (E} et vérifient la méme condition initiale en 0
car 2(0) = y(T) = y{0). Par unicité de la solution & un probléme de Cauchy, ces deux
fouctions sont égales et la fonction y est T-périodique.
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(¢) La solution générale de 'équation homogene cst yr(t) = de * avec A € R. Si g,
désigne une solution particuliére, la solution générale de I'équation (£} sur R s’exprime

y(t) = yp(t) + Ae™®" avec A€ R.
Pour une telle fonction, on a y{T) = y(0) si, et seulement si,
Up(T) + de T = 4, (0) + A clest-a-dive A(e™T — 1) = 4, (0) — yp(T).
Sachant e~¢T #£ 1, cette équation posséde une unique solution A et il existe donc une

unique solution 7-périodique & l'équation (£).

5.4.3 Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

Exercice 14 *
Déterminer les fonctions complexes solutions de I’équation

(E): o — (14 30y — 4y = 0,

Solution
L’équation {E) est une équation différenticlle linéairc homogéne du second ordre &
coefficients constants définie sur R et d'équation caractéristique

= (1+3)r—-4=0

de discriminant A = 8 + 6i. On détermine ! une racine carrée 6 = 34 i de A et I'on peut
alors exprimer les deux solutions de 'équation caractéristique o = —1 +iet 8 =2 + 2i.
La solution générale de 1'équation (E) sur R s'écrit alors

yla) = 27107 4 pe?00T avee (A, p) € C

Exercice 15 *

Soit w un réel strictement positif. Exprimer simplement la solution générale de 'équa-
tion ¥ — w?y = 0 & 'aide des fonctions hyperboliques ch et sh.

Solution
Il s’agit d'une équation différentielle linéaire homogene du seconde ordre & coefficients
constants définie sur R et d’équation caractéristique 72 —w? = 0 de racines distinctes +w.
La solution générale de cette équation s’exprime
() = Ae*® + pe™* avec (A )€ R

méthode
On exprime e** et ™% 3 l'aide des fonctions hyperboliques par les identités

v = Ch(w‘l’) 4 sh(wx) et e ¥ = Ch(wl’) — sh(w"r)

1. Voir méthode du sujet 10 p. 97.
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La solution générale de 1'équation différentielle s’exprime aussi
y(z) = (X + p) chws) + (A — p)shwe) avee (A, p) € R
=cx =8

Or le couple (A, ) parcourant R?, le couple (o, 3) parcourt aussi R?. En effet, pour
(a, 8) arbitrairement choisi dans R?, le couple (M, p) = (%35, 55F) vérifie A+ 4 = a
et A—pu=4.

On pent donc exprimer la solution générale de 1'équation sur R sous la forme

y(x) = ach(wz) + Ash(wz) avec (o,fB) € R

Exercice 16 *
Résoudre sur R 'équation

(E): ' +0 +y=1+2"%

Solution
L’équation (E) est une équation différentielle linéaire homogene du second ordre &
cocflicients constants définie sur R et d’équation caractéristique
2, . —
r’+r+1=0

dont les solutions sont les racines troisiémes de 'unité j = 2™/3 = _1 1 {¥3 g 42,
La solution générale de I'équation homogene s'cxprime

3\ 3 )
palae) = (/\cos(\_/.dm'! +psin(‘/ a:)\)e‘”/z avee (A, p) € R

méthode
Lorsque le second membre f(x) s’exprime comme une somme fi(z) + f3lr)
on peut déterminer une solution particuliére par la somme des solutions par-
ticuliéres que I'on obtient lorsque les seconds membres sont fi(z) et i) :
c'est le principe de superposition.

La fonction donnée par y;{z) = 1 est solution particuliére de ’équation y” +4y' +y = 1.

On détermine une solution de Péquation y” +y' +y = 2e~2* de la forme yo(ix) = Ce™2®
avee C solution de I'équation 4C — 2C + €' = 2 cc qui donne C' = 2/3.

Par le principe de superposition, la solution générale de (F) sur R s’exprime

I | 3
ylz) =1+ Ee- 2y ()\cos(\,/. ;c) +usin(

\/.33:) )c"”‘/2 avec (A, ) € R

-

Exercice 17 *
Déterminer les solutions réelles des équations différentielles suivantes :
()" + 2 + 2y =sinzx (byy" + y = 2cos® z.
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Solution
(a) Il s’agit d'une équation différentielle linéaire d'ordre 2 & coefficients constants
définie sur R et d’équation caractéristique r2 + 2r + 2 = 0 de racines —1 £ i.
La solution générale homogéne est

yr(x) = (Acosx + psinz)e™™ avee (A p) € R

méthode
On détermine une solution particulicre en considérant la partie imaginaire de
Péquation complexe 2 + 22’ + 2z = &%,

On détermine une solution particuliere de Péguation 2" + 27" 4 2z = e'* de la forme
Ce'® avee C solution de Péquation
1 1~ 24

—C+2iC+2C =1 cdest-adire €= =
14+ 2 5

La partie imaginaire de Ce' détermine une solution particuliere de ['équation initiale

! _gieiw) — la*>i11z1,~—gco:'>-:¢:
5 /5 5 '

e

yp(z) = Tm(

Finalement, la solution générale de 'équation sur R est

1 2 ) .
y(x) = : sinz — £ CosT + (Acosz 4+ usinzle™ avec (A, p)€ R
{b) Tl g’agit d’une équation différentielle linéaire d'ordre 2 A cocfficients constants
définie sur R et d’équation caractéristique 7> + 1 = 0 de racines =i.

La solution générale homogene est
yn(z) = Acosz +pusinz avec (A u) € R%

méthode
| Pour exprimer une solution particuliére, on linéarise le sccond membre.
Par la formule cos(2a) = 2cos®a — 1, on peut écrire 2cos? a2 = 1 + cos(2x).
La fonction donnée par y(z) = 1 est solution particuliére de I'équation au sccond
membre 1. En introduisant I'équation complexe 2” + z = €%, on détermine une solu-

tion particuliere de I'équation au second membre cos(2z) en considérant la partic réelle
de Ce?® avee —4C + C = 1 ce qui donne C' = —1/3. Cette solution particuliére est

1 A 1
yolx :Re(——cz‘“"') —— cos(2x).
vale) = Re( =567 ) = =3 cos(20)
Finalement, la solution générale de ’équation sur R est

ylz)=1-— %cos(Zx) +Acosz + psinz  avec {(\p) € R%
[}
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Exercice 18 *
Résoudre sur R I'équation différentielle

(E): 4" +2y 4+ y =2cha.

Solution

L'équation {E) est une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients
constants définie sur R et d’équation caractéristique (» + 1) = 0 de racine double —1.
La solution générale homogene s’exprime

yn(z) = Az + )™ avee (A p) € R

méthode
Le second membre de 'équation se décompose 2ch{z) = e* + e, On déter-
mine une solution particulicre pour chacun des deux termes et I'on applique
le principe de superposition.

Pour le second membre ¥, on peut trouver nne solution particuliére de la forme Ce®
avec O 4+ 2C + C' =1 ce qui donne € = 1/4.

Pour le second membre e =%, on recherche une solution particuliere de la forme Cx?e™7
car —1 est racine double de U'équation caractéristique (Th. 8 p. 159). En injectant, cette
expression dans 'équation différentielle, la constante est déterminée par 2C = 1 ce qui
donne ' = 1/2.

Finalement, la solution générale de ’équation (£) sur R est

1 1 ) .
yla) = Zcx + 5:1;2(3 T (Ar + e avec (A pu) € R

Exercice 19 ** (Oscillateur {inéaire forcé)
Soit w, wn, A et ¥y des réels strictement positifs. Exprimer la solution générale de
I’équation
Y+ wly = Acos(wyr)
dans chacun des deux cas :
(a} wp # ! {b) wg = w (résonance).

Solution
1l s’agit d'une équation différentielle linéaire d'ordre 2 & cocfficients constants délinie
sur R et d’équation caractéristique 2 + w? = 0 de racines distinetes +iw.
La solution générale homogeéne est done
w1 = Aeos(wz) + psin(wa)  avee (A, 1) € R,

On détermine une solution particuliere en introduisant ’équation complexe

2 bWz = AewWor,



5.4 Exercices d'entrainement

(a) Lorsque wqy # w, une solution particuliére de cette équation complexe est de la

forme C'e'* avec C solution de 'équation

: - A
—waC +w?C=A clest-a-dire C= R |
Wt g
Une solution particuliere de I'équation initiale est alors
ol ..\
Yp(7) = Re(Ce™* ™) = ——— cos(wox)

ct la solution génerale de 'équation différentielle sur R s’exprime

yx) = ———
0

% cos{woz) + Acos(wz) + usin{wz) avec (A, u) € RZ.
w

(b} Lorsque wy = w, une solution pariiculiére de I'équation en 2 est & rechercher de
la forme Cze'™* car iw est racine simple de I'équation caractéristique (Th. 8 p. 159). En
injectant, celte expression dans I'¢quation, la constante € est déterminée par 'équation

A
2iwC = A clest-a-dire C = —i—.
2w

Une solution particuliere de 'équation initiale est alors
1L A .
yp(z) = Re(Cre”) = —a sin{wi).

La solution générale de I'équation sur R s’cxprime alors

i\ .
ylz) = ~§-:1: sin(wz) + Acos(wz) + gsin(wr) avec (X, u) € R%

Exercice 20 *
On veut, déterminer les fonctions y deux fois dérivables sur R vérifiant * -

y'(z) + 23y () + 2°y(x) =0 pour tout 2 € R.

Al = y(x}ex‘/z.

équation différentielle simple que ’on précisera.

(b} Déterminer les fonctions y solutions du probléme posé.

(&) Soit ¥ une fonction deux fois dérivable sur R et z la fonction définie sur R par

Montrer que y est solution du probléme posé si, et seulement si, 2 est solution d’une

1. Il s’agit ici de résoudre une équation différenticlle linéaire du second ordre qui n'est pus & coeffi-
cients constants. L'introduction d'une équation caractéristique n'est pas contextuelle. Des éléments de

résolution de ces équations seront. présentés en seconde année.
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Solution
(a) méthode

I On exprime les dérivées de z en fonction des dérivées de gy ot I'on combine
|| celles-ci pour faire apparailre 'équation étudiée®.

La fonction z est deux fois dérivable et, pour tout z réel, on obtient par dérivation de
produits

Z(x) = (y(x) +aple))e” 2 et 2(z) = (4 (2) + 201/ (2) + 22y(2) + y(x))e* /2.
On a done ,
Y (@) + 2wy’ (x) + 2y(x) = (2"(x) — 2(x))e” /2

Ainsi, la fonction y est solution du probléme posé si, et seulement si, 2 est solution de
I'équation différentielle 2 — z = 0.

(b) L’éguation en z est une éguation différenticlle linéaire homogene d'ordre 2, &
coeflicients constants définie sur R et d'équation caractéristique r? — 1 de racines 1 et —1.
La solition générale de I'équalion en z est

2(z) = Xe” + pe™® avec (A pu)€RZ

Puisque y(z) = z(z)e* /2

du probléme posé

, on obtient directement 'expression de la solution générale

2

E

1;2
y(z) = Xe*"F +pue T avec (A p) e R

Exercice 21 **

Déterminer les couples (a, b) € R? tels que les solutions de 'équation v +ay’ +by = 0
soient toutes bornées sur R.

Solution
L’é¢quation étudiée est une équation différentielle lincaire homogene d’ordre 2 & coeffi-
cients constants d’équation caractéristique 7% + ar + b = 0 de discriminant A = a? — 1b.

méthode
Selon Je signe de A, on déerit la solution générale et 'on étudie dans quels cas
cclle-ci est assurément bornée sur R,.

Cas : A > 0. L’é¢quation caractéristique posséde deux racines réelles a et 3 et la solution
générale de "équation est de la forme

y(z) = Xe®® + pe®®  avec (A, p) € R

1. On peut aussi calculer les dérivées de ¥ en fonction de celles de z et simplement substituer dans
I’'équation étudiée.



5.4 Exercices d’entrainement

Cette solution est bornée pour toute valeur du couple (A, y¢) si, et seulement si, les ra-
cines « et 8 sont négatives ou nulles.

méthode
La somme et le produit des racines de I'équation »% +ar + b = 0 sont ! respec-
tivement —a et b.

Les racines o et 3 sont négatives ou nulles lorsque le produit & = of est positif (les
racines ont méme signe) et que leur somme —a = o + 3 est népatif, soit (a,b) € Ri

Cas : A = 0 (donc & = 0). L’équation caractéristique posséde une racine double o égale
a —a/2 et la solution générale de 'équation s'exprime

y(z) = (Az + p)e*® avec (A p) € R%

Cette solution est bornée pour toute valeur de (A, &) si, et seulement si, o est strictement
négatif, soit @ > 0.

Cas : A < 0 (donc b > 0). L'équation caractéristique posséde deux racines complexes
conjuguées o * iw avec & = —a/2 et la solution générale de 'équation est

y(z) = (Acos(we) + psin(wz))e® avec (A, pu) € R

Cette solution est bornée pour toute valeur de (A, ) si, et seulement si, o est négatif ou
nul, scit a = 0.

En résumé, les solutions de 'équation ¢ + ay’ + by = 0 sont toutes bornées sur R, si,
ct seulement si; a = 0, b = 0 et {a,d) # (0,0).

Exercice 22 **
Soit @ un réel et f : R — R une fonction paire.

Montrer que pour chaque % € R, il existe une unique fonction paire solution de
I'équation différentielle 4" + ay = f(z) et vérifiant y(0} = yo.

Solution
Si ¢ est une fonction paire dérivable, sa dérivée est une fonction impaire et donc
y'(0} = 0. Une fonction solution du probléme posé est donc solution du probléme de
Cauchy
{y" +ay = f(z)
y(0) = yo et y'(0) = 0.

Ceci assure déja I'unicité d’une telle solution (Th. 9 p. 159). Inversement, vérifions que
la selution y de ce probléme de Cauchy est bien une fonction paire.

méthode

| On vérifie que la fonction z: x «+ y(—2z) est solution du méme probléme de
| Cauchy.

1. 11 suffit de développer (& — a){z — 8) pour $’en convaincre!
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La fonction z proposée est deux fois dérivable avec, pour tout z réel, z/(z) = -y (—z)
et z(z) = 3" (~x). Pour tout réel z, on a donc
2z) + az{z) = y'(=z) v ay(~z) = f(~z) = flz).

f cst paire

Au surplus, z(0) = y{0) = yg et 2'(0) = —¢'(0) = 0. La fouction z est done solution du
probléeme de Cauchy définissant 4. Par unicité d'une telle solution, on peut conclure a
I'égalité des fonctions z et y. Autrement dit, la fonction y est paire.

5.4.4 Problemes liés a la résolution d'une équation différentielle

Exercice 23 **
Soit f: R — R une fonction dérivable.

(a) Ou suppose que la fonction f est paire. Etudier 1a parité de la fonction ¢ définie
sur R par g{z) = f'(x) — = f(z).
{(b) Etudier la réciproque.

{¢) Mémes questions avee la fonetion h définie sur R par h(z) = zf'(x) — 2f(2).

Solution

(a) Si la fonction f est paire, sa dérivée f’ est impaire. Aussi, la fonction @ — z f(«)
est impaire. On en déduit I'imparité de la fonction g.

{b) Suppaosons la fonction ¢ impaire.

méthode
| La fonction f est solution de I'équation différentielle ¥’ — zy = g(x).

Introduisons, la fonction f définie par f(z) = f(—2). La lonction f est dérivable et,
pour tout récl z,
Flley —afle) = —(f'(—e) — (—a)f(—x)) = —g(—2) = glx).
g est impaire
Au surplus, f{0) = f(0). Les fonctions f et f sont done solutions d’un méme probléme
de Cauchy associé a 'équation diftérentielle ' — xy = g{x). Par unicité de la solution A
un tel probléme, on peut conclure f = f. Ainsi, la fonction f est paire.

(¢} Si la fonciion f esi paire alors la fonction £ Iest aussi. La réciproque n’est cepen-
dant pas vraie. Pour la fonction dérivable f: @+ @ |z, on a pour tout z réel f'(z) = 2|z|
puis i(z) = 0. La fonction h est paire mais f ne l'est pas.

Exercice 24 **

Déterminer les fonctions réelles f dérivables sur R telles que

Ve R, f(z)=f(-2).
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Solution

méthode
On analyse I'équation vérifiée par f afin de déterminer « la forme » des solu-
tions possibles.

Soit f une fonction solution (8’1l en existe). La dérivée de [ est dérivable sur R car la
fonction x — f{—x) l'est par composition. Ainsi, la fonction f est deux fois dérivable
avee pour tout @ réel

f'() = —f'(~2) = ~f(x).
La fonction f est donc solution de Uéquation différenticlle 4/ +y = 0. La solution générale
de cette équation’ sur R s’exprime

y(z) = Aeosz + psing  avee (A, p) € R%

Ainsi, les solutions du probléme posé figurent parmi les fonctions décrites ci-dessus.
Reste & vérifier? lesquelles, parmi ces fonctions, sont effectivement solutions.

Soit (A1) € R? et f: R - R définie par f(x) = Acosz + psinz. La fonction f est
dérivable et pour tout & récl

fi(x) — f(—2) = (it — AM){cosz + sin x).

Par conséquent, la fonction f est solution si, et senlement si, g = A.
Finalement, les fonctions f solutions s’expriment

fle) = Meosw +sine) avee A eR.

Exercice 25 **

Déterminer toutes les fouctions f: R — C dérivables telles que

Y{s,t) e R®,  f(s+¢)= flw)f(e)

Solution
méthode
| On dérive Pégalité en I'un des deux puramétres.

Soit s € R fixé. Par dérivation3 en le paramétre ¢ de Péquation f(s +1) = f(s)f(#) on
obtient
F(s+) = F5) £ (2).
Iin particulier, pour £ = 0, il vient f'(s) = f/{0)f(s). La fonction f apparait done solution
d’une équation différentielle du lype ¥ = ay avec a un nombre complexe. La sohition
géncrale de cette équation différenticlle §’exprime

#(z) = Ae® avee AeC.

1. Voir sujet 4 p. 162

2. Dans Pétude qui précede, il y a en rupture d'équivalence lors de ta dérivation : ceci peut entrainer
I'apparition de « fausses solutions » d'on la nécessité d'une vérification.

3. La dérivation a lien en la variable £ pour s fixé : on ne dérive pas en les deux variables en méme
temps !
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Ainsi, la fonction f est de cette forme.
Inversement !, une fonction f s'exprimant f{z) = Ae¢®® avee a et A réels vérifie Péqua-
tion proposée si, et seulement si, pour tout (s,1) € R?,
AeU T = 2e® x Ae™  Clest-d-dire AT = A
"n—-‘v—n‘—" \——--.'.—u-—-'
Aedvput =)2gasgat
La fonction f sera donc solution seulement quand A=0ou A = 1.
Finalement, en dehors de la fonction nulle, les solutions sont les fonctions  — %% avec
a un nombre complexe.

Exercice 26 **

Déterminer les fonctions f: [0:1] — R dérivables telles gue

Yo e 031, f() - f(z) = £(0) + F(1).

Solution
L’équation étudiée ne correspond pas & une équation différentielle car le sccond membre
dépend de la fonction inconnue.

méthode
On analyse une fonction solution en observant qu’elle satisfait une équation
différentielle 4/ — y = C pour une certaine constante C.

Soit f une fonction solution. Introduisons C' = f(0) + f{1). La fouction f est solution
de ’équation différentielle ' — y = €' dont la solution générale s’exprime

ylz)= X" —C avec A€R.

En résumé, si f est solution, il existe deux constantes réelles C ¢t A telles que pour
tout @ de [0;1]
flrl=x"-C.

Inversement, considérons f une fonction comme ci-dessus, Celle-ci est dérivable et I'on a
Ve e (051, fllz)-flz)=C et [f(O)+ f(1)=A1+e)—2C.
Cette fonction est donc solution du probléme posé si, et seulement si,
C=A1l+4e)—-2C

Apres résolution, on obticent
I+e
C= )\—( - )
N
Finalement, les solutions cherchées sont les fonctions

/ 1
f:mv—)AI\e"—-—T—e) avec A e R

.

2

1. Le raisonnement qui précéde n’étant pas mené par équivalences, une vérification s’impose.

2. Ces fonctions constituent un sous-espace vectoriel de I’espace des fonctions dérivables de [0;1}
vers & ce qui pouvait étre attendu en interprétant la résolution de 'équation comme la détermination
du noyan de Papplication linéaire ¢: f— f/ — f — F(0) — f(1).
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5.5 Exercices d'approfondissement

Exercice 27 ** (Lemme de Grionwall)

Soit a: [0;+00[ — R une fonction continue & valeurs positives et A sa primitive
s'annulant en 0.

Soit aussi f: [0; +o0[ — R une fonction dérivable.

{a) On suppose que f'(z) £ e{x)f(z) pour tout x = 0. Montrer qu’alors
vre Ry, flz)s f(0)ed®,
(b) On suppose que pour tout z » §
r
fl@) < £0)+ [ atoae
=

Montrer qu'a nouveau

ve e Ry, [flrl< flO)e’

Solution

(a) méthode
La solution générale de 1'équation différenticlle associée & I'inéquation est
f(z) = Ae@®)_ On étudie alors les variations de la fonction A: z — f(z)e—4(=),

La fonction A est définie et dérivable sur [0; +oc[ avec pour tout & = 0

N(x) = (f'{x) — alz)f(=))e Az £ (.

o rer—
<0

La fonction A est donc décroissante sur Ry et I'inégalité A(z) = A{0) détermine celle
voulue.

{b) méthode
| On étudie la fonction h: z v+ f(0) + [, a(t)f(t) dt.

Le terme intégral correspond & Pexpression d’une primitive, la fonction h est donc
dérivable sur [0; +oc| avec, pour tout z » 0,

W(z) = alx)f(z).

La fonction o étant positive, 'inégalité f(z) < h(z) entraine h'(z} = a(x)h(x). L'étude
qui précede donne alors

h(z) < R(0)e?®) = £(0)e?™ pour tout z =0

et il vient done
f(z) < h{z) < f(0)eA  pour tout z = 0.
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Exercice 28 ***
Soit e un réel strictement positif et f: [0;+oo[ = R une fonction de classe C! telle
que f’ + af tend vers 0 en +20. Montrer que f est de limite nulle en +oo.

Salution

méthode
En posant g = f'+af et en résolvant I'équation ¢ +ay = g, on peut exprimer
f a l'aide d’une intégrale fonction de g.

L’équation différentielle ¥ + ay = ¢ est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 de
solution homogéne

yalz) = Xe ™ avec A €R.
Par la méthode de la variation de la constante, on obtient une solution particuliére g, de
la forme
yp(z) = Ma)e™®* avec M (z)= g(x)e®.

On obtient une fonction A convenable & I'aide d*une primitive exprimée par nne intégrale
Azl / g(t)e“t dt.
o

Finalement, la solution générale de 'équation ¢ + ay = g sur [0; +oc[ s’éerit

T
y(z) = he % 4 7= / g(t)e™ dt.
40
En particulier, la fonction f est de cette forme. Il reste a étudier sa limite quand x tend
vers +oc.
Puisque le réel a est strictement positif, on a déja

Ae™%" —— 0.
=400
méthode

Pour montrer que le terme intégral est de limite nulle, on le coupe en deux
afin de pouvoir exprimer par les ¢ gue la fonction g cst de limite nulle L.

Soit & > 0. Puisque la fonction g est de limite nulle, il existe A € R, tel que |g(z}| = ¢
pour tout z » A.
Pour « + A, on découpe l'intégrale en ¢t = A

- . A »
e-“/ g(t)e‘”‘:lr:c_‘”/ glt)e™ dt+/ et de.
0 0

A

1. Pour cette résolution, on prend appui sur définition formelle de limite présentée p. 229.
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D’une part, la premiére intégrale apparait comme une constante et done

'
e ¢* / ql’”("”l” — 0.

- r 0 €400
N

Pour z assez grand, cette quantité est boruée par ¢ : il existe A’ € Ry tel que pour tout
supéricur a A’

A
e_‘”/ g(t)e™ dt' <e.
0

IY’autre part, on peut borner! la seconde intégrale en exploitant |q(f)| T £

" - e
/ ol s di‘ 2 / [gpley e ) - / e gy
A ! JA

,'."7‘ y ’ -
cr || =E( vgir-n) ¢ f
' i T T

Finalement, pour z » max(A, 4}, on obtient

e / g(t)e dt
0

On peut alors conclure que f est de limite nulle en +no.

<+ - = (%,
a

1. On utilise ici 'inégalité triangulaire intégrale (Th. 4 p. 337).






CHAPITRE 6

Suites numériques

6.1 Les suites réelles

6.1.1 Définitions

Définition
On appelle suite réelle toute application «: N — R. Pour n» € N, la valeur u(n), usuel-
lement notée u,, est appelée terme d’indice n de la suite. Une suite est indifféremment
notée u, {u,) ou {uy, )nen-
Une suite (u,,) peut étre définie :
— explicitement, en donnant 'cxpression de son terme général @ u, = ...;
— implicitement, en définissant le terme w,, comme solution d’un probléme dépencant
du parametre n;

— par récurrence, en exprimant v, €nh fonction d'un ou plusieurs rangs précédents.
Plus généralement, si ng désigne un naturel, on parle encore de suite lorsque ’on considére
une fonction u: {n €N | n 2z no} — R. Celle-ci est notée (tn)nzn,-

Par commodité, le reste de I'étude est présenté dans le cas o ny = 0. On peut cependant
généraliser aisément aux suites définies a partir d'un certain rang.

6.1.2 Constances

Définition
| On dit qu'une suite v = {u,) est constante, s'il existe A € R vérifiant w, = A pour
| tout naturel n. Cette suite est alors dite constante égale @ A.

La suite nulle est la suite constante égale & 0.
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Définition
Ou dit qu'une suite u = (u, ) est stationnaire lorsqu'elle est conslante & partir d'un
certain rang. Ceci signifie qi’il existe A € R et N € N tels que u, = A pour tout n
supéricur a N.

6.1.3 Opérations
Définition
Soit deux suites u = (uy) et v = {v,). On définil la suile somme u + v et la suite

produil wv par

(u+v)y =ty +v, et {(uv), =u,v, pourtoutn e N.

En particulier, on définit la suite Aw en multipliant « par la suite constante égale a A.

6.1.4 Monotonies

Définition
On dit. qu'une suite réelle (u,) est croissante si u, = Uy 41 pour tout naturel n.

Elle est dite stricternent croissante lorsque i, < tn41 pour tout naturel n,

Mutatis mutandis, on définit les notions de suite décroissante voire strictement décrois-
sante.

On peut parler aussi de monotonie & partir d'un certain rang : on dit que la suite (wn,) est
croissante a partir du rang ng si la comparaison u, © u,4) est vrale pour tout n = ny.

6.1.5 « Bornitude »

Définition
On dit qu'une suite réelle (u,) est majorée s'il existe M € R vérifiant u,, < M pour
tout naturel n. Un tel réel M esi alors appelé majorant de la suite (u,,).

Lorsqu'une suite ¥ = (u,,) est majorée, on peut! introduire sa borne supérieure, autre-
ment dit, le plus petit de ses majorants. Celle-ci est notée

Supu, SUpu, OU  SUPUp.
nel

La suite {u,) est dite minorée s'il existe m € R vérifiant u, =+ m pour tout naturel n. Un
tel réel rn est alors appelé minorant de la suite et Pon peut introduire la borne inférieure
de la suite qui est le plus grand de ses minorauts.

Définition

On dit qu’unc suite {u,) est bornée s’il existe M € R vérifiant |u,| € M pour tout
naturel n. On dit alors que M est une borne de la suite.

1. 8i la suite % est majorée, Pensemble {un |n € N} est une partic de R non vide ¢t majorée, elle
admet une borne supéricure (Th. 1 p. 5).
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Théoréeme 1
Une suite réelle est bornée si, et seulement si, elle est minorée et majorée.

En pratique, pour montrer u’une suite réelle est bornée, il cst préférable de majorer la
valeur absolue de u, plutét que d'encadrer le terme u,, notamment parce que la valeur
absolue rend les facteurs positifs ce qui permet de multiplier les inégalités.

6.2 Limite d’'une suite réelle

6.2.1 Limites finies et infinies

Définition
On dit qu'nne suite réelle u = (u,,) tend vers un réel £ lorsque Yon a la propriété!

Ve 0,INeN. YneN, n N = |u, — £+ e.

L'inégalité |u, — #| < & peut aussi s'écrire £ — e« w,, © ( + =z : clle signifie que u,, esl une
valeur approchée de £ & ¢ prés.

Théoréme 2 (Unicité de la limite)
Si une suite (u,) tend vers les nombres £ et # alors £ = £/,

Définition
On dit qu'une suite réelle » = (u,,) tend vers +oc lorsque 'on a la propriété ?

V.M' = R; H;I'V i~ N, vn. 53 N, = ."\'r = Uy = Al\'.[

Mutatis mutandis, on définit qu’une suite tend vers —oo en remplacant « w,, -+ M » par
<ty S M ow.

Une suile réelle qui tend vers un réel € ne peut tendre vers un infini. Plus précisément,
lorsqu’il existe, il y a unicité de 'élément ¢ € R = RiU {£oc} vers lequel une suite « peut
tendre.

Définition

Lorsqu’une suite u = {(u,} lend vers un élément £ ¢ventuellement infini, on écrit

u—>£ u,—f€ ou wu, ——¥f.
n—+20

Cet élément £ étant unique, on Pappelle la limite de la suite. Celle-ci est notée

lmu, limuw, ou litn  1z,,.
n—r+oc

1. On peut proposer une définition équivalente avee les inégalités strictes « n > N » au lieu de
anzNretfou «|un — £ <e»anliende « |uy, — £ < 2n
2. On peut aussi proposer une définition en termes d'inégalités strictes.
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6.2.2 Vocabulaire de convergence

Définition
On dit qu’'une suite réelle converge lorsque celle-ci admet une limite finie ¢, Sinon, on
dit que la suite diverge.

Une suite réelle peut présenter trois comportements distincts :
elle pent converger (c'est-a-dire admettre une limite finie);
— elle peut diverger vers un infini;
— elle peut diverger sans posséder de limite.
La suite de terme général (—1)" est un exemple de suite entrant dans la derniére catégorie.

Théoréme 3
Toute snite convergente est bornée.

La réciproque cst fausse comme Villustre la suite de terme général (—1)™.

6.2.3 Limites et inégalités

Théoreme 4 (Passage a la limite des inégalités larges)
Si deux suites réelles (u,) et (v,) sont de limites finies' € et € et, si u, < v,, au
moins & partir d'un certain rang, alors £ < £.

On dit que les inégalités larges sont stables par passage a la limite.

Ce résultat n’est pas vrai pour les inégalités strictes : par passage a la limite, les inégalités
strictes deviennent larges.

En revanche, une inégalité stricte sur la limite produit une inégalité stricte sur les termes
de la suite :

Théoréme 5

8i une suite réelle (u,,) tend vers une limite strictement positive alors, 4 partir d'un
certain rang, les termes de la suite sont tous strictement. positifs.

6.2.4 Limites par opérations

Théoréme 6
Si deux suites (uy,) et (v,) sont de limites finies € et ' alors

Up U, —— €+ et up, —— 4.
n—+o00 n—+o0

Ce résultat se généralise anx limites infinies sous réserve de ne pas étre confronté & une
forme indéterminée @ « (+oc) + (—00) », « 0 X {(+0<) »,...

1. On peut aussi donner un sens 4 ce résultat lorsque les limites sont infinies.
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Théoréme 7

Si une suite (u, ) est de limite finie non nulle £ alors ses termes sont non nuls & partir

d'un certain rang et
1 1

—
Up M T0 I3

Si la suite (u,) tend vers un infini, on peut encore définir la suite des inverses 4 partir
d’un certain rang et affirmer que celle-ci tend vers 0.

Si la suite 1, tend vers 0 et si ses termes sont strictement positifs! alors la suite des
inverses tend vers +oc.

6.2.5 Limites par comparaison

On peut justifier et calculer une limite par les théorémes d’opérations qui précédent. On
peut aussi raisonner par comparaison a l'aide des résultats qui suivent :

Théoréme 8 (Convergence par encadrement )

Soit (an), (bn) et (uy,) trois suites réelles. On suppose que a, € U, % by, a1 moins &
partir d'un certain rang.

Si les suites (ay) et (b,) convergent vers la méme limite ¢, la suite (u,) converge
anssi vers £,

En particulier, si |, — €| = &, avee (g,) de limite nulle, la suite (u,) tend vers £.

Théoréme 9 (Divergence par minoration)

Soit (a,,) et (u,) des suites réelles. On suppose que a, < Uy, au moins a partir d'un
certain rang.

Si la suite {a,) diverge vers 400, la snite {u,) diverge aussi vers +cc.

On peut énoncer un résultat symétrique montrant la divergence vers —oc par majoration.

6.3 Comportement des suites monotones

6.3.1 Théoréme de la limite monotone

Théoreme 10 (Théoréme de la limite monotone)
Toute suite réelle monotone possede une limite.

Plus précisément :
-— une suite croissante et majorée converge et sa limite est sa borne supérieure;
— une suite croissante non majorée diverge vers +oc.

1. Ou seulement strictement positifs 3 partic d’un certain rang.
2. On trouve aussi les appellations imagées : théoréme des gendurmes, de Uétau, du sendwich, ..
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Par passage & U'opposé, une suite déeroissante ot minorée converge vers sa borne inférieure
tandis qu'une suite décroissante non minorée tend vers —oo.

6.3.2 Suites adjacentes

Définition
| On dit que deux suites réelles (a,) et (b,) forment un couple de suites adjacentes
| lorsque la premiere est croissante, que la seconde est décroissante et que leur différence
tend vers 0.

Théoréme 11 (Théoréme des suites adjacentes)

Si (an) et (bn) forment un couple de suites adjacentes, elles convergent vers une
meéme lmite £ et eneadrent celles-ci.

6.4 Suites extraites

6.4.1 Définition

Définition
Om appelle suite extraite’ d’une suite réelle u = {1, .2 toute suite v = (vg)xen pour
laquelle il existe une fonction @: N — N strictement croissante vérifiant vy = Up(k)
pour tout k& € N.

En posant ng = 2k, une suile extraire peut se comprendre comme une sélection a
l'intéricur de la suite % de termes qui se succedent

('Uk) =0y, Jecn  avec g < fig4)-

1l est, par exemple commun de considérer les suites extraites {ugy) et (up41) des termes
d’indices pairs et impairs de la suite u.

Théoréme 12
Si une snite possede une limite, toules ses suites extraites possédent la méme limite.

Ce résultat est essentiellement utile pour établir la divergence d’une suite par extraction
de sous-suites de limites diflérentes. A I'inverse, on peut établir la limite d’une suile en
étudiant les suites extraites des termes d'indices pairs et Imnpairs :

Théoréme 13

Si les suites extraites (up,) et (uzp4)) possédent la méme limite, la suite (v, tend
vers celle-ci.

1. On peut aussi parler de sous-swuite.
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6.4.2 Théoreme de Bolzano-Weierstrass

Théoréme 14 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass}
De toute suite bornée on peut extraire une suite convergente,

6.5 Traductions séquentielles

6.5.1 Réalisation de supremum ou d’infimum

On peut traduire par les suites quune borne supéricure « touche la partie »

Théoreme 15

Si A est une partie de R non vide et majorée (resp. non majorée), il existe une suite
d’éléments de A dont la limite est la borne supérienre de A {resp. +c0).

se résultat peut étre transposé a 'étude d'une borne inférieure.

6.5.2 Densité

Définition
Oun dit qu'une partie X de R est dense dans R si elle rencontre tout intervalle ouvert
non vide :
Y(a,B) e R?, a<b = Ja;b[NX # §.

L’ensemble @ des nombres rationnels et I'ensemble R\ Q des irrationnels sont des parties
denses de R (Th. 6 p. 7). Tl en est de méme de 1'ensemble I des nombres décimaux.

Théoreme 16

Une partie X de R est dense si, et seulement si, tout réel est limite d’une suite
d’éléments de X.

6.6 Extension aux suites complexes

6.6.1 Définitions

Définition
Une suite complexe est une suite z = (2, ) d'éléments de C. Les suites réelles (Re(z,,))
et (Tm(2,,)) se nomment les parties réelle ct imaginaire de (2,).

Les opérations sur les suites réclles sc transposent en les mémes termes aux suites com-
plexes.

En I'absence de relation d’ordre sur C, on ne peut définir les concepts de suites minorées,
de suites majorées ou de suites monotones dans le cadre des suites complexes. On peut
cependant définir la notion de suite bornée :
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Définition
Une suite complexe (2,,) est dite bornée lorsqu'il existe un réel M pour lequel |z, < M
pour tout naturel 7.

6.6.2 Convergence

Définition

On dit quiune suite complexe z = (2z,) tend vers un complexe £ si la suite réelle de
terme général |z, — €| tend vers 0.

Le complexe £ est alors unique, on Pappelle la limite de la suite (z,) ot Pon dit que la
siite converge vers ¢.

Toute suite convergente est bornée et le calenl sur les limites est compatible avee les
opérations sur les suites. De plus, on peut étudier la convergence d’une suite par I'étude
de ses parties réelle et imaginaire :

Théoreme 17

La suite (2,) converge vers £ € C si, ef. sculement si, les snites réclles (Re(z,)) et
(Im(z,)) tendent respectivement vers Re(£) et Im(¢).

Il o’y a pas de concept de limite infinie pour les suites complexes, tout au plus on peut
parler de suile complexe dont le module tend vers +c.

Enfin, notons que la notion de suite extraite se transpose aux suites complexes et que le
théoréeme de Bolzano-Weierstrass reste valable.

6.7 Suites remarquables

K désigne R ou C.

6.7.1 Suites arithmético-géométriques

Définition
| On appelle suite arithmético-géométrigue de raisons g et » € K toute suite numérique
|| {t,) vérifiant uy, 41 = gu,, + v pour n € N.

Oun parle de¢ suite géométrigue de raison ¢ lorsque r = 0. On sait. en exprimer le terme

général ; u,, = ¢"uo.

On parle de suite arithmétigue de raison » lorsque ¢ = 1. On sail encore exprimer le
terme général : w,, = ug + nr.

Lorsque ¢ # 1, on délermine ¢ point fixe de la relation de récurrence {autrement dit, on
résont Péquation a = ga+r} et 'on vérifie que la suite (v,,} de terme général v, = v, —«
ost géométrique de raison g. On peut alors exprimer le terme général v, puis uy,.
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6.7.2 Suites récurrentes linéaires d'ordre 2

Définition
On dit qu'une suite numérique (w,) est récurrente linéaire d’ordre 2 lorsqu'il existe
un couple (a,d) € K? tel que

Up+2 + QUn4y + bty =0 pour tout n € N,
Lorsque ¢ = b = 0, la suite (u,,) correspond a unc suite nulle & partir du rang 2.
Supposons désormais {a,b) = {0,0).
Afin d’exprimer le terme général de la suite (u,) on résout 1'éguation ceractéristique
associée

rrar+b=0

de discriminant A.

Théoréme 18 (Cadre complexe! : K = C)

Si A # 0, I'équation caractéristique posséde deux racines distinctes 7 et 7o et le
termne général s’cxprime

Up = M7+ prd  avec (A p) € CL

Si A = 0, I'équation caractéristique posséde une racine double r et le terme général
s'exprime
up = (An + u)r™ avec (A, p) € C%

Théoreme 19 (Cadre réel : K = [R)

Si A > 0, Péquation caractéristique posséde deux racines réelles distinctes v, et ro
et le terme général s’exprime

u, = Al +pry  avec (A p) € R2

Si A = 0, 'équation caractéristique posséde une racine réelle double r et le terme
général s’exprime
up = (An+u)r® avec (A ) € R%

Si A < 0, I'équation caractéristique posséde deux racines complexes conjuguées re®¢

et le terme pgénéral s’exprime

Un = (Acos(nf) + psin(nf)}r™ avec (A u)e R

Dans les deux cas, les deux premiers termes de la suite permettent de déterminer A et .

1. La résolution des équations du second degré dans le cadre des nombres complexes est présentée
dans le Th. & p. 88,
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6.8 Exercices d'apprentissage

6.8.1 Généralités

Exercice 1

Exprimer le terme général de la suite réelle (u,,) définie par :
(a)up=0et Yn € N, up1y = 3u, + 1.
(b)ug =1, u1 = -3 et ¥Yn €N, upya + 2up1 +up, =0,

(C) wp=1,uy =2etVn e N, u,y0— 24,11 + 2u, = 0.

Solution
{a) La suite (u,) est une suite arithmético-géométrique.
méthode
| On introduit v, = w, — o avec a point fixe de la relation de récurrence.

L’équation o = 3o + 1 a pour solution & = —1/2. Considérons alors la suite () de
terme général v, = u, + 1/2. On a vg = 1/2 et pour tout n € N

1L
Un41 — Uni1 + o= Oty + e 31),,,.

La suite {v,) est géométrique de raison 3 et donc

"un .;'I A
Uy = 3”1)0 = — pus iU, = p

»
- -

pour tout n € N.

(b} La suite (u,)} est une snite récurrente linéaire d’ordre 2.

méthade

On résout 'équation caractéristique afin de proposer la forme générale de
Pécriture de u, (Th. 19 p. 195).

L’équation caractéristique associée A la relation de récurrence est % + 2r +1 = 0 de
racine double » = —1. Le terme général de la snite (u,) s'exprime alors

Uy = (An+ ) (-1)"

avec A, p réels. Les conditions initiales g = 1 et u; = —3 permettent de déterminer A
ct ji : on obtient A = 2 et ¢ = 1. Finalement, u,, = (—1)*(2n + 1) pour tout naturel n.

(c) La suite {(u,) est une suite récurrente linéaire d'ordre 2 d’équation caractéris-
tique % — 2r + 2 = 0 de racines complexes 1 £ 1.
méthode

Lorsque les racines sont complexes, on écrit 'une d’elles sous forme trigono-
métrique re'? afin de pouvoir exprimer ! le terme général.
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2

On peut écrire 1 +i = re" avec r = /2 et 8 = /4. Le terme général de la suite (u,,)

g'exprime alors
.H n i nn a
e = | Acon )7 i T va

Les conditions initiales ug = 1 et v, = 2 déterminent A el g tous deux égaux 4 1. Ou
conclut

i P rY Y - -1 ' — ]
Uy = ( cos | % ) + sin( % ) ) V2 = cos( ¥ )\ 2n+ pour tout n € N,
4 :

Exercice 2
Etudicr la monotonie de la snite (u,) dans chacun des cas snivants :
g\
(a) u, = 2" Sin(z—“/] avec 8 € [0; 7] (b)tpg1 =cm —letuy € R
— 1 = =
2} ik, == el d — 1 - — n>=1.

(c}u ;I)_;n_l_kavecn (d) up ,};Ilk ka)avec n >

Solution

{a) méthode

| On compare les termes successifs i, et by .

Soit n € N. Par la formule sin(2a) = 2sinacosa, on écrit

[ f fog \

D’une part, le cosinus est inférieur & 1 car I'angle 8/2"*! appartient & [0;7/2]. D'autre
part, u,41 est positif par le méme argument. On en déduit u,, © 1, 1. La suite (u,) est
croissante.

(b} méthode
[ On étudie le signe de 411 — Up-

Pour n € N, 1,41 — 1, = f(u,) avec f la fonction définie sur R par f(z) = —x— 1.

1. 1l ¥ a des similarités entre la résolution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 A coefficients
constants (Th. 6 p. 158) et la résolution d’une relation de récurrence linéaire double. Cependant, ces deux

exploite Pécriture algébrique « + iw alors que, pour les suites, on utilise 'écriture trigonométrique re'?.
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La fonction f cst dérivable avec f'{z) = e* — 1 pour tout réel x.

r | —oo 0 +00

“+00 +00

La fonction f est positive et la suite {u,,) est donc croissante,

(¢) méthade
| On simplifie u,,,; — u, avant d'en déterminer le signe.

Pour n € N*, on a aprés simplification des termes communs '

n+1 1

1
Untl — Up = > =

t__—_‘ln-l-l—i-k k_ln-l-k

n

1 1 1 \ T 1 1
(n-l-Z-n_-l-?»’. ’271+2)-\n+1*n+2* *n)
1 1 1 1 1
2n+1 ’ Mm+2 n+l 2n+1 2n+2

=0
La suite étudiée est croissante.
{d) méthode

| On compare & 1 le rapport de deux termes successifs.

Pour n € N*, le terme wu,, cst strictement positif? par produit de facteurs qui le sont
et, en simplifiant les facteurs communs,

Un+1 . 1
— - <
thy, 2An+1)2

La suite (u, ) est donc déeroissante.

Exercice 3

Soit (1) une suite teile que les suites extraites (ug,), (u2p41) et (1) convergent.
Montrer que (un,) converge.

1. Pour exprimer w., .. on n'oublie pas de remplacer n par n + 1 dans le terme sommé.

2. Non seulement la non nullité de wu, permet de diviser par u, mais son signe positif permet de
multiplier les inégalités. La comparaison & 1 du quolient u, 4| /u, détermine alors lequel de U, , | ou
de u, est le plus grand.
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Solution

méthade
| On montre que (ug,) et (#2,41) convergent vers la méme limite (Th. 13 p. 192).

Notons £, £ et £” les limites des trois suites extraites (uap), (uopy1) et (ug2).

La suite (u(zx)2) est une suite extraite commune aux suites (uzp) et (u42). En effet, ses
termes ont des indices qui sont & la fois des entiers pairs ot des carrés. Celle-ci converge
donc & la fois vers £ et vers £” (Th. 12 p. 192). Par unicité de la limite, £ = £”.

Aussi, la suite (u(2411)z) est une suite extraite commune aux suites (up41) et (ug2).
On en déduit ¢ = £ puis, finalement, £ = #. Les suites des termes d'indices pairs et
impairs convergeant vers la méme limite, la suite compléte converge vers cette limite.

6.8.2 Convergence et divergence

Exercice 4

Soit (u,) une suite croissante de réels strictement positifs. On suppose que la suite
(1) converge. Montrer que sa limite £ est strictement, positive.

Solution
Pour tout n € N, on a u, > 0. En passant & la limite, on obtient I » 0 car les inégalités
strictes deviennent larges par passage a la limite...

méthode
| On prend appui par comparaison sur un terme de la suite.

La suite {(u,) étant supposée croissante, on peut écrire u,, = w%p pour tout naturcl 7.
En passant & la limite, on obtient £ > ug et donc £ > 0 car ug > 0.

Exercice 5
Etudier la convergence du produit d’une suite bornée par une suite de limite nulle.

Solution

méthode
| On montre par comparaison que le produit tend vers 0.

Soit (,) une suitc bornée par un certain réel M et (vy,) une suite de limite nulle. Pour
tout naturel n, on a!
[unvn = O] = |unt [va] © M |v,].
Par produit de limites, le terme A |v,] tend vers 0 et, par théoréme de convergence par
encadrement (Th. 8 p. 191), on conclut 2 que (unv,) tend vers 0.

1. Il est plus commode de raisonner par les valeurs absolues plutét que par encadrement, notamment
car le signe du facteur v, n'est pas connu.

2. La démounstration proposée vaut aussi bien pour une suite réelle que pour une suite complexe : il
suffit de lire « module » au lieu de « valeur absolue ».
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Exercice 6
Sait 4 et 2 denx suites réelles.

{a} On suppose que les suites % et u+2 convergent. Montrer que la suite # converge.

{b) On suppose que les suites u et uv convergent. Peut-on affirmer la convergence
de la sunite v 7

Solution
(a) méthode

[ On exprime v en fonction de u ot u + .

Pour tout n € N, on éerit v, = {u, + v,) — 1, ct donc, par opérations sur les suites
convergentes, on peut affirmer que la suite v converge.

{I>) méthode
| L'affirmation semble douteuse : on produit un contre-exemple.
Considérons les suites u et v déterminées par u, = 1/n (pour n € N¥) et v, = n.

La suite u converge vers 0 ot la suite produit uw converge vers 1. Cependant, la suite »
diverge! vers +oo.

Exercice 7
Donner dans chaque cas un exemple de suite (uy,) :
(a) ni minorée, ni majorée;

(b) minorée, non majorée et qui ne tend pas vers +o0;

{¢) positive qui tend vers ¢ sans étre décroissante.

Solution

méthode
| 1 faut avoir en téte que des suites pouvent, osciller...

(a) (ur) = ((—1)"n) convient ?. Cette suite n’est pas majorée car la suite extraite des
termes d'indices pairs diverge vers +o¢. Elle n'est pas minorée car la suite extraite des
termes d’indices impairs diverge vers —oc.

(b) (#n) = ((1 + (=1)™)n) convient. Fn effet, ses termes sont positifs, clle n'est pas
majorée a cause des termes d'indices pairs, clle ne diverge pas vers 400 & cause des termes
d’indices impairs.

(¢) (un) = | ————) convient. Cette suite tend vers 0 car c’est le produit d’une suite
bornée par une suite de limite nulle. Cette suite n’est pas décroissanie car ses termes
d’'indices impairs sont nnls alors que ceux d'indices pairs sont strictement. positifs.

1. Avec v, = (—1)", on propose un exemple ol la suite diverge sans limite.
2. On peut aussi proposer 4y, = sinn mais argumentation est moins commode.



6.8 Exercices d'apprentissage

Exercice 8

Soit 8 € |0; 2w [. Montrer la divergence des suites de termes généraux u, avec :
(a) up = (—1)" (b} u,, = cos(nf) (€) un, = e™?.

Solution

(a) méthade
| On extrait deux suites aux comportements asymptotiques différents.

La suite extraite {uz,) est constante égale & 1 et converge donc vers 1. A V'inverse, la
suite (#2n41) converge vers ~1. La suite (u,) est donc divergente (Th. 12 p. 192).

{b) méthode

On constate que I'existence d’une limite A la suite {cos(n#)) est incompatible
avec les formules de trigonomdétrie usnelles.

Par l'absurde, supposons la convergence de {cos(n8)) vers une limite £. Soit n € N. La
formule de factorisation

cos((n + 1)8) + cos((n — 1)8) = 2cos(nf) cosf

donne par passage a la limite
2= 2¢cosd.

Sachant cos@ » 1, on peut affirmer £ = 0. Or la formule de développement
cos(2nf) = 2cos?(nf) — 1

donne alors a la limite 'absurdité 0 = —1. La suite (cos(nﬁ)) est donc divergente !

(¢) Par Uétude qui préceéde, on a remarqué la divergence de la partie réelle de la
suite (e'”“g) : ¢’est un argument suffisant pour conclure 4 sa divergence. On peut cependant
proposer une démonstration plus directe :

méthode
| On observe que u,4; — un ne tend pas vers 0.

Soit n € N. En factorisant, on peut écrire

Uyl — Uy = €™ (& — 1) .

La différence w,, 1 — u, n’est donc pas de limite nulle et la suite (u,,) est divergente.

Notons que la condition t,4) — %, — 0 est une condition nécessaire de convergence
mais celle-ci n'est pas suffisante : voir sujet 16 p, 208.

1. Pour & = 7, on retrouve la divergence de la suite ((—1)™).
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6.8.3 Calcul de limites

Exercice 9
Etudier! les limites suivantes

(a) lim e"—n {b) lim L md (¢} lim vn+1—y/n
n—+oc noteo 22 4+ 1 n—+00 .
- 1/n . 1/n 2n)!
(d) nlﬂlm 7 (e) nllgl@@ + cosn) (f) B (D2
ind
(g) lim ETaveCGGR

n—+oc

Solution

(a) Il s’agit de résoudre une forme indéterminée additive « (+00) = (+0oc) »,

méthode
| On factorise le terme prépondérant.

e"—n= e x(1- ne_") — 400 caronsait lim xe £ =0.
\ , \ ,/ n—+oo =40
—+00

(b} Il s’agit de résoudre une forme indéterminée quotient « (+o00}/(-+oc) ».

méthode
| On factorise les termes prépondérants an numérateur et au dénominateur.

nPin+l 2P 1+5 +n3 1+ +%
_ n > +00
2n2 +1 n? 2 + F 2 + n—+oco
- —
—>+00 _>%

(c) 1l s’agit de résoudre une forme indéterminée additive « (+oc) — (+oc) ».

méthode
| On multiplie et Pon divise par la quantité conjuguée.

(Vr+1—yn)(vn+1+/n) 1

vn+l—-—+/n= = >
v vr+1+/n Va4 14+ /n notee

(d) 11 ¢’agit de résoudre une forme indéterminée puissance « +oc? ».

méthode
| On exprime la puissance sous forme exponentielle.

1. Etudier une limite consiste & savoir si celle-ci existe (ce qui n'est pas automatique) et déterminer
sa valeur si te} est le cas.
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On obtient

oo
—— 1 caronsait lim — =10.
n—+0c To+00 T

Tl-]/ o (:‘" Inn

{e) La suite de terme général (cosn) est divergente, I'étude se préte mal & un raison-
nement par opérations.

méthode
| Unc limite peut étre déterminée par opérations ou par comparaisons.

Pour tout naturel n, le terme cos 7 est compris entre —1 et 1 et done

17 < (24 cosn)!/m g 3H o l.
2> +20

Par le théoréme de convergence par encadrement (Th. 8 p. 191), on conclut

(2 4+ cosn)/* —— 1.

L—+0c

(f} I s’agit de résoudre une forme indéterminée quotient « (+00)/{+oc) ». Le terme
général se préte cependant mal au raisonnement par opérations.

méthode
| On minore la suite étudiée par une suite de limite +oc.

On cxprime les nombres factoriels par des produits et 'on simplific les portions com-
mnunes au numeérateur et au dénominateur

(2n)! _ I1x2x---xnx{n+1)x--x(2n) (n+1)x{n+2)x---x(2n)

(n))?2 (1x2x- xn)2 IX2X:--Xn
{ 1 2 2
:n+)x(n+)x--vx£2n+l————>+oo.
1 . 2 7 n—+oo
=1 >

Par le théoréme de divergence par minoration (Th. 9 p. 191), on conclut que la suite
¢tudiée diverge vers +oc.

{g) méthode

| L'exponentielle imaginaire ™ est bornée car de morule 1
ind
e'” i |
— =" x - ——0.
{2 n n—rtoe
e S
bornée O

Exercice 10

Etudier les limites quand n croit vers I’inﬁni des termes suivants :
L

- 1 = win k
("') S = g "+ ﬁ b) S = Z (l‘} S E ( + ’o):
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Solution
Aucune de ces sommes ne peut étre simplement calculées : on étudie leur limite par
un argument de comparaison (Th. 8 et 9 p. 191).
(a) méthode

Pour estimer 'ordre asymptotique de la somme, on cneadre celle-ci a partir
du plus petit et du plus grand terme sommdé.

Soit. n. € N*. Pour k allant de 1 & n, on peut affirmer

1 1 1
— < — =<
"y H+VEk n
On en déduit 'encadrement
i 1
e — <K, <1nx
n4Jn T |

Les termes encadrants convergent vers 1, et done, par le théoréme de convergence par
encadrement, on conclut que (S,) tend vers 1.

(b} Soit n € N*. Pour k allant de 1 & n, on peut cneadrer le terme sommé

1 1
“ <
n vn+k vin+1

1~

[\~

v
et ['on obtient en sommant

1

Sp <N X ———

1
nX — <
V2n vn+1

+oo

n—+oo

l{

Par le théoréme de divergence par minoration, on peut affirmer que (5,) tend vers +o00.

{c) Le facteur sin & changeant de signe, il n'est pas simple d'encadrer le terme sommé.
Cependant, le dénominateur est au moins égal & (n+1)? ¢t les nombres sommés paraissent.
« a8s0zZ petits ».

méthode

| On majore |S,| par un terme de limite mualle.

Soit nn € N*. Par l'inégalité triangulaire

lQ - Y‘\ |Sillki - re 1 1

€y =X e — 30
' Tn ek T (nt1)? ' (n+1)2 wsrn

La suite (S,) est donc de limite nulle.
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6.8.4 Limites monotones

Exercice 11
Montrer la convergence de la suite {u,) de terme général

12 l
=),
=l ;

Solution

méthode
| Lorsqu'il est demandé de justifier une convergence sans caleuler la limite, on
| peut penser & utiliser le théoréme de la limite monotone (Th. 10 p. 191).

Oun étudie la monotonic de la suite (i, ). Soit n € N*. Fn simplifiant les termes communs
aux deux sommes

5" ! Z 1 1
u '[.L — _' ».—I — —&_——.—.
et T e 12 ne {0+ 1)
=1 k=1

>

La suite (u,) est donc croissante. Il suffit alors de montrer qu'elle est majorée pour
aflirmer qu’elle converge.

Chaque terme de la somme est inférieur a 1 et celle-ci est done inférieure & n : ceci ne
produit pas un majorant satisfaisant, un majorant doit &tre une constante !

méthode
| On compare ie terme sommé & un terme proche dont on sait cateuler la somme.

Soit n € N*. Pour tout k € [2;n], on a
1 1 1 1

-«

B2 kk-1)" k-1 k

En sommant ces inégalités (I'indice 1 étant traité a part), on obtient
~ 1 ~f 1 1 1
Uy # 14 14 — =1l4+]—==<2
>—- k? >—' (k -1 % ) 1L
k=2 k=2

La suite (u,)} est donc croissante et majorée : elle converge 1.

Exercice 12 (Approximation décimale d’un réel}

Soit z un réel. On étudie les suites (andnen €t (9n)nex déterminées par
10z b [10"z] +1
ToLm S T

L

Montrer que celles-ci forment un couple de suites adjacentes convergeant vers z.

1. On peut montrer que sa limite vaut m2/6, voir sujet 28 p. 413,
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Solution

méthode

I On montre que deux suites sont adjacentes en constatant que ['une est crois-
|| sante, autre décroissante et que la différence tend vers 0.

Soit n € N, On peut écrire! [10™z} € 10"z et donc 10 [10™z] < 107*1x. La partie
entiere désignant le plus grand entier inférieur au nombre, on a

10107z | < [10™* ).

En divisant par 10%+!, on obtient @, < a,41 : la suite (ay) est croissante.

Aussi, 10"z < [10"z|+1 donc [10" % | < 10"z < 10 [10"2)+10. Les deux membres
extrémes désignant des entiers, on peut transformer 'inégalité stricte en 'inégalité large
suivante

[107* 1z ] + 1 < 10 [10™z] 4 10.

On-l-l

En divisant par 1 , on parvient a by4+q < by, ¢ la suite (b,) est décroissante.

Enfin, la différence b,, — a,, tend vers 0 car égale a 1077,

méthode

Le théoreme des suites adjacentes (Th. 11 p. 192) assure 'existence dune
limite communc aux suites (e, )} et (b,).

Pour tout naturel n, 'encadrement |10"z| < 10%z < 10"x + 1 donne a,, < ¥ < by,.
En notant £ la limite commune aux suites adjacentes (a,) et (b,), on obticut par passage
& la limite des inégalités larges £ = 2 < £ et done £ = .

6.9 Exercices d’entrainement

5.9.1 Définitions quantifiées des limites

On préfere généralement utiliser les théorémes du cours phutdt que de revenir aux dé-
finitions quantifiées des limites. Cependant, il est quelquefois nécessaire de faire parler
les £... sous réserve de savoir ce que l'on veut leur faire dire!

Exercice 13 *
Soit (uy) et (v,) deux suites réelles convergeant vers £ et ¢ avec £ < £/,
Montrer qu’a partir d'un certain rang, u,, est strictement inférieur a v,

1. Pour tout réel x, on sait |x| £z < |z] + 1.
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Solution

méthode
Bicen que cela ne soit pas indispensable a la résolution du probléme, nous
ramenons celui-ci & 0 en considérant w,, = v, — tiy,.

La suite (w,) converge vers la limite m = # — £ strictement positive. ’ar la définition
quantifiée de la convergence, exprimée avec des inégalités strictes, on peut écrire

Ve>0,AINeN,VneN, na2N — m—-ec<w, <m+e.

Cette propri¢té peut notamment étre exploitée avec € = m qui est eflectivement stricte-
ment positif. On peut donc affirmer qu’il existe un rang N tel que pour tout n = N on
ait

wy, >m—z=0.
La suite (w,) est donc & termes strictement positifs ! & partir d’un certain et w, < v, a
partir du méme rang,.

Exercice 14 **
Soit (uy,) une suite dont les termes sont tous entiers.
Momntrer que (u,) converge si, et seulement si, (u,) est stationnaire.

Solution
5i la suite (u,) est stationnaire égale & A, il est clair que cette suite converge vers A.
Inversement., supposons que la suite (u,) converge et notons £ sa limite.

méthode
| On étudie la suite de terme général w,, | — tn.

La suite de terme général (uy,4)) converge vers la méme limite que la suite {u,) car elle
s'en déduit par un glissement d’indice ?. Par différence, la suite (i,41 — u,) tend vers 0
et 'on peut donc écrire

YVe>0,AINeN, YneN, nz=zN — |u..,“g-1 — uul .

En particulier, pour ¢ = 1/2 > 0, il existe un rang N € N tel que |uy41 — uq| € 1/2 pour
tout naturel n = N. Or w,411 — 4, est un entier et done 2,47 — 4, = 0.
Finalement, la suite (1,) esl constante & partir du rang N.

Exercice 15 *** (Lemme de Cesaro)
Soit (un)nz1 une suite réelle convergeant vers une limite £,
Montrer que la suite (v ), des moyennes

Uyt U2+ - Un
n

f‘“ -

converge aussi vers £,

1. On vient ici de reproduire la démonstration du Th. 5 p. 190.
2. On peut ausst dire qu'il s’agit d'une suite extraite et employer le Th. 12 p. 192,
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Solution
méthode
| On étudie v, — £ en commencant par rapprocher £ des termes de la suite (u,).
Soit n € N*. En écrivant nf = £ + £+ --- + £ (somme & n termes), il vient
souwtuzt-cFup—nl (=4 (ua =+ +(ug — £)
n n

Up,

puis par 'inégalit¢ triangulaire

Jur — €]+ Juz — €+ + fup — 4]
" :

lon — €] <

méthode
| Par les ¢, on exprime & partir d’un certain rang la proximité de u, et £.

Soit £ > 0. La suite (uy,) convergeant vers £, il existe un rang N tel que |u, — €] < ¢
pour tout naturel n supérieur a N. On scinde alors la somme de l'inéquation (*) au
niveau du rang N

{ cogsnante < !

3 g N

Cu =+t Jun = £ ‘ [unir =8 k- |un — ¢
' n n

Le terme C/n est de limite nulle et il existe done un rang N tel que C'/n = ¢ pour
tout naturel n supérieur & N’.

Finalement, on obtient! |v, — £| © 2¢ pour tout n » max(N,N’). On peut affirnier
que (v,) tend vers £.

6.9.2 Limites monotones

Exercice 16 * (Somme harmonique)

-
b=1

{a} Vérifier que, pour tout n € N*,

Pour tout n € N*, on pose

1

1

H2n - ’fn - §

(b) En déduire que la suite (H,) tend ? vers +oc.

1. L'organisation du raisonnement est subtile : le choix de ¢ détermine N qui détermine a son tour
la valeur de C puis la valeur de N/, Conelure par une comparaison « 2¢ au lien de < ¢ est anecdotique,
il suffit de modifier le choix du ¢ initial pour parvenir & la conclusion attendue.
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Solution

(a) Soit n € N*. En simplifiant les termes communs aux deux sommes

% { T"‘ 1 2v" { | 1

Hyy—Hy=) -=Y += — AN ==

Tt Sreut Stall) S € A v ()
k=1 k=1 k=n41

car la derniére somme écrite comporte n termes tous au moins égaux & 1/2n.

(b) méthode
| On étudie la monotonie de la suite (Hy,).
Pour n € N*, on obtient aprés simplification des termes communs

1 1
- = = 0.
-1

On en déduit que la suite (H,,) est croissante. Elle admet done nne limite, éventuellement
égale & +>0 (Th. 10 p. 191).

Par Pabsurde, si la suite (H,} tend vers une limite finie ¢, la suite extraite (Ha,)
tend vers la méme limite (Th. 12 p. 192). La comparaison (*) donne a la limite 'absur-
dité £ — = 1/2.

On peut conclure que la suite {H,) est de limite® +oc.

Exercice 17 **

Soit {u,) une suite de réels posilifs telle que, pour tout n € N,

1
Upy2 B i(un Tty l)‘

Montrer que la suite (u,) converge.

On pourra étudicr la monotonic de la suite (v,) avec v, = max(Uaty, ty)-

Solution
Pour tout n € N, on & u, < v, ¢t thpyy = 2, dONC #yp9 = v, puis

Uny) = MaX(Uny2,Un 1) = Up.

[La suile (v, ) est décroissante. Elle est de plus minorée par 0 et donc elle converge.

méthode
| On encadre la snite (u,) a 1'aide des termes de la snite (v,,).

2. La suite (Hy) est un excple fameux de suite divergente dont la différence de deux termes consé-
cutifs 1f,, .y — Hn = —— tend vers 0.

3. Dans le chapitre 11 sur les séries numérigues on dira : « la série 37 }'1 est divergente ».
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Pour 7 naturel

) | | )
Uyl — AN .,-Un+2) < Inax( ,,(Un+1 + un+1); ~ (uu + ?Ln+1) }

1 1 1 i
= U4l + émax(unH,un) = FUn+1 + 5 Y-

On a donc 'encadrement
2Ung1 = Uy 5 Upyl & Up.

Les deux membres encadrants convergent vers la méme limite et done, par le théoréme
de convergence par encadrement, la suite (u,) converge vers cette limite.

Exercice 18 **

Soit {ur ) une suite réelle bornée. On pose

an = inf u, et b, =supu,.
pzn p=n

{a) Montrer que les suites (a,,} ct (b,) convergent.

{b) Montrer que la suite (u,) converge si, et seulcment si, les limites des suites (a,)
et (b, ) sont égales.

Solution

{a) Pour tout n € N, les termes a, ct b, sont bicn définis car {u-p | p = n} est une
partie de R non vide et bornée (Th. 1 p. 5).

méthode
Si A et B sont des partics non vides et bornées de R avec A C B alors

inf(B) < inf(A) et sup({4) < sup(B).
Pour tout n € N
{u,,|p :n+l}C{uptp>n}
done
Uy % Gpyy €6 bpypr © bn.

Les suites {an) et (b,) sont respectivement croissante et décroissante. Elles sont de plus
bornées donc toutes deux convergentes (Th. 10 p. 191).

(b} Pour tout n € N, u, appartient & 'ensemble {u,, p n} ct donc ap = 4, < by, Si
les suites (a,) ot (bn) convergent vers la méme limite, la suite {u,,) converge vers celle-ci
par encadrement.

Inversement, supposons la suite (u,) convergente et notons £ sa limite. Soit £ > 0. 11

existe un rang N tel que |u,, — £} = & pour tout naturel » supérieur & N. On peut alors
éerire inclusion

{up|pan}Ccll—c;2+e)
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On en déduit !
g b€ —eif+e] clestadire |a,—f|<eet b, —{ <e

Les suites {ay,) et (b,) convergent donc vers ¢.

Exercice 19 **

Pour n € N*, on étudie I'équation
(E):a™+z2" '+ otz =1.

{a) Montrer que 'équation (F,,) posséde une unique solution z, dans ®, el que z,
est élément de {1/2:1].

(b) Montrer la convergence de la suite (z,,) et déterminer sa limite.

Solution
{(a) méthode
| On étudie les variations de fr: z— 2"+ 2" ' +... + 2.

Soit n € N*. Par somme, la fonction f,, est contimie, strictement croissante et vérifie :
0)=0 et lim z) =+,
£ () =+

La fonction f, réalise donc une bijection de [0;+o0[ vers [0;+o0[ (Th. 2 p. 40). Par
conséquent, I'équation (E, ) posséde une unique solution x, dans R,. De plus, «,, est
élément de [1/2;1] car

gy L A2 Wil |
f”(/)_z'm< et Jullj=mn
| 0 3 Tn 1 +00
n (%) -
0o—

{b) méthode
| On positionne x,41 dans le tableau de variation en comparant f,,(#p4)) et 1.

Soitn e N*. On a

J

fal@ng1) = 35:?-}-1 +-- +1’r2z+-1 +Zppr=1—27; <1

1. La borne inférieure a, appartient & [ — £;¢ + £] non pas car ¢'est un élément. de la suite {ce qui
peut étre faux) mais parce qu'une borne supérieure est, le plus grand des minorants de la partie.



212 Chapitre 6. Suites numériques

On en déduit. z,,41 = @, car f, est strictement croissante.

T ‘ 0 Ln 41 In +o¢

. T

i

B@) | falwe) T

La suite () est décroissantc et minorée donc elle converge. Notons £ sa limite.
méthode
| Pour déterminer £, on étudie le passage & la limite I'équation (Ey,).
Soit n € N*. Pour la résolulion des calculs, on commence par multiplicr 'équation (E,)
par 1 —x,
1—a, = (1—a,)(z] + - +2a) = z.{l — z}). (*)

Puisque wy < 1, la comparaison z,, * @, donne 0 € ! € z§ ot donc (T:f) tend vers {.

On obtient alors | — £ = £ par passage & la limite de la relation (*). On conclut £ = 1/2.

6.9.3 Etudes de limites par comparaison

Exercice 20 *
Soit. (u,) une suite de réels strictement positifs. On suppose

o m—)
n—+oo

(a) Montrer que (u,) tend vers 0 lorsque £ < 1.

(b) Montrer que (u,) tend vers +oc lorsque € > 1.

(¢} Obscrver que, dans le cas £ = 1, on ne peut rien conclure.

Solution

{a) On ne peut pas élever la limite & la puissance n car il ne s’agit pas d’une puissance
constante. En revanche une inégalit¢ peut étre élevée a la puissance n.
méthode

On transforme 'hypothése portée par la limite en unc inégalité vérifiée par les
termes de la suite.

Soit ¢ un réel strictement compris enire £ el 1. Puisque la suite de terme général (/o
converge vers ¢ avec £ < ¢, on peut affirmer gu'a partir d'un rang N, tous les termes de
Ja suite sont strictement inférieurs & ¢. On éerit alors pour n o+ N
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puis par croissance de I'élévation a la puissance n
0 < U, © qn‘

On conclut que la suite (w, ) tend vers 0 par le théoreme de convergence par encadrement
(Th. 8 p. 191) car la suite géomdétrique (¢7) converge vers 0 sa raison g vérifiant |g| < 1,

(b} On suit la méme démarche par minoration. On introduit ¢ siriclement compris
entre 1 et £ et l'on peut affirmer qu'il existe un rang N au dela duquel

Jun g done w, gt

La suite géométrique (¢™) étant de limite +00, le théordme de divergence par iinoration
{Th. 9 p. 191) permet de conclure.

{c) méthode

| Ou propose des exemples aux conclusions différentes.

Les suites (n), (1), {2 4+ cosn) et (1/n) vérifient £ = 1 mais on des comportements
asymptotiques distincts.

Exercice 21 **
Soit (u,) une suite réelle vérifiant

n(t, —up_1) —— € avec £ # 0.
n—+oc

Montrer que (u,,) diverge vers un infini.

Solution
Quitte & considérer la suile opposée, on peut supposer * £ > 0.

méthode
| On transforme I'hypothése en inégalités que I'on va sommer.

Puisque n{u, — uy, 1) tend vers © avec £ > £/2, il existe un rang N au dela duquel

f
U~ Uno1) F 7.
En sommant 2, il vient
T 7
HUp My = \ (‘U.k — Up—1 ) & > ) o
P Jo—
! k=N+1

1. Quitte & diviser par { on pourrait méme supposer £ = 1.
2. L'inégalité ne peul étre sommée que pour les indices supérieurs ou égaux & N {c¢’est seulement
pour alléger les calculs que 'on somme au dela da rang N | 1),
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et donc
>'i:1+0’te avec C'¥ =y le
Uy = = — Y =uy — = -
"T 2Lk Y24k

Sachant ! que le terme défini par la somme tend vers +oc, on conclut que la suite (u,,)
tend vers 400 par minoration.

6.9.4 Suites adjacentes

Exercice 22 * (Critére spécial des séries alternées 2)
Soit (u,) une suite réelle décroissante et de limite nulle. Pour n € N, on pose

“

Sn =3 (—1)""*uy.

k=0

Montrer la convergence de la suite |5, ) en étudiant les suites {Sz,) et (S2,41)-

Solution
méthode

| On montre Padjacence’ des suites (Sg,,) et (Saniy1)-

Soit n € N. En simplifiant les termes communs aux deux somimes puis en exploitant la
décroissance de (u5), il vient

2n=+2 2n
So(nt1) — S2n = (1) gy — Z(—l)kﬂuk
k=0 k=0

_ 2n+2, 2n+3 _
=(-1) w1 + (—1) Udpi2 = Udpytr — Uopgo = O.
La suite {S3,) est croissante. De méme, la suite (Sg,41) est décroissante car

2n+3 2n+4
Satntty+1 — Sanar = (1 Pugnin + (-1 ugngs = vangs — Uzps2 © 0.

Enfin,

P
Sont1 — S2n = (—1)" P ugny1 = ugngyr ——— 0.
n—r+oc
Les suites (Suy,} et (S2,41) sont donc adjacentes, elles convergent alors vers une méme li-
mite (Th. 11 p. 192). Les suites extraites des termes d'indices pairs et impairs convergeant
vers une méme limite, la suite (S,) converge vers celle-ci {Th. 13 p. 192).

1. Voir sujet 16 p. 208.
2. Ce résultat figurera au cours de seconde année,
3. Pour étudier la monotonie de (52, ), on étudie le signe de Szn42 — Son-
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Exercice 23 **

Pour n € N*, on pose

Ix3x85x---x{(2n—-1)
2x4x6x--%x(2n)

Up —

1
., Bnk= nuﬁ et by = (n- i)uz.

Montrer que les suites {a,) et (b,) convergent vers une méme limite strictement
positive.

Solution

méthode
| On montre que les suites (ay,) et (b,) sont adjacentes.

Pour tout naturel » non nul, a, > 0 et

Gnt1  n+1 Uy n+l/2n+ 1Y @n+1)?2 an?+dn+1

an n ul n \2n+2) i 2n(2n 4+ 2) 402 + 4n

La suite (a5,) est done croissante. Par un caleul analogue, on vérific que la suite (b,) est
décroissante. On vérifie aussi a,, = b, et 'on peut affirmer que les deux suites (a,} et
(b} convergent car monotones et bornées. En effet,

ap = . L by = by pour tout 1 g N.

En introduisant la limite £ de la suite (a,), on peut écrire

‘ Gy
=" 0

N n—o+too

et affirmer l
bp = ap = S0E ——— 0.

" N
n— -+

Finalement, les suites {(a,) et (b,) sont adjacentes et leur lmite commune ! est stric-
tement positive car a1 = 1/4 > (.

Exercice 24 ** (lrrationalité du nombre de Néper)
Pour n € N*, on pose

= ==, 1l 1 1
u..=§ W et, b.‘zs — o — =gy —.
rardid L ol !

(a) Montrer que les suites (a,,) et (b,) sont strictement ? adjacentes.

(b) Montrer que leur limite commune® est un nombre irrationnel.

1. On peut exprimer u, & l'aide de nombres factoriels et, par la formule de Stirling (Th. 9 p. 292),
montrer £ = 1/,

2. Les suites sont strictement adjacentes quand adjacentes et strictermnent monotones.

3. Dans le sujet 9 p. 349, on voit que leur limite commune est le nombre de Néper c.



216 Chapitre 6. Suites numériques

Salution

(a) Aprés simplifications des portions communes aux somimnes, on a pour tout n . 1

1 1 |
Gn.+1"ﬂﬂ=2'j.—1_ Iﬁzf‘ﬁ>0 (+]
— v =0 L v
ct
1 1 1 nin+2)— (n+1)?
})n+1 e h.“ = <

Tt GEDmAD  anl o nnt D+ D)

Les suites (a,) et (by) sont donc strictement monotones et de monotonies contraires.
Eufin, il cst immeédiat que leur différence tend vers 0, ce sont donc des suites strictement
adjacentes.

{b) Notons £ la limite commune des suites (a,,) ct (b, ). Supposons par I’absurde que ¢
est un nombre rationnel. On peut alors écrire £ = g avec p € Z et g € N*.

méthode

Par adjacence, les suites (a,) et (by,) encadrent leur limite commune (Th. 11
p. 192}. Par stricte monotonie, aucun terme de la suite n'est égal A la limite.

Pour tout naturel n = 1, on a "encadrement strict a, < £ < b,. En multipliant cclui-ci
par n.n!, on obtient 'encadrement

n.nla, < nnlf < nnlb, =nnla, +1

avec

¥ 1 7L
L
nnla, = - - . AN
nnla, =n W= nZ((k ~1)x {(k+2)x - xn) €N.
k=0 £=0
En particulier, pour n = ¢, on obtient I'encadrement strict d'un entier par deux entiers
successifs
q.q'ag < qlp < q.qlag + 1.
—— -’
€N &N

C’est absurde!

6.9.5 Etudes des suites récurrentes

Exercice 25 *
Etudier la suite (u,) définie par

u €R et VneEN, upyy = Vui + 1.
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Solution
La suite (u,) est une suite réeurrente de fonetion itératrice & — va + 1 définie sur R.
La suite (uy,) esi donc parfailement. définie.
méthode
En figurant la fonction itératrice accompagnée de la droite d'éguation y = =z,
on peut représenter les premiers termes de la suite récurrente et anticiper son
comportement asymptotique.

Y

y=vaTF1
\

Pour tout naturel n

— e ,
Unpr = VU2 + 1 7wl = jud » u,
La suite (u,) est done croissante et posséde alors une limite, éventuellement égale & +ox.

méthode
| On étudie les limites d’'une suite récurrente en calculant les valeurs compatibles
avee un passage a la limite de la relation de réeurrence.

Supposons que la suite (1,,) converge vers une limite £ finie. Par passage a la limite de
la relation de réeurrence i, « = /un + 1, on obtient 'égalité £ = /€2 + 1. Celle-ci ne
possédant pas de solution, la suite (w4, ) ne peut pas tendre vers une limite finie.

Finalement, {(u,) diverge vers +o0.

Exercice 26 *
Etudier la suite (uy,) définie par

g =1 et VYneEN, ups) = 1+ In(upy).

Solution
La suite (wu,)} est une suite récurrente de fouction itératrice f: x — 1+ lnz. Cette
fonction n’est définie que sur |0 +oc[ et prend pour valeurs tout réel : la définition de la

suite (u, ) n'est pas immédiatement acquise.

méthode
On justifie la bonne définition d'une suite récurrente {u,) en déterminant un
domaine X contenant ug et stable par la fonction itératrice f :

Yre X, flz)e X.
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Le domainc X = [1;+oc| contient g et est stable par f car

Ve e [1;400, flz)=14 Inz = 1.
—

11

La suite (u,) est donc bien définie et tous ses termes sont supérieurs & 1.

Y

——y=14Inz

Ug

Pour n naturel
Unt1 = Up = 1+ In{u,) ~ vy = olu,) avee @lz)=1+Inx —z.
FEtudions les variations de i afin d’en déterminer le signe. La fonction ¢ est définie

sur intervalle [1:4+oc| (et méme sur |0;+0[) et est dérivable avee @'(z) = 1/z — 1
pour x 21.

o) \

La fonction . est négative et u,11 — u, = 0. La suite (u,,) est décroissante. De plus
clle est minorée par 1, elle converge donc vers un réel £ = 1. Enfin, cn passant la relation
de récurrence a la limite, on obtient £ = 1 + In#, autrement dit ©(#) = 0. Le tableau de
variation qui précéde assure que £ = 1 est la seule solution '

Finalement, la suite (u,,) converge vers 1.

Exercice 27 **

Etudier la suite (u,) déterminée par

'LLQ:]. et V”LEN, u.”|=v3-un.

1. Dans ce tablean de variation, la monotonie est stricte,
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Solution

La suite (u,) est une suite récurrente de fonction itératrice f: x —+ /3 — z définie sur
Uintervalle | —oo; 3] et & valeurs dans Ry . Le scgment [(; 3] est stable par f et contient .
La suite (u,) est donc bien définie et tous ses termes appartiennent a [(; 3].

méthode
En figurant Pévolution de la suite (uy,). on observe gu’elle n’est pas monotone
mais que ses termes paraissent sc rapprocher d'une valeur o point fixe de la
fonction itératrice.

Si la suite (u,) converge vers une limite £, par passage a la limite dans une inéga-
lité large, on a £ € [0;3]. Le passage & la limite de la relation de récurrence donne
aussi £ = v/3 — £. Aprés résolution, on obtient £ = «r avec®

—1+V18 o
o= ——= ~ 13034 107" pres.

Sl

A ce stade, nous connaissons la seule limite possible a 1a suite (u,) mais n’avons pas
encore montré la convergence vers celle-ci. Observons qu’a chaque itération, le terme u,,
se rapproche de . Pour n € N

Uy ~ @ =3~ uy - V3 - .
En introduisant la quantité conjuguée

(V3= V3 -0) (V8 —u, +V3—0) o — Up
V3—un+v3—o —\/3—uﬂ+~‘/3—a

| 1 =

On en déduit la majoration

fupn —a| 1
—— = |ux —q.
v3—a o«

On exploite par vécurrence cette comparaison sous-géométrique pour affirmer

fint1 — o

1 ]
|ty — ) = — |lun ~a| aveec — — Ocara> 1.
a™ o n—o+4oo

Finalement, la suite {u,) converge vers a.

1. Pour la suite la valeur exacte de o importe peu. En revanche, sa valeur en intention, ¢’est-a-dire
la propriété o = /3 — a, est essenticlle.
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Exercice 28 ** {Algorithme de Babylone)
Soit a > 0 et (u,) la suite définie par

1 a9
up >0 et YneN, upy) = ;(’Uln‘f'—)

n

{(a) Etudier la convergence de la suite {4, )

(b) Déterminer, si elle existe,

e /8
n—+o0o (un . \/a)

Solution

(a) La suite (u,) est une suite récurrente de fonction itératrice f: x — (z + %)
définic sur R*. L'étude de ses variations sur ]0; +o0] (o0 figure ug) donne le tableau
suivant :

y y=z
z| 0 Va +00 =1i(z+9)
f(=z - 0 + / A
+00 +00 \/a B A
(@) ~. _—
va 2 ; >z
up Va

L'intervalle J0; +oof est stable par f et la suite (u,) est donc bien définie. On peut
méme affirmer que ses termes appartiennent a l'intervalie [/a ; +oo[ & partir du rang 1.

méthode

Au choix, on peut établir la convergence de (u,) par monotonic ou consta-
ter qu'a chaque itération wu, se rapproche de /¢ par une comparaison sous-
geométrique.

Etudions la monotonie de la suite (u,). Pour n € N

1/a a— ul
Up41 = Uy = o\ —Un | = T
n aftn

Pour n » 1, on a souligné ci-dessus u,, = y/a et donc 1, , : —uy, < 0. La suite {(Un)nz1 est
alors décroissante. Elle est de plus minorée par 1/a et converge donc vers une certaine
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valeur £ supérieure! 4 v/a. En passant & la limite la relation de récurrence, on obticnt

t=3(¢+3)

Apris résolution et sachant ¢ > 0, on conclut ¢ = (/a.

(b} On fait apparaitre unc identité remarquable. Pour n € N

1
tngr = Va = 5 (2 = 2V/@un +0) = 5o (un — Va)°

1
22U,
et 'on a donc? _

it — R i 1

(un ~ Va)® T 2u, noto 348

Exercice 29 ** {Mayenne arithmético-géométrique)
Soit (a,b) € RZ. On considére les suites (uy,) et (v, ) définies par

L o T

"
-

g =a,vg=h et YmeN u,4 = \/"ltnvn, Uptl =

Montrer que les suites (un,) et {v,) sont bien définies et convergent vers une méme
limite. Celle-ci est appelée moyenne arithmético-géoméirique des réels a et b.

Solution
Les termes initiaux 1y el vp sont positifs. On peut donc caleuler uy et vy qui seront
aussi positifs, puis ug et vg, ete.

méthode
On pourrait montrer par récurrence que les suites sont bicn définies 4 termes
positifs, mais plus élégamment, on détermine un domaine stable par la fonction
itératrice associce aux relations de récurrence.

La fonction itératrice du couple de suites est

RIS T

{ -—
filz,y)—= f\\/&’y,—.—.—,
Celle-ci est. définie sur 2. x Ry et laisse stable ce domaine. Les suites (uy) et (v,) sont
done bien définies et leurs termes sont tous positifs.

méthode
| On compare u, et v, par linégalité® ab < 5 (a? + b%).

1. Lorsqu'une suite converge en décroissant, sa limite est sa borne inféricure, c’est-a-dire son plus
grand minorant.

2. Cette propriété entraine que la convergence de (1, ) vers \/a est trés rapide car « plus on est proche,
plus on se rapproche ». On parle ici de convergence guadralique.
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Pour n = 1,

/ 1 P —\" Hu—j + -1
Un = Yl aaylig = 7)((\'11,,,1) +{\.ll,”"| ):—._'_',_._:Un.

On a alors

A Uy + Uy, U,
Un+1 — Unpty = \/’U.,,‘l =Wy M Uy = s 2 = Up.

A partir du rang 1, les suites (uy) et (v,,) sont respectivement croissante et déeroissante.
De plus, (¢n)nz1 est majorée par +; tandis que (¥, ), minorée par u;. Ces deux suites
convergent. donc vers des limites que I'on note ¢ et £.

En passant la relation de récurrence v,.1 = %% 3 la limite, on obtient ¢ = 1!
d’ou l'on tire £ = £,

6.10 Exercices d’approfondissement

Exercice 30 **

Etablir
\/1+\/1+\/ﬁ"-7=1+;1.
L4 T
Solution
méthode

| On comprend les « valeurs » présentées comme des limites de suites récurrentes.

Posons (u,,) la suite récurrente déterminée par ug = 1 et tip41 = /1 + un pour tout n
de N. La suite (u,) est bicn définie avec des termes tous posilifs. Si celle-ci converge,
c’est vers une limite £ > 0 vérifiant £ = /1 + £. Apreés résolution

1+ 5

f

~ 1,618 2 1073 prés  (c’est le nombre d'or).

Montrons que cette convergence a lieu. Soit n € N. En multipliant par la quantité conju-
guée

— iy — 1 [y — ¢
Ugit _€| =| 1+?Ln l+€‘ = < I < 9 =
Vidtu,+v1+4 2
— e S—

Par récurrence, on obtient

3. Voir sujet 2 p. 15.
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La suite (u,) converge donc vers ¢ et I’'on peut écrire, un peu abusivement,

.e’zv'lJr\/1+\/T47T

Considérons maintenant la suite (v,) déterminée par vp = 1 et vy = 1+ /v, pour
tout n € N. La suite (v,,) est bien définie avec des termes tous supérieurs a 1. Si celle-ci
converge, ¢’est vers £/ > 1 vérifiant £/ = 1+ 1/¢'. Aprés résolution, on retrouve # = ¥.

Montrons la convergence de (v,) vers £. Soit » € N. On a par réduction au méme
dénominateur

11
i

Y 4 Up —
e €|_‘_ | | | |

~ -~
Iy v | € 14
>1
Par récurrence, on obtient
i ’
o =4« —|vog— | —— 0 car ¢ > 1.
m n—+oo

La suite (v,) converge donc vers £ et 'on peut alors aussi « écrire »

Exercice 31 **
Soit n € Net § €)0;7[.

(a) Justifier 'existence de

e,
cost — cosé

o ™ cos(nt) — cos(nd)
= [

(b) Exprimer I,,41 + I,,_; en fonction de I,, pour n =1.

(c) En déduire la valeur de 1,,.

Solution

(a) La fonction déterminant l'intégrale est continue en tout point de [0; 7]\ {8} mais
n'est pas définie cn 8. Nous allons I'y prolonger par continuité ce qui permet alors de
donner un sens a l'intégrale définissant I,,.

méthode
On exploite la formule de factorisation

COsSp ~ COsq = —25in( sin
AP
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Pour £ € [0;x]\ {#}, on derit

cos(nt) — cos(nd) _ sin{ =) Sin(”(t.;g))

2l — end N N e AN ]
cost —cos @ sin({5%) sin(*2)
Sachant )
LosmaE . sz —sm( .
limy = lim —————— = (sin)’(0) = cos0 = 1
x—0 T g ek} xT
on peut écrire
saltap 4 witon) —
win( B sin( =5 ) 5 oy
- =nX " T*h % . n
| Sal nit—46) o f1—0 <t
sl 55+) e sin(5%)

Il est done possible de prolonger la fonction intégrée par continuité en # et ainsi com-
prendre 'intégrale définissant f, comme intégrale dune fonction continue sur le scg-
ment [0; 7).

(b} Soit » € N*. En développant les expressions trigononiétriques

Inii + Lny = /W cos(n + 1)t + cos(n — 1)t — (cos(n. + 1) + cos(n_ 1)8)
n+1 n—1 = fo cost — cos

B 2/7T cos(nt) cost — cos(nd) cos
0

it

dt.

cost —cosl
On introduit par addition et soustraction le terme intermédiaire ! cos{nt) cosf

T cos(nt) cost — cos(nt) cos & ™ cos{nt) — cos(nf
fTop1+ 15, = 2/ ) (nt) dt + 2cosé (nt) — cos(nf) dé
0 cost — cost v cosl — cosf

I B , t .
= 2] cowdl ) edt e 2emmi ], =2 [bm(—“)] + 2 cos(@}, = 2cos{0)1,.
0 nodo

La suite ({,) est donc une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique
¥ —2cos(B)r+1=0
de racines? distinctes e et e™'?. 1l existe done deux réels A et i tels que
I, = Acos{nd) + psin(nf) pour tout n € N.
On calcule immeédiatement {y = 0 et I} = 7 pour conclure

_ sin{nf)
] T—

pour tout n € N,
sin @

Exercice 32 **

Soit (u,) une suite dont les termes sont deux & deux distincts et apparticnnent & N.
BEtudier son éventuelle limite.

1. Ce terme construit un « pont » entre cos(nt) cost et cos(nf)cosé.
2. Voir sujet 9 p. 97,
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Solution
Soit 4 un réel positif arbitrairement grand.

méthode
| On montre qu'il n’existe qu’un nombre fini d’indices n tels que u, = A.

L’application n — u, induit une injection de F4 = {n eN | Uy < A} vers 'enseinble
fini [0 A]]. L'ensemble E 4 est alors fini el possede au plus | A] + 1 éléments. $'1l n'est
pas vide, cet ensemble possede un plus grand élément. On peul donc introduire N tel
que E4 C [0; N] et, pour tout n € N,

n>N — n{ B,
pa— t.{,,>A‘

Finalement, la suite (u,) diverge vers +00.

Exercice 33 *** (Critére de Cauchy)
On dit qu'une suite réelle {u,) satisfait le critére de Cauchy lorsqu’elle vérifie*

¥e >0, 3N € N, ¥(p,q) € N?, (p;eNetq}N) = |up —uy| % €.

{a} Montrer qu'une suite convergenie satisfait le critére de Cauchy.

{(b) Inversement, montrer A Faide du théoréme de Bolzano-Weierstrass qu’une suite
vérifiant le critére de Canchy cst convergente.

Solution
(a) Supposons qu’unc suite réelle (w,,) converge vers un réel £. Soit ¢ > 0, Il existe un
rang N tel que |u,, — #| = £/2 pour tout naturel n supériewr & N. Pour p et g naturels
au moins ¢égaux a N, il vient par I'inégalité triangulaire

Ay
[ =

|ty — 1tg| € |1y — €] 4 |€ — ug] ¢
La suite (u,) satisfait donc le critére de Cauchy.

{b) Supposons qu’une suite réelle {uy,) satisfaitl le critére de Cauchy.

méthode
On montre que la sujte (u,) est bornée afin d'en extraire une suite convergente.

On ¢tablit ensuite que Vintégralité de la suite converge.

Pour £ = 1 > 0, il existe un rang N tel que |u, — 44| = 1 pour tous naturels p et g
supérienrs a N. En particulier, pour tout n + N
[tnl % un —un| + [un| © 1+ Juy].

S

—-M

1. Cette propriété signifie que les termes de la suite sont asymptoliquement proches les uns des autres.



2260 Chapitre 6. Suites numériques

Quilte & grandir la valeur de M pour prendre en compte les premieres valeurs de la suite
(qui sont en nombre fini), on peut affirmer que la suite (u,) est bornée.

Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire de {u,) une suite (n.\o(;c))
convergeant. vers une certaine limite £. Montrons que la suite (u,) converge alors dans
son intégralité vers £,

Soit € > 0. Par le critére de Cauchy, il existe N € N tel que [u, — uy| < £/2 pour
tous p el ¢ supérieurs & N. Par la convergence de la suite extraite, on peut trouver un
indice (k) vérifiant & la fois o[k} = N et |uypy — £} = £/2. Pour tout naturel n > N, il
vient alors

litr, — £] < Jun — )] + ey — € < 5

+§:w

Finalement, la suite (u,) converge.

Exercice 34 ***

Soit (uy) une suite réelle vérifiant

Upt1 ™ Up —> 0 et Up 3 +00.
n—++oo n-++oc

Montrer qu'il existe une application @: N — N strictement croissante vérifiant

Batn) = ——3 0.

00
Solution
méthode
On coustruit les valeurs de i par réeurrence en posant @(0) = 0 et, pour
tout n € N*,

e(n) =min{k e N| k> p(n—1) et ux 2 n}.
Sachant que (u,) tend vers +oc, la valeur w(n) est bien définic en tant que plus petit
¢lément d'une partie non vide de N. De plus, il est immédiat que l'application ¢ est
strictemnent croissante de N vers N. Il reste a vérifier

. 0
w(n) L—r—+ 200

Par construction, on a t,(,) == 7 pour tout n. € N* ot, puisque ¢(n}~ 1 n'est pas élément
de l'ensemble {k € N ' k>p(n—1)etu, =n},ona
en)=wln—1)+1 ou wuymy— <. (%)

Cecl signifie? que, si les indices w(n — 1) et ¢{n) ne sont pas successifs, les termes
d'indices @{n) ct p(n) — 1 se situent de part et d’autre de n et serout donc « proches »
de n.

1. Lorsque les premiere valeurs de la suite sont grandes, les p(n) sont simplement des valeurs suc-
cessives et le terme 4, peut ne pas étre proche de n. Cependant, la différence unpy1 — un étant de
limite nulle, on observe qu’a partir d’'un certain rang, les /1 ne sont plus successifs et la valeur «

o1 "
est alors choisie & proximité de n.
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Soit £ = 0 choisi inférieur & 1/2. 11 existe wn rang N tel que

Upt1 — Un| € £ pour
tout n = N. Introduisons @ = u v — N . Les termes de la suite progressant par pas
inférieur a € au dela du rang N, une récurrence facile permet de vérifier

Uoniey = N+a+ep pourtout pe N.

Pour un indice p suffisamment. grand, on obtient
HoiNiep <N +p.

Or on a aussi par construction
Ug(nrp) ~ N 4P
et done
P(N+p)# oVl +p.

1] existe alors au moins un entier n compris entre N 4 1 et. N 4 p pour lequel p(n — 1)
et ¢(n) ne sont pas successifs. Pour cet entier la propriété () imposc v, . | < n. L'écart
entre U, -1 ¢t Uy(n) étant inférieur a ¢, on en déduit uyen) € [n;n +£).

Vérifions ensuite que cette propriété demeure pour les indices supérieurs.

Supposons par I'absurde quil existe m > n tel que u ., € [m;m + £] et considérons
le plus petit de ceux-ci. On a donc

Upim-1) E[M—Lim—1+¢€] et uym) >m+e.

Les termes de la suite ne progressant que par pas inférieur & £ avee ¢ plus petit que 1/2,
les indices o{m — 1) et o(m) ne peuvent &tre successifs et la propriété () impose
alors uy(my—) < m. Clest absurde car I'écart entre u_. .y €t Uy(n,) doit étre inféricur
ae.

Finalement, on a établi Uexistence d’un rang au dela duquel |ug(ny — 1| *






CHAPITRE [

Limites et continuité

I et J désignent des intervalles réels non vides et non réduils a des points.

7.1 Limites

Soit. ¢ un point de  ou une extrémité finie ou infinie de 1.

7.1.1 Limites finies et infinies

Soit f une fonction définie de I vers R.

Définition
Ou dit que la fonction f tend vers un réel ¢ en a lorsque 'on a la propriété! :
Cas:a € R V>0, 40 >0,V e, |r—aLa = |f(a‘) -€| <e.
Cas:a=+00. VYe>0,3JAcR, Vzxecl, 2z A = |f(x)—€| <E.
Cas:a=—o0. Ve>0,3JAcR Vzel, <A = |flz)-{ e

Ainsi, lorsque la fonction f tend vers £ en a, on peut affirmer qu’an voisinage? de a

on a 'encadrement ¢ — ¢ < f(z) < £+ £ pour toute valewr de ¢ striclement positive
préaloblement fixée.

1. On peut proposer les définitions équivalentes avec les inégalilés strictes « |z —a| < a » au lien
de « |z —e|San ax>A» aulieude «z v A»etfou « |f(z)— | <e»aulieude « [flz) -] < en

2. On dit que la fonction f présente une propriété au voisinage de @ € R si une restriction de f sur
un domaine I Nfa — a;a+ ] avec ¢ > 0 présente cette propriété. Si ¢ = 400 on —o¢, on considére une
restriction sur J M [4; 400[ ou [N ]—oc: 4] avec A € R,
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Théaréme 1 (Unicité de la timite en a}
Si f tend vers les réels £ et £ en « alors £ = ¢,

Définition
On dit que la fonction f tend vers +oc en a lorsque Pon a la propriété! :
Cas:a € R.YMeR, Ja>0,Vzel, |[z—a<a = flz)2M.
Cas:a=+400c. VM eR, AR, Vzel, 22 A= fla)> M.
Cas:a=—-00. YMER,JAcR, Veel, 2€<A = flz)2M.

De facon analogue, on exprime que f tend vers —oc en a en remplacant « f{x) = M »
par « f(x) « M ».

Si une fonction tend vers un réel £ en a, on dit qu’clle admet une fimite finie. Elle ne
peut alors tendre vers une fimite infinie (¢’est-a-dire vers +oc ou —00).

Plus précisément, lorsqu’il existe, i1 y a unicité de I'élément £ € R = R U {Zoc} vers
lequel la founction f peut tendre en a.

Définition

Si la fonction f tend vers un élément £, éventuellement infini, en a on écrit

f—=t ou flz)—¢.
a r—a

Cet élément ¢ étant unique, on 'appelle la limite de f en a et on le note

limf ou lim f(z).
@ T—a

En résumé, une fonction peut présenter trois comportements distinets en a :
— elle peut admettre une limite finie;

clle peut admettre une limite infinie ;

— clle peut ne pas posséder de limite.

Théoréme 2
Si f: I — R tend vers une limite finie c¢n a, f est bornée au voisinage de a.

7.1.2 Caractérisation séquentielle des limites

Théoreme 3
Soit f: I > Ret £ € R. On a équivalence entre

(i) la fonction f tend vers £ en a;
(i) pour toute suite (z,) d’éléments de I :

Ty ———a — f(wﬂ) e
oo n—+0o

1. On peut & nouveau exprimer des définitions équivalentes avec des inégalités strictes.
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Ce résultat permet de justifier Pabsence de limite en o & une fonction en déterminant
deux suites de limite a dont les images par f ont des comportements incompatibles avec
I'existence d’une limite,

7.1.3 Limites et inégalités

Théoréme 4 (Passage 2 la limite des inégalités larges)

Si f et g sont deux fonctions définies de I vers R admettant des limites finies # et f'
en a ct si f{z) € gle) au moins au voisinage de a, alors £ = (7,

On dit que les inégalités larges sont stables par passage a la limite. Ce résultat n’est pas
vrai pour les inégalités strictes : les passages & la limite « élargissent » les inégalités.

7.1.4 Limites et opérations

Théoreme 5

Si f et g sont deux fonctions définies de I vers R admettant des limites finies £ et £
en a alors

o

(f+o)e) e+ et (fo)le)

Ta

Ce résultat sc généralise aux limites infinies sous réserve de ne pas rencontrer de formes
indéterminées : « (+oc) + (—o0) », « (o) x 0 », cte.

Théoréme 6

Soit f une lonction de { vers R et ¢ une fonction de J vers R que I'on pent composer 1.
Si f admet une limite b en a et si ¢ admet ? une limite £ en b alors

e f)z) — ¢

En particulier, en composant avec la f[onction inverse, on peut ¢noncer des résultats de
passage a l'inverse des limites.

7.1.5 Limites par comparaison

On peul justifier et caleuler une limite par les théorémes d’opérations qui précédent. On
peut aussi raisonner par comparaison :

1. Autrement dit, f prend ses valeurs dans J » f{f) C J.
2. Lorsque f admet une limite & en a, celle-ci est nécessairement élément ou extrémité de J.
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Théoréme 7 (Limite finie par encadrement)

Soit f, g et h trois fonctions définies sur [ & valeurs réelles. On suppose disposer de
I'encadrement g{z) « f(2) = A{z), au moins au voisinage de a.

81 les fonctions ¢ et 2 tendent vers un méme réel £ en a, la fonction f tend aussi
vers £ en a.

En particulier, si | fley—¢ | < e(x} avec ¢ fonction de limite nulle en o, la fonction f tend
vers £ en a.

Théoréme 8 (Limite infinie par minoration)

Soit f et g deux fonctions définies sur / & valeurs réelles. On suppose disposer de la,
minoration g(z} = f(x), au moins au voisinage de a.

Si la fonction g tend vers +0 en a, la fonction f tend aussi vers +oc en a.

Par passage a l'opposé, on peut aussi énoncer un résultat de limite égale & —oc par
majoration.

7.1.6 Limites latérales et limites épointées

Soit @ un point ou une extrémité finie de I et f une fonction définie sur I & valeurs réelles.
Définition

Si 1" =1nJa;+oc| est non vide!, on appelle limite ¢ droite?de f en a I'éventuclle
limite en @ de la restriction de f au départ de 7. Lorsqu’elle existe, celle-ci est notée

lim f, limI fl@) ouw lim f(z).
" r—a T

EA

Si I~ =InN]—s0;al est non vide, on définit 'éventuelle limite ¢ gauche de f en a en
considérant la restriction de f au départ. de I . Celle-ci est notée

lci;lpf’ wl_i’lllll_ flz) ou :ll_r’l%zf(r)
T<a

On peut aussi exprimer de fagon quantifiée limite A droite et & gauche. Par excmple, f
tend vers £ en g par valeurs supérieurcs s'éerit

Ve>0,3a>0,Veel, a<z<ata = |f(z)—{
Définition
Si f admet une limite & droite et une limite & gauche en a et si celles-ci sont égales,
cette valeur commune est appelée fimite épointée de f en a. On la noie

lim f(x).

T—a

r#a

1. On dit alors que la fonction f est définie ¢ droite de a.
2. On parle aussi de limite cn a par valeurs supéricures.
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Lorsque la fonction f est seulement définie sur I\ {a} ou lieu de 7, le concept de limite
épointée permet de donner un sens a I'éventuelle limite de f en a. Celle-ci est alors
simplement notéc

limn f(x).

T a
Puisque les notions de limites latérales et épointées sont ddéfinies a partir de fonctions
restreintes, les résultats relatifs aux limites qui précedent se particularisent a ces concepts.
7.1.7 Limites monotones

On suppose Vintervalle 7 ouvert of Von note a < § scs extrémités, éventuellement infinies.

Théoréme 9 (Théoréme de la limite monotone)

Si f: Ja; b -+ R est une fonction monotone alors f admet des limites (éventuellement
infinies) en a et en b.

Plus précisément, lorsque f est une fonction croissante :
— sa limite en b cst sa borne supérieurc si f
est majorée, +oc sinon ;
sa limile en « est sa borne inférieure si f
esl minorée, —oc sinon.

Si f est décroissante, les comportements en a
et b sont échangés.

La borne supérieure et la borne inférieure d'une : )
fonction monotone peuvent donc étre lues sur ]lal?,f[f -
son tableau de variation. :

Une conséquence est qu’une fonction monotone f admet des limites a droite et & gauche
en toul point a intérieur a son intervalle de définition. Au surplus, ces limites encadrent
la valenr de la fonction au point. :

I lim f(z) < fle} = lim f{x) si [ esl croissante
Je—e z—al

l lim f{z) = f(e) € lim f(x} sif est décroissante
X L=l

w—rat
7.2 Continuité
Soit [ une fonction définie de { vers R.

7.2.1 Continuité en un point

Théoréme 10

Si la fonction f admet unc limite en un point a ou elle est définie, cetie limite est
nécessairement la valeur de f en a.
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On adopte alors le vocabulaire suivant :
Définition
| On dit que f est continue en a € I si f admet une limite en a.

Théoréme 11 (Caractérisation séquentielle de la continuité)
La fonction [ est continue en @ € I si, et seulement si, pour toute suite (x,) d'élé-
ments de 7 ;

Tn e @ = flen) 0 fla)

Si f admet une limite cn @ par valeurs supérieurces et st celle-ci est égale & f(a), on dit
que [ est continue d droite cn a. Mutatis mutandis, on définit la continuité ¢ gauche
en a.

Théoréme 12

Si a € I n'est pas une extrémité de l'iutervalle 7, ia fonction f est continue en a si,
ct seulement si, elle y est continue a droite et & gauche,

Ce résultat est utile pour étudier la continuité d'une fonction définie par une alternative.

7.2.2 Continuité sur un intervalle

Deéfinition
On dit qu'une fonction f définie sur { est continue' lorsque celle-ci est continue en
chaque point de 1.

La fonction valeur absolue est continne sur R en vertu de 1'inégalité triangulaire renver-
sée ||z| — |a|| € |z — a| pour tous x et a réels (voir sujet 1 p. 14).

On justifie généralement la continuité d'une fonction par opérations algébriques ou de
composition sur les fonctions continues.

7.2.3 Image continue d’'un intervalle

Théoréme 13 (Théoréme des valeurs intermédiaires)

Si f: I — R est une fonction continue, f prend toutes les valeurs comprises entre
deux valeurs prises.

En particulier, si f prend une valeur négative et une valeur positive, elle s’annule. Cette
affirmation n’est valable que lorsque le domaine de définition est un intervalle .
Une formulation équivalente du théoréme des valeurs intermédiaires est la suivante :

1. On dit quelquefois qu'une fonction est continue sur un intervalle J pour insister sur le domaine de
définition de la fonction ou pour affirmer que c'est sa restriction au départ de J qui est continue.
2. La fonction inverse sur R* prend des valeurs positives et négatives sans pour autant s'annuler!
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Théoréme 14 l

L'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Une conséquence du théoreme des valeurs intermédiaires :

Théorgéme 15
Toute fonction réclle continue et injective sur un intervalle est strictement monotone.

7.2.4 Image continue d’un segment

Théoréme 16 (Théoréme des bornes atteintes)

Toute fonction réclle définie et continue sur un segment fa ; 5] admet un minimum ct
un maximum. On dit qu’elle est bornée et qu’elle atteint ses bornes.

En conséquence, I'image d'un segment, par une fonction continue est un segment.

7.3 Extension aux fonctions complexes

7.3.1 Limites

Soit @ un point de I ou une extrémité éventuelle infinie de f.
Définition
On dit qu'nne fonction f définie de I vers C tend vers un complexe® £ en a si

floy—f —— 0
LR L]
Cette valeur £ est alors unique, on Pappelle la limite de f en a. Les théorémes d’opérations
sur les limites se transposent aux fonctions complexes el 'on peut étudicr la limite d'une
fonction complexe par ses partics réelle ot imaginaire :

Théoréme 17

La fonction f: I — C tend vers £ € C en ¢ si, el seulement si, les fonctions réelles
Re(f) et Im(f) tendent respectivement vers Re(¢) et Im(#) en a.

7.3.2 Continuité

Le vocabulaire de continuité se transpose directement aux fonctions complexes ct 'on
poeut, étudier ta continuité d’une fonction complexe par la continmité de ses partics réelle
et imaginaire.

1. Pour une fonction a valeurs complexes, on ne définit pas de limite infinie, toul au plus on peut
dire |f(t)| tend vers +oo quand t tend vers a.
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Le théoréme des valeurs intermédiaires n’a plus de sens dans le cadre complexe L. Le théo-
réme des bornes atteintes peut cependant étre adapté pour affirmer que toute fonction
complexe continue sur un segment y est bornée.

7.4 Exercices d’apprentissage

7.4.1 Limites

Exercice 1
Soit f: [0; +oo[ = R une fonction strictement croissante de limite £ € R en 4-0c.
Montrer que la valeur f{z} est strictement inférieure & £ pour tout x € {0; +o0[.

Solution

Par le théoreme de la limite monotone (Th. 9 p. 233), on sait déja que £ cst la borne
supérieure de f et done que ¢ majore f. L'enjeu est alors seulement de montrer que £
n’est pas une valeur prise par f.

méthode

| Par Pabsurde, on contredit la stricte monotonic de f.

Si par labsurde, il existe @ € R tel que f(e) = ¢ alors, par croissance de f, on
a f(x) = fla) = £ pour tout z € [a;+oo[. On a alors f(x} = ¢ car on a vu ci-dessus que
¢ majore f. Finalement, f est constante sur [a; +00] ce qui contredit sa stricte monotonie.

Exercice 2
Etudier 2 les lirnites snivantes :

vzl +z+1 %

0 2 Eoee 2y . l i e
(rl') xlir-}noo o ¢ (b) mETm z+1 (L) xﬂﬂlfw 2HE
X i con| e ) : 1 . ) '
(d) Tlﬂlm il {c) xlir}_loo 3 Ed (£) xlig_noc (2* + xsinzx).
Solution

{a) Il s'agit de résoudre une forme indéterminée additive « (+o00) — (+00) ».

méthode

| On factorise le terme prépondérant.

327 —e® = € (32% 7 —1) —— —oo car on sait lim z%"% = 0.
— N— s EFFOC T—r+oa
(RN —+—1

1. La fonction t — ¢'* cst continue sur [0; 7] prend une valeur positive en 0 et une valeur négative
en 7 sans pour autant s’annuler,

2. Ftudier une limite consiste & savoir si celle-ci existe ct déterminer sa valeur si tel est le cas.
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(b} 1l s’agit- de résoudre une forme indéterminée quoticent¢ (4o00)/{+00) »

meéthode
| On factorise le terme prépondérant au numérateur et an dénominateur.
/ 1 1 / i
Veirz+1  Jo| yltote Witz t+o .
o+ 1 oz 1—{—; - 1—}—; T

La méme expression éludiée en —oc donne la limite —1.

(¢) 1l s'agit de résoudre une forme indéterminée multiplicative « (+oc) x 0 ».

méthode
| On écrit! le facteur x sous la forme exponenticlle 02,

e VE = MEVE ponr > 0.
[’expression contenue dans 'exponentielle présente une forme indéterminée additive que
T'on résout en factorisant le Lerme prépondérant

vy

. e | W .
T_ oMW o car  Iim 2% =0
= 00 1./:z;

e
r—+4oc

{(d} La fonction cosinus ne posscde pas de limite en +oc mais est cependant bornée.

méthode

Le produit d’une fonction de limite nulle par une fonetion bornée est de limite
nulle.

. T

& cos(e :

= ( : ) = ——— cos(e”) — — 0.
z® + 1 4+ 1 T rioe
0 bor.née

{e) Il s’agit de résoudre une forme indéterminée multiplicative « 0 x {+oc) ».

méthode
| On raisonne par encadrement.
Pour tout z > 0,onaz -1 < |z] < 2 done
1 1
1-=-< = |z <1
T

Les termes encadrants tendent vers 1 en Pinfini et done, par le théoréme de limite par
encadrement. (Th. 7 p. 232), on peut affirmer que |2 /2 tend aussi 1 vers quand & croil

Vers +00.
1. On peut aussi poser X = /z afin de reconnaitre une forme X2%e X avec X de limite +50.
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(f) La fonction sinus ne posséde pas de limite en +oc¢, Uétude se préte mal & un
raisonnement par opcérations.

méthode
| On minore! la fonction étudiée par une fonction de limite +o0.
Puisque si -1 ut éeri rx 0
sque simmx o . On p(.llt QCTIrC pour xr .

@ +rsinzzat—x=xlr—1) —— +o0.
T—rtoc

Par le théoréme de limite infinie par minoration (Th. 8 p. 232), on conclut que la limite
¢étudiée vaut +o0.

Exercice 3
Etudier les limites suivantes :
1
(a) lim (—+inx) (b) lim V7 (¢) Tim llng|™=
a0+t \ X x—0t z—0+
sinr }

d} lim —— e) lim zsin(lnz f) lim — |z}
(d) Jim = () lim wsin(inz) (f) lim - |z]
Solution

(a) Il s’agit. de résoudre une forme indéterminée additive « (+o00) + (—o00) ».

méthode
| On factorise le terme prépondérant.

1 | ' \ X i
—+lne= - l+zlnz ) —— +oc caron sait lim zlnz = 0.
x @ z—0+ 0t

S x

—++o0 -1

{b) Il s’agit de résoudre une forme indéterminée puissance « OV ».
méthode
| On exprime la puissance sous forme exponentielle.

zVE =eY¥I"¥ 41 car on sait lim vzlnz = 0.

a—+0t z-+04

(c) Il s’agit de résoudre une forme indéterminée puissance « (+oc)? ». Pour z € |0 1

i ]
Inzlhz = exp(——— In |ln:1:|).
Inx

méthode
| Par composition de limites, on introduit une « nouvelle variable » X = Inz.

1. On peut aussi factoriser le terme prépondérant z? ct exploiter que le produit d'une fonction de
limite nulle par une fonction bornée est de limite nulle.
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. ( ] I 'ux-]» x)(lui/\'l.

*Pl = l'A’/-", 2% A\
Cc———
—0

) —— 1 e N o =

=i

(d} 11 s’agit de résoudre une forme indéterminée quotient, « 0/0 »,
méthode
| On reconnait un taux d’accroissement.
sinx sinw — sin{

Illi}}] = llll'l}' — 0 - (sin} (0} = cos{0) = 1.

(e} Le Lerme en sinus ne possede pas de limite mais est bornée.

x sin(lnz) —— 0.
S e, ! T—0t
—+0  bornée

{f} Tl s’agit a priori d’'une forme indéterminée multiplicative « (+oc) x 0 » mais, a
mieux y regarder, la partie entiére est constante égale a 0 sur [0; 1] et done, pour z € ]0; 1],

| .
—lz| =l><0=0—>0.
T T z—0
Exercice 4
Etudier lcs limites suivantes :
il "I.‘ o 1
W gm0 S om

Solution
(a) méthode

!| On reconnait une composition.

Pour X =Inz, on a X de limite nulle gquand x tend vers 17 et donce

In{z)In(lnz) = XIn X —— 0.

{I) méthode

Lorsque 'on étudie une limite quand « tend vers a # 0, il est souvent pertinent
de translater ' I'étude en écrivant » = a + h avec b de limite nulle.

On éerit z = 7/2 + h avec b = z — #/2 de limite nulle quand z — 7/2 et 'on a

sin(2z)  sin{w +2h) sin2h - . sinh
= 2 I car on a deja va lim =
w— 2z —2h 2h i b0 f

3

1. Cela équivant A raisonner par compaosition de limites.
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L'opération de translation de la variable peut se comprendre comme unc composition de
limites, A s’interpréte comme une fonction de 2 et ¢’est pourquoi la fleche ci-dessus est
exprimée avec « * =+ m/2» et non « A — 0 ».

{(¢) méthode

| On reconnait I'inverse d’un taux d’accroissement.

z2—1l.= z—1 1
Inz Inz—Inl «=t (In)(1)

7.4.2 Continuité

Exercice 5
Etudier la coutinuité de la fouction f définie sur R par

7 siz » 0
—x sixz < 0.

Solution

méthode

La continuité d’une fonction sur un intervalle est la continuité de celle-ci en
chaque point de l'intervalle.

Etudions la continuité en ¢ € R. y
Cas : a > 0. Au voisinage! de a, on a & > 0 et donc f(z) = z2.
Lorsque x tend vers a, f(z) tend vers a® qui est la valeur de f en a.
La fonction f est donc continue en ce point.
Cas : a < 0. Clest analogue sachant f{z) = —z* an voisinage de a. L
Cas : a = 0. La démarche ci-dessus ne peut étre directement reprise
car on ignore le signe de # au voisinage de «.

2

méthode
Pour étudier la continuité en un point de jonction d’une alternative, on rai-
sonne par continuité a droite et continuité a gauche (Th. 12 p. 234).

Lorsque @ tend vers 0 par valeurs supérieures, f(z) = #? et donc f{x) tend vers 0 qui
est la valeur de f en 0. La fonction f est continue a droite en 0.

Lorsque « tend vers 0 par valcurs inférieures, f(z) = —z% et & nouveau f(z) tend
vers (. La fonction f est aussi continue a gauche en 0.

Finalement, f est continue en 0 puis f continue? sur R.

1. Clest-a-dire sur un intervalle [@ — a ;& + «] pour un certain & > 0, méme trés petit.
2. Un argument rapide est anssi possible : f: o — @ |z est continue par produit de fonctions continues,
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Exercice 6

Soit f: I — Ret g: I = R deux fonctions continues.
Montrer la continuité de la fonction sup(f, g) définie sur I par

sup(f. 9)(z) = max(f(z), g(x)).

Solution

méthode
| On exploite I'identité max({a,b) = 3{a + b+ |a — bi).

On vérifie aisément I'identité proposée ci-dessus en discutant selon que a est ou non
supéricur a b.
On peut alors exprimer la fonction sup(f, ¢) comme ci-dessous :

sup(f,0) = 3 (f +a+17 - gl).

La fonction sup(f, g) est alors continue! par opérations sur les fonctions continues, no-
tamment par composition avec la fonction valeur absolue qui est continue.

Exercice 7
Soit f, ¢ [a; b} — R deux fonctions continues vérifiant

(9(a) = f(a)) (g(b) - F(B)) <O (%)

Montrer qu'il existe z dans fa; 8] tel que f(z) = g(z).

Solution
L’hypothése (x) signifie que g(a) — f{a) et g(b) — f(b) sont de signes opposés.

méthode
On introduit la fonction auxiliaire définie par la différence des membres ct 'on
montre que celle-ci s’annule.

La fonction ¢ = g — f est définic et continue sur Uintervalle [a ;8] et & valeurs réelles.
Elle prend des valeurs de signes opposés en a et b et le théoréme des valeurs intermédiaires
(Th. 13 p. 234) assure alors que cette fonction s’annule en un certain = dans [a;}]. En
cette valeur, on a f{x) = g(«x).

Exercice 8
Donner un exemple :

{a) de fonction continue sur [0;+>¢[ ni minorée, ni majorée.

(b) de fonetion continue sur [(; +o00[ sans limite en 0;

{c¢) de fonction définic sur R continue en aucun point.

L. Si f est continue, sa partic positive f+ = sup{f,0) et sa partie négative f~ = cup{— f, 0} sont des
fonctions continues.
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Solution
(a) méthode
| Il faut savoir qu'une fonction continue peut osciller...
La fonction f: x — xzcosz convient. Clest en cffet une fonction continue et celle-ci

n’est pas majorée car, pour n € N, f(2n7) = 2n7 cst de limite +00. Elle n’est pas non
plus minorée puisque f((?n. B 1)1r) = ~(2n + 1) pour tout n € N.

{b) La fonction f: xz v+ cos(1/z) convient. C'est en elfel une fonction continue qui n'a
pas de limite en 0.

méthode

Ou montre qu'une fonction n'a pas de limite en @ en déterminant des suites de

limite e dont 'image par f a un comportement incompatible avec Pexistence
d’unc limite.

Introduisons les suites (t, }y>1 et 1, ) de limite 0 par valeurs supéricures déterminées
par

1 1
- — t - .
= o & (2n+ )7
D’une part, cos(1/u,,) = 1 tend vers 1. D'autre part, cos(1/v,) = —1 tend vers —1. La

fonction f ne possede done pas de limite en 0 (Th. 3 p. 230).

(c) méthode
Ou considere la fonction indicatrice de @ :

Iplz) =
Q() (1 sinon.

{1 size@Q

Celle-ci n'est continue en aucun point de R. En eftet, 15 n’est pas continue en ¢ € R\Q,
car en écrivant ¢ comme limite d'une suite (u#,) de nombres rationnels, on a

byl =1 ——— 1 £ 0 = 1g(a).

n—+20

De méme, on montre que 1y n'est pas continue en a € @ en introduisant une suite de
nombres irrationnels de limite a.

7.5 Exercices d’entrainement

7.5.1 Limites

Exercice 9 *

Soit f: R - R une fonction périodique admettant une limite en +o00. Que dire de la
fonction f?
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Solution

méthode
On montre que f est constante en projetant le calcul de f(x) & I'infini par
périodicite.

Notons £ la limite de f en 420 et T > 0 une période de f.

Soit z un réel fixé. Pour tout n € Z, on sait par périodicité f(z) = f(z + nT).

Quand n croit vers Uinfini, la suite de terme général z + nT tend vers oo et par la
caractérisation séquentielle des limites (Th. 3 p. 230) la suite de terme général f(z+nT)
tend vers £. Or f(x + nT) est aussi constant égal & f(x) ct done la suite de terme
général f(z+nT) tend vers f(x). Par unicité de la limite d'une suite, on obtient f(z) =/
Cette égalité étant établie pour n'importe quelle valeur de z, la fonction [ est constante,

Exercice 10 **

Soit une fonction f: R — R. Montrer qu'il v a équivalence entre :
() lim [f@)| = tim_|f)] = +oo;

(i) V[a;b] C R, f7'([a;b]} est une partie bornée.

Solution

méthode
| On revient & la définition quantifiée de la notion de limite.

Supposons | f| de limite 400 en +0c et en —oc.

Soit [a;b] un segment de R. En posant 4 = max(—a.b), on a [a;b] C [-A;A]. En
exploitant la définition de la limite exprimée avec des inégalités strictes, il existe M
et M’ réels tels que

vieR, z>M == [f(z)|>4 e VzeR, z<M = |f(z)]> A
Pour M" = max(M,—M'), on peut alors écrire
Ve eR, [|z|>M" = |f(z)]>A
= f(z) ¥ la:d)]

Par conséquent, la partic f~*([a;b]) est incluse dans [~M"; M"] | elle est donc bornée.

Inversement, supposons que l'image réciproque de tout segment {a;b] de R est une
partie bornée. Soit A € R arbitraire. L'image réciproque du segment [— A4 ; 4] étant une
partie bornée, il existe un récl M € Ry tel que

JTH-AAD C [-M ;M)

Par conséquent, pour tout z € R, si z est strictement supérieur a M, f(x) n’est pas
élément du segment {~A; A] et donc |f(x)| > A. On vient ainsi d’établir

VAER,, IM Ry, VZER, 2>M — |f(z)| > A

On peut alors affirmer que |f| tend vers +o0o en +oc. On obtient de méme que |f| tend
vers +00 en —oQ.
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7.5.2 Continuité

Exercice 11 *
Etudicr la contimuité de

frze z)+(z = |z))>

Solution
Etudions la continuité en a € R.

méthode
| On distingue les cas selon que a € Z ou non.

Cas : & ¢ Z. Sur un voisinage de a, la fonction z — |z} est constante égale & a] et!

f@) = la) + (x - {a))* — [a] + (a - [a])” = f(a).

Ainsi, f est continue en a.

Cas : ¢ € Z. On raisonne par continuit¢ a droite et a Y
gauche. 21
D’une part, quand x tend vers @ par valeurs supéricures
oY . 2 _ 15
fz)=ac+ (2 —a)* > a= fla)
. e =l
D'autre part, quand z tend vers a par valeurs inférieures : : T

f(m);a—'l+(.1?—(a—1))2—~-.—l+1:a:f(a).

La fonction f est donc continue & droite el & gauche donc
continue en @ {Th. 12 p. 234}.

Exercice 12 **

Soit f: R% — R une fonction telle que a = f(x) est croissante et z — L‘;'-l décrois-
sante. Montrer que f est continue.

Solution

méthode
On justific par monotonic I'existence en tout point, de limites & droite a gauche
que l'on montre égales & la valeur de la fonetion au point.

Soit @ € RY . Puisque f est croissante, f admet des limites 3 droite et & gauche en «
encadrant la valeur de la fonction au point (Th. 9 p. 233)

lm /(@) % f(a) & lim, f(z). )

I—ra

1. T.égalité qui suit est comprise pour « au voisinage de a.
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De méme, la décroissance de x — =~ permet d'écrire

f{a) a R &
lim — < fla) lim il ) (k)
w—at a z—a-
Par produit de imites, on a
fle) | (=) 1
lim — lim f(r] et lim 40 S lim f(x).
Tz~ I a4 r—a* r—a~ I a x—a~
L'encadrement (*x) se relit alors
1 fla) !
— lim f(z)< "= < — lim f(z
@ x—at f( ) a a xr=eal f( )
ct en multipliant par le facteur @ qui est strictement positif, on obtient
lim f(x) < fla) © lim f(x). (D)
r-2al r—a~

Les encadrements (%) ct (A) permettent de conclure : la fonction f est continue &
droite et & gauche en a, done continue en a.

7.5.3 Théoréme des valeurs intermédiaires

Exercice 13 *
Soit f une fonction réelle, définie et continue sur un intervalle 1.
On suppose que f n’est ni minorée, ni majorée. Montrer que f est surjective.

Solution

méthode
L'image d'un intervalle par unc fonction continue est un intervalie (Th. 14
p. 235).

L'ensemble f(7) est un intervalle et celui-¢i ni minoré ni majoré car f ne 'est pas. Le
seul intervalle de ce type est la droite réelle R. La fonction f est donc surjective.

Exercice 14 * (Théoréme des valeurs intermédiaires généralisé ')

Soit f: R — R une fonction continue possédant des limites £ et € (finies ou infinies)
en —oo et +0o0. Montrer que toute valeur strictement comprise entre ¢ ot ¢ est une
valeur prise par f.

1. On peut proposer et établir de la méme fagon que si [ Ja ;6 = R est une fonction {avec a < b réels
ou infinis} possédant des limites finies ou infinies en a et en b, celle-ci prend toutes les valeurs strictement
comprises entre ces deux limites.
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Solution
Si £ =il n’y a rien & montrer. Supposons alors £ # ¢ ct, quitte & considérer —f au
lieu de f, on peut méme supposer £ < I’ Introduisons y une valeur de U'intervalle ]€ /"
méthode
| T.a fonction f n’est ni minovée, ni majorée, par y.

En effet, si par I'absurde nous avons f(x) 2 y pour tout z € R alors, en passant a la
limite quand x tend vers —oc, il vient £ 2 y ce qui contredit le choix de y. Ainsi, f n'est
pas minorée par y ct il existe ¢ € R tel que f(a) < y. De méme, on obtient V'existence
de b € R tel que f(b) > y. Enfin!, la fonction f est continmie entre a ct b et prend donc
loutes les valeurs comprises entre f(a) et f(6) {Th. 13 p. 234), en particulicr la valeur 3.

Exercice 15 *

Soit f: [a;b] = R coutinue.
(a) Montrer que si f{[a;b]) C [a;b] alors f admet un point fixe2.
(b) Montrer que si [a;b) C f([a;b]) alors £ admet un point fixe.

Solution

méthode
On montre que la fonction auxiliaire @: « — f{z) — x s’annule car continue et
change de signe.

La fonction réelle ¢: @ — f{z) — 2 est définie et continue sur l'intervalle {o;b] par
différence de fonctions continues.

(a) Par I'hypothtse f{[a;b]) C [a;b], la valeur f(a} appartient & Dintervalle [a; ]
puis w(a) = fla) — a est positif. Aussi, f(b) est élément de [a;b] done w(b) = 0.
Par le théoréme des valeurs intermdédiaires (Th. 13 p. 234), on peut affirmer que ¢
s'annule et qu'il existe done x dans [a; ] tel que f(z) = z.

{b) Par T'hypothése [a:8] C f([a;b]), on peut affirmer que a ot b sont des valeurs
prises par f. Il existe donc a et 3 dans {a ;8] tels que f{a) =a et f(B) =b. On a alors
plo)=a—a<0 ¢ wB)=>b-752=0.

Fncore une fois, on peut conclure que p s’annule.
Exercice 16 **

Soit f: [0;1] — R une fonction continue vérifiant f(0) = f(1).
Montrer que, pour tout n € N*, il existe zp € [0;1 — 1/2] tel que

) = £ {50+ )

7/

1. Lorsque ¢ ct # sont des valeurs finies, une variante élégante comsiste & introduire la fonction
composée g = f o tan définie sur |-x/2;x/2[ et la prolonger par continuité sur [—7/2;7/2} afin de lui
appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires.

2. Un point flze cst une solution de I'équation f(z) = z.
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Solution
Soit. n € N*. Introduisons la fonction réelle @ définie sur [0;1 — 1/n] par

ra  of 1 .
,-.x,'~f\x+n‘) — flal.

La fonction ¢ est continue par opérations sur les fonctions qui le sont.

méthode
| On montre que , s’annule en calculant (0) +w(1/n) + -+ + (1 — 1/n).

Par simplification des termes communs aux deux sommes du membre intermédiaire

n—1 k‘) n—1 k +1 n—1 k
So(n) =S r(5) - (5) = sm-ro

Si la fonction » ne prend que des valeurs strictement positives alors f(1} — f(0) > 0
ce qui contredit I'hypothése f(1) = f(0). De méme, il n’est pas possible que la fonction
ne prenne que des valeurs strictement négatives. La fonction ¢ prend donc des valeurs
négatives et positives (au sens large). En rappelant qu'il s’agit d'une fonction réelile
continue sur nn intervalle, le théoreme des valeurs intermédiaires assure que la fonction ¢
s’annule .

7.5.4 Théoreme des bornes atteintes

Exercice 17 *

Soit f: [0;+oc] — R une fonction continue admettant une limite finie £ en +oc.
Montrer que la fonction f est bornée.

Solution

méthode
Par sa limite finie en +oc, on borne la fonction f sur un voisinage de +o0
avant de la borner par continuité sur le domaine restant,

Soit e = 1 > 0. Tl existe A € Rz tel que |f(x) —£| < 1 pour tout = > A. En particulier,
on a alors

|F(2)] < | flm)— 1] + | = L+ €]

La fonction f est bornée sur [A;+oc] par M1 =1+ |#]. Aussi, la fonction f est continue
sur le segment [0; A} et donc bornée sur celui-ci par un certain réel My (Th. 16 p. 235).

Par conséquent, quelle que soit la valeur de 2 choisie dans [0;+oc[, on peut affir-
mer |f(z)| < M avec M = max(M, Mz). La fonction f est donc bornée?.

1. Ce résultat peut étre généralisé : voir sujet 19 p. 248,

2. Une alternative élégante a ce raisonnement est de considérer la fonction coutinue ¢ = fotan définie
sur [0;7/2[. La limite finie de f en +oc permet de prolonger g par continuité en /2. La fonction g est
alors continue sur un segment, donc bornée. La fonction f Pest alors aussi.
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Exercice 18 **
Soit f: R — R une fonction continue périodique de période T > 0.
(a) Montrer que f est bornée.

(b) Justificer existence d'un réel z pour lequel f(z;z + T/2}) = Im(f).

Solution

(a) Puisque f est 7-périodique, les valeurs prises par f sur R se confondent avec celles
prises sur la période [0;T]. Or [ est continue done bornée sur [0; 7] et aussi sur R.

{b) méthode
On détermine = tel que les valeurs minimales et maximales de f solent prises
sur le segment [z ;x + T/2].

L'image d'an segment par une application continue est un segment. On peut donc
écrire f([0:7]) = [f(a); f(b)] avee a,b € [0 7).

Quitte & remplacer b par b+ 7', on peut supposer ¢ b a+ 7.

Sibe (a;a+1/2] alors f(a) et f(b) apparticnnent & f([e:a + T/2]) auquel cas z = a
convient puisque

In(f) = F(R) = £([0:T)) = f(la:a + T/2).
Sinon, b€ [a+T/2;a+T] ¢t x =a+T/2 convient.
Exercice 19 **

Soit. f: [a;b] — R une fonction continue vérifiant f(a) = f{(b) (avec a < b).
Montrer qu'il existe a > 0 tel que

Vie[0;0], Ixelasd—al, flz+t)= f(x).

Solution
Si la fonction f est constante, ¢’est évident.

méthode
| La propriété voulue est vérifiée au voisinage d’un point intéricur a intervalle
| de définition ot f admet un extremum.

La fonction f cst continue sur le segment [a;b] donc y
admet un minimum ct un maximam. La fonction f n'étant
pas constante, on peut supposer, quitte & considérer — f, que
le maximum est atteint en ¢ € Ja;[. Posons alors

a=min{c—a,b—c} >0

de sorte que [¢ — aje+a] Cla; b

Soil ¢ € [0:af. La fonction g: & — f(z 4+ ) — f{z) est définie et continue sur I'inter-
valle [c —t;¢]. On a gle ~ t) 2 0 et gle) © 0 car f est maximale en ¢. Le théoréme des
valeurs intermédiaires assurc alors que g s'annule et qu’il existe douc x € [a;b — o] tel

que f(x+t) = flx).
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Exercice 20 **

Soit. f: [0; +o0] — R une fonction continue. Pour tout réel = positif, on pose

glx) = s f(t).

Montrer que la fonction g est définie, continue et croissante sur [0; +os].

Solution

Soit & € [0;+oc|. La fonction f étant continue, elle admet un maximum sur le seg-
ment [0;«] et I'on peut donc introduire le max définissant g(z). Au surplus, la fonction g
est croissante car pour chaque x et y dans [0;+ocf,

<y = [0:z] C[0:y]
= g(z) = 9(u).

Il reste & établir la continuité de g.

méthode

On étudie la continuité de ¢ en a € [0;+o0[ en discutant sclon que g{a) est,
| ou non, égale & f(a).

Soit @ € 10; +oc[. On a assurément f{a) = g(a).
Cas : f(a) < g{a). Par continuité de la fonction f en a, il existe ¢ > 0 assez petit ! tel
que f(x) < gla) pour tout = € [a — o ;a + ). Pour de tels z, on a alors

g{z) = max f(t) = g(a).
te[0iz]

La fonction ¢ est constante au voisinage de a done continuc en a.

Cas : f(a) = g{a). Soit £ > 0. Par continuité de f en a, il existe a > 0 assez petit tel
que f(z) soit encadré par f{a} —¢ el f(a)+ 2 pour tout z € [0 — a;a + a].

En particulier, f(a —a) » f(a) — ¢ ct done gla —a) = fla) —e = g(a) —¢.

Aussi, pour tout 2 € [0 a+a], ona f(x) © f(a)+e car I'inégalité est vraie pour z < a
ct pour = € [e;a + a]. Ainsi, gle + @) € fla) +e = g(a) +=.

Par croissance de g, on a alors

Vrefa--aiat+al, gla)—e<gle) s gla)+e.
Om peut a4 nouveau conclure que g est continue en a.

Reste a évoquer la continuité en @ = 0 qui se résout comme dans le cas ci-dessus en se
limitant & 'étude d’une limite & droite.

1. On choisit « de sorte que (¢ — a;a+ o] C {0 +oa| afin d’assurer la définition de f(x).
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7.5.5 Equations fonctionnelles

Exercice 21 *
Déterminer les fonctions f: R — R continues en 0 vérifiant

f(2x) = f(z) pour tout x réel.

Solution
Analysons une fonction f solution.

méthode
| On exprime f(z) en fonction de f(z/2), f(z/4), etc.

Par 1'équation fonctionuelle f(2z) = f(x), valable pour tout = € R, on peut écrire
— 2 H ‘\
f ( 9) =1 { xg )=

Soit z un réel fixé. Par une récurrence facile, on montre que pour tout naturel n

Lorsque » tend vers l'infini, le terme ©/2™ tend vers 0 ct, par continnité de f en 0, on
obtient

5) == ro)

Or f(z/2") est constant égal & f(z) et I'on a donc aussi

o) =10 —— 5@
Par unicité de la limite d'unc suite, on conclut f(z) = f(0).

Ce résultat valant pour toute valeur de x arbilrairement choisie dans R, on peut
conclure que la fonction f est constante. La réciproque est immédiale.

Exercice 22 ** (Fonctions additives et continues)
Déterminer les fonctions continues f: R — R vérifiant

f(@ +y) = f(x) + fly) pour tout (z,y) € R”. (*)
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Solution
Soit f une fonction solution.

méthode
| On caleule f(x) lorsque x € Q.

En prenant £ = ¢ = 0 dans (), on obtient f(0) = 0. En prenant y = —z, on constate
que la fonction f est impaire. Enfin, en prenant z € R et y = nz avec n € N, on montre

f((n+ Ux) = f(nz) + f(z)

de sorte que la suite {flns|) est arithmétique de raison f(x). Ces résultats combinds
permettent daffirmer
VeeR, VneZ, f(nx)=nfl(x). (%)

Posons alors @ = f(1) el vérifions f(a) = ax pour tout x ratiounel.
Soit 2 € . On peut écrire x = & avec p € Z et ¢ € N*. En cxploitant (++), on obtient
a la fois

f{lﬁl)zf(\pxé)pgzpf(é) et fll):f(‘\qxé‘ o= qf(é),

\4q/ /] qEeN®
On en tire

/( - ] = ’jll 11 clest-a-dire  f(z) = ax.
" W
méthode

On étend la relation & ¢ € R en écrivant 2 comme limite d’une suite de nombres
rationnels .

Soit € R. On peut écrire

[nz| | nz|
———x avec — Q.
1) n—+0o0 1)

Par comtinuité de f en 2 et par un calcul direct, on a simultanément

{ |nz]\ nzf\ ne
fl [nz] | — flz) et f(L—J— | =az.l—J — ax.

\ N/ nodtoo \n / n  ntoc
Par unicité de la limite d’une suite, on conclut f(x) = az.

En résnmé, si f est solution, il existe? un réel @ pour lequel f(z) = az pour tout z
réel. La réciproque est immédiate.

Exercice 23 **

Déterminer les fonctions continues f: R — R vérifiant

flz+y) = f(x)f{y) pour tout (z,y) € R”

1. On exploite cn fait la densité de @ dans R.
2. Cette étude peut étre rapprochée de celle du sujet 29 p. 36.
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Solution
Soit. f une fonction solution. Celle-ci est a valeurs positives car, pour tout réel x,

méthode
[ Apres avoir isolé le cas de la fonction nulle, on introduit ¢ = Inof.

Si la fonction f s’anuule en un certain zy € R alors, pour tout z € R,

flz) = f(z — 2o +@0) = fl@ - x0) flzo) = 0.
[P
=0
La fonction f désigne alors la fonction nulle.
Sinon, la fonction f prend des valeurs toutes strictement positives ct on peut intro-

duire la fonction composée ¢ = Inof. La fonction g est continue et vérifie, pour tous x
el y réels,

gle +y) =In(f(z +y)) = n(f(2}f (v))
=In (f(:)”)) +In (f(y)) =glz) + gly)
En vertu de I'étude du sujet précédent, on peut affirmer I'existence d'une constante a

réelle pour laquelle g{x) = ax puis f(z) = cxp(g(m)) = ¢% pour tout x réel.
La réciproque cst inimédiate.

Exercice 24 **

Déterminer les fonctions f: [0; +oo[ — [0; +o00[ continues vérifiant

f(f(z)) =z pour tout z € [0; +oof.

Solution
Soit. f une lonction solution.

méthode
| On montre que f est strictement monotone.

La fonction f est bijective (d’application réciproque elle-méme) et continue done stric-
tement monotone (Th. 15 p. 235). Elle ne peut &étre décroissante car alors elle ne serait
pas surjective sur [(}; +oc[, elle est done strictement croissante.

Soit z € [05+00[. Si f{x) < , on a par stricte croissance f(f(z)) < f(z) et donc

f(f(z:)) < flz) <z

Ceci contredit hypothese f(f(z)} = z. De méme, f(z) > z est impossible.
On conclut que I'application est nécessairement. 'identité. La réciproque cst entendue.
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7.6 Exercices d’approfondissement

Exercice 25 *#*

Soit f: [0;+o0[ = R une fonction continue vérifiant
flea+1)— flzg) —— € € R.
r—r 420

Montrer

Solution

Quitte a considérer la fonciion x — f(x) — £z, on peut supposer £ = 0 ce que nous
ferons pour la suite,

Soit € > 0. Tl existe un réel A € R, tel que [f(m +1)— f(J:)| < & pour tout réel 2 > A.

méthode
Par décrément d'unité, on rapporte le calcul de f(a) & celui d’une valeur prise
par f sur le segment (A; A+ 1].

Soit @ = A et enticr n = | — A tel que z ~ n € [4;4 + 1]. On peut écrire par
Lélescopage

3
J»—A

fla) = (f(-ﬁ— —fla—k—-1)+ flxr —n).

3'
O

Par I'inégalité triangulaire

‘M) Z“( flo k-l)l,+M<E+|f_(“ﬂ.

& J

/.

Puisque la fonction f est continue sur le segment [4; A + 1], elle y est bornée par un
certain réel M. Sachant de plus n < , on écrit

’fﬁ’)

Le terme M/« étant de limite nulle quand 2 tend vers +oc, on peut introduire un réel A’
strictement positif pour lequel M /z < ¢ pour tout & = A,
On a alors, pour tout réel  » max(A, A’),

‘@ <2
T

Ou peut conclure que f(z}/x est de limite nulle! quand x croit vers 4+oc.

1. On peutl mettre cette étude en paralléle avec celle du sujet 15 p. 207.
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Exercice 26 **
Soit f: [a;b] = [a;b] vérifiant !

V(z,y) € la: b, [f(y) - flo)| € |y — <.
On considére la suite récurrente définie par

thy + [ltin)

2

uy € |ash] et VREN, tupyy =

Montrer que (u,) converge vers un point fixe de f.

Solution
La suite (u,) est bien définie. En effet, le premier terme ug est choisi dans [a; 8] et,
pour tout z € [a;b], on peut affirmer

z + f(z)
2

car c'est le milieu de denx éléments de {a;b].

€ [114;.'1'

méthode
| On étudie la monotonie de la suite (u,,).

Pour tout n € N

Un+i Up =

(f(un) f(un—l)) + (un un—l)'

-

Or par 'hypothese sur f
|f(u'n) = f(“-n—l)| : |un un—ll

et done un41 — uy, est du signe de u,, —u,_. La suite (u, ) est donc monotone 2. De plus,
la suite (un) est bornée, elle converge donc vers un réel £. Sachant que tous les termes
de la suite vérifient a < u,, = b, la limite vérifie aussi a € ¢ = b.

Enfin, la fonction f est continue et en passant la relation de récurrence a la limite, on
obtient

{ + {
E’:# donc  [lI] =¢.

Exercice 27 **

Soit f,g: [a;b] — [ab] deux fonctions continues vérifiant
fog=gof.

Montrer qu’il existe g dans [a;b] tel que f(zg) = g(zg).

1. On dit que f est 1-lipschitzienne. De telles fonctions sont évidemment continues.
2. Sa monctonie est déterminée par le signe de uy — ug.
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Solution

Par Pabsurde, supposons que la fonction f — g ne s’annule pas. Puisque ¢’est une fone-
tion continue sur un intervalle, cette fonction est de signe constant. Quitte a échanger f
et g, on suppose ¢ — f > 0.

La fonction f admet un point fixe! z dans [a ;).

méthode
| On considére la suite des itérés x, g(=), g(g(2)},. ..

On a f(g{z)) = g(f(z}) = g(z) et donc g(z) est un point fixe de f. De plus, g(x) > =
car g{x) — f(x} > 0. De méme g{g(w)) est un point fixe de f supérieur a g(x), etc.
Etudions la suite récurrente (u,,) déterminée par

ug =z et YneN, u,r = gluy).

La suite (u,,) est constituée de points fixes de f. C’est aussi une suite croissante d’éléments
de [a;b], elle couverge donc vers une limite £ € e ;5]. En passant & la limite les égalités

flun) =n,, et uppy = glu,)

on obtient f{£) = ¢ = g(£). C’est absurde.

Exercice 28 ***
Déterminer les fonctions f: R — R continues vérifiant

fof=2f-1d (x)

Solution

méthode
On commernce par montrer qu'nne fonction solution réalise une bijection stric-
tement croissante.

Soit f une fonction solution du probléme posé. La fonction f est injective. En effet,
si z et 2’ sont deux réels tels que f(z) = f(z') alors f(f(z)) = f(f{z')) et la relation
fof=2f—1d entraine x = z’. La fonction f étant continue, elle est alors strictement
monotone.

La fonction f est nécessairement croissante. En effet, si par 'absurde, la fonction f est
décroissante, f o f est croissante puis Id = 2f — f o f est décroissante !

Si la limite de f en +oc est finie égale a £, on obtient par continuité 'absurdité

L=

lim z = xli}rilcme(:c} - ffln)) =20— f(H) e R

Nécessairement f tend vers +oc en +0o et de méme f tend vers —oo en —o0.
Finalement, f réalise une bijection strictement croissante de R vers R.

1. Voir sujet 15 p. 246,
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méthade
|| On exprime ! le terme général de la suile ( [ "(.1')).

Soit # un réel et {uy,} la suite de terme général 1, = (=), On a
Uppn = f"‘+2(rr;) = 2f”+'(:c) — ™) = 2ty — Uy
La suite (u,) est récurrente linéaire d’ordre 2 d'éguation caractéristique 7% — 2r +1 =
de racine double 1. Le terme général de la suite (u,,) est donce de la forme u, = An -+ g
avec A, p réels. Sachant ug = x et w| = f(x), on obtient
=) =n{flz) =)+z

On en déduit

")
Jlz)—x= hm f 4
=r 420 7

méthode
| On vérific que cette limite ne dépend pas de .

Si la fonction f n'est pas I'identité, il existe un réel & tel que f{x)} # x. Pour fixer les
idées, supposons f{x) > z (le cas symétrique est analogue). Pour 3 un autre réel, il existe
un entier p € Z tel que

p(flz)—2) Sy—z < (p+1)(f(x) - 2)
c’est-a-dire
FPl@) <y < f7 ().
Par croissance de f, on a pour tout naturel n
frHP(@) < fy) < ().

En divisant par n, on obtient.

n4p [Ma) _ fMy)  mrptl frPHa)

n n+p n o n  n+p+1
1 )

Par passage a la limite quaud n tend vers 400, on conclut
fa) = £ )~y € flo) —

Finalement, la fonction x — f(x) — x est constante.
En résumé, si f est solution, il existe une vonstante C réelle telle que f{z) =2+ C
pour tout « € R. La réciproque est immnédiate.

1. L'exposant est ici & comprendre comme un exposant de composition et non comme une puissance :
f*=fofo-- 0 f produit de composition & n facteurs.



CHAPITRE 8

Dérivabilite

I et J désignent des intervalles réels non vides et non réduits 4 des points et ¢ un élément
de 1.

8.1 Dérivabilité

8.1.1 Nombre dérivé

Définition
On dit qu'une fonction f: I — R est dérivable
en a sile taur d’eccroissement de f entrea et
admei une limite finie quand « tend vers a avec
& # a. Cetie limile est notée f'(a} et se nomme
le nombre dérivé de f en a.

Ainsi, et sous réscrve d’existence,

Théoréme 1 (Développement limité a I'ordre 1)

Si f: I > R cst dérivable en a, on peut écrire !

flz) = fla}+ f'(a){z — a) + (z — a)e(x)

avec £ une fonction de limite nulle ¢n a.
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En particulier, une fonction dérivable en a y est continue.

8.1.2 Dérivées latérales

En étudiant, lorsque cela a un sens, la limite du taux d’accroissement quand x tend
vers a par valeurs supérieures (resp. par valeurs inférieures), on définit la notion de
nombre dérivé 4 droite (resp. ¢ gouche) en a.

Théoréme 2

Une fonction f: 7 — R est dérivable en un point intérieur a f si, et sculement si, elle
y est dérivable & droite et & gauche et que les nombres dérivés correspondants sont
égaux.

Ce résultat est utile pour étudier la dérivabilité des fonctions définics par une alternative.

8.1.3 Fonction dérivée

Définition
I On dit qu'une fonction f: I — R est dérivable? si celle-ci est dérivable en tout point a
[| de 7. On peut alors introduire sa fonction dérivée f': I — R,

La notation de la dérivée avec un « prime » est utilisée pour dériver une fonction. Si l'on
veut dériver unc expression de la variable z, on emploie la notation différentielle ,,'_; On
peul ainsi écrire

') = ¥ (flr))
dr

On justifie généralement la dérivabilité et l'on obtient 'expression de la dérivée d'unc
fonction par les théorémes d'opérations présentés dans les chapitres précédents p. 13 ot
p. 40.

8.2 Théoréme de Rolle et des accroissements finis

8.2.1 Extremum local

Définition
On dit qu'une fonction f: I — R présente un mazimum local en a s'il existe o > 0
tel que f(z) © f(a) pour tout = de I vérifiant |z — a] < a.

Mutatis mutandis, on définit la notion de minimum local.

1. Tnversement, lorsque f(x) = f{a)+£(e — ¢) + (x — e)&(zx) avec ¢ de limite nulle en a, la fonction f
cst dérivable en a avec f'{a) = £.

2. On dit quelquefois qu'une fonction est dérivable sur un intervalle J pour insister sur le domaine
de définition de la fonction ou pour affirmer que c’est sa restriction au départ de J qui est dérivable.
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Théoréme 3
Si f: I — R présente un extremum local en un point a intérieur & I et si f est
dérivable en ¢ alors? f'(a) = 0.

Si f admet un maximum en a extrémité gauche de 7, on peut sculement affirmer f'(a) = 0.
On affirme f'{a) = 0 lorsque a est extrémité droite.

8.2.2 Théoréme de Rolle

Théoréme 4 (Théoréme de Rolle)

Soit a, b deux réels avec a < b. 81 f est une fonction réelle continue sur a ; 5], dérivable
sur |a:b et si f(a) = f(b) alors il existe un réel ¢ dans Ja; b tel que f’(c) = 0.

8.2.3 Egalité des accroissements finis

Théoréme 5 (Théoréme des accroissements finis)

Soit a,b deux réels avec o < b. 8i f est une fonction réelle continue sur {a ; b], dérivable
sur ]a; b[ alors il existe un réel ¢ dans |a; b tel que

f(®) = fla) = f'(c)(b~al

Une application importante de ’égalité des accroissements finis est la justification des
théorémes de monotonie? déja énoncés p. 13.

8.2.4 Inégalité des accroissements finis

Définition
On dit qu'une fouction f: I — R est lipschitzienne s'll existe M € R, vérifiant
|f{y) — f(z)| = M |y — z| pour tous x et y dans 7. Plus précisément, on dit alors que
la fonction f est M -lipschitzienne.

Les fonctions lipschitziennes sont continues.

Théoreme 6
Si f: I — R est une fonctlion dérivable et si |f’
fonction f est M-lipschitzienne.

est majorée par un réel M alors la

1. On dit que @ est point critique de f.
2. Ceux-ci demeurent valables pour une fonction continue et dérivable sauf en un nombre fini de
points.
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8.2.5 Limite de la dérivée

Théoréme 7 (Théoréme de la limite de la dérivée)
Si f: I —+ R est continue, dérivable sur les intervalles formant I\ {a} et si

&ll*r.n' f(z) =£ e RU{xoo}

alors
f@) = flo)

r—qa Ll

f

En particulier, si £ est une limite finie, f est dérivable en a avec f/(a) = £. En revanche,
si £ est nune limite infinie, le graphe de f présente uue tangente verticale en a.

8.3 Classe d’une fonction

8.3.1 Fonctions de classe C”

Soit une fonction f: I > Retn e N.
Définition

On pose [V

= f appelée dérivée d’ordre () de f.
Si f admet une dérivée d’ordre n, notée f{™ et si celle-ci est dérivable, sa dérivée
est appelée dérivée d’ordre n+ 1 de f ct est notée Fr+1),
Si I'on veut dériver & 'ordre n une expression de la variable z, on emploie la notation
diftérentielle

a

Définition
On dit que f est de classe! C™ si f admet une dérivée d’ordre n et si celle-ci est
continue. On dit que f est de classe £ si f admet une dérivée jusqu’a n’importe
quel? ordre n.

En particulier, les fonctions de classe C° sont les fonctions continues, les fonctions de
classe C! sont les fonctions dérivables de dérivées continues.

8.3.2 Opérations sur les fonctions C"

Soit n € N.

1. On dit aussi qu'une fonction est de clusse C* sur un intervalle J pour insister sur son domaine de
définition ou pour affirmer que c’est la restriction de la fonction au départ de J qui est de classe C”.
2. On dit aussi que f est indéfiniment dérivable. Une telle fonction est de classe C* pour tout 7.
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Théoréme 8
Si f,g: I -+ R sont des fonctions de classe C™, alors pour tout réel A, les fonctions
M. f+ gt fgle sont aussi avec !

();f)(”) _ )\f(n), (f + g)(n] — f(n] + q(n) - (l”‘ll'u'l = z (:)/(Mq\z-n

Théoréme 9

Si f: I — R est composable par ¢: J — R et si ces fonctions sont de classe C" alors
la fonction composée g o f est de classe C™,

En composant avec la fonction inverse, on montre que I'inverse d'une fonction de classe ™
ne s’annulant pas est de classe C". On peut aussi considérer le quotient de deux fonctions
de classe C™.

Théoréme 10

Si f: I — R est de classe C* (avec n » 1) et si sa dérivée ne s'annule pas alors f
realise une bijection de I vers un intervalle J et sa bijection réciproque est aussi de
classe C”.

Notons enfin que ces différents résultats se généralisent aux fonctions £,

8.3.3 Théoreme du prolongement C"

Théoreme 11 (Théaréme du prolongement C")

St f est unc fonction de classe C™ sur les intervalles constituant 7\ {a} et si f'*/
possede une limite finie quand z tend vers e pour tout & € [0;n] alors f peut étre
prolongée en une fonction de classe €™ sur 7

8.4 Extension aux fonctions complexes

Le vocabulaire précédent (dérivabilité, fonction dérivée, classe d'une fonction) et les théo-
reme d’opérations algébriques se transposent aux fonctions complexes. En particulier, on
peut étudier la dérivabilité & n’imnporte quel ordre d’une fonction complexe en considérant
sa partie réelle et sa partie imaginaire. En revanche le théoréme de Rolle? ou le théo-
reme des accroissement finis ne sont pas valables dans le cadre complexe. Seule demeure
I'inégalité des accroissements finis :

1. L’égalité exprimant la dérivée d’ordre n d’un produit se nomme la formule de Leibniz.
2. La fonction t =+ ¢'* est dérivable sur [0: 2#} prend les mémes valeurs en 0 et en 27 et pourtant sa
dérivée ne s’annule pas.
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Théoréme 12

Si f: I — C est une fonction de classe C! et si {f/] est majorée par un réel M sur [
alors la fonction f est M-lipschitzienne :

V(z,y) € 1%, |f(y) - fla)| < My -z

8.5 Exercices d’apprentissage

8.5.1 Dérivabilité

Exercice 1
Etudier la dérivabilit¢ de la fonction f: R — R définie par f(z) = 1%
Solution

méthode

La fonction valeur absolue n’étant pas dérivable, on commence par déterminer
la valeur de celle-ci en discutant selon le signe de la variable.

Etudions la dérivabilité de f en a € R.
Cas : @ > 0. Pour z au voisinage dc ¢, on a |z| = x ot donc

2 x _ 1
fily) = =1 —
1+2 | + 1
La fonction f est alors dérivable en a avee
1
! —
Cas : a < 0. Cette fois-ci, || = —z. Un calcul

analogue donne Z{%y_f TH7a]
1
/ —_ . } T
-ty A

Cas:a =10
méthode
| La dérivabilité en 0 s’étudie par la limite d'un taux d’accroissement .
Pour =0
flo) - o) _ 1
z 1+ |J.| z—0
La fonction f est donc anssi dérivable en 0 avec f(0) = 1.

1. La fonction f ¢tant continue en 0, on peut aussi utiliser le théoréme de la limite de la dérivée
(Th. 7 p. 260) : f' est clairement de limite égale 2 1 en 0.
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Exercice 2
Pour quels n € {0,1,2,3}, la fonction f, définic sur R sulvante est-elle continue,

dérivable, de classe C! ?
o (3 .
[x"sm —) siz#0

Inizs .
IU sinoxn.

Solution

Par opérations sur les fonctions, f,, est assurément de classe C' (et méme C™) sur les
intervalles }—oco ; 0] et |0; +o0[ avee, pour tout = > 0,

fi(z) =na ! sin(l) — "2 cos(l)
T T

Reste & étudier sa régularité en 0.

Dans le cas n = 0, la fonction fy n'est pas continue ! en 0 (a fortiori ni dérivable, ni de
classe C!).

Supposons désormais n = 1. La fonction f,, est continue en 0 car

falz)= 2™ X sin(%) —— 0= fo(0).

z—0
v ———

bornée

Etudions, maintenant sa dérivabilité en 0. Pour 2 # 0

fn("’:) - fn(o) — /1\

Vg win | l
z

Si n = 1, ce taux d’accroissement nc posséde pas de limite quand x tend vers 0 : la
fouction fi n’est alors pas dérivable en 0.

Yy Yy

Allure au voisinage de 0 des fonctions f) 4 gauche et f5 & droite.

1. Le terme général un = 1/{2nm + m/2) tend vers 0 tandis que fo{un) = 1 ne tend pas vers fo(0).
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En revanche, si n = 2, ce taux d’accroissement tend vers § car produit d'un facteur
horné par un facteur de limite nulle. Dans ce cas, f, est dérivable avec f/(0) = 0.

méthode

Pour étudier si une fonction dérivable est de classe CT, on étudie la continuité
de sa dérivée.

Pour x #0
. | |
[lir! = 2xsin —) - cos| -
1 X
. —r ——
—U>0 sans limite en 0
I —

La dérivée de fo n'est done pas continue en . En revauche

1 A4
f5(x) = ‘%:zzsin(;\ —wcos(;) T) 0 = f3(0).
» ARk e
—{ —+0

La dérivée de la fonction f3 est donc continue en 0.
En résumé : fy nest pas continue, f) est continue mais pas dérivable, f> est dérivable
mais pas de classe C! et f3 est de classe C'.

Exercice 3
Déterminer un exemple :

{(a) de fonction dérivable sur R mais de dérivée discontinue en 0.

(b} de fonction dérivable sur |0; +oc| de limite +oc en O mais dont la dérivée n’est
pas de limite +oc en 0.

(¢) de fonction dérivable sur R, de nombre dérivé strictement positif en 0 mais non
croissante sur un voisinage de 0.

Solution

{(a) La fonction f: z > 22 sin(%) prolougée par continuité en 0 convient : c¢'est la

fonction fo de I'étude précédente.

(b) La fonction g: z — 1 +sin(1) convient. Elle est bien de limite +o0o en 0 mais sa
dérivée n’est pas de limite infinie en 0 car, pour toul z > 0,

‘ ] 1 1
Oir)=— 3 1 +cos(;> donc g’( m J =0 pour tout n € N.

(c) La fonction h: z — x + 22?sin(2) prolongée par continuité en 0 convient. En
effet. A'(0) =1 > 0 et pour z # 0

]
Miz)=1+ 4;rsin( T) - 2005(1)
‘ 2 xr

'

— 74 oscille entre —2 et 2
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La dérivée B/ est strictement négative (ct donc h strictement décroissante) sur des inter-
valles aussi proches de (0 que Pon peut le vouloir.

8.5.2 Théoréeme de Rolle et des accroissements finis

Exercice 4
Soit f: I = R une application n fois dérivable.

On suppose que f s’annule en au moins 7 + 1 points distincts de 7. Montrer que la
dérivée n-ieme de f s’annule au moins une fois sur 1.

Solution

méthode
On applique le théoréme de Rolle (Th. 4 p. 259} entre des annulations succes-
sives de f alin de produire des annulations pour la fonction

Notons ag, @1,....a, les n 4+ 1 points distincts on f s’annule. Quitte & redéfinir ’in-
dexation, on peut supposer ceux-ci organisCs par ordre croissant :

g < 1y < - < Wy
Soit i € [1;n]. La fonction réelle f est continue sur [e,_1:4a;], dérivable sur |a,_1;a,[

et prend les mémes valeurs en a,..q et 1, puisqu’elle s’y annule. Par le théoréme de Rolle,
on peut affirmer Pexistence de b; dans Ja;—) ;1| annulant /'

Y

ao; a1 be az/-"' "\
; ’ x

Par construction, les #; sont entrelacés dans les a; :
ag < by “aa < by < a3 < <lpoy < by < ap.

Les b; sont donce deux a deux distinets et Pon peut affirmer que f' s’annule an moins n
fois sur 1.

En reprenant ce raisonnement !, on obtient que f” s’annule au moins n — 1 fois ou
encore que ['*! s’annule au moins n — &k + | fois pour tout & € [0;n]. Au final, ['"
s'annule an moins une fois.

1. Le plus élégant serait cependant de raisonner par récurrence sur n € N, la démarche ci-dessus
fournissant 'hérédité de celle-ci.
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Exercice 5
Montrer I’encadrement

&
— <h{l+2)<2 our tout z > 0.
ETN ( ) p

Solution

méthode

On applique le théoréme des accroissements finis (Th. 5 p. 259) a la fonction
t =+ In(1 + ¢) entre 0 et z.

Soit @ > 0. La fonction f:t +— In(1 + ¢} est de classe C* sur ]-1;+0o0[ et donc a
fortiori continue sur [0;x] et dérivable sur J0;x[. Le théoréme des accroissements finis
assure alors l'existence d'un élément ¢ de J0; 2| tel que

1+¢

flz) — f(0) = f'(e){(x —0) cClest-a-dire In(l+z)=

Sachant 1 < 1 4+ ¢ < 1 4+ &, on obtient directement I'encadrement strict voulu.

Exercice 6
Montrer que pour tous x et y réels

Isiny — sinz| < |y —2|.

Solution

méthode

Par l'inégalité des accroissements finis (Th. 6 p. 259), on montre gu'une fonc-
tion est lipschitzienne en bornant sa dérivée.

La fonction & — sinx est dérivable avec pour tout z € R
[(sin)'(z)| = lcos z| < 1.

La fonction sin est donc 1-lipschitzienne .

8.5.3 Dérivées successives

Exercice 7
Soit n € N. Vérifier que les dérivées n-iémes des fonctions cos et sin s’expriment

dn

—(cosz) :cos(;tt+'nE et £—(s:in:::) =sin(z+n"
i 2 dat ) 2/

1. On montre de méme que les fonctions cos ou arctan sont 1-lipschitziennes.
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Solution

méthode
On peut valider les formules proposées en raisonnant par récurrenee sur n € N,
On peul aussi effectuer un caleul dans le champ complexe.

Les fonctlions cos et sin sont les parties réelles et imaginaires de la fonction com-
plexe 2 — €. Celle-ci est indéfiniment dérivable et 'on peut affirmer aisément,

Jqn ; . . . .
Gy i im/2yM iz nd
d—:r” (f. } Lt ( ) (¢ L 2
En passant a la partie réelle et a la partie imaginaire, on valide simultanément les deux

formules proposées.

Exercice 8
Soit n € N. Calculer les dérivées n-iémes des fonctions suivantes

(a)z > z” (avee pe N)  (byzvs % {e) (z2 ~z + 1)e™®
(d)z > cos® z (e} = rr cos(x)e” ) z p 'y
Solution

Par opérations sur les fonctions, chacune des fonctions proposées est indéfiniment dé-
rivable.

(a) méthode
| On calcule les premidres dérivées jusqu’a voir apparaitre le « schéma général ».

d 2
—(zP) — pzP ! —(z?) = — ¥ 2, ...
@) = L5 = plo - D2t
Tant que Pordre de dérivation est inférieur 3 'exposant p, on obtient !
dn _ ! _
dan (»LP) =plp—-1)x---x{p—n+1)zP "= —(p—— n)!mp n

et la dérivée n-iéme est nulle si n > p.

(b) méthode
Pour calculer les premieres dérivies successives, on préfére dériver une forme
en 1/u* plutdt qu'en 1/u.

d /1y 1 d2{'l‘) 2 d”(l):_2x3'

= e — -

dz\z/ 22 d\z 3 dat\z z*
. roposer 2 la formule générale
On peut, alors proposer ? la f le g 1
d= '/}\ = (=1 !
dz™ \z (L'n+l

1. Pour exprimer la formule générale, on observe qu’aprés n dérivations 'exposant de = est égal A p—n.
tandis que le dernier facteur est (p — n + 1) car provient de Pultime dérivation de zP—7+1,
2. On pourra justifier I'exactitude de cette formule en raisonnant par récurrence.
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(c} méthode

| La formule de Leibniz (Th. 8 p. 261) permet de dériver un produit & Pordre 7.

Introduisons les fouctions f et g définies sur R par f(z) = 22 - 24+ 1 et g(z) = e,
Ces fonctions sonl de classe C™ et 'on peut appliquer la formule de Leibniz

A=) {

avee, pour tout @ réel,

Mel=20— L") =2.f%z)=0pour k23 ot g Oz)=(—1)"Fe=,

On en déduit,
Fer

dr’

((272 —zr+1)e ’) =(-1)"(z* - 2n+ Dr+ni+1)e =

{d) méthode

| On linéarise I'expression trigonométrique avant de dériver.
Soit r € R. On a'! cos 3z = 4cos® 2 —3cos x et 'on peut done proposer la linéarisation

. 1
cos® £ = 1 (3cosm + cos(3x)).

On sait.?

"

N d" . TR P L.
e (cosz) = (,()h(.’II + -i-—) et P (cos(3x}) =3 cos(d.c 4 5 )

On obtient donc

di"‘ (cos”c) = %1{3“”(“r " %) + 30 c0$(337 + 27 )
(¢) méthode

On interpréte® la fonction comme la partic réelle d’une fonction complexe
simple a dériver.

Pour tout z réel, on peut écrire

cos(x)e® = Re{e!' ")

1. Voir sujet 4 p. 93. On peut aussi simplement linéariser cos® z par les formule d’'Euler.
2. Voir sujel 7 p. 266.
3. On peut aussi utiliser la formule de Leibniz.
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avedc
b"l ije S\ TL i) 72 inar i)z
dl_nfe(“r} ) = (14 i)relltie = gn/2ginm/d{1+1)
car 1+1i= 2% On en déduit

dan
dxn

(COS(:L‘)(—;' ) - 2n.ﬂ cos (1’: + nf u

([) méthade

| On décompose la fraction rationnelle en éléments simples .
La fraction 1 /(X 2 _ 1) est de partie entiére nulle et son dénominateur X2 — 1 se
factorise (X — 1)(X + 1). Sa décomposition en éléments simples s’écrit.

1 o N b
X2-1 X-1 X+1

avec a,be R

On calcule

|
:: ol ’r:—

\

Chagque élément simple se dérive & 'ordre n comme on I'a vu pour le terme 1/x ci-dessus
ct I'on obtient

d® 7/ 1 (—1)7n! ] |
) =7 )

dan |\x2 -1 2 z— 1) (x4 )l

8.6 Exercices d’entrainement

8.6.1 Généralités

Exercice 9 *
Soit f: R — R une fonction dérivable en a € R. Etudier

i 21(@) = af(@)

T r—a
TFa

1. La démarche de calcul d'une décomposition en éléments simples est présentée dans le chapitre 5
de 'ouvrage Ezercices d’algebre et de probabilités MPSI.
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Solution
méthode

| On introduit? par addition et soustraction le terme « pont » af {a).

Pour x réel différent de a

zf(a) — af(z) r zf(a) —afla)+af(e) — af(x) = fa) +

Tz —a r—a r—a

flay = fix)
8$ - -

Dans le deuxiéme terme de la somme, on reconnait 1'opposé d'un taux d’aceroissement
et donc
rfla)~aflz)

T —-a r—e
T#a

f(a) - of'{a)

Exercice 10 *
Soit, f: [0;1] — R une fonction dérivable et w- {0;1] — R définie par :

) f@2x) siz€([0;1/2]
ple) = {f(Zx —1) sinon.

A qguelle(s) condition(s) la fonction ¢ est-elle dérivable ?

Solution

Par composition, la fonction  est dérivable en chaque point des intervalles [0;1/2[
et |1/2;1]. Reste & étudier la dérivabilité au point de jonction ¢ = 1/2. Commencons par
étudier les continuités & gauche et & droite de @ en 1/2.

im o(z) = lim F(2x) = f(1) = w(1/2) et

T—3

lim (z) = lirr.1_ f(2c — 1) = f(0).

La fonction ¢ est donc continue en 1/2 si, et seulement si, f{0) = f(1). Supposons par
la suite cette condition vérifiée.

méthode
| On étudie par les limites des taux d’accroissement les dérivées latérales en 1 /2.

plz) — p(1/2) fl2x) - (1)

IL'\T— z-1/3 2;.'3’ w1 e
. wlr) =l . f2e-1) = f(O) ) g4
_ = 2.. W
s S ) S S P f)

1. Ou introduire le terme z f{z}.
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La fonction ¢ est donc dérivable & droite et & gauche en 1/2 avec les nombres déri-
vés @ (1/2) = 2f'(1) et ,(1/2} = 2f(0). La fonction ¢ est alors dérivable en 1/2 si, et
seulement si, f/(0) = f/(1) {Th. 2 p. 258).

En résumé, ;- est dérivable si, et senlement si, f{0) = f(1) et f'(0) = f'(1).

Exercice 11 *
Soit f: [0;+oo[ - R de classe C? telle que

f(0)<0 et limf=+oc.
+00

Momtrer que si f s’annule an moins deux fois alors f’ aussi.

Solution

méthode
| On étudie les variations de f en supposant gue f/ s'annule au ptus une fois.

Par I'absurde. Si f’ ne s’annule pas alors f' est de signe strict constant car continue.
La fonction f est alors strictement monotone (en fait strictement croissante) et donc
injective : elle ne s’annule qu'une seule fois.

Si f' ne annule qu'une fois en un certain zg € R, & nouveau f’ est de signe strict
constant sur [0:zg et |xo;+oo[ car continue. La fonetion f' cst nécessairement stric-
tement positive sur J@g;+oc| car [ est de limite +co en +oc et les variations de f
correspondent a I'un ou l'autre des deux tableaux suivants :

| 0 fu +20 z| 0 o +oc
f'=) -0+ f!(=) + 0+
1(0) +00 4o
flz) \\ / flw) /,"0 ra)
Slzo) floy ~

Les fleches signifiant une stricte monotonie sur lintervalle considéré, on peut affirmer
dans les deux cas que f s’annule une seule fois.

Exercice 12 **
Soit @ et ¢ les fonctions réelles définies sur R par

A . 2
e sipmeil - <2-1 izecl=1:1
blz) = : & wal=d%"" size]-1;1]
0 sinon 0 sinon.

{a) Montrer que  est de classe ™ sur R.

(b) En déduire que la fonction g+ est elle aussi de classe C*° sur R.
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Solution
{a) La fonction i est évidemnment de classe C™ sur chacun des deux tutervalles | —o00 ; 0]
et ]0; +o0[. Elle st aussi continuc en 0 car continue a droite et & gauche puisque

) =0 ——0=p(0) et olz)=es —0=y(0).

Btudions sa dérivabilité en 0.
méthode
| On utilise le théoréme de la limite de la dérivée (Th. 7 p. 260).

Lorsque  tend vers 0 par valeurs inférieures, ¢ () est égal 4 0 et tend vers 0.
Lorsque ¢ tend vers 0 par valeurs supéricures, on a anssi

¢(z) = —e = X% % 50 car X —— 4.
x v=32 o0+
La fonction ¢ est donc dérivable en ) avee ' (0) =0 !
s fonction ¢ est donc dérivable en (0 avee ' (0) = 0. y = o(z)

méthode
On répete 'utilisation du théoréme de la li-
mite de la dérivée.

Pour tont naturel n, on vérifie par récurrence l

e™M(@)=0siz<0 et ()= Pn(é)e—% siz>0
avec {(F,) une suite de fonctions polynémes déterminée par les conditions
Fo=1 et VneN, Pou(X)=X*(Pu(X) - P(X))
Comme au-dessus, ou constate
A(@) ~ 00— 0 et 0™ () =, PulX)e X =0

; =0~
p

La fouction ¢ est done indéfiniment dérivable en 0 avec' (™ (0) = 0 pour tout n € N,
Finalement, @ est une fonction de classe > sur R.

{b) méthode
| On exprime +* & ’aide de la fonction .

On a par décomposition en éléments simples

2 _(+)—(e-1) 1 1 It

x? -1 (- 1D){z+1) z—1 =+1 y = (z)
et . ‘
r€]-151] == l—a>0ctl+z >0 ] | 1

1. On dit que la fonction ¢ est plate en 0.
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Par conséquent, 9(x) = p(l ~ z)¢(1 + z) pour tout x réel. La fonction v est alors de
classe C*° par produit de fonections qui le sont.

Exercice 13 ***
Soit f: [0:+oc| — R une fonction continue. Montrer que f est dérivable en 0 si, et
seulement si, le quotient
f(2z) — f(z)
z

admet une limite finie quand z tend vers 0F.

Solution
Si f est dérivable en 0, on fail intervenir f{0}) dans le calcul du quotient

fz) — fle) _ f(22) = £10)  f(O) f(z)

* 2x € &0~

2/'(0) = £1(0) = £7(0).

Inversement, supposons que le quotient posséde une limite # € B en 01 et montrons
que f est dérivable en 0 avec f/(0) = €. Quitte & cousidérer la fonction z v f(z) — &,
on peut supposer £ = 0.

méthode
Pdr une somme télescopique, on rapproche f(x) de f(0) en transitant par

£ F(3) -0 F(35)-

Soit n € N. On écrit,
—fm)—;i‘(f(zx 5) - )) +1(5) - o).

Soit € > 0. Il existe @ > 0 tel que pour tout z € J0; a]

‘f(Qw) — fl=

<& cest-a-dwe |f(22)— fla)| © ex.

Pour de telles valeurs de z, /2% € J0;a] pour chaque indice k de la somme et donc
flo) - FO)| ¢ z EATIRIMYE:
] - Slr(ex ) -1 )|+ (2) - 1@
< 2
1 1 T
i 3l() 0l - (-3 +3b(5) -0

En faisant tendre n vers l'infini, on obtient par continuité de [ en 0

‘f(w)—fﬁo)‘.

|n

|

On peut alors conclure que f est dérivable en 0 avec f/(0) = 0.
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8.6.2 Calculs de dérivée n-ieme

Exercice 14 *

Soit f:]0;+o20] = R une fonction indéfiniment dérivable. Etablir pour tout z # 0
et tout n € N l'identité

() - S ()

Solution

méthode

On raisonne par récurrence en dérivant par la formule de Leibniz le produit

o) -eno()

Pour n = 0, Videntité est immédiate car la dérivée d’ordre 0 désigne la fonction.
Supposons la propriété vérifiée au rang n == 0. On applique la formule de Leibniz! (Th. 8
p. 261)

amtt [ (1 dntt ne1ef1
Azl (x f(;)) = qgntl <x xx f(;)
n+1 artt (1 n+1\ d* [ ,_,,.(1
_(0>xxdx"+1<x Nz)) U1 )& e
Par I'hypothése de récurrence, on poursuit le calcul et 'on simplifie

drtl n 1 d { " yim |

dznt! (:13 f<;>> . IL\ a,-"+l (\
1
iy

= (=1t f(n+l) (

:rn+2

)}+ n+1)><( +)1f(n)< >

~— R

La récurrence est établie.

Exercice 15 **
Déterminer les points d’annulation de la dérivée n-iéme de la fonction arc tangente.

1. La somme se limite & deux termes car les dérivées successives du facteur z sont nulles au dela de
I’ordre 2.
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Solution
Pour n = 0, la fouction arc tangente s’annule en 0 ot sculement en ce point. Considérons
maintenant n € N* et rappelons

d_r (arctan:c) e 711

méthode
On calcule la dérivée n-iéme de la fouction arc tangente en exploitant la dé-
composition en éléments simples complexe

I((x+ (—0Y 1( 1
x2+l S22\ (z-Me+i) /) 2\z-i z+i)
En dérivant cette identité a I'ordre n — 1, il vient

d nw—1)
%(arctan:ﬂ:( " | 1)(l 11

2 n—im L+ 1" /

Les annulations de celle dérivée n-ieme se déduisent de la résolution de Péquation
(?L‘ + i)n =(z— i)n‘
Cette résolution a déja ét¢ menée dans le sujet 29 p. 113, on v a obtenu n — 1 solutions

qui sont les cot ** avec & allant de 1 & n — 1.

8.6.3 Théoreme de Rolle

Exercice 16 * (Théoréme de Rolle généralisé ')
Soit f: R — R une fonction dérivable admettant des limites finies et égales en +o0
et —oo. Montrer qu'il existe ¢ € R tel que f'(¢) = 0.

Solution

méthode
| On réunit? les hypotheses d’application du théoréme de Rolle (Th. 4 p. 259).
Si f est constante Ja propriété est immédiate. Sinom, f
prend en un certain € R une valeur différente de la valeur £
de la limite de f en £oo, Soit ¥ une valeur strictement com-
prisc entre ¢ et f(z). En appliquant le théoréme des valeurs
intermédiaires généralisé® & f, il existe, d'unc part & < x,
d’autre part b > x, tels que f(a) = f(b) = y.
Les réels a ct b ¢tant distincts, on peut appliquer le théoréme de Rolle entre a et b et
affirmer que la dérivée de f s’annulc.

1. On peat proposer et établir de la méme fagon un énoncé général : pour a < b réels ou infinis,
st f:]a:b[ — R est dérivable et présente des limites égales en a et b alors la dérivie de f s’annule.

2. Une alternative élégante consiste & introduire la fonction composée ¢ = f o tan définie sur
]-m/2;7/2[. On prolonge celle-ci par continuité en +a/2 puis on Iui applique le théoréme de Rolle
pour obtenir une annulation de g’ donc de 7.

3. Voir sujet 14 p. 245,
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Exercice 17 * (Reégle de L'Hopital)

Soit f,¢: [a:b] — R deux fonctions dérivables. On suppose que la dérivée de ¢ ne
s’annule pas.

{a) Montrer que g(a) # g(b).
(b} Montrer qu’il existe ¢ € |a; [ tel que

f(b) - fla) _ f'(c)
g(b) —gla)  g(c)

Solution

{a) Par Pabsurde, si g(a) = g(b}, I'application du théoréme de Rolle a la fonction g
entre ¢ ct b contredit 'hypothése de non-annulation de g¢.

(b} L'identité voulue équivant a

(f(b) = fl@)g'(e) — (91b) — gla)) S (c) = 0.

méthode
L’annulation de la dérivée de la fonction

gox = S8 = f(@)g(z) — (wlb)  g(a))f(2)
semble résoudre le probléme.

La fonction ¢ proposée est dérivable sur [a ;8] ct prend la valeur f(b)g{e) — g(b)f{a)
enl ¢ cn b. Par le théoreme de Rolle, la dérivée de la fonction ¢ s’anmuile ce qui résout la
question posée.

Exercice 18 **

Soit f: [0; +oo[ — R une fonction dérivable telle que
— 4 — " 3 - H
fO)=f(0)=0 et IB{'I-'IOC fle) =L R

Montrer qu’il cxiste un point autre que l'origine en lequel la tangente A la courbe
représentative de f passe par l'origine.

Solution
Pour a € [0; +oc], la tangente au graphe de f en a a pour équation

b= f"a)r—a)+ Mu

Celle-ci passe par 'ovigine si, et seulement si, af'{a) — f(a) = 0.

méthode
On remarque que 2 f'(x} — () est le numérateur de la dérivée de f(z)/z : on
applique le théoréme de Rolle & la fonction correspondante.
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Soit @: ]0; +oc] — R la lonction définie par la re- v,
lation @z} = f(z)/z. La fonction  est dérivable sur L7
I'intervalle {0 ; +00| et I'on peut la prolonger par conti-
puité en posanl @(0) =0 car

ple) _ Sy — f(0) y £110) =0 ///

x x—9{ T—0+ < x
0 a

Au surplus, la fonetion ¢ tend vers 0 en +o0c.

En cxploitant une version généralisée du théoréme de Rolle?!, on peut affirmer qu’il
existe a > 0 tel que ¢'(a) = 0. La tangente au graphe de f an point d’abscisse a passe
alors par Porigine.

Exercice 19 ** (Théoréme de Darboux)
Soit f: [a:b] — R une fonction dérivable

(a) On supposc f/(a) < 0 et f/(b) > 0. Montrer que la dérivée de f s'annule.

(b} Plus généralement, on considére y un réel strictement compris entre f/(a) et
f/(). Montrer que la dérivée de f prend la valeur y.

Solution

(a) méthode

| On vérific que f admet un minimum dans Ja; B[

La fonction f est continue sur le segment [a; 8], elle y admet
donc un minimum en un certain ¢ € [a; b]. Montrons que ¢ n'est
nien a, i en b.

Puisque f'(a) < 0, la fouction f prend des valeurs strictement.
inférieures 4 f(a) & droite de a. On en déduit ¢ # a. D¢ méme,
F/(8) > 0 permet. d'affirmer ¢ # b.

Ainsi, ¢ est un point intéricur 4 I'intervalle Ja;b[. De plus f est dérivable en ¢ et y
admet un extremum : la dérivée de f s'annule en ¢ (Th. 3 p. 259).

(b} méthode

| Par 'introduction d'une fonction auxiliaire on se raméne & I'étude précédente.

Quitte & considérer —/, on peut supposer f'(a) < f/(b). Soit y striclement compris
entre f'(a) et f/(b) et o la fonction définie sur [a; 8] par ¢} = f(£)—yt. La fonction i est
dérivable sur [a ;b avec ¢'(a) = f'(a) —y < 0 et ¥'(B) = f/(b) — y > 0. L'étude ci-dessus
assure que la dérivée de p s'annule et qu'il existe donc ¢ € Ja; [ tel que f'(¢) = w.

1. Voir sujet 16 ci-dessus.
]
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Exercice 20 ** (Ecart a la corde)
Soit f: [a;b] — R une fonction de classe C? et ¢: [a;b] -+ R la fonction affine
prenant, les mémes valeurs que f en a et b.

(a) Montrer que, pour tout Tp € [a;b], il existe ¢ € |a; b[ tel que

Ty W)
flz)  plao) = LT g

{b} En déduire que pour tout z € [a;¥]

b= a)?
|f(@) — i) < (__N_) ",

sup | f
[a;8]

Solution

(a) Si 2g = a ou zg = b n’importe quelle valeur de ¢ convient. Supposons désor-
mais ' 7 élément de |a;b].

méthode

On applique le théoréme de Rolle 4 la fonction

)_(r—aﬂm—MK

g: &= flz) — o=z 7

ol la constante K est choisie de sorte que g(zg) = 0.

On peut effectivement introduire un réel X tel que voulu : il suffit de résoudre I’équation
¢{zg) = 0 pour déterminer la valeur de K :

(o) — play)
N=2——T
(SL'O - (LJ (120 - b)

La fonction g alors introduite est de classe C2
sur [ ; b] et s’annule en les trois points distincts a, zg
et b. On applique alors le théoréeme de Rolle entre a
et zg d'une part, et entre x4 et b d’autre part. Ceci
détermine deux réels a < § dans Ja; b ot ¢’ s’annule.
On applique ensuite le théoréme de Rolle & ¢’ entre o
et 3 afin de déterminer ¢ € |a; b tel que ¢g"(c) = 0.
Puisque la fonction ¢ est affine, ¢”(c) = 0 et 'éga-
lité ¢"(c) = 0 donne K = ["(¢]. Légalité g{xq) =0 '
exprime alors la relation voulue.

1. On écarte les cas 20 = a on b de la suite de 'étude afin notamment de pouvoir diviser par
{xo — a)(zo — ).



8.6 Exercices d’entrainement 279

(b} Notons que la borne supéricure introduite existe car la fonction f” est continue
sur le segment [a;b]. Par Pétude ci-dessus, on a pour tout = € [a ;b

r—aj{b—z 1
) ] < 2= sup )
Or la fonction & — (z — a)(b — z) est maximale en z = *! et donc
. (b— ""\‘: "
|f(z) = p(x)| € ———sup|f"|.
o [ez;0}

8.6.4 Accroissements finis

Exercice 21 *

Soit f : {0; 400 — R une fonction bornée et dérivable. On suppose que la dérivée f’
admet une limite £ en +oc. Déterminer la valeur de celle-ci.

Solution

méthode

| On applique le théoréme des accroissements finis (Th. 5 p. 259) entre deux
|| valeurs s’¢chappant, a Uinfini.

Soit & un réel strictement positif. La fonction f est dérivable sur [0; +oc[ donc continue
sur [z ;2] et dérivable sur |z ; 2z[. Par le théoréme des accroissements finis, il cxiste ! ¢,
strictement compris entre « et 2z tel que

f2x) - fx) = f'lea) x (22 — ).

Lorsque 2 tend vers 400, I'élément ¢, tend aussi vers +oc car il est minoré par z et donc,
par composition de limites, f'(¢;) tend vers £. Cependant,

fle) =  x(7(20) - flm) 0.
\_:0’ bor'néc

Par unicité de la limite, on conclut £ = (.

Exercice 22 **
Soit f: R — R une fonction dérivable. Montrer que pour toul réel z, il existe ¢ > 0
vérifiant

fla) = fl=x) = 2(f'(c} + f'(=¢)).

1. La valeur de ¢z est fonction de « : pour souligner cette dépendance, on adopte une notation indicée.
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Solution

méthode
On applique le théoréme des accroissements finis & une fonction auxiliaire bien
choisie.

Soit & [0;4+0c][ — R la fonction détinie par la relation w(z) = f(z) — f(—z). La
fonction i cst dérivable avec ¢'(z) = f'(z) + f/{(—=z).

Soit z un réel.

Cas : x = . N'importe quelle valeur de ¢ convient.

Cas : z > 0. On applique le théoréme des accroissements finis a lapplication ¢ entre 0
et & el I'on peut aflirmer qu’il existe ¢ € |0;z] tel que

o(2) — p(0) = 29'(c) Cestrindire [(z) — f(~x) = 2(f (&) + f'(~)).

Cas : ¢ < 0. Par passage a I'opposé, on prend la valeur de ¢ déterminée pour —x.

Exercice 23 **
Soit f: [a;b] — [a;b] une fonction de classe C! telle que |f'(z)| < 1 pour tout
z € [a;b].

{a) Montrer que f admet un point fixe unique a.

(b) Montrer, pour tout ug € [a; 8], la convergence vers ¢ de la suite (1, ) définie par
la relation de récurrence w11 = f(u,).

Solution

{a) On montre Pexistence d’un point fixe en constatant I'annulation® de la fonction
auxiliaire z ~» f(z) — z.
Montrons 'unicité en raisonnant par 'absurde. Supposons que f possede deux points
fixes « et 3 avec a < 3. Par application du théoréme des accroissements finis, il existe
un réel ¢ strictement compris entre « et 8 tel que

F(8) = flay = lewd — o) Cest-adire 8—a = o))l —a).

On en déduit f'(¢) = 1 ce qui contredit Phypothese |f/(z}| < 1 pour towt « de [a;b].

(b) Par application du théoréme des accroissements finis, on peut établir
[iner o = |fun) — f(@)] < |n —a| pour tout ne N
mais cette inégalité stricte ne suffit pas pour conclure...

méthode
| Par argument de continuité, on « renforce » '’hypothésce | f (T)| < L.

La fonction z «+ |f/(z)| est continne sur le segment [a;b], elle y admet donc un
. on peut affirmer | f'(x)| < M

maximum en un point ¢ € [a:b]. En posant M = |f'(c)

1. Voir sujet 15 p. 2486.



8.6 Exercices d’entrainement 281

pour tout = € [a;b] avec M € [0;1[ : ceci est notoirement plus fort que I'hypothese de
départ.

Par 'inégalité des accroissements finis, la fonction f est M-lipschitzienne et I'on a pour
tout naturel n

|un+1 - Cl’| - |f(un) - f(0)| = ﬂ’f|“n - Q':|'

Par récurrence, on obtient u, — a| € M™ Jug — o pour tout n € N avee (M™) de limite
nulle quand 7 tend vers Pinfini. On peut conclure que (uy,) tend vers «.

Exercice 24 **
Soit f:[0;1] — [0;1] une bijection de classe C' de dérivée strictement positive et
n € N*. Montrer que )’on peut trouver une famille (4 1) ¢ ae,, vérifiant

vkefting, T < ktil‘
eqlin), ——< (Ik)<: ¢ 2 ']’(-ru]‘—n

Solution

On peut introduire la bijoction réciproque f~! et celle-ci est dérivable car la dérivée
de f ne s’annule pas (Th. 3 p. 40). De plus, on sait

1
POty

(f )W

méthode

|| On applique le théoréme des accroissements finis & /' entre "1 et !
Soit k € [1;n]. Il existe yx strictement compris entre *—* et * tel que
1k (k-1 N E k-1
() - (5) ey < (-1,
n n n n
N————
=1/n

Posons alors 2 = f~1(yx), on a

donc

ce qui permet de conclure.
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8.7 Exercices d'approfondissement

Exercice 25 **

Soit f: R — R définie par f(x) = ¢~ . Montrer que, pour tont n € N, il existe un
polynéme réel £, tel que

f(")(zt:) - P"(;I:}e_I2 pour tout z € R.

Montrer que P, posstde exactement n racines réelles.

Solution

Par composition de fonctions qui le sont, la fonction f est indéfiniment dérivable. On
montre lexistence du polynome P, exprimant sa dérivée d’ordre n en raisonnant par
récurrence sur n € N,

Pour n = 0, le polyndéme P3(X) = 1 convient.

Supposons 'existence du polynéme P, vraie au rang n = 0. On peut done écrire

™ z) = Pn(x)e_x' pour tout z € R,

En dérivant, on obtient

2

f(n—f—l)(l.) — (P;L(_L) — Q:I:P,,_(R?))Q z”

Le polyndéme P, (X)) = P, (X) — 2X P,,(X} convient alors au rang n + 1. La récurrence
est établie.

La formule de récurrence exprimant P,y en fonction de P, permet d'établir que le
polyndme P, est de degré n exactement. Il posséde donc au plus n racines réelles.

méthode
On montre par récurrence que P, possede au moins n racines réelles en ap-
pliquant le théoréme de Rolle entre les infinis et les racines obtenues au rang
précédent.

Pour n = 0, le polynéme 7y posstde au moins 0 racines.

Au rang n > 0, supposons que le polyndéme P, posséde an moins n racines. La déri-
vée [ g'annule alors au moins n fois en des réels 1 < a2 < -+ < x,. De plus, par
croissances comparces, cette fonction est de limite nulle en +0c et en —oc. En appliquant
le théoréme de Rolle entre les «y. et @x41 (pour k € [1;2—1]) on obtient n—1 annulations
pour (""" En appliquant le théoréme de Rolle dans sa version généralisée ! entre —oo
et w1 d'une part, ct entre x,, et 400 d’auntre part, on obtient deux nouvelles annulations
de """, Chacune de ces annulations correspond & une racine de £,y car le facteur
exponenticl ne s’annule pas. Au [inal, P, posséde au moins n + 1 racines.

La réeurrence est établie.

1. Voir sujet 16 p. 275.
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Exercice 26 **

Seit. f:]0;1] = R une fonction dérivable. On suppose

flz) ﬁfe R et zf'(z) TE’GR.

Que dire de #7

Solution

méthode
| On étudie! la fonction x — xf(z) au voisinage de 0.

Posons g : |0; 1] = R la fonction définie par g(z) = zf(z). Puisque la fonction f admet
une limite finie en 0, on peut prolonger g par contimiité en posant g(0) = 0. Aussi, la
fonction ¢ est dérivable sur |0; 1] avec

g'(z) = fla) +xf'(z) 0 E+ 7.
-0~
Par le théoréme de la limite de la dérivée, on peut affirmer que ce prolongement est
dérivable en 0 avec ¢'{0) = £+ #. On a alors

ylx) ot} glx)— a0
—_— = [l ) — 10 m =
i

==l r S SN

MU ETEN

On en déduit # = 0.

Exercice 27 ** (Fonction héldérienne)
Une fonction f: I — R est dite hdldérienne d’ezposant o > 0 g'il existe M € R,
vérifiant
Yz, y) € 1%, |f(y) - f@)] < Mly—gl®.
(a} Montrer qu’une fonction f: [a;b] — R de classe C! est holdérienne d’exposant 1.
{(b) Démontrer que les fonctions holdériennes d'exposant > 1 sont constantes.

(¢) On comnsidére la fonction f: z «+ zInx définie sur |0;1].
Montrer que la fonction f n’est pas héldérienne d’exposant 1.

(d) Vérifier cependant que f est holdérienne d’exposant o pour tout o € 0; 1[.

Solution
{a) méthode
| Une fonction héldérienne d'exposant 1 est une fonction lipschitzienne.
La fonction f’ est continue sur le segment [a;b] donc bornée. En introduisant M

la borne supérieure de |f/| sur [a;b], l'inégalité des accroissements finis assure que f
est M-lipschitzienne et donc holdérienne d’exposant a = 1.

1. On peut aussi appliquer le théoréme des accroissements finis & f entre x et 2z ce qui introduit ¢,
compris cntre z et 2z tel que xf/(eg) tend vers 0.
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(b) Supposons f: I — R holdérienne d’exposant o > 1. Pour tont z € T

(43

1+ h) — fr)
'—-'” it {LZA VI
h h—0

La fonction f est donc dérivable et sa dérivée est nulle sur l'intervalle . Cest une fonction
constante.

{c) méthade

Onm raisonne par 'absurde en constatant que la lipshitzianité de z — zlnx est
incompatible avec les propriétés connues du logarithme.

Par 'absurde, supposons f: z — zInz hdldérienne d'exposant 1. On peut donc intro-
duire M € Ry vérifiant

Yz, ) €]0;1)%, lylny — xlnz| « M|y — z|
En particulier, pour y = 2z, on obtient
Ve e|0;1/2], |zlnz+2zln2| < Mz,

En simplifiant par x puis en faisant tendre x vers 0 par valeurs supéricures, on conclut &
Pabsurdité +o00 « M.

(d) Soit e €]0; 1[ et z,y € ]0;1]. Quitte & échanger, on peut supposer & < y el écrire

ymp—sghnr={y-ziny+ rln(l + -'_u—w)v
méthode
| On fait apparaitre le facteur 3 — 2 puis (y — 2)*.
Or, on sail ! In(1 + u) < » pour tout « > —1, et donc
lylny —zlnz| < (y  z)}(Iny|+ 1)
puis on fait apparaitre I'exposant o

lylny — zinzl= |y — x| "% (1+|Inyl) x |y - 2.

-

=M(z,y)

Puisque 0 € y — € y et 1 — a = {}, on obtient
M(zy) < y' “(1 + luyl}.

— ———
iy

1. Voir snjet 3 p. 15.
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La fouction ¢ ainsi introduite est définie et continue sur |0;1]. Elle se prolonge par
continuité en 0 par la valeur 0 car 1 — ¢« > 0. Cette fonction est done bornée car continue
sur un segment et on peut introduire M € R vérifiant o(y) = M pour tout y. On
obtient alors la propriété attendue

Y(z,y) 1017, |fly) — f(2)) = My —=°.

Exercice 28 **
Déterminer les fonctions f: R — R dérivables vérifiant fo f = f.

Solution

méthode
| Les fonctions solutions sont égales a l'identité sur leur image.

Soit f une fonction solution. Pour z € Im(f), on peut introduire un antécédent a de x
par f et alors f(x) = f(f(a)) = f(a) = z. Ainsi, f est égale 4 I'identité sur son image.

Dans la suite, nous allons montrer que si Im(f) n'est pas singleton, alors Im(f) = R.

En tant qu’image d'un intervalle par une fonction continue, on sait que Im{f) est un
intervalle. Supposons que celui-ci ne soit pas un singleton et introduisons xq un élément
intéricur a Im{f). Si l'intervalle image de f est majoré, on peul introduire son extrémité
droite b.

méthode
| On montre que b est élément de lm{f).

On peut affirmer [2q ;8] C Im(f) car Im(f) est un intervalle. On a alors f{x) = = pour
tout = € [xg;h(. et donc, par passage & la limite et continuité, cetie identité vaut aussi
pour & — b. Ainsi, b € Im{f}.

Mais alors, d'une part f'(b) = 1 car on a f(z) = z au voisinage A gauche de b et,
d’autre part, on a f'{(b} = 0 car f est maximale en b, Cest absurde et 'on peut affirmer
gue l'intervalle lin(f) n'est pas majoré. On montre de méme qu'il n'est pas minoré et
c’est done Pintervalle R.

En résumé, si lintervalle [m(f) est un singleton, la fonction f est constante, si-
non Im(f} - R et f est 'applicaiion identilé de R. La réciproque est immédiate.

Exercice 28 ***
Soit h: R — R D’application! déterminée par h(z) = w + a(z — w) avec n.w € R
et a § {0,1}.
On note § Fensemble des fonctions f: R — R dérivables et telles que fo f = A.
{a) Vérifier que si f € S alors w est point fixe de f.
(b) Montrer que § est vide lorsque a < 0.
On suppose désormais ¢ > 0 {et toujours ¢ # 1}.

{c) Soit f € S. Montrer h™' o f o h = f. En déduire une expression de f en
commencant par le cas ) < a < 1.

1. L'application f se comprend comme une homothétie de centre w et de rapport e définic sur la
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Solution

(a) On vérifie aisément que le réel w est 'unique point fixe de h. Si f admet un point
fixe alors celuni-ci est aussi point fixe de fo f = h et est donc égal a w.

méthode
| II suffit de montrer 'existence d'un point fixe & la fonction f.

Par I'absurde, si f(z) < z pour tout z € R, on a f(f(z)) < f(z) < z et donc h{z) < 2.
Ceci contredit égalité h(w) = w. De méme, f(z) > z pour tont z € R est impossible. La
fonction continue © +— f{x} — & change donc de signe et par conséquent s'annule. Ainsi,
la fonction f admet un point fixe qui, commne on I'a vu plus haut, est nécessairement w.

{b) Soit f une solution de 'équation f o f = h. En dérivant cette relation, on obtient
F@)f (f(@) =e

En particularisant en z = w, il vient a = f/{w)? et donc a » 0. En conséquence, si a < 0,
il n’existe! pas de solutions dérivables & I'équation fo f = h.

{¢) Puisque fo f=h,ona
hlofoh=hlofo(fofy=hT'o(foflof=h""ohof=Ff.
En répétant le calcul précédent, il vient ? pour tout naturel n
f=(h"Y) ofohm
avec, pour tout x € R,
Riz)=w+a(z—w) et (b ")) =w+a ™ (z—w).

méthode

Lorsque a € ]0;1[, la relation f = (4 ')" o f o A™ permet d’exprimer globale-
ment f & partir de sa connaissance au voisinage de w.

Supposons a € |0 1[. Pour 2 réel, on peut écrire
flao)= {.("' )i Oth") () = (h_])n o flw+a™(z~w)).
Par dérivabilité de la fonction f en w, on a le développement limité & I'ordre 1

flw+t) = flw) +tf'(w) +te(t) avec e une fonction de limite nulle en 0.
—

droite réelle.
1. Un raisonnement sans dérivation est possible : la fonction h étant bijective, la fonction f I'est

aussi et, puisque continue, elle est strictement monotone. L’application ft = f o f est alors strictement
croissante ¢t donc a > 0.

2. Ici, h™ désigne le produil de composition hofto- - oh an facteurs.
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On en déduit par substitution
flw+ta™z —w)) =w+ o™z —w ['lw] +a"(z — w)e(a"(z — w))

puis

fl@y=w+(z—w)f(w) +(z —w).s(a;‘ﬁri—w))_

—

(]

=0

En passant 4 la Himite quand n tend vers l'infini, on obtient I'écriture
fla) =w+ flw)(z - w)

R 2 .
avec, comme on 'a vu ci-dessus, (f/{w))” = a ce qui donne f/(w) = =y/u
Finalement, la fonction f vérilie :

Yz € R, flz)=w+Velzr —w) ou Yz €R, flz) =w— Va{z — w).

La réciproque est immédiate.

Lec cas ¢ > | se résout selon le méme principe en partant de la relation ho foh™! = f.
On parvient & la méme conclusion.

Exercice 30 ***

Soit f: [a;b{ —+ R une fonction continue et dérivable a droite en tout point.

{a) Montrer que f est strictement croissante si fy(x} > 0 pour tout = € [a; bf.

(b) Montrer que f est croissante si fy(z) = 0 pour tout z € [a;b].

Solution
(a) Soit z et y dans [a: 5[ avec z < y. Ou veut moutrer f(z) < f(y).

méthode
| On introduit le maximum de f sur [z ;y].

La fonction f est continue sur le segment [z;], clle y admet donc un maximum en un
certain ¢ € [x;y]. Si ¢ # y alors la fonction f prend des valeurs inféricures a f(c) & droite
de c et donc fj(c) = 0. C'est absurde. On en déduit que le maximum de f sur [z;y] est
atteint en y et seulement en y. En particulier, f(x) < f(y).

(b) méthode
On se raméne 4 la situation précédente en considéraut f.(z) = f(z) + zz avec
£ > 0 petit.

Soit ¢ > 0. La fonction f. introduite vérifie les hypotheses de la question précédente, elle
est donc strictement croissante. Ainsi, pour » < y dans [a; 8], on a fo(z) < f:(y). Cetie
propriété valant pour tout £ > (), on peut faire tendre € vers 0 par valeurs supérieures et
affirmer f(z) < f(y). Finalement, f est croissante.






CHAPITRE 9

Calcul asymptotique

8.1 Comparaisons des suites numériques

Les suites (w,,), (vn,) et (wy) introduites ici sont des suites réelles ou complexes définies
& partir d'un certain rang.

9.1.1 Neégligeabilité

Définition

On dit qu'une suite (u,) est négligeable devant une suite® (ur,) lorsqu'il existe une
suite (£y) de limite nulle permettant d’éerire u,, = .y, 4 partir d’un certain rang,
On note alors

1", - Ol w,
s Tt—++400 ( n)

ou encore u, = o{w,) s'll n'y a pas d’ambiguité¢ sur le paramétre n décrivant les
suites.

Ferire u,, = o{1) signifie que la suite (w,,) est de limite nulle.

Théoreme 1
Lorsque la suite (w,) est & termes non nuls & partir d'un certain rang

u
n = ofwy) &= T —— 0.
n—+oc Wy, n—o+o0

1. On dit & Vinverse que {wr) est prépondérante sur (up).



290 Chapitre 9. Calcul asymptotique

Dans Péeriture u,, = o{w, ) I'égalité est & manier avec précaution, elle se comprend comme
une appartenance : « (u,,) fait partie de "ensemble des suites négligeables devant (w,,) ».
Pour cette raison, si u, = o{wy,} et v, = uluy, | on ne peut pas affirmer que les suites (u,)
et {v,,) sont égales. Pour cette raison aussi, les négligeabilités ne se simplifient jamais lors
des calculs.

9.1.2 Domination

Définition
On dit qu'une suite (%, ) est dominée par une suite (wy,, lorsqu’il existe une suite ()
bornée permettant d'écrire u, = waw, a partir d'un certain rang. On note alors

u, = Ofwyp) ou u, = Olw,).

n—+oc

Ecrire u, = O(1) signifie que la suite (u,) est bornée.

Théoréme 2
Lorsque la suite (wy,) est & termes non nuls & partir d'un certain rang

iy, . 3
vy, = Ofw,) <> ( —= ) est une suite bornée.
n— 400 Wn

Si 4, = 0l ) alors u, = Ofwy,).

9.1.3 Opérations sur les comparaisons

Théoréme 3

Si %, = 0(vn) et si v, = o(wy,) alors u, = o{w,).
Si uy, = O(vy) et si v, = o(wy,) alors u, = vl ).
Si upn = ofvy) et si v, = O(wy,) alors u, = o(w,).

t

Si 1, = O(v,) et si v, = Ofw,) alors u, = O(wy,).

Ces transitivités permettent de simplifier les contenus des of.) et O(.). Par exemple, il
n'est pas usuel d'écrire o{2n) ou o((—~1)"n), on préférera écrire simplement o{n).

Théoréme 4

Si un, = ofwy,) alors du,, = o(w,) pour tout A réel ou complexe.
Si up, = 01, ) et si v, = o(wy) alors u, + v, = ofwy,).

Siu, = o{wy,) alors u,v, = o{vawy)-

8i un, = o(wy, et si ces suites ne g'annulent pas alors 1/w, = o{1/u,).

Ces propriétés peuvent aussi s’énoncer en termes de domination.



8.1 Comparaisons des suites numériques 291

9.1.4 Comparaisons usuelles
Comparaison d’expressions similaires (e < € R, 0 < g <) :
n® =o(n?), (Inn)*=o((lnn)’) et ¢* =o(").
Comparaison d’expressions de limites infinies {@, 3 > 0 et ¢ > 1) :
(Inn)? =o(n®}, n*=o(g") et ¢*=o(n!).

On peut visualiser ces comparaisons par 'échelle asymptlotique figurée ci-dessous :

i Inn vnooon n? 2 e n! +oc
" *~—..... Py . PY Py Py — e _}
R/_J
(Inn)? ne q"

1 n w /1\ 1 _ 1 \
a—o(q ), q —0.\;';/ et E—o((l—nm}

0* £ e 27" I e 1
‘._ ....... P P Py PY PY PN —— '
— ~——
q" 1/n® 1/(lnn)?

9.1.5 Equivalence
Définition
On dit qu'une suite (uy,) est éguivalente & une suite (v, ) lorsque

Uy, = Up +0(vn).
n—+o0

On note alors

Upn ~ Up 00 Uy ~ Up.
n—+00

L'équivalence de suites définit une relation d’équivalence’® sur I'ensemble des suites nu-
mériques.

Théoréme 5
Lorsque la suite (v, )} est & termes non nuls & partir d’un certain rang

Uy
Up ~ Y, =5 — —+1.
n—r+oc Vp W10

Les équivalents usuels sont listés p. 423.

1. En particulicr, c¢’est une relation symétrique et donc wy = vn +0{tn) =4 v,y = 1y + o(tun )
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9.1.6 Propriétés des équivalents

Théoréme 6

Si deux suites sont équivalentes et si I'une d’elles admet une limite, les deux suites
possedent la méme limite.

A Tlinverse, deux suites possédant la méme limite finie et non nulle sont équivalentes.

En revanche, deux suites de limites nulles (ou de limites infinies) ne sont pas a priori
équivalentes.

Théaréme 7

Si deux suites réelles sont équivalentes, leurs termes sont de méme signe 4 partir
d’un certain rang.

Si deux suites sont équivalentes, elles se dominent mutuellement. La réciproque n’est pas
vrale.

9.1.7 Opérations sur les équivalents

L'équivalence des suites est compatible avec les opérations multiplicatives :

Théoréme 8
Si ty ~ vy, alors upty ~ vpw, pour toute suite (w,, ).
Si uy, ~ vy, alors u% ~ v pour tout exposant o pour lequel ceci a un sens?.

L'équivalence des suites n'est pas compatible avec I'addition :

=5 by T Wy e Uy — U,

gy ©

9.1.8 Formule de Stirling

Théoréeme 9 (Formule de Stitling)
n! ~ 27m<2) .
n—+o0o0 €

9.2 Comparaisons des fonctions numériques

I désigne un intervalle réel non vide et non réduit & un point et a désigne une extrémité
de I éventuellement infinie. Les fonctions f, g et A considérées ici sont définies sur 1 et
& valeurs réclles ou complexes.

1. Lorsque « est un réel non entier, on suppose les suites a termes positifs. Lorsque o est négatif, on
suppose que les suites ne s’annulent pas.
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9.2.1 Négligeabilité et domination
Définition
| On dit qu’une fonction [ est négligeable devant une fonction h en a s'il existe une

fonction & de limite nulle en o permettant d’écrire f(z) = e(z)h(x) au voisinage!
de a. On note alors

fjo(h) ou f(a:)xjao(h(x))A

Ecrire f(z) = o1} signifie que f tend vers 0 en «.

Théoréme 10
Lorsque la fonction A ne s’annule pas sur un voisinage de a, sauf peut-étrc cn a ct
concomitamment a f

fl=)

f(.r1:_=."0(h(‘r,)) = el —0

Définition
On dit qu'une fonction f est dominée par une fonction h en a sl existe une fonction g
bornée permettant d’écrire f{x} = w(x)h(x) au voisinage de a. On note alors

f= O(h) ou f(x) = O(h(x)).
Ecrire f(z) = O(1) signific que f est bornée au voisinage de a.
T—a

Les propriétés énoncées dans le cadre des suites se généralisent au cadre des fonctions.
En particulicr, lors de Pusage des notations o(.) et Of.) 'égalité n’est pas symétrique.
Ecrire o{h) = O(h) signific qu'une fonction négligeable devant h est a fortiori dominée
par h et non inverse !

9.2.2 Comparaisons usuelles en +00

Les comparaisons quand z tend vers 400 sont similaires a celles vies pour les suites.
Poura< g8 ecR
(Inz)* = o((lnz)?) et z* = ofzP).

T—+00

Pour e, 3 > 0

1 1 1
- B _ a e — 2
e = O(_xa) = O<_(lnx)5> (nz)” = o(z®) et = e ofe”)

0 G % %z— 1 Inz T oF -
‘_ ® ° PY A U ° Py = _’
1/a™ 1/(lnx)? (Inz)? z°

1. Lorsque a € R, égalité est vérifiée sur un intervalle de la forme 7 M [a — a;a + @] pour un certain
o > 0. Lorsque & = +oc¢, ¢’est un intervalle 7M[A; +oo| pour 4 € R. Lorsque a = —o0, c'est IM]—oc; A].
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9.2.3 Comparaisons usuelles en 0"

Les comparaisons quand @ tend 07 ne sont pas les mémes qu’en +oo.
Poura <8 eR

B = o(z%).
N z—0t ( )
Pour ax >0
1A 1
¢ = ol’ —} et Inxe = 0(—\
z=0+ \Inz =0t \z* )/
0 z? T Y 1 Inz : R +ox
‘_ Py PS PY Eae ° ° ° _}
H__/ H/___/
z* 1/

9.2.4 Equivalence
Définition
On dit qu'une fonction f est équivalente & une fonction g en a si 'on peut éerire

f(z) =_glx)+o(g()).

On note alors

freg ou flz) ~ gla).

Théoréme 11

Lorsque la fonction g ne s’annule pas sur un veoisinage de «, sauf peut-étre en g et
concomitamment a f

&)—H

f(x)m:ag(:'] . y(.rj T—a

Les propriétés de 'équivalence des fonctions sont les mémes que celles de I'équivalence des
suites. En particulicr, I'équivalence de fonctions est une relation d’équivalence compatible
avec les opérations multiplicatives mais pas avec les opérations additives.

Les éguivalents usucls en 0 sont listés p. 423.

9.2.5 Propriétés des équivalents

Théoréme 12

S1 deux fonctions sont équivalentes en ¢ et si 'une d’elles admet une limite, les deux
fonctions possédent la méme limite en a.
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Inversement, deux fonctions admettant la méme limite finie et non nulle en a sont équi-
valentes en a.
Deux fonctions de limites nulles {ou infinies) peuvent ne pas étre équivalentes.

Theéoreme 13

Si deux fonctions réelles [ et g sont équivalentes en ¢, il existe un voisinage de a sur
leguel les valeurs f(z) et g{x) sont de méme sigue.

9.3 Développements limités

K désigne R ou C et 7 désigne un intervalle réel non vide et non réduit & un point.
Enfin, n désigne un entier naturel.

9.3.1 Définition
Définition
On dit qu'une fonction f: I - K admet un développement limité ¢ Uordre nena € I
s'il existe des scalaires ag, a1, ... .6, € K permettant d'écrire
f(z) = a0+ a(z—a)+ -+ ax(x — &) + of(x — a)").
T—ra
Lorsqu’elle existe, cette écriture est unique ce qui permet de parler du développement
limité & I'ordre n de fen a:
l. flz) = ag+ar{z—a)+ -+ an(z - aV* +ol(z —a)?) Ml = O
T—a .
] flz) = botbi(e—a)++balx —a)” +o((z —a)")

Lorsque f admet un développement limité & Pordre n en a, on peut former par troncature
un développement limité a tout p ordre inférieur & n :

flx) S 00t ar(z —a)+ -4 aplz — a)’ + oz — a)?).

Lors d'un calcul de développement limité, on ne développe jamais les puissances du
terme (z — a) : les expressions (z — a)* sont intéressantes car on sait les hiérarchiser les
unes vis-a-vis des autres au voisinage de a.

Un développement. limité en 0 s’exprime sous la forme remargnable
J(@) = ag+az+ - + a2 +o(z").
z—0 *
Par translation de la variable, ce sont essentiellement des développements limités en 0
qui sont étudiés L.

On retrouvera les développements limités usuels en 0 dans le formulaire p. 423,

1. Onremplagant  par 1/z, on parle parfois de développements limités en Uinfini. Ceux-ci s’expriment.
flz)=ap+ %+ + " +o(L).
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9.3.2 Formule de Taylor-Young

Théoreme 14 (Formule de Taylor-Young)

Si f: I <+ K est de classe C?, f admet un développement limité & 'ordre n en tout
point ¢ de I de la forme

oy & L1 P
fz) = A1)
Y 2wl — l_"
k=0

(7 —a)* +ofle—al")

Ce résultat permet de justifier Uexistence de développemenis limités voire de calculer
ceux-ci lorsque les dérivées successives sont simples ou en raisonnant par coellicients
inconnus.

9.3.3 Calcul de développements limités

On peut calculer le développement limité d’une combinaison linéaire de fonctions, d'un
produit, d'une cornposition, d'un guotient, ete. Les technigues associées sont illusirées
dans le sujet 7 p. 307.

Lors d'un calenl de développement limité le terme en o{.) est essenticl car c’est celui-ci
qui détermine la précision des caleuls (et donc les coefficients qui sont significatifs). On
sera attentif, non seulcment & ne pas éluder ce terme, mais aussi & étudier comment
celui-ci évolue lors des calculs.

9.3.4 Intégration des développements limités

Théoréme 15

Soit f: I — K une fonction continue définie en a admettant un développement limité
& 'ordre n en « de la forme

flz) = so+az—a)+ - +an(z—a)" +of(z — a}?).

e
Si I désigne une primitive de f, F admet un développement limité & I'ordre n + 1
cu a de la forme

M

n+1

F(x) = F(a)+ap(x ~ a) + '—;ll:—a)2+"'+

*

(LL' — a)"’+l 4L 0((1: - a)n+1)'

Le développement de #' est obtenu en « intégrant formellement » celui de f sans négliger
la valeur de F en a comme « constante d'intégration ».

S'il est possible d’intégrer des développements limités, il n’est pas possible! de dériver
o il
coeux-cl:

1. Voir sujet 19 p. 322
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9.3.5 Notion de développement asymptotique

Un développement limité en ¢ € R est la décomposition dune fonction sur 'échelie
des termes (& — a}* avec k € N. Cette décomposition est ordonnée de sorte que chaque
nouveau terme soit négligeable devant celui qui précéde. En élargissant le champ des fonc-
tions sur lesquelles on autorise la décomposition, on obtient la notion de développement
asymptotique :
Définition
Soit @ € R ou @ = foo. On appelle développement asymptotique d’une fonction
définie au voisinage de @ la décomposition de son expression en somme d’expressions
« simples » ordonnées en négligeabilité croissante.

Un développement asymptotique se calcule de la méme fagon quiun développement limité,
scule I'échelle des fonctions selon laquelle on exprime le résultat est élargie.

9.3.6 Applications des développements limités

Equivalent, limite, signe

Le premier terme non nul d'un développement limité ou asymptotique ¢onstitue un équi-
valent simple de la fonction considérée. Celui-ci permet d'en étudier la limite et aussi le
signe s'il s’agit d'une fonction réelle.

Prolongement d’une fonction

Théoréme 16

Soit e un point de I ou une extrémité finie de I. Si une fonction f définie sur '\ {a}
a valeurs dans K admet un développement limité en a de la forme

flz) S,a0+ ar1{z —a) +o(z — a)

alors f pent étre prolongée par continuité en ¢ en posant f{a) = ag et ce prolonge-
ment est dérivable en a avee f'(a) = a1.

Etude locale d’une fonction

Théoréme 17

Si f est une fonction réelle définie sur I admettant en a € I un développement, limité
de la forme

fle) = aot+a(z—a)+ofz~a)

alors la courbe représentative de f admet une tangente au point d’abscisse a qui est
la droite d'équation

y =g+ ar{z —a).
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S'il est possible d’approfondir le développement de f afin d’écrire

f@) = aqp+a{z—a)+a(z—a)+o((z—u)') avec g=2eta;#0

¥ T la ¢ > Par r: a sa mte an voisinage de a :
on peut positionner la courbe par rapport a sa tangente au voisinage de a

¢ pair g pair g impair ¢ impair
ag >0 - a, <0 - ay, >0 2q < 0 -
%—-— —_— t t »
a a a a

En particulier, pour que f présente un extremum local en a, il faut @ = 0 et si tel est
le cas, il suffit que @y soit non nul pour qu’il y ait un extremum ! en a.
Etude asymptotique

De fagon analogue & ce qui précede, si 'on peut écrire pour une fonction réelle

flz) s e Tart o(1)

la courbe représentative de f tend a se rapprocher en linfini de la droite d’éguation
Yy = agZ + a1.

On dit que celle-ci est asympiote a la courbe en +oc.
En poursuivant le développement de f avec un troisiéme terme significatif, on peut
préciser la position relative de la courbe vis-a-vis de cetie asyvmptote.

9.4 Exercices d’apprentissage

9.4.1 Comparaisons de suites numériques

La relation de négligeabilité étant transitive, on peut utiliser la notation u,, < v, pour
signifier que w,, cst négligeable devant v, et enchainer les comparaisons. Par exemple, il
est possible d’éerire Inn <« n < ™.

Exercice 1

En exploitant la notation <« classer par négligeabilité les termes généraux qui
suivent :

2

1 1 1 1 1 1

(a)n,n?,Inn, ™ ninn et A (b} —, =, — ==L C PN .
Inn n'n?’lnn’ n n* "~ ninn

1. Plus précisément, ce sera un minimun local si a2 > 0 ¢t un maximum local si a9 < 0.
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Solution
{a) Les termes proposés sont tous de limite +o00. Il s’agit ici de hiérarchiser ces infinis.
Grace aux comparaisons présentées p. 291, on peut positionner les termes n, n2, Inn
et €™ les uns par rapport aux autres :
Inn € n€n® e

.. s H 112
Reste & insérer les termes produits nlnn et

méthode
| Les termes produits se positionnent « & proximité » du facteur dominant.
Dans le produit n Inn, le facteur dominant est n. Puisque celui-ci est multiplié par Inn

de limite +occ, le terme nlnn prépondere sur n. Cependant, il ne va pas au dela du
terme n? : il s'insére entre n et n?

n nlan « n2.

On justifie cette comparaison, soit en étudiant les limites des quotients -

n 1 nlun  lnn
=— ——0 et — = —
nlun  Inn a-+eo n< N n—+x

soit en multipliant par n la comparaison connue 1 « Inn < n.

Le terme ;- s’insére & proximité de n?, il est devant celui-ci car le facteur ﬁ est de
limite nulle mais il n'est pas devant nlnn car ce dernier est « & proximité » de n alors
que % l'est de n?. Ainsi,
nlun < n_2 & n?.
mn
(Ces comparaisons se justifient en étudiant, par exemple, la limite des quotients.
Finalement, ,
Inn« na nlnn <« T ewec.

{b) Les termes proposés sont tous de limite nulle. Il s’agit ici de comparer les « vi-
tesses » avec lesquelles ces suites tendent vers 0.

Grace aux comparaisons usuelles on sait déja

1

1 1
— . 9
n* n Inn

*“* se positionne & proximité de + et lui est « supérieur » car Inn est de limite
infinie. Le facteur - figure aussi & proximité de | mais lui est « inférieur » car -

HWizn

est de limite nulle. Enfin, " est voisin et plus grand que - Au final,

-

Le terme

1 Inn 1 1 Inn 1
X —=3 L - — KL —.
n n mn

n2

n ninn

Ces comparaisons se justifient en étudiant la limite des quotients des termes successifs.
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Exercice 2
Réduire 'éeriture des expressions asymptotiques suivantes :

{a) o(2n) — 20((~1)"n) (b) nlnn+o(n+1)+o(n?) (c) 20(n)O(n) — nO(n).

Solution
Les o(.) et O(.) sont compatibles avee les opérations algébriques.

(a) méthode

| Les constantes multipliant les o(.) ou & lintérieur de ccux-ci peuvent étre
|| simplifiées. Tl en est de méme pour le [acteur borné (—1)™.

En prenant garde de ne pas simplifier! les o(.) on peut écrire
o(2n) — 20((—1)"n) = o(n) — o(n) = o(n).

{b) méthode

| Les contenus de of.) et O(.) peuvent étre remplacés par des équivalents.
On peut ¢erire o{n + 1) = o{n) et puisque nlnn est négligeable devant %, on obtient
nlnn + o(n + 1) 4+ o(n?) = o(r?) +o(n) + o(ng) = o(n?)
car un terme négligeable devant n {'est aussi devant n?.

(c) méthode

On peut multiplier les contenus des of.) ¢t Of.) par les facteurs qui les pré-

cédent.
20(n)O(n) — nO(n) = o(n?) — O(n?*} = O(x?).
Exercice 3
Déterminer des éqguivalents simples quand n tend vers 'infini des termes suivants :
1+Inn)(3n? +1 1 1
(a)lnn+2n—1 (b) (LI =) fc) .

vn? + 2n n-—
(Mvr+1l+v/n—1 (e) In{2n® + 1) (A In[ 1+ l)
\ n

1 n+1l

(g) nsin (—1— ) (h)In(n+1) ~In(n—1) (i} (n+ 1™

n2

1. Dans la notation o(.), la lettre o est 1a pour rappeler la présence d’un facteur £ qui tend vers 0. Ce
facteur n'est pas exprimé et pour cette raison ne peut &tre simplifié.
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Solution

{a) méthode
! Pour déterminer un équivalent d'une somme on cherche parmi ses termes celui
" qui 'emporte, ¢’est-a-dire celui devant lequel les autres sont négligeables. On
obtient ainsi I'écriture
vy, + (U ) ~ vy

Le terme Inn est négligeable devant n, aussi 'est la constante 1. On peut douc écrire

Inn+2n—-1 = 2n+o(n) ~ 2n

=400 Te—+ 20

Il importe dans cette expression de conserver le facteur 2 : les constantes multiplicatives
ne se simplifient. ! pas dans la description d'un équivalent.

{b) méthode
Le calcul des équivalents est compatible avee la multiplication et I’élévation
alk puissances constantes : on détermine un équivalent en étudiant séparément,
chaque facteur.

On a

l+Inn = Inn+o(lun) ~ Inn, 3r’+1 = 3n*+o0(n?) ~ 3n?
7 4o 7! n o

1= t—+—+ 00 —+ n—%-too
et

nf+2n = n?+4ofn?) ~ n? donc vn2+n ~
n——+oc n— 400 Te—r+0oC

Par conséquent,
(Inn+ 1)(3n% + 1) 3n%Inn

— =3nlnn.
vn? +2n ntoo N

(c) Les termes —~ ot -~ sont tous deux équivalents & | Si on effectuait la diffé-
retice, on affirmerait que celle-ci est équivalente & 0 ce qui est absurde? : les équivalents
ne sont pas compuatibles avec les opérations additives!

méthade

Avant de calculer cet équivalent, on exprime autrement le terme étudié. Ici,
on réduit au méme dénominateur.

1 1 2 = 2 ) 9
n—1 n+1 n?—1nstoon?+o{n?) nr+on?

1. Il y a équivalence lorsque le rapport tend 1 : les constantes multiplicatives sont essenticlles.
2. Seule une suite stationnaire égale & 0 peut 'éerire & partir d’un certain comme le produit par ¢
d'une suite £ de limite nulle.
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(d) Les deux termes /o + 1 et /n — 1 sont équivalents a /n et, lorsque Pon somme,
ce terme principal ne se simplifie pas. Il n'est pas possible de sommer les équivalents,
cependant, le résultat de cette somme semble ici « erédible ».

méthode

On exprime les équivalents qui précedent avec un of.) et I'on somrue les ex-
pressions associées.

Vi+l+vn—1 = /n+o(yn)+vin+on)=2vn+o(vn) ~ 2./n
=40 n—+00

{c) méthode
| On factorise le lerme prépondérant du logarithme.

1
In(2n° +1)—ln2+3lnn+lui1+ n“) = 3]nn+o(lnn) o 3lnn.

TL—

— —
constante -3 4nc —0

(f) méthode
| Lorsque {u,) est de limite nulle, on a In(1 4 w,) ~ wu,,.

ln(l—i—l ~ —1~ car l—>0.
\ n

n—=F+o0 N k3

(g) méthode
| Lorsque () est de limite nnlle?, on a sin(u,) ~ .

1 1 1 1
7 sin ~ X -—=— car — — 0
nl n—r+20 i 23 7

{h) On combine les deux logarithmes afin d’obtenir un équivalent de leur différence
1
In(n+1)—In(n—1) =In (ni_l)

méthode

Le contenu du logarithme ¢tant de limite 1, on peut I’écrire 1 + u,, avec u,, de
limite nulle auquel cas In(1 + u,) ~ w,.

2 2
~ —  car

-1 n4+eon—1 n n—l_)o'

Infn+1)—In{n—1) = ln(l + —

1. Sous la méme hypothése, on peut aussi citer ¢ — 1 ~ wn, 1 —cosuy ~ ‘,n’ (14+un)* —1 ~ iy

Ces équivalents sont tous inspirés des premiers termes des développemcents limités usuels.
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(i) Le terme n + 1 est équivalent & n. On pourrait étre tenté d'affirmer que (n + 1)?
est équivalent & n” mais la puissance n'est pas constante : cette affirmation est fausse.

méthode

| On ne peut pas élever un équivalent & une puissance non constante, ni le passer
|| a 'exponentielle.

On factorise n™ et l'on étudie la limite du facteur introduit

(n+1)" = n“(-l r ’)ﬂ

143

On résout la forme indéterminée « 1+ » en passant en écriture exponentielle

' 1y ( ! { 1Y 1
{I { ) =exp(nln(l+—> avec ln[l+—) ~- =

n n \ nj n—++0on
On a donc par produit d’équivalents

nln(l-f— :—}) ~ nl —_— 1

puis, par composition ! de limites,

™

! |
(1+ -) — e
\ T n—+o0

méthode

| Une limite finie non nulle exprime aussi un équivalent (Th. 6 p. 202).

On peut alors conclure

(n+1)" ~ en™
n— 400

Exercice 4
Calculer les limites quand n tend vers P'infini des termes suivants :

N\ T

(a)n (1 £ ;11—)27 - 1) (®) (n+ 1)(nV/" = 1) (c) ((1 + %) avec z € R.

1. On opére par composition de limites et non par « composition d’éguivalents ». Notamment pour
la fonction exponentielle il n'est pas correct de composer les équivalents!
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Solution
Les trois études conduisent ici a la résolution de « formes indéterminées ».

méthode
| Un équivalent simple a méme limite que le terme étudié (Th. 6 p. 292).

(a) Lorsque 1w, | est de limite nulle, on sait (1 + u,}* — 1 ~ au, pour tout « réel!

27 y
..((1+1) —1) ~ ax oy
n

n—+oc 7 =4

{(b) On écrit le terme n'/™

¢uand u, est de limite nulle

sous forme exponentielle et 'on exploite e — 1 ~ wu,

o Inn Inn
R —1=e™ -1 ~ — car — —0.
n—+2 N 7L
On en déduit
1/n nn
(n+1)(n"/"=1) ~ nax —=Ihn— +x.
n—+o0 7L n—+o0

{c) On exprime la puissance sous forme exponentielle. Pour n assez grand, 1+ z/n
est strictement positif et 1'on peut écrire

(1+ - ) - exp(’nln{lle %))

On détermine ensuite la limite du contenu de I'exponentielle 2. Puisque z/n est de limite
nulle

/ r z
nXIntl4 — ~ X = —— .
\ nj/nes+x n n=+oc

Par composition de limites, on peut conclure

(1+2) ==

n n—-+oo

9.4.2 Comparaisons de fonctions numériques

Exercice 5
Déterminer un équivalent simple aux expressions suivantes quand z — +00 ;

(a) (z + 1)e**! (b Va? + 1~ 22 — 1 (©)(z+lnz—zln(z+1).

1. Iei, & est naturel et 'on pourrait employer la formule du bindéme, ou du moins le début de celle-ci,
pour proposer la méme affirmation.

2. On ne peut pas composer les équivalents par la fonction exponentielle.
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Solution
On reprend les mémes démarches que dans le cadre des suites.

{(a) Quand z tend vers +oc, ona x + 1 ~ x et done'

(x + 1)e"*! ~ el = e x ze”.
r—40C

{(b) méthode
| On introduit la quantité conjuguée.

2
Vet +1++v2? -1

241 ~ zx et Vz2-1 ~ 2.
—+00

T—+00

Vat +1 -2 - 1=

avec

Puisque ’on ne peut pas sommer les équivalents, on poursuit Pexpression des calculs avec
des o(.)

VI2+1+vVa2 -1 = z+olz)+z+ole)=2zx+olz) ~ 2z
T o T +oo

Finalement,

\/1D2+1—\/11)2—1 ~ l
r—+00 {f
{c)On a

(t+1)lnz ~ zlnz et zlnfzx+1) ~ =zlnz.
r—+00 o R o

En effet, on peut écrire en factorisant x dans le logarithme

Infe+1)=Inz+ ln(l—}- l) = Inz+4+o{l)=lnz+o(lnz) ~ Inz.
\ ] T+t o +oc
0 .

Cependant, il y a simplification des termes principaux lors de la différence ¢ on ne peut
pas réaliser de calculs & partir de ces seuls équivalents.

méthode

| On meéne un caleul plus précis du terme zIn(z 4+ 1) .

T f z—r+too T

1 ! 1 1
.rln(x+1)=xlnx+xln<1+—> avec xln(l—l——) ~ X ——1
x

1. On pe « simplific » pas le 1 contenu dans Pexponentielle, il correspond d'ailleurs 4 une constante
multiplicative et celles-ci sont conservées lors d'un calcul d’équivalent.
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et done
zln{z+1) = zlhz+1+o0fl).
z (e}

—+

On en déduit

(+1)}nz —zln(z+1) = (x4 1}mz-(zlnz+1+0(1))

= Inz-1+0(l) ~ Inz
= +00 \___,a:—y—!-oc
=ofln z)

Exercice 6
Déterminer un équivalent simple aux expressions suivantes quand z — 0% :
- 2lnz + ,
(a) V& — & + 2252 (b) 17\/ {c} In(sin z).
=2l
Solution
méthode

On retrouve les démarches d’au-dessus mais les comparaisons asymptotiques
ne sont plus les mémes. Pour « < 3 réels :

¢ = 2% et 2f = o(z%).
z—+20 P

{(a) Lorsque z — 07, le terme prépondérant de cette somme est /Z et donc

Vi—z+2%? = i+o(J/r) _::)+\/3:_

z—07F r
(b) On étudie séparément numérateur et dénominateur

2inz 4+ 2Inz+o(lnz) o

1-2Inz emor L4o(l})  asor

{¢) méthode
Afin de simplifier 'expression contenue dans le logarithme, on écrit

SINT
sIxE = X
X
/sinx ) ] .
Intsinz}) = lnz +inf —— | = Imz+olinz) ~ inz.
T =0t x—0+
S E—

-0 —1
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9.4.3 Calculs de développements limités et asymptotiques

Exercice 7
Caleculer les développements limités suivants :
4
(a) & & lordre 2 en 1 (b)In(1 + €%} A ordre 3 en 0
xr
(c) A alordre 4 en 0 {d)v3+chz a Pordre 3en 0
1 4cosz
(¢) sin(z)e® & Fordre 2 en 0 (Fy —EBE i rare 2 e
2) sInlx)e rare n e g o
¢ e a Pordre 2 e o1+ 2) r
Solution

(a) méthode
Les développements limités usuels sont présentés en 0. Lorsque I'on éludie un
développement limité en un point différent, on translate la variable afin de se
ramener en 0.

On écrit & = 1 + h de sorte que h tend vers 0 quand @ tend vers 1.

&7 el +h " 1
— = =c¢cXce" X .
T 1+ A 1+ h

On développe & 'ordre 2 les facteurs

s

= ex {1+/L+%h2 -..m".) [ 1-n+n?su(n?))

Enfin, on développe le produit. Lors de ce développement, il apparait un o{h?) et d’autres
termes négligeables devant celui-ci : on n'éerit pas ces dernicrs puisqu’ils peuvent étre
incorporés au O(hQ) qui détermine la précision des calculs.

= 1 gy g T
£ - e(1+—h2 t --(h‘l) =e+ oh? ul(h®)
Tzl 2 2

Enfin, on revient a la variable d’origine

e’ ¢

— =g —{1 = 1) P ot{e - l}"l.

o x-l 2

On ne développe pas les carrés : I'étude asymptotique a lieu en 1 ol U'on sait. hiérarchiser
entre clles les puissances de (z — 1) mais pas celles de «.

{b) 11 ’agit de calculer une composition de développements limités o interviennent
la fonction logarithme et la fonction exponenticlle.

méthode
| On développe la fonction « an plus proche de la variable ».



308 Chapitre 9. Calcul asymptotique

On commence par développer U'exponentielle & ordre 3
In(1+€") = In{2+2z+ ey loy o(e®) ).
z—0 2 6 Vi
On poursuit le caleul grace au développement connu de In(1 + u).
méthode
| On transforme 'écriture afin de faire apparaitre In(1 + u) avec u = 0.
En factorigsant 2 dans le logarithme, on écrit.

1 1 i
; N } 7 E = =TI —x? —q? °
In{l +e*) =In2+1In(l +u) avec U Sontt ¥ + 127 +o(z’) T —+0 U

méthode

On calcule les puissances de » a Pordre 3 en z jusqu’a obtenir une puissance
de u assurant la précision vouluce cn .

On écrit
1 1. 1 . )
u=qr+ —'.'L‘z + 121"5 + o(z?)
u? = Loy Las o
4 4
3 1 3
u = g% +o(z").

Un terme en o(u:’) devient un terme en o(u::‘).

méthode

Il suffit de développer In{1+ u) & 'ordre 3 en u pour obtenir, par substitution,
le développement voulu en z.

On sait

| |
In(1 + %) =, §u2 + §u3 + ofu®).
u D

Par substitution, les calculs ayant été organisés de fagon a ce que cette substitution soit
trés rapide, on obtient

1 1. ;
nf1 o N 5 T2 23,
u(l +e )I_)oln2+ 5%+ 3% + ofz?*)
Le coefficient de z* est nul, cependant c'est bien un développement limité & 'ordre 3 qui

a Cté réalisé puisque I'on a obtenu la précision o(xz?).

{c) méthode

On calcule le développement limité d'un inverse par une composition & partir
du développement conmnu de ;.L; quand u — 0.
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On développe la fonction au plus proche de la variable

1 1 1 1
= = avec uw —— 0.

1+ cosx xio2—%x2+ ,‘:‘+0(1:4) 2 14w =0
On a
1 2 1 4 4
L= ——& + —x& + olxr
i@+ e o)
u = i_af'l +0('r'1)
16

Un terme en o{u?) devient un terme en o(x*), un développement & l'ordre 2 de - suffit
a la ponrsuite des calculs

!
: = 1-u+v+o(u?)
1 + 44 u—st)

On obtient. . . | |

2 1 4
—— = —2? )
1+cosx =02 8$ 48x o+ o(x )

{d) méthode

On calcule le développerment limité d'une racine par une composition a partir
du développement connu de /1 + u quand « — 0.

On développe la fonction au plus proche de la variable

f 1 .
V3+che = \/4+;:1:2+()(rc3) =2V1+u avec u—= 0.
2—0 2 z—0

Ona

Un terme en 0(?1.2) devient un terme en 0(:123), un développement ' limité & Pordre 2 en u
suflit & la poursuite des calculs

1 1
Vituw = 14 =u— -u? +0(‘U.2).
u—0 2 8

On obtient. 2

V3+chx = 2+ lrv:’ +0(;23).
z

—0 8

1. Un développement limité a l'ordre 1 ne suffit pas car le o(u) déterminera un o(cc'z) trop court...
Tout au plus, on peut anticiper que le coefficient de u? dans les caleuls & venir sera sans importance.

2. Le développement limité d'une fonction paire ne contient que des puissances paires de la variable :
on pouvait anticiper la nullité du coefficient de z®.
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{e¢) On calcule simplement le produit de deux développements.

méthode

Puisque le développement de sinx s'amorce par un z, un développement a
I'ordre 1 du terme exponentiel suffit & la réalisation des calculs.

sin(re® = ( ¥+ 0(362)) (1 +x 4 0(3:)) =z + 2% + ofx?).
-+l
(f) méthode
Les développeimnents du numérateur ct du dénominateur s’amorcent tous deux

par un x. La simplification par cet 2z réduit d’une unité 'ordre des développe-
ments.

En anticipant cette simplification, on amorce le caleul par des développements 3
I'ordre 3 du numérateur et du dénominatenr

shx x+ Lz + o(z?) 1+ Ea? +oo(2?)
In(l +x) sz — 322 4+ 28 +o(x?) 1 - Jr + 327 + of2?)

Le dénominateur s’écrit 1+u avec u = — L+ %wz +O(LD2). Un développement a 'ordre 2

de 'expression - permet la poursuite du calcul

‘e

shx 1 1 1 1 1
— 14 =22 & 14+ -z — —22 D) —1+ 22+ =z +ole)
i1 m_w( + 32w +o(z ))( +57 - 5% + o(z?) +az+ pa ol

Exercice 8
Calculer les trois premiers termes des développements asymptotiques de :

1
(a) T quand 2 — 0 (b) ln(z + 1) quand = ~ +o0.

Solution

méthode
On reproduit les techniques de calculs vues pour les développements limités :
seule I'échelle de fonctions sur laquelle on exprime le développement change.

{(a) On amorce le calcul a partir de développements des fonctions au plus proche de
la variable,
méthode

Ou développe a un ordre suffisant pour qu’il reste trois termes & la fin des
1
calculs *.

Pour = # 0, on écrit en développant 'exponenticlle a ordre 3

1 1

e* — 1203+ £2? + 123 + o(x?)

1. Et I'on espére qu'il n’y aura pas trop de simplifications...
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En factorisant ! on fait apparaitre en facteur une expression du type - avec u — 0
que l'on sait développer

LI ! —}<1—lx+iaz +o(z?) ).
et — 1 v—=ix 1+%.’}T+%:ﬂ2+0(?£2) T 12

1 suffit ensuite de développer le facteur & ; bour former le développement asymptotique '

cherché
1 1 1+ Lot ota)
* las0p 2 120 7O

(b} méthode

I On factorise z dans le logarithme afin de pouvoir exploiter le développement
| limité connu de In{1 + u) quand % — 0.

Pour 2 >0

1 1 1 1 1
nz+1)=Inz+1In(1+ - = lne+—-——-——+o0|l— ) car =~ —=0.
x ) e—+ec r  2x¢ T2 z

9.5 Exercices d'entrainement

9.5.1 Etudes asymptotiques de suites numériques

Exercice O *
Calculer les développements asymptotiques des suites dont les termes généraux
suivent :

. (. 1Y
(a} vn? 4+ 1 4 3 termes (b} ¥/n 4 3 termes (c) { 1+ —l) 4 3 termes.
I

Solution
I est entendu qu’ici le parametre n tend vers 'infini. On réalisc les développements de
ces expressions comme s’il s’agissait d’expression fonclionuelle.

{a) méthode
Le contenu de la racine équivaut & n?. En factorisant celui-ci, on fait apparaitre
V14w avec u — 0.
; f l |
vn2+l =nvl+ — =nVl+u avec u=— =0
n* 7
Sachant

! |
Vidu = 14 —u— —u? +ofu?)
u—l 2 8

1. Lors des caleuls, on a conservé 'organisation des termes en « négligeabilité croissante ». L’expression
obtenue correspond donc bicn A un développement asymptotique.
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on conclut
1

n?+1l = n+-—-— ! +0 !
' n—+oo 2n  8n? n3
(b) méthode

On éerit la puissance sous forme exponentielle et 'on exploite le développement
connu de e* quand u — 0.

2 2
{l/ﬁ:nl/n:exp<h17n> _ 4 n (nn) +O((1nn) >

n—+4o0 n 2n2 n?

—0

{c) On écrit la puissance sous forme exponentielle
1y 1
(I ! ) :exp(nln<1+—>)
! 1" n

|'| On développe le logarithme & trois termes puis on calcule une composition
| avec la fonction exponentielle.

méthode

Puisque 1/n est de limite nulle quand n tend vers I’infini

{1+ 1 1 1 " 1 " 1
nln - = - —t+ — —
k n ) n=r+00 2n  3n2 © n?

puis
(l+l\in—exe“ avec = 1+ ! + 2 —0
n) Y et T2n T 3n2 Oan) n—toe

En développant e* a la précision o(u?), on obtient au terme des calculs

(I+1n‘ e_}lle+(1‘
n n—>+ooe 2n  24n4 o\n")'

Exercice 10 *
Soit (2,) une suite décroissante de réels telle que

1
Up + Uy ™= =
n—+o00 N

Donner un équivalent simple de ().
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Solution
On peut avoir l'intuition que u, équivaut _.'" mais, d’une part, la propriété 4,4 ~ tun

n'est pas toujours vraic!, d’autre part, il ne faut pas sommer les équivalents !

méthode
Par I'hypothése de monotonie, on encadre u, & l'aide des quantités connuces
Upg1 + tUp O Up + Un_1.

Par décroissance de la suite, on peut écrire wu, 11 = %, = t,_1 puis

Uttty & 24, = gyt Uiy
WX
1 | |
Un41 + Un -~ et Up_1 + Un o S -
t—4oe ¥l n—rw 10— 1 n

On en déduit?

1 1
2u ~ - uis  u e
nn—>+oon P ™o toc 271

Exercice 11 **
Soit des réels positifs a ot b. Trouver la limite quand n croit vers I'infini

ar + o ')"
2 B
Solution

Si @ = (), un calcul direct est possible :

( an + bn )" b 0.

2

- —
2% no+no
De méme, on obtient une limite nulle lorsque b = 0. On suppose désormais a et b stric-

tement. positifs.
méthode
p 1 . i .
| On développe an en exploitant une écriture exponentielle.

i

1 !

an =en " =% avee u=—Ilna — 0.
n n—+o00

Par le développement limité e = 1 + % + o{u) quand u tend vers 0, on écrit

|
an = I~—-]na-|—o{i}
7L

n—4oc "y

L. Siup=e ™™, 0naunty ~¢ My, sl up =7 onaugyr = ofug).
2. On peut énoncer un théoreme d’encadrement : si un est encadré par deux termes généraux équi-
valents & une méme expression alors u, équivaut aussi 4 cette expression.
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On procede au méme calcul avee b= et 'on en déduit

an + b

|
2 ;

s =0 1+iln(ab)+o(n)

Enfin, par In(1 + %} = u + o{u} quand « tend vers 0

( % ) LS _cxp ( 7L ln( 1+ 2—2“ In(ad) + 0(:1 ) ) ) = r)’.[)( % Infib) + of 1 )

et 'on peut conclure

Exercice 12 ¥* (Intégrales de Wallis)

Pour n € N, on pose
e /4
it / sin™ £ dt.
0

(a) Montrer que pour tout n € N, on a

TR |
ne2 ™

Iisa=

(b) Etablir que pour tout n € N,

(n+ DnThsr = % et 0% Iy & In.

{¢) Déterminer un équivalent de I,.

Solution

{a) Cette question a déja été résolue par intégration par parties dans le sujet 19 p. 142.

(b) méthode
| On montre la consiance de la suite () avee uy, = (n+ L Dty

Soit 7 un naturel. La formule ci-dessus donne
Unpr = 0+ 2 niolnp = (n+ Vlpdny 1 =y
La suite (u,) est donc constante. Par un calenl direct, on a Iy = n/2 el [; = 1. La

suite (1n) cst donc constante égale & ug = 7 /2.
Pour tout # € [0;7/2], on a 0 « sint < 1. En multipliant par sin™ ¢ qui est positif, on
obtient
0<sin™E < sin™t.

En intégrant en bon ordre, on conclut 0 « I, = I,.
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(c) méthode
| On encadre I2 par les produits connus T, T, et T, Ty

Pour n € N*, par ce qui préceéde on sait I,y < I, € f,—;. En multipliant par le
[acteur positif f,, on obtient

InIn+1 < Iz < In—lIn .

| S —“

— s —
~2{n+1} -

1kl

Les termes encadrants sont tous deux équivalents a 7/2n, donc aussi le terme encadré,
puis en passant a la racine

|
I ~ " 7
® ot \’ 2n car In L

Exercice 13 **

Soit r > 0 et # € |0; 7r[. Déterminer la limite de la suite complexe (2,,) définie par

6 Zn + (%al

2z = rel® et Vne N, Zp+1 = a

Solution

méthode
[ On exprime le terme général de la suite a I'aide d’un produit,

Par la technique de factorisation de l'exponenticlle imaginaire d’angle moitié, on [ait
apparaitre un cosinus

.rele 4y
2] = ——(F/—

En répétant ce calcul

(9 o 8
20 = T CO8 5) cos(a)e 4

puis
n
-l o\ : g‘
Zn = l'l[tnnl YR =
k=1 N
Comuine déja vu dans le sujet 18 p. 66, on a

e sin ¢

k=1
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Lorsque 7 tend vers Uinfini, ¢/2™ cst de limite nulle et donc Sin(%) ~ :'~'_- tandis
que e?2" tend vers 1. On en déduit

siné sind
5 .

no+4oc 21 x _‘3.. =20 &

Exercice 14 ***

Pour n € N, on considére I'équation d'inconnue z € ¥4 :
T+ VT =n.

{a) Montrer que cette équation posséde une unique solution z,.

{b) Déterminer la limite puis un équivalent simple de la suite ().

(c) Douner un dévcloppement. asymptotique & trois termes de la suite (z,,).

Solution

{a) La fonction f: R, — R définie par f(x) = o+ /= cst continue ct strictement crois-
sante. Elle réalise donc une bijection de [0; +oo[ vers [f(0);lim f[ = [0; +o0[. T.équation
étudiée possede donc une unique solution : z, = f~'(n). oo

(b) méthode
| Le tableau de variation de f ! se déduit de cehii de f par symétrie.

On a les variations suivantes

0 0

On en déduit que la suite (@,) = (f 1(n)) croit vers +oo0.

méthode

On détermine un équivalent de x,, en ne conservant que les termes principaux
dans I'équation définissant x,.

Puisque (2,) tend vers +oc, on peut affirmer ¢z, = o{x,). L’équation définissant x,,
sc relit alors

Zp+o({z,) = n donc z, ~ mn.
T o nN—I+00

{c) méthode
On détermine un développement asymptotique de {(z,,) au « compte-gouttes » :
aprés avoir déterminé un équivalent de w,, on caleule un équivalent de la

différence puis on reccommence. On fait ainsi apparaltre successivement, les
termes du développement asymptotique cherché.
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On introduit #, = z, — » avec, en vertn de ce qui précéde, ¥, = o{(n). Par 'équation
définissant ,,, on peut affirmer

Yo = —wk, ~ —+/n car z, ~
n—r +oc n—+4oc

On peut ainsi écrire un premier développement asymptotique & deux termes

T, = n—- N +0(\77_r)
n—+20
On introduit ensuite 2, = 2, —n 4+ ¥n =y, + Jn. L'équation y,, = — a7, sc relit

~itam = =ifn~ n+o(Vn).

On réalise le développement asymptotique du second membre en factorisant n de la racine
cubique el en exploitant le développement connu de (1 4+u)® quand © — 0 avec o = 1/3.
On obticent

o L)

+20 avn vn/
' 1

-nn—r;-oo:j\“‘/ﬁ

—vn+tz, =
n—

Apres simplification, il vieni

Finalement, on conclut au développement asymptotique

:L'n='—«/_ L /l\

n—r+ d\/n \ vn/

Exercice 15 ***
Soit 1 un naturel non nul et (£,) 'équation : £" Inz = 1 d’inconnue z € R*.

(a) Montrer que 'équation (F,) admet une unique solution z,, et que z, > 1.
{b) Montrer que la suite (x,) est décroissante et déterminer sa limite.

Pour tout n € N*. On pose y, = =, — L.
(¢) Justifier ny, ~ —Iny, et en déduire un équivalent de yy,.

Solution
{a) méthode
| On étudie les variations de la fonction f,: z — z"Inz.
La fonction f, est définic ct dérivable sur RY. Pour z > 0, f/{z} = (nlnz + 1)z"~!
est du signe de nlnz + 1 qui s’annule en @ = e~ /™.

X 0 e_l/n 1 Tn 400
fa (@) - 0 +
0 +00
/
1
) I
fe) | TN o
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Ce tableau de variation (ot les fléches signifient que la fonction est continue et stricte-
ment monotone) assure existence et I'unicité d'une solution wx,, & P'équation f,(z) = 1
sur [ . De plus, on obscrve que cette solution vérifie z, > 1.

(b} méthode
| On positionne x,4; dans le tableau précédent en comparant f,(2n4) et 1.

Sachant 'L‘"ﬂ Inz,y; =1, 0n a8 2,41 faltprr) = 1 et done frlzpy) = ﬁ—; £ 1. On

en déduit 2,41 © @, car f est strictement croissante sur [1:4oc|.

T | 1 Tn+1 n +0oC

+oc
i
flz) fn(Tns1) ——ash

0"

La suite (x,) étant décroissante ¢t minorée par 1, clle converge. Notons £ sa limite.
Sachant z,, » 1 pour tout n € N*  on a & la limite ¢ > 1.
méthode

On montre que ¢ = 1 cst la seule valenr compatible avec un passage a la limite
de la relation «? lnx,, = 1.

Par I'absurde, supposons £ > 1. La suite décroissante (x,,) étant minorée par sa limite,
on a

l=zgllnzg, « fmé—— +oc.
n—+4

Ceci est absurde et £ = 1 est la scule limite possible.

(c) Par I'étude qui précede, le terme ¥, tend vers 0 par valeurs sirictement supérieures.
L’¢quation définissant z, exprimée en y, et passée au logarithme donne

ln(l +y») + In(In(l + yn)} = 0. (%)

D’une part, nln(l + 4,) ~ ny,, car on sait In{1 + «) ~ u lorsque u tend vers 0.
D’autre part,

In{In(1 + 3,)) W5 M{yn +0(yn)) = Iny, + In(1+o(1) o~ g
e —_—— s
=00 —0

L’équation () se relit
nyy, + o(ny,) + lny, +o(lny,) = 0
n—4 00

et en réordonnant les membres, on en déduit Vaffirmation ny, ~ —Iny,,.
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méthode

On passe I'équivalent qui précéde an Jogarithme afin de déterminer un équi-
valent de luy,, qu'il suffira de réinjecter dans la relation précédente.

On écrit ny, = —Iny, +o(lny,} = ~Iny, x (14 0(1)} et 'on passe au logarithme
Inn+Iny, e In(—Iny,) + In(1 4+ o(1}).
D'une part, In(1 + o{1)) tend vers 0 et est done négligeable devant le terme Inn.

D’autre part, Iny, tend vers —xo et donc In(—Iny,, ) est négligeable devant Inyy,.
On peut alors affirmer

Inn+ Iny, - o(lny,) + o(lnn).
n—-400

En réorganisant les membres, il vient Iny, ~ — Inn et 'on peut conclhire

Inn
Yn ~ —.

‘n—+o0 N

9.5.2 Etudes asymptotiques de fonctions numériques

Exercice 16 *

Calculer les limites suivantes :

e 2 _ ot 1 1
L {(b) lim i~ (c) litn —;
z—0

a) lim
( ) 35 e—0gin’ ¢ T2

g1z —1

2
LY . L ade
(d) lim (L()!s 5) (e} xgl-{?oo (3.2= —2.32)".

T—++00

Solution
(a) méthade
| On translate le probléme en 0 en écrivant = = 1 + h avee k — 0.
Inz  In(l+h) A
z—1 h  aslh

Omn pouvait aussi calculer cette limite comme un nombre dérivé limite d'un taux d'ac-
croissement associé a la fonction logarithme entre 1 et z.

{b) méthode
| On calcule un développernent limité du numérateur.
Ona
e = 14 2c+o(x) et & = l+z+0(z)
r—0 m—0
done
e —e*  z+ofz)

x x—0 Z =0

y 1
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{c) méthode

On réduit au méme dénominateur et I'on cherche un équivalent simple pour
le numérateur et le dénominateur.

1 1 2% —sin®z (¢ —sinz)(z+sinz)

sinfz 22 22 gin’ x 2sin? x

Par le développement limité de la fonction sinus, on a

h - .
z—sine = F:r3+0(:c3} et x+sinz = 2z + ofx).
e+l e =l

On en déduit
1 1 L3 w2

sin2 x 72 750 x2 x 12

1

1
3 z-30 3

(d) méthode
| On exprime la puissance en écriture exponentielle,

(3] =oo(stn(e))
cos — =exp| x°In| cos —
T T

Puisque 1/2 est de limite nulle, on peut écrire le développerent

z?1n cosi = #In l—i-i-o S =22 x —L-i- 1 ; 1
x ) z—+oo0 242 2/ ) 222 ' %\ 22 z—+oo 2

On conclul
1\ 1
- —_—
(COSm) —-+00 \/é

{e) méthode

s 1 L . .
|| On développe 2% et 35 cn passant par I'éeriture exponentielle.

1 |
T T—+00 T T T—+00 €T T

On en déduit

{ . . v\
j 2 n2-21
(3.2 —2.34) aC_>=v}ooexpk.rln(l + w +o(%]) )

*£7

8
= exp(31n2—21n3+0(1)) — -

St z—+oe 9

Exercice 17 *
Former le développement limité & 'ordre 3 en 0 de z — arctan(e”).
Quelle est 'allure de cette fonction autour du point d’abscisse § ?
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Solution

méthode
| On développe a I'ordre 2 la fonction dérivée.
Par dérivation de fonctions composées

|‘ l"

= (arctan(ex)) = 3o

Par développement d'un quotient, on a

et 1+ x+ 32 + o(z?) 1 14z + La? +o(«?)
1+ 22 $;>01+1+2:c+%(2a:)2+0(:r?} 2 l+z+22+o0x?)
| 1 1 1 .
= =|1 . —,2 2\(1—', _.2 :—__2 ,2'
x—mg( MEREL + oz )/\ z + o(z?) 5~ 7% + o(z?)

En intégrant (Th. 15 p. 296), sans oublicr la constante d'intégration qui est la valeur de
la fonction en 0, ici arctan{1), on obtient le développement & Pordre 3 voulu

r 1 1 .y
arctan(e®) = = + —x— —=z° ).
I(e )x~v04 + 2’}" 12: +0(fc )

La tangente cn 0 a pour équation y = 7/4 + 2/2 (Th. 17
p. 297). Puisque le terme qui suit dans le développement
limnité change de signe, la courbe traverse cette tangente : il
s'agit d'un point d*nflecion.

Exercice 18 *

Former le développement asymptotique & trois termes au voisinage de +oc de la
fouction z — xarctanz. Quelle est 'allure de cette fonction en +20 7

Salution

méthode
On rapporte le probléme en 0 par la formule! valable pour tout = > 0

1 T
arctan(xz) + arctan| — | = -.
T 2
On Gerit
o (1Y " |
zarctang = —z — zarctan| — } = =z — zarctanu avec u=- —0
2 vz / 2 €T t—+%0

On counait le développement limité de la fonction arc tangente en 0

| ' 3
arctany = #w— - olu").
0 {2 31 + ( )

U

1. Voir sujet 7 p. 35.
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Y
On en déduit le développement asymptotique cherché 1

: 7r 14 1 " 1 4
xarctany = ~—1— — 40
z—+oc 2 B 2

/
La fonction @ — xarctanax présente une asymptote en 400
qui est la droite d’équation y = Sz — 1. Puisque le terme qui

/
suit dans le développement est positif, la courbe se positionne
au-dessus de 'asymptote au voisinage de I'infini.

Exercice 19 *

Soit. f l'application définie sur R* par

1
flz)=1+2? sm(;)

(a) Montrer & l'aide d'un déveleppement limité que l'on pent prolonger f en une
fonction dérivable sur R.

(b) La fonction dérivée de f admet-elle un développement limnité en 07

Solution

(a) La fonction [ est évidemment dérivable sur |—oc; 0[ et ]0;+ocl.

La fonction sinus étant bornée, on peut écrire le développement limité a I'ordre 1

flz) «.:01 +0(2?) = 14+ 0.2 + of2).

On en déduit qu'il est possible de prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) =1 ct
gue ce prolongement est dérivable en 0 avec f/{0) =0 (Th. 16 p. 297).

(b) Pour & # 0, on a

f(x)= Q;vsin(%) —cos(;lé-)

méthode

Le coefficient constant d'un développement limité est la limite de la fonction
ai point.

Iei, f'{z) n'admet pas de limite en 0 ot a fortiori pas de développement limité®.

1. La méme étude avee f{x) = 1 + ™' 'sin(1/z") donne un exemple de fonction admettant un
développement limité a 'ordre n en 0 sans méme que sa dérivée posséde un développement limité &
I'ordre 0 en 0. Ceci illustre que I'on ne peut pas dériver les développements limités!
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Exercice 20 *
Soit f et g deux fonctions définies sur f & valeurs réelles strictement, positives. On
suppuse que f et ¢ sont équivalentes en ¢ € R point ou extrémité de 7.

(a) Montrer que si f et g tendent en a vers une limite £ € R, U {400} différente
de 1 alors In f et In g sent équivalentes en a.

(b) Cette propriété est-elle encore vraie lorsque ¢ =17

Solution
(a) méthode
| Ou écrit f(z) = g(x)p(x) avec @ de limite en 1 en a.
Pour z €1
In f(z) = Ing(z) + lnp(z).

Or Ing(x) est négligeable devant Ing(x) quand x tend vers a car ln@(x) tend vers 0
tandis que In g(x) tend vers une limite non nulle, éventuellement infinie. On a ainsi

ln f(z) i In g(z) + o(In g(z)) e In g(x).

(b) Un contre-exemple suffit & vérifier que la propriété n’est plus vraie lorsque £ = 1.
Prenons f(z) = 1 + z et g(z) = 1 + 2% et menons 1'étude cn a = 0.
D'une part, les fonetions f et g tendent vers 1 en O ce qui est une limite finie non nulle

donec un équivalent :
flx) -~ 1 et g(z) e 1.
D’autre part, on a
In f(x) = In(1 + ) ~, % et In o(z) =1n(1 +2%) 'Nocrz.

Alnsi, les fonctions f et ¢ sont équivalentes mais leurs logarithmes ne le sont pas.

Exercice 21 **
(a} Former le développement limité & Pordre 3 en 0 de

sinz
tang = ——.
COS T

(b) Prolonger ce développement limité & ordre 5 en exploitant

tan(arctanz) = z.

{c) Prolonger ce développement limité & 'ordre 7 en exploitant

(tan)'(z) = 1 + tan®g.
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Solution

{a) Par quotient de développements limités, on a

; _ 1,3 -3
tapg = SAT T~ + of2%)

a0 cosT 1 — %.7;2 + 0(372)
= (.L — lr“" +o(m3)) (1 + -1-.7:2 + o{xz)) =x+ l' +ofz?)
2w\ 6 \ 2 3
(b) méthode

On justifie Pexistence d'un développement limité par le caleul de celui-ci on
encore en appliquant la formule de Taylor-Young (Th. 14 p. 296).

La fonction tangente est de classe C*° sur |—n/2;7/2[, elle admet donc un dévelop-
pement limité & Pordre 5 en 0. De plus, la fonction étant impaire, ce développement
ne comporte que des puissances impaires de z. On peut donc écrire en introduisant un
parameétre inconnu ¢ € R

1 r, r

tanz = x4 —2° 4 az® + 0(93").
z—0 3

méthode

On détermine la valeur de @ en calculant de deux fagons le développement de
tan(arctan x).

D'une part,
tan(arctanz) =z = x+ ofz®)

ce qui produit un premier développement limité & ordre 5.
Dautre part,

tan(arctanz) = tan(u) avec u = arctan(zx) — 0.
Zr

On opeére une composition de développements avec

On obtient
oD ' .
tan{arctanz) = z+{ - — 3+ a)a:5 + o(z°)
ce qui produit un second développement limité & Pordre 5.
Par unicité des coeflicients d'un développement limité, il vient

1 1 2

3 5 15
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{c) méthode
| On integre le développement & l'ordre 6 de 1 + tan?z (Th. 15 p. 296).

Par produit de développements limités

1 2 7
1 +tan?z T 1+k'r+ 3 +Ex +ofz )) =1+ 22 +31 +;71 +0(:c6).

En intégrant ce développement (avec une constante d'intégration nulle car tan 0 = 0), on

conclut
tanz = x + .72 + ~2— >+ 17 z’ + 0(T7)
z=0" 3 57 T35 e

Exercice 22 **
On pose f(z) =z +Inxz — 1 pour z > (.
{a) Justifier que f réalise une bijection de J0; +oc[ vers un intervalle & préciser.

(b) Former le développement limité & Pordre 2 de [ ! en 0.

{c) Donner un équivalent simple & f~*(y) quand y — +00.

(d) Donner un équivalent simple a f~'(y1 quand y — —~o0.

Solution

(a) Par somme de fonctions, f est continue et strictement croissante sur ]0; +oc|.

.'EI 0 1 +0oo

M@0

La fonction f réalise une bijection ]0; +00f vers R.
(b} méthode

On justifie Pexistence d'un développement limité et l'on exprime celui-ci a
coefficients inconnus. On détermine ceux-ci par la relation f{f~'(y)) = y.

La fonction f est de classe C* et sa dérivée ne s’annule pas sur J0; +oc[. La bijection
réciproque f~! est donc de classe C* sur R (Th. 10 p. 261). Par la formule de Taylor-
Young, on peut affirmer que f~! admet un développement limité & P'ordre 2 :

f ) Saatby ey +o(y?).

Le coefficient constant de ce développement est la valeur de la fonction au point. Sa-
chant f(1} =0,0ona f7'{(0) = 1 et donc ¢ = 1.
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La relation y = f ( F 7ty donne

y = 1+by+ ey +o(y?) + ln(l + by — cy® +o(y2'lj 1.

L J

Apres quelques calculs, il vient

y = 2by+ (20— ih )g,fz +o(y?).

y—0

Par unicité des coefficients d’un développement limité, on conclut !

(c) Commengons par déterminer la limite de f ' en +00. Le tableau de variation de f
détermine par symétrie celui de f~!

La fonction f ! croit donc vers 4+00 en 400,

méthode

On détermine un équivalent de f~* en ne conservant que les termes principaux
dans I'équation y = [/~ {y])

Légalité y = ("' (y)) domme y = f~'{y) + In(f~}(y}) — L. Le terme In(f *(y)) est
négligeable devant f !(y) car ce dernier tend vers I'infini et la relation précédente se relit

y = J7U Folf ).
y—r o0 P A
On en déduit
-1 —
W e

{d) Quand y tend vers —oso, f~'(y) est de limite nulle et la relation f(f~'(y)) = y
permet, d’écrire

n(f~ ) =-F ) +y+ 1L
En passant & Uexponentielle, on conclut
flfy) me fiWersl o ol

—_— y-+—00
—+1

1. La valenr de b pouvait aussi s'obtenir en caleulant (f~')°(0).
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Exercice 23 **
¥in calculant de deux fagons le développement limité & Pordre n en 0 de (e"" - 1)",
établir que pour tout 0 € £ & n

i n)(—l)"_kkf_ 0 sif<n
e £ 1 sif=n

k=l

Solution

méthade
| Un premier développement se déduit de e — 1 ~ z quand 2 tend vers 0.

- Y . 4 . . . . n
En élevant a la puissance n Péquivalent ci-dessus, il vient (¢ —1)" ~ 2™ Cette
¢quivalence peut aussi s’interpréter comme le développement. limité & 'ordre n suivant :

(e — 1)" Tt o{x™).

méthode
| Un scrond calenl exploite la formule du bindme.

On a

.

n
|ez_1": _1n—kkz
"= (F) (e
k=0
On peut développer chaque terme exponentiel

k kK,
T n
e — E —x +olx
go0)
. . "
En ¢changeant les deux sommes, on forme un nouveau développement de (ex - 1)

-1 =3 (an (Z) (;l)g,v—kke}nf +o(a").

£=0 \k=0
L’unicité des coefficients d’un développement limité entraine la relation proposée.

9.6 Exercices d'approfondissement

Exercice 24 **
Soit f: [0; 1] — R une fonction de classe C! vérifiant f(1) # 0.

{(a) Déterminer un équivalent simple de

)
I, = / () de
0

{b) Méme guestion avec f continue au lieu de C*.
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Solution

{a) méthode

| Les hypothéses posées invitent a la réalisation d’une intégration par parties,

Pour les fonctions u et v de classe C' déterminées par u(t) = (""" et v(t) = f(¢),
la formule d’intégration par parties donne

| i 1
e l—r~| ! /:"';'mdm&— ! /1""f'|hdt.
L) U

T | n+1J, n+l n+1

méthade
| On montre par comparaison que le terme intégral introduit est de limite nulle.

La fonction f’ est continue sur le segment [0; 1], elle v est done bornée par un certain M.
L’inégalité triangulaire intégrale (Th. 4 p. 337) donne alors

M

—— 0.
7+ 2 noatec

I | ol
‘/ Ly de g[ t"+1|f’(t)|dthJ/ "t ldt =
| 0 s}

On peut ensuite écrire (sachant f(1) # 0)

"natroon+1 n+1

1 ~s
o(1) n+1 n+1/na4c n

FAC RS S :f"*'...( Ly LS

(b) On montre que (n + 1)1, — f(1) tend vers 0.

méthode
| On rapproche les écritures des termes de la différence.

(n+ Do — f(1) = (n+1) f t”f(f)df—(n+])/ £ (1)

Jo

(n+1) [ - f(1)) dt.
Jo

méthode

On exprime par les ¢ la continuité de f en 1 afin de signifier que la portion de
Iintégrale voisine de 1 est petite.

Soit € > 0. Par continnité de f en 1, il existe a € [0;1] tel que |f(t) - f(l)[ < € pour
tout ¢t € [a;1]. En découpant I'intégrale par la relation de Chasles

l(n+ 1M, — F()| < (n + 1)/0” | F) - ()| dE+ (n+ 1)/' e dt.

a
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On poursuit en introduisant la borne supéricure M de |f

sur [0;1]
. |
|(n+ 1)1, — f(1)| < 2(n+ )M J/ t"dt + =(n -+ 1) / thdt = 2Ma™ !t + e
0 JO
Puisque ¢ est strictement inférieur & 1, on a (a”*!) de limite nulle et il existe un rang N

au deld duquel 2Ma™+! < €. Au dela de ce méme rang |{n + 1)1, — f(1)| < 2e.
Ou peut alors conclure au méme équivalent qu'au-dessus.

Exercice 25 **
Pour tout. z € C, établir

142) — exp(2).
(1+3)

n n—+co

Solution

méthode
| On étudic séparément module et argument de (1+=2)°

= <1+£)+i£
n n

() Q)

Posons & = Re(z) et y =Tm(z). On a

3w

D’une part,
2 n
(0+3)
n

D’autre part, pour n assez grand, on a 1 + = > 0 et l'on peut exprimer un argument
de Z par une arc tangente

A /¥ N
arg <1+ ﬁ) =narg(”Z) = narctan[\l _;_ , ) [27] .
- A

T

Quand n — +o¢, sachant In(1 + «) ~ u quand # — 0, on a,

e El 1+2m+m2+y2 - nx 2x 1
" = exp| 5 In - = e d i - tel- mexp(w)
— —

—0

el, sachant arctan« ~ u quand v — 0,

¥ ¥
i e ~ o .
n uarctan<1 ) n_H_Oon1 n % At Y
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On peut alors conclure

( 1+ - ) = rae'? — s exp(x)e'? = exp(z).
. 7/ n—+00

Exercice 26 **
Soit f: R — R une fonetion de classe C? vérifiant f”(0) # 0.

(a) Montrer que, pour chaque x € R*, il existe 8 € |0; 1] vérifiant la relation
f@) = f(0) +af'(<b).

(b) Montrer qu'au voisinage de 0 ce 8 est unique.

{c) Déterminer la limite de & quand x — 0.

Solution

{a) Soit « # 0. Par le théoréme des aceroissements finis, il existe ¢ strictement compris
entre 0 et x tel que f(z) — f(0) = f'{c){z —~ 0) cest-a-dire f(z) — f(0} = 2f'(c). On
détermine & convenable en posant § = ¢/x.

(b) Si 8 et 8" sont deux solutions distinctes, on peut appliquer le théoréme de Rolle
& la fonction f7 et affirmer que la fonction f” s'annule entre zf et z8'. Or f” est conti-
nue et f“(0) # 0, il existe donc un voisinage de 0 sur lequel f ne s’annule pas. En
choisissant r dans ce voisinage, il ne peut exister deux valeurs € ct 8’ convenables et
distinctes.

{¢) Lorsque z varie, ¢ varie aussi et ainsi se comporte comme une fonction de x : on
écrit @ = 6(x) afin de souligner cette dépendance.

méthode

Par la formule de Taylor-Young, on exprime de deux fagons un développement
limité a 'ordre 2 de f en 0.

La fonction f étant de classe £2, on sait, d’une part,
1, 2
Flz) xjof([}) +zf'(0) + 5T F(0) + o(z?).
D’autre part, la fonction f étant de classe C?, on a anssi
f@) = f(0)+xf"(0) +o(z).
x—0

En évaluant en z6(z), il vient

f'(28(z)) ‘u—:’.f’(O) + z8(z) f(0) + o(z8(z)) = f/(0) + 26(z) 7" (0) + o(x).
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FEn effet, la fonction € étant bornée, une fonction négligeable devant xf(z) l'est aussi
devant z. L’égalité f(z) = f(0) + «f'(26(z)) donne alors aprés simplification
1
*0(x) f7(0) + o(2?) = 5:1:23””(0) + oz?).
En divisant par 22 et en passant & la limite quand z tend vers 0, on conclut que ()
tend vers 1/2 car f7(0) # 0.

Exercice 27 ***
Pour n € N* on introduit le polyndroe

Pn(X) =X(X—1).(X—n).

{a) Montrer que le polyndme P, posséde une unigue racine dans Pintervalle J0; 1f.
Cette racine est notée z,, et I'on détermine une suite (&, ),»1 en [alsant varier .

(b) Etudier la monotonie de la suite (25,)n3.

(¢c) Former la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle

(d) On donne!

T
l

N~ ~ lnn.

k‘—llicn—)+cx:

Déterminer un équivalent de la suite (2, 1,51

Solution
(a) La fonction polyndme P, est de degré n + 1 et s’annule en chacun des n + 1 en-
tiers: 0,1,...,n. Par application du théoréme de Rolle sur chacun des intervalles [k ; k+1]
{avec 1 = k = n — 1}, on obtient que le polynéme P, admet au moins une racine dans

chacun des intervalles |k ; k + 1[. Puisque le polyndme %, est de degré n, il posséde au
plus n racines et done il ne posséde pas d’aulres racines que celles qui précédent. En
particulier, le polyudme % posséde exactement une racine dans l'intervalle J0; 1[.

(b) méthode
| On positionne 2, dans le tableau de signe de Pj,,, sur [0;1].
On a Pup1(X) = Po(X)(X — (n+ 1)). En dérivant et en évaluant en z,, on obtient
e = Pola,) avec

k3

Polan) = Hl g — k)= zy, H (zn — k) du signe de {—1)".
= ST

1. Voir sujet 6 p. 391.
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On a aussi

n+l
P, .. (0)= ll k) = (1) (4 1) du signe de (— 1)L

La fonction polynéme Fj; possédant autant de racines distinctes que son degré, elle
change de signe & chaque racine. On en déduit que ,, est dans I'intervalle |05 1] de autre
coté de 0 vis-d-vis de x4y, autrement dit z, = z,.1. La suite (z,)n>1 cst décroissante.

{(c) méthode

On forme la décomposition en éléments simples de /. en dérivant une [acto-
risation de 1.

Par dérivation d’un produit en la somme des produits ol on dérive un seul [acteur,

on obtient,
n ks AY

T l
P = Z (X k:) done F,, = z X%
o =

=0

(d) Sachant F,(x,) =0, on obtient ¢n ordonnant les membres Pidentité

| - |

AP O U

r il — 2.
hal

méthode
| On forme un encadrement de - par des expressions équivalentes.

Puisque 0 <z, < 1l,ona k —1 <k~ x, < k. On isole le premier terme de la somme
lors de la majoration pour obtenir 'encadrement,

~1 1 &1 1 1 =1
D D ek S et Dy S Ere D DF-

k=1 k=1 k=2
La suite (z,) décroissant, le terme +—L— admet une limitc finic tandis que
7 ' n—1 {
— ~ Inn e¢ Y - ~ Inrn—-1) ~ Inn.
Kk n »+o00 b 120 n—+4oc
k=1 k=1
Par encadrement, on conclut
I |

— ~ lon puis 3, ~ —.
Ty PO -+ 20 ]n n



cHAPITRE 10

Intégration sur un segment

K désigne R ou C. I désigne un intervalle de R non vide et non réduit & un point et [¢ ;b
un segment inclus dans R avec a < b.

10.1 Deéfinition de l'intégrale

10.1.1 Subdivision
Définition
On appelle subdivision du segment [a ;8] toule suite finie o = (ag, a1, ..., a,) de réels
vériflant
ap=4a, Q<ay<---<a, et a,=>bh

Les réels a; sont appelés points de subdivision et les intervalles ouverts Ja;_; ; a;[ sont
appelés intervalles de subdivision.

PR

ap aq ay ) a3y

Une subdivision du segment [a ;.

Pour n € N*, la subdivision de [«:b] d pas constant de longueur n est déterminée par les
points

b
ar=a+k—" avec ke [0:n].
n
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10.1.2 Fonctions en escalier

Définition
On dit qu'une fonction f: [a;b] — K est en escalier lorsqu'il existe une subdivision
o = (ag,@1,...,a,) de [a;b] telle que f soit constante sur chaque intervalle de sub-

division Jag_y ;i On dit alors qu'une telle subdivision o est adaptée a la fonction
en escalier f.

-
—_—
B —1
: : —_—
: : . : : ]
q: : : : “h
ag a az ag a4 as

Une fonction en escalier accompagnée d'une subdivision adaptée.

Si f et g sont des fonctions en escalier définies sur [a;8] et si A € KK, les fonctions Af,
f+g, fg et |f| sont aussi en escalier.

On définit I'intégrale sur [a;b] d’une fonction en escalier comme étant « 'aire algébrique
sous la courbe » L.

Définition

Si f:[a:b] — K est une fonction en escalier et si ¢ est une subdivision de [e;8]
adaptée & f, on définit 1'intégrale de f sur [a;b] par la formule

n
déf

HOEE Z(F‘k —ap_1) X he

[a'b] Bt g S
largeur hauteur
avec hy la valeur de f sur Jar_; ; ax|
@
: ; .
4 :

ag a; @ | az as

Intégrale d’une fonction en escalier.

1. Lorsque la fonction f est & valeurs réelles, aire est comptée positivement lorsque la courbe est
au-dessus de l'axe des abscisses et négativement sinon. Lorsque la fonction f est a valeurs complexes,
'interprétation n’a plus de sens mais ia formule demeure!
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10.1.3 Fonctions continues par morceaux

Définition
On dit qu'une fonction f: [a;b] — K est continue par morceaus lorsqu’il existe une
subdivision & = (ag, a1, ...,a,) de [a; b} telle que, pour tout &k € {1;7n] :
— [ est continue en chaque point de Jax—_1;ax[;
— f admet une limite finie en ¢f_, ct en u, .
On dit alors qu'une telle subdivision o est adapiée a la continuité par morceaux de f.

Les deux conditions ci-dessus signifient que les restrictions de f aux intervalles ouverts
de subdivision Jax_y ;ax[ peuvent étre prolongées en des fonctions continues sur les in-
tervalles fermés [ax—1 ; ax).

[#1] [e3] ay a3z (%}

Une fonction continue par morceaux
accompagnée d'une subdivision adaptée.

Définition
On dit qu'une fonction f: 7 — K est confinue par morceaus lorsque, pour tout seg-
ment [a;b] inclus dans I, la restriction de f au départ de [a;b} est continue par
moTCeaux.

Une fonction continue par morceaux au départ d'un segment [a;b] ne peut présenter
qu'un nombre fini de discontinuités. Une fonction continue par morceaux au départ d'un
intervalle quelconque I peut présenter une infinité de discontinuités.

10.1.4 Continuité uniforme

Définition
Une fonction f: I — K est dit uniformément continue si elle vérifie :

Ve>0,3a>0, Yoy el |y—z|<a = |fly)- flz)| <«

Les fonctions uniformément continues sont continues. En revanche, il existe des fonctions

continues qui ne sont pas uniformément continues !.

Les fonctions lipschitziennes sont uniformément continues.

1. La différence entre continuité et uniforme continuité se situe au niveau de la valeur relative de &
vig-a-vis du point z. Pour une fonction continue, en chaque point 2, il existe un a. Pour une fonction
uniformément continue, il existe un e qui convient pour chaque « : ceci est notoirement plus exigeant.
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Théoreme 1 {(Théoréme de Heine)

Toute fonction réelle ou complexe définie et continue sur un segment [a;b] y est
uniformément continue.

10.1.5 Intégrale sur un segment

Soit f: [a:b] — K une fonction continue par morceaux. En approchant uniformément
la fonction f par des fonctions en escalier, on définit 1'intégrale de f sur [a;b] comme la
limite des intégrales des fonctions en escalier approchantes. Cette intégrale est notée

/. : Jidt ou f.

¢ o) [a;b]

Lorsque la fonction f est 4 valours réelles, 'intégrale se comprend comme aire algébrique
comuprise entre 'axe des abscisses et la courbe représentative de f.

/ b £(¢) dt
b

Intégrale d'une fonction continue sur un scgment.

10.2 Propriétés de I'intégrale

10.2.1 Linéarité

Théoréme 2
Si f et g: [a;b] — K sont des fonctions continues par morceaux, pour tout A € K,

)\f(t)dtz)\/ f)dt et / (S gty ) df = f“'i“*/ alt)de.
[asb] o {mnih] TR

[a;b] i

En conséquence, lorsquime fonction f est & valeurs complexes, I'intégrale de f se déduit
des intégrales de la partie réelle ct de la partie imaginaire de | :

fWdt= [ Re(NOd+i | (e

[m:8) [2:b] o [e:b]

1. On dit qu'une fonction en escalier  approche nniformément. f sur [a;b] & € > 0 prés si I'inégalité
[t} — (t)] < & est vraie pour tout ¢ € {a;d].



10.2 Propriétés de I'intégrale 337

10.2.2 Croissance

Théoréme 3
Si f et ¢g: [a;b] — R sout des fonctions continues par morceaux,

f=q9g = f(t)dtg/ glt) dt.
lorl fasb]

En particulier, Pintégrale d’une fonction positive est positive.

Théoréme 4 (Inégalité triangulaire intégrale)
Si f: [a;6] —» K est une fonction continue par morceaux,

/l'r)dr‘ c/ [£(t)] dt
InM

ACH

10.2.3 Stricte positivité

Théoréme 5
Si f: fa;b] = R est une fonction continue® et positive,

f#)dt =0 = Vit € {a;b], f(t)=0.
el

En particulicr, si f: [a;b] — K est une [onction continue
f |f(t)|dt =0 = vt e [a;b], f(t)=0.
[a;0]

Si une fonction continue est d'intégrale nulle, soit il s'agit de la fonction nulle, soit elle
change de signe. Dans les deux cas, on peut affirmer :

Théaréme 6

Si f:[a;b] = R est une fonction continue d'intégrale nulle sur [a;b] alors cette
fonction s’annule.

1. Ce résultat n'est pas vrai pour une fonction seulement continue par morceaux car il est possible
par des discontinuités de définir une fonction positive, d’intégrale nulle mais non nécessairement nulle
en tout point.
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10.2.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 7 (Inégalité de Cauchy-Schwarz intégrale)
Si f et g:[a;b — R sont des fonctions continues par morceanx,

1/2 1/2
di} < *d 24 .
[ 00 t’< ( [0 t) ( /[a;b]ga) t)

10.2.5 Intégrale entre deux bornes

Définition
Soit f: I — K une fonction continue par morceaux. Pour tous a et b choisis dans T,
on définit 'intégrale de f de la borne a & la borne b par

/ fO)dt sia<b
b [a;b]
/ ft)dt = 0 sia=bh

/ f@)dt sia>b.
[bsa]

La propriété de linéarité est encore vraie pour les intégrales cutre denx bornes. En re-
vanche, les propriétés de croissance et d’inégalité triangulaire nc sont conservées que
sia € b on parle alors d*intégration en bon ordre.

Théoréme 8 (Relation de Chasles}
Soit f: I — K une fonction continue par morceaux. Pour tous ¢, b et ¢ choisis dans [,

./abf(t)dt= /:f(t)dt-;-/:f(t)dt'

10.2.6 Sommes de Riemann

Définition

Soit f: [a;b] - K une fonction continue par mor-
ceaux. On appelle somme de Riemann associée A
la méthode des rectangles & gauche la quantité

/(aﬂ—lcb;a).

0 3

p=]
|
-

b—a

n

Sy =

(]

k ay ai a2 az a4 as

La somine S;, constituc une approximation de aire sous la courbe.
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Théoréme 9
Si f: [a;b] = K est une fonction continue par morceaux,

h-.x"“:“!(io'? kh:‘“)ﬁ*/.“f(”d"

n
N

On définit aussi les sommes de Riemann associces a la méthode des rectangles a droite
ct 'on dispose de la méme conclusion

b—a
n

i f(ﬂ + k?;—a ) — f. F(t)de.
k=1 a

10.3 Calcul intégral

10.3.1 Primitives et intégrales

Comme déja présenté dans le chapitre 4, toute fonction f continue sur un intervalle y
admet des primitives (Th. 2 p. 123). Si F' désigne une primitive de f. on dispose de
I'identité suivantc permettant le calcul pratique d’intégrales
b b
V(a,b) € I2, / FOdt = [F(t)}

a

Notamment cette identité permet de justifier la formule d’intégration par parties (Th. 5
p. 124) ou de changement de variable’ (Th. 4 p. 123).

10.3.2 Formules de Taylor

Soit f: T — K une fonction de classe C' ¢t a € I. La fonction f est une primitive de sa
dérivée f' et done
veel, flx)=f@+ [ Fwa
Ja

Cette identité est utile lorsque l'on dispose de propriétés sur f/ et gue l'on souhaite
transposer celles-ci & la fonction f. Cette identité sc géncralise de la fagon snivante :

Théoréme 10 {Formule de Taylor avec reste intégral)
Si f: I — K est une fonction de classe C**! et si ¢ désigne un élément arbitraire
de I, on a l'identité suivante pour tout = dans

n

o — h i @ -
fla) =3 S e+ [ e ar

k=0

1. La formule de changement de variable reste valable lorsque la fonction f n’est que continue par
morceaux,
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On peut aussi généraliser 'inégalité des accroissements finis :

Théoréme 11 (Inégalité de Taylor-Lagrange)
Si f: I — K est une fonction de classe C**! dont la dérivée d’ordre n + 1 est bornée
par un réel M alors, pour tous a et x choisis dans 7, on al

= —a)®
Iz ‘Z""‘r! (@)

= M

1)

10.4 Exercices d’apprentissage

10.4.1 Généralités

Exercice 1 (Egalité de la moyenne?)
Soit f: [a;b) — R une fouction continue. Montrer qu'il existe ¢ € [a; b} tel que

b
i / f(tydt = F(e).

Salution

méthode

On exploite que toute fonction continue d’intégrale nulle s’annule (Th. 6
p. 337).

Posons ®

1 "

La fonction @: ¢ =+ f(t) ~ p est définie et continue sur [« ;b]. De plus, par linéarité

[bcp(t)dt= [bf(t)dt— fb,udt:/bf(t)clt—;.-;h—a):ﬂ.

Ja

La fonction ¢ s’annule et il existe donc ¢ € [a: 5] tel que @(c¢) = 0, c'est-a-dire pp = f(c).

1. Le majorant exprimé peut se retenir en observant qu’il correspond & la majoration du terme qui
serait d'indice # + 1 dans la somme.

2. Ce résultat se comprend aussi comme une « version intégrale » du théoréme des accroissements
finis (Th. 5 p. 259).

3. Le réel p définit la valeur moyenne de la fonction f sur [a;8].
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-

a b

Lgalité de la moyenne.

Exercice 2
Pour n € N, on pose

\
Up = f In(1 + ™) dt.
0

(a) Montrer que la suite (u,) est & termes strictement positifs.

{b) Montrer que la suite (u,) est stricterent décroissantec.

(c) Déterminer la limite de la suite (u,,).

Solution
(a) La fonction fp,: ¢ == In{1+£") est continue et positive sur [0; 1}, son intégrale est
donc au moins positive.

méthode
Ou montre que lintégrale n'est pas nulle en exploitant que seule la fonction
nulle est continue, de signe constant et d’intégrale nulle {Th. 5 p. 337).

La fonction f, est continue, posilive et n’est pas la fonction nulle!, son intégrale est
done strictement positive,

{b) méthode
Ou obtient 4,41 < 1y, en étudiant le signe de 'intégrale exprimant la différence
des membres.

Pour n € N, on a par linéarité.

Uy — Upal = / (ln(l + t") — ln(l + t”“)) dt.
0 ;

=gn(t)

La fonction g, est continuc. Elle est aussi positive car pour tout £ € [0;1], on a
'inégalité t"+1 « " et par croissance du logarithme, il vient

In{1+ ") <In(l +17).

Enfin, la fonction g, n'est pas la fonction nulle et donc up — 41 > 0.

1. Cependant, cette fonction s’annule lorsque ¢ = 0 : il n’est donc pas possible d’écrive fr (t) > 0 sur
I'intégralité du segment [0: 1}
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{¢) Il n'est pas possible de caleuler facilement u, de fagon générale.

méthode

En cxploitant 0 « In{l + z) < x valable! pour tout = 0, on réalise un
encadrement dua terme 4, par des intégrales faciles & calculer.

Pour ¢t € [0;1], on a 0 < In{1 + ") < ¢". Par intégration en bon ordre (Th. 3 p. 337),

il vient
og/ ln('|+t“)dtgf trdt =
0 0

Par le théoreme de convergence encadrement, on conclut que la suite {u,) tend vers 0.

'tn-f—l:ll 1
n+1],

E—
n+l notoe

Exercice 3
Soit @ > B et f: [—a;a] — R une fonction continue. Vérifier

. = 2 [0 F(t)dt  si f est paire
e

si f ost impaire.

Salution

méthode
Par changement, de variable on transforme l'intégrale de f sur [—a ;0] en une
intégrale sur [0;al.

Le changement de variable v = ~¢ avec df = — du permet d’écrire

0 70 73
/ firndt = Fl—u) x (—du) =/0 Fl u)du.

t=—a u=q
Par la relation de Chasles et en renommant la variable d’intégration
a 0 @ -
[ flHyde = [ ft)yde + fHyde = / (f(—t)+ f(t)) dt.
t=—a — t=0 t=0

Si f est paire, f{—t) + f(f) = 2f(t) et si f est impaire, f(—t) + f(¢) = 0. Dans les deux
cas, l'identité proposée est. vérifiée.

Y

Intégrale sur [—a; a] d’une fonction paire ou impaire.
' p p

1. Voir sujet 3 p. 15.
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Exercice 4

Soit f: R — R une fonction continue el " > 0. Moutrer que la fonction f est
T-périodique si, et seulement si, la fonction suivante est constante

x+T
g::&:»—)/ Flt)dt.

Solution

méthode
[ On exprime g & partir d’une primitive F de la fonction f.

Puisque la fonetion f est continue sur intervalle R, on peut introduire une primitive £
de celle-ci (Th. 2 p. 123). On peut alors écrire

z+T I
q(:}:]:/ Ill'dt:lfm’l

La fonction g est dérivable sur R et pour tout z réel

z«T
=Fla+1T)— Flx).

X

g'(z)=F(z+T) - Fx)= flz +T) - flz).

La fonction ¢ est donc constante sur R si, et seulement si, sa dérivée est nulle, ce qui
revient & dire que la fonction f est T-périodique.

) T

:ic z+T Y y—ll-T

Constance de l'intégrale sur une période.

Exercice 5
Soit f: [0;1] — R continue. Montrer

1

Solution

méthode
| On borne l'intégrale par le terme général d'une suite de limite nulle.
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Les bornes étant bien ordonnées, on peut employer 'inégalité triangulaire intégrale
(Th. 4 p. 337)
1 1 1
/ " 1 .dt‘ % / [t" (1) e :[ | f(t)] de.
0 0 0
méthode

| La fonction f est continue sur un segment done bornée {Th. 16 p. 235).

On peut introduire le réel M égal 4 la borne supérieure de la fonction! |f| sur le
segment [0; 1] et alors

: 1 tn+1 1 Al
/ i) ae <M/ 1" dt = M{ ~ , 0
0 0 n+lly, n+l notee

Par encadrement. on conclut ?

1
/ () dt ——— 0.
0 =400

10.4.2 Sommes de Riemann

Exercice 6

Calculer les limites quand n croit vers I'infini de :
n 2n

: , n 1.
(a) ; ek (b) k=§1 W (©) = Yln+ D +2)... (20).
Salution

(a) méthode

On transforme Pécriture de la somme afin de faire apparaitre une somme de

Riemann
1 « k

On factorise 1/n devant la somme puis on fait apparaitre k/n dans celle-ci
" n

1 L= n 1 1
. Y
kzln—Hc n}:n+k nk_ll+k/n

L. On notera que 'on ne se contente pas de majorer f : en majorant la valeur absolue de f on réalise
un encadrement de la fonction f.

2. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut aussi rapidement borner I'intégrale par une suite de
limite nulle.
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On peut alors reconnaitre le terme sommé de la forme f{k/n) avec f() = 1/(1+1). La
fonction f est continue sur [0;1] et Pon a done (Th. 9 p. 339)

-

1
T dt 1

l / b1 — y
S ntk notoo Jo 1+ [ln(l = t)}o 2.

(b) méthode
Par glissement d’indice, on se rameéne a une somme indexée de 1 4 n que 'on
transforme en somme de Riemann comme au-dessus.

En posant k =n -+ £
2n n 1 n 1

T -— T ~
L= NI~ L
Z k2 e (1) 4. 13 n;(1+g/n)2

k=n41 " £=-1

Le terme sommé s'écrit f(£/n) avee f(t) = 1/(1 +1)°. La fonction f étant continue sur
le segment [0 1], on peut écrire

\"—"- 0 /l dt 11" 1
R_T:le’f’ n—toe fo (1 4+1)2 1+t], 2

{c) méthode
| ’ar un logarithme, on transforme les produits en sommes.

Le terme étudié est strictement positif, on peut donc en calculer le logarithme

71 ., O
ln( —~ Y+ 1)(n+2)...(2n)) = %}_‘lﬂ(”‘*'k} —Inn
: k=1

On fait apparaitre &/n dans la somme puis on simplifie

71 A\ :" \
lIl( ; i/(n 1)(77 + 2 (277 ) , (In(1 + — +lnn) —Inn
L

—Zln<1+ E)
n & n

Le terme sommé cst, de la forme f(k/n) avec f(1) = In(1 +¢). La fonetion f est continue

et donc
/1

\ 1
ln(i Vin+ Mn+2). .. (‘277,)) P / In(1+2)d¢
n n-r o 0

On caleule Vintégrale par une intégration par parties’

1 " ’
/ 1 x1In(l+¢)dt = [(t-l—l)ln{l-i—t}] —/ dt =2In2~1.
J0 J0 0

1. Lors de cette intégration par parties, on a choisi ¢ = £4 1 ponr primitive de ¢ — 1 afin de simplifier
la poursuite des calculs,
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Enfin, par continuité de I'exponenticlle, on conclut

1" |
%V(n—k Dn+2)...2n) —— 2271 = 2

n—4oc ¢

10.4.3 Intégration des fonctions rationnelles

Exercice 7
Déterminer des primitives des expressions réclles proposées en indiquant les inter-
valles de validité :

| x—2 o, x2+1
a) — b) — 1)
(q)xd—x ()m(r+1)2 = e
L] a5 2
1) ——— f .
(()w3+2x+2 (e)m3—1 ()m4+l
Solution
méthode

On peut caleuler unc primitive d’une fonction rationnelle en décomposant,
celle-ci en éléments simples L.

(a) La fraction 1/(X*— X) cst de partie entiére nulle et son dénominateur se factorise

sur R[X] en
XP—X=X(X-1)(X+1).

Sa décompaosition en éléments simples s’éerit

; ! ¢ b c avec a,bceR
= = —— 4 ———  av ¢ .
VXN X(X-_DX+1) X XN-1 X<+l 5

On calcule

= & ; p=:__ Wt | gk oo 1 =l
X2 — 1|y, X(X+1)|y., 2 X(X —1)| 4. 2
On a alors
dx de 1 dx 1 dx
/x?’—x:_ ?+§/w—l+§/x+l
:—ln|x|+%]n|x—1|+%ln|x+l|:%hl1—;1_5

sur chacun des intervalles? |—oc; —1[, }=1;0[, ]0;1[ et ]1; +oo].

1. On trouvera le détail des démarches de décomposition en &léments simples dans le chapitre 5 de
Vouvrage Euwercices d’algébre et de probabilités MIPSI.

2. Une primitive se détermine & une constante prés sur un intervalle. Sur une réunion d'intervalies, il
v a autant de constantes que d'intervalles.
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(b) La fraction (X —2)/(X(X +1)?) est de partie entiére nulle. Sa décomposition en
éléments simples g'éerit
X -2 . b c
XX+ X (X+1)7 X+

avec . bo=R

On a v ¥ 5
) _
= =-2 et b= —— =3.
X=-1
Eu multipliant par X et en étudiant la limite en 400, on obtient ¢ = 2. On a alors
/ -2 s ” d..C Cf drx
a(x+1)° i ]( +1 j'r+1

= —2In|z| - T +2ln|z + 1|

sur chacun des intervalles |—o0; —1f, ]=1;0[ et ]0; +ocf.

{c) La fraction (X +1)/(X* + X) est de partic cntiére nulle et son dénominateur se
factorise sur R[X] en

X+X=X(X*+1).

Sa décomposition en élémnents simples réclles s'éerit
X+1 a bX+c
X+ X X XEgl

wee mbec R

On a x ¥
A+ + 1
a= — =1 et bitc= — =1-1i
NZ 4+ Vo N lva
et donc b= —1et ¢ =1. On a alors
/ a:+1 /da: /—1;+1
x3+x 22+ 1
1 2
=lu|x|— - ln(:::2 + 1) + arctanz = - ln(z—) + arctan x
a 2 \Nz*+1

sur les intervalles |—o00; 0] et J0; +o0f.

(d) La fraction (X —1)/(X? +2X + 2) est déja un élément simple réel.
méthode

| On réécrit le numérateur afin de faire apparaitre la dérivée du dénominateur
| & un facteur prés et une constante additive prés.

On écrit
/‘ 21 f3(2z+2)-2
22420 +2 ) a242x 42

o4 2 1
—de -2 | ———d
/ Frocr2 /w2+2:c+2 ’

I
B = S,
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D'une part, par intégration d’une forme ' /u

/ﬁ:—'g"df’?—lnlﬁf2+2x+2| =In(z® + 2z + 2).
z? 4+ 22+ 2 . ,

>0

D’autre part, ca éerivant le dénominateur sous forme canonique,

dz _/ dz 2 £ du PPt el
. $2+2I+2 __ (T+])2+ i u'r-lj \‘:»l — 3

Finalement, on obtient sur R

z—1 1 .
——————dz = - In(z? + 22 + 2) — 2arctan(z + 1).
,/.7:2-+-2x-+-2 3 In ) = Zurctan(z +1)

(e) La fraction X /{X?—1) est de partie entiére nulle et son dénominateur se factorise
sur R[X] en .
X?P—1=(X -1){X*+ X +1).
Sa décamposition en éléments simples s’écrit

X a bX + ¢

X3 -1 X1 r XT e X A1 avec a.hec o B

On calcule

g X
X244 X +1

J -1 1-j

t by + A ‘
et hy+c —— = - — ;
V=, -1 i 1?2 3

X =1 3

et donc h = —1/3 et ¢ = 1/3. On a alors

/ T dx—l/ dz _1/ r—1 |
B_1" 3)z-1 3) 2+z+1 ™

En suivant la méme démarche qu’au-dessus

/ -1 "w_l/ 2¢ +1 I'n—$ dx
2?2+x+1 2/ »2+zx+1 " 2 224z+1

"o dr+ 1 .
jmdx:ln|$2+w+l| :ln(xz+.1t+1)

avec !

/ dz / dz du 2 ; (23:1—1\
_— = _— = —5 — —=arctan = .
z? Fr+1 (m+%)2+%uzz+% u?+a? ,—v3 V3 va /

Finalement, sur les intervalles |—oc; 1[ et }1;+00],

o 1 1 ‘ 1 2z+1"
dz = glnje — 1} = 2ln(e” + 2+ 1) + = arctan( ==
].r.3—1 z=zhnje 611(7 +r+ Y g arctan 7 )

1. On retrouvera détaillée la démarche du deuxidme caleul dans le sujet 9 p. 134.
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(f) méthode

| Unc décomposition en éléments simples n’est pas toujours nécessaire !

On reconnait une forme /(1 + u?) en u(z) = z? qu’il est facile d’intégrer

X 1 4
[ ;—4% da = 5 arctan{z”) sur R.

10.4.4 Formules de Taylor

Exercice 8
Etablir que pour tout z dans [0;7/2]
F,

1 1 1
x—(—jx3<51nw<$—gx3+mw'.

Solution

méthode

On reconnail les premiers termes du développement de Taylor de la fonction
sinus.

Soit z € [0;7/2]. Par la formule de Taylor avec reste intégral (Th. 10 p. 339) appliquée
a la fonction sinus a l'ordre n = 4, on peut écrire

1 “ (e —t)*
SINE=2— —2z° ("C—) cos { dt.
A 0 4!

Or, pour tout £ compris entre 0 et =, on a 0 « cost « 1. Par intégration ¢n bon ordre

Tty — 2% x(.’l:—t)'i 1.5
< ——costdt < ——df - -
0< /0 TR /0 4l 120
On en déduit 'encadrement ! demandé

1 . 1. ,
z——ad Csing <z — Z2* + —2b

6 67 1207

Exercice 9
Montrer en appliquant une formule de, Taylor

n

= |

b 4 .
et k) notoo
=]

. . - '
1. De nombreux cncadrements peuvent étre obtenus ainsi comme 1 — T orcosz o l-" 4 % pours
dans [0;7/2].
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Solution

méthode
Les termes sommés sont les premicrs coefficients dn développement de Taylor
de la fonction exponentielle.

Soit € R. Par la formule de Taylor avec reste intégral appliquée a la fonction expo-

nentielle, on écrit
n k T n
. —kz_o k! +/0 s

En particulier, pour z = 1, il vient

"

| - ,
" z}—’ [, 7”. vt

A=l

) ' o
(L= \ .
0 - / ———— it =— / .l — fjl"g-nu = ‘7 —e—x
I n! S “’,n |_H‘||' Wit

10.5 Exercices d’entrainement

10.5.1 Généralités

Exercice 10 *
Soit f: [a;b] — R continue. Montrer qu’il existe une unique primitive F de f vérifiant

/abF(t)dt=O.

Solution

méthode

Les primitives de f sont déterminées & une constante additive prés, on adapte
celle-ci pour que la condition intégrale soit vérifiée.

1. Plus directemecnt, on pourrait anssi employer 1'inégalité de Taylor-Lagrange.
- z* >
2. Plus généralement, on montre aussi % = liMp 400 3 4oy 7 Ppour tout récl .
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La fonction f est continue sur l'intervalle [e; 8], elle y admet done au moins une pri-
mitive G (Th. 2 p. 123). Les autres primitives de f sont alors les fonctions F = G+ C
avee C une constante réelle. Par linéarité

fh F(t)dt = J/b(c(t) +C)dt = J/b Gty dt + Clb— a).
Ja

a a

Cette intégrale est nulle si, et seulement. si,

1 b
——b_a/a G(t)dt

Ainsi, il existe une unique primitive F' de f d’intégrale nulle sur [a;d].

Exercice 11 *
Soit f,g: [0;1] — R deux fonctions continues et positives. On suppose f{t)g(t) = 1
pour tout ¢ € [0;1]. Montrer

([“”“‘)([9(0&) >1

Solution

méthode
| On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz (Th. 7 p. 338).

Les fonctions f et g étant positives, on peut introduire les fonctions composées | |
et ,/g. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

\1/2

sl / /
[ viovama< ([ f(t)dt>1 2(/0 a)

Par élévation au carré puis croissance I'intégrale bien ordonnée
J 1 1 \ \ fl .2
(/ f(t)dt) (] g(t)dt) > (/ \/f(t)g(t dt] (/ L) =1,
Ja 0 )

Exercice 12 *
Soit f: [a;b] — R continue telle que f{a+b—z) = f(x) pour tout = € [a; b]. Montrer

/abxf(ac)dz: a;—b/‘;bf(x)dx
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Solution

methode
|| On réalise le changement de variable t = a + b6 — .

On obtient
b a ]
[ :J:f(.r)dﬂ::f {a+b—0)f(t) x (—dt) = [(a+b—'|,’¢udt.
Jr=a t=b Ja

En renommant la variable d'intégration et cn sommant les deux intégrales, on obtient la
simplification

b b
2/ rf(z)dr = (a.+b)/ flz)de.

On en déduit 'identité demandée?.

Exercice 13 *

Soit @ un réel strictement positif. En faisant apparaitre une somme de Ricmann,
déterminer un équivalent simple quand n tend vers +oc de

n
Sa= YO k?
k=1

Solution

méthode
On factorise par unc bonne puissance de 7 afin de faire apparaitre une somme
de Riemann.

On peut écrire
S, =not! -1— i E )
" n<=z\n

Le terme sommé correspond & la valeur en k/n de la fonction f: f s £* définie et continue
sur [0:1]. Par le théoréme sur les sommes de Riemann (Th. 9 p. 339), on obtient

1 SN kY ! |
. Z <_> SN ¢ dt = ;tu+]]
ni=\n/ notoo Jo a+1 0 a+1

Cette limite étant finic ct non nulle, ¢’est aussi un équivalent (Th. 6 p. 292) et 'on peut
conclure?

”n-l

(S
"ot a+1

1. L'hypothése f{a + b — x) = f(=) signifie que le graphe de f est symétrique par rapport & 'axe
d’équation z = (a + b)/2. 1’intégrale de z — (z — (e + b)/2) () se comprend aprés translation de la
variable comimne 'intégrale d'une fonction impaire sur un intervalle symétrique par rapport a 0.

2. On pourra comparer cette méthode a celle du sujet 8 p. 393.
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10.5.2 Croissance et positivité de 'intégrale

Exercice 14 *
Soit f: [a;b] — R une fonction continue telle que

ff(f\ o 0= n)(h 4l

Montrer qu'il existe 2 € [a ;8] tel que f(z) = x.

Solution

méthode
| En calculant son intégrale, on établit que la fonction = — f(z) — x s’annule.

La fenction différence 2 v+ f{z) — z est continue et d’intégrale mulle car par linéarité
g I

oL from-#5% o

On peut donc affirmer que celte fonction s'annule (Th. 6 p. 337) ce qui assure Vexistence
d’un point fixe & la [onction f.

/(f(t)—t}dt— [ fleyds —

Exercice 15 ** (Formule de la moyenne ')

Soit f, g: {2 ;8] — R des fonctions continues avec g .+ 0. Montrer qu'il existe z € {2 ;8]
tel que

b b
/ Ft)a(t)dt = f(z) J/ oty dt

Solution

méthode

Lorsqu'il est défini, on encadre le quotient des intégrales par les valeurs ex-
trémes de f.

Si Pintégrale de g sur [a;b] est nulle, la fonction g est nulle car il s’agit d’une fonction
continue et positive (Th. 5 p. 337). N’importc quel z de I'intervalle [a ;)] convient
Sinon, on peut introduire le quotient

f:fn glthde

q =
NI

Puisque la fonction f est continue sur le segment [a;b], elle admet un minimum et un
maximum en des points ¢ et d (Th. 16 p. 235). Posons m = f(c} et M = f(d).

1. Ce résultat généralise cetui du sujet 1 p. 340,
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Par positivit¢ de la fonction g, on a pour tout ¢ € [a; b
mg(t) = ft)g(t) < Myit)
En intégrant cu bon ordre {Th. 3 p. 337), il vient
b b b
m JC o(t)dt /ﬂ Ft)g(t)dt « M/a ot dt.

Le quotient ¢ est done compris entre m et M. Il suffit ensuite d’appliquer le théoréme
des valeurs intermédiaires a la fonction continue f entre ¢ et d pour conclure.

Exercice 16 **
Soit (a,b) € R? avec a < bet f: ja;b] — R une fonction continue.

a) A quelle condition portant sur f a-t-on I'égalité suivante ?
A it i tant t I’égalit te?

I/:f(t)dtl L ./:|f(t)|dt.

(b) Méme question pour une fonction f & valeurs complexes.

Solution

{a) Si la fonction f est positive, 'égalité est immédiate. Si la fonction f est négative,
I'identité est encore vraie. Montrons que ce sont les deux sculs cas possibles.

méthode

| Dans le cas o1 Pintégrale est positive, on montre f = | f| en étudiant I'intégrale
|| de la différence.

Supposons

b b b
/;f(t)dt‘=/u|f(t)|dt avec J{ F(t)di > 0.

On a donc

L. f(t)dr /ﬂl‘|f(z)| df pus j:‘(|f(t)| — f(t)) df = 0.

Or la fonction {f| — f est continue et positive. C'est donc la fonction nulle (Th. 5 p. 337).
Ainsi, la fonction f est positive.

De fagon semblable, on conclut que f est négative en étudiant Uintégrale de |f| + f
lorsque I'intégrale de f est négative,

(b) méthode

On éerit Vintégrale de f sous la forme re? et l'on étudie I'intégrale de la
fonction g: £ — f(t)e .
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Supposons

JCI ,(m.lr‘ = J['.ff(t)| dt.

b
[ s
La fonction g: t — f(t)e ' vérifie :
b b
/ g(t)dt = e—“’/ f(t)dt =

b b
/ g(t)dt = [ Re(g(t)) dt.
Jw Ja

On éerit

b
/ f@)dt =re® avec r= et @ cR.

/abf(t)dt‘ eR

et done

De plus |g| = |f| et Pon peut éerire
b b b b
,/ lg(t)| dt = / |f(e)|dt =7 = f g(t)dt = f Re(g(t)) dt
Ja. Ja Ja J.u,
puis

/ (l9(0)] - Re(g(@))) at =0,

Puisque la fonction réelle |gf — Re{g) ost continue, positive et d’intégrale nulle, ¢’est la
fonction nulle. On en déduit Re(g} = |g| ct la fonction ¢ est donc une fonction réclle ct
positive.

Finalement, la fonction f est de la forme # — g(t)e'? avec g fouction réelle et positive.
La réciproque est immédiate.

Exercice 17 **
Soit f: [@;b] — R une fouction continue et n € N vérifiant :

b
f t*f(t)dt =0 pour tout k € [0;7].
a

Montrer que la fonction f s’annule au moins n + 1 fois dans intervalle [a ; b].

Solution
Par lincarité de 'intégrale, on a

I
/ Pt de =0

pour toute fonetion polynomiale de degré inférieur a n.
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méthode

Par 'absurde, on détermine unc fonction polyndome P telle que la fonction
t— P{{) f(t)} soit de signe constant.

Supposons par I'absurde que la fonction f ne s'annule pas plus de n fois dans [a;b].
Notons x; < --- < z, (avec p = n) les points ou f s’annule tout en changeant de signe.
Considérons ensuite la [onction polynomiale 7 définie par

Plz)=(z—z)...(x — xzp).

La fonction P s’annule en changeant de signe en exactement les mémes points x1,...., 2.
La fouction produit ¢ — P(#}f(f) cst donc de signe constant. Or cette [onclion est
continue et d'intégrale nulle, c¢'est done la fonetion nulle. 11 en découle que la fonction f
est. nulle sur [a;d] ce qui est absurde car celle-ci était supposée ne s’annuler qu'au plus n
fois.

10.5.3 Limites d’intégrales

Exercice 18 **
Etudier les imites suivantes :
* sint gl 2 dqt
{(a) lim / —5 dt {b) lim arctantdt (¢} lm [ P
a0+ o 14t z5foo f zot+ee [ Int
2 gt = dt <t
(d) lim / C at (e) lim £ ) lim =
a0t J, z=17 f, Int 21— f, Int
Solution

Dans chaque cas, il n'est pas possible (ou pas nécessaire) de calculer la valeur de
Pintégrale.

{(a) On intégre une fonction bornée sur un intervalle de plus en plus petit, il est
raisonnable de présumer que 'intégrale tend vers 0.
méthode

On majore la valcur absolue de Pintégrale par une intégrale plus facile & cal-
culer.

Pour x > 0, on a par I'inégalité triangulaire intégrale

{7 sint " /“ fsin ¢|
| o ‘

o 1412

St

It /.:dt=;'l:—)0.
Jo

240

Jo 1513

Effectivement, 'intégrale étudiée est de limite nulle?!.

1. On peut aussi introduire une primitive F et affirmer F(z) — F(0) — 0 par continuité de F en 0.
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(b) L’intervatle d'intégration est toujours de longucur 1 et la fonction intégrée se
rapproche de 7w/2. On peut présumer que I'intégrale tend vers w/2.

méthode
| On encadre la fonction intégrée en prenant appui sur les bornes d’intégration.

Pour tout ¢ € [z;2 + 1], on peut affirmer par croissance de la fonction arctan
arctanz < arctant = arctan{z + 1}.

En intégrant en bon ordre, il vient

szt s+l rxtl
arctanzdt < {  arctantdi < [ arctan(x + 1) dt.
- -)_’x: J:L‘
Les intégrales cncadrantes sont faciles a calculer car il s'agit d'intégrales de fonctions
constantes :
arctanz «. f(z) « arctan(z + 1).

Les deux membres encadrants tendent vers #/2 quand x tend vers +oc. Par le théoréme
de limite finie par encadrement, on conclut que f tend vers /2 en +o0o.

{c) La longueur de V'intervalle d’intégration tend vers +o0o mais la fonction intégrée y
cst de plus en plus petite. On est conlronté & la résolution d’une forme indéterminée du
type « (+00) x 0 ».

méthode

Pour cerner 'ordre de grandeur asymptotique, on encadre de nouveau la fonc-
tion intégrée en prenant appui sur les bornes d'intégration.

Soit x> 1. Pour € [x:2z], on a l'encadrement

1 1 1
5 — < —
In(2z) ~ Int  Inz

En intégrant en bon ordre, il vient

/-Qu: dr . 2z _CE _ /2:: th
Jo Intle) /, Int  f, Inz’

On obtient alors 'encadrement

1 ) /h dt =
In(2z} S, Int  Inx
g

o=

Finalement, par le théoréme de limite infinic par minoration

27t
/ Int ;

Iim = 4
yotN X
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{d) La longueur de I'intervalle d'intégration tend vers 0 mais la fonction intégrée y
est de plus en plus grande. On est confronté a la résolution d’une forme indéterminée du
type « 0 x (+oc) ».

Pour cerner l'ordre de grandeur asymptotique, on commence par encadrer la fonction
intégrée par des constantes. Soit © > 0, Pour ¢t € [z;2x], on a

1 1 1
e et Ce® o4 —<<=-< =
2x t T
donc , )
e’ e et
< <
2x 3 T

Par intégration en bon ordre

2z _x 2z .t 2z 2z
e e e
[ ga<[ Sus< [
o 2T s z T

N—— ———
—e® 51 =e20 ——1
2 oot 2 z—0+

L’encadrement, est trop large pour conclure autre chose que « la fonction est bornée au
voisinage de 0 ».

méthode

Jn cncadre la ‘tion intéerée non plus par des constantes mals par des
On cncadre la fonction int¢
fonctions qui lui sont proches et dont on sait caleuler les intégrales.

Dans Iétude ci-dessus, c’est, Pencadrement du facteur 1/¢ qui a introduit I'écart cutre
les deux membres encadrants : on ne va encadrer que le terme exponentiel. Pour tout ¢
de [z;2z],0n a

P et e2x
P R-ATE
En intégrant en bon ordre
/ Cacl Cacf ¥y
— == — dt.

Les intégrales encadrantes sont imimédiates a calculer et 1'on obtient

2x 2
LN B
e"In2 <« / —dt € e*ln2
— = Jx t N
—+)hl 2 —+Hn 2
r—{ @ — (¥

Finalement, on conclut par le théoréme d’existence de limite par encadrement

2 (,t
lim / —dt=In2.
L1

r—0t
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(e} La longueur de l'intervalle d’intégration tend vers 0 mais la fonction intégrée y
tend vers 'infini @ on doit résoudre une forme indéterminée du type « 0 x {(+o0) ».

Cormnmie au-dessus, I'encadrement de la fonction intégrée par deux constantes détermi-
nées a partir des bornes d’intégration se révele trop large.

méthode

[ On sait intégrer la fonction ¢ — 75 1 cette fonction est proche de £ — 5
|| au voisinage de 1.

Soit z > 1. Pour tout ¢ € [z;2%],ona z < ¢ < 22 et tIn¢ > 0 donc

&® i 1 T

—_< 5
tInt  tInt Int = tlnt

Par intégration en hon ordre

/" cdt /””2 dt _ /“ e

—_— — < .
, tlut . Int . tint
Les intégrales encadrantes peuvent étre calculées en reconnaissant une forme u'/u

[ L. iu.ih.r;lr =In2.

tHut

On obtient ainsi

s o
#ind 5 — L 2*Ind
1, Int

Par le théoreme de limite finie par encadrement, on conclut que Uintégrale étudiée tend
vers In2 quand « tend vers 1 par valeurs supéricures.

(f) L'étude quand « tend vers 1 par valeurs inférieures est analogue, mais 'encadre-
ment de départ est inversé, on divise par tInt < 0 ce qui renverse 'encadrement et 'on
intégre en mauvais ordre ce qui inverse une derniére fois ’'encadrement. La limite obtenue
demeure cependant la méme.

Exercice 19 **
Soit a et b deux réels strictement positifs. Pour f: [0; +00] — R une fonction continne

dérivable en 0, étudier
b =
t
fim / ‘!-(-) i,
a0t f,. €

Solution

Lorsque z tend vers 0%, l'intervalle d’intégration se réduit mais parallélement la fone-
tion intégrée est susceptible de devenir de plus en plus grande : il y a une indétermination
a résoudre.
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méthode
| Afin d’exploiter la dérivabilité en 0, on écrit le numérateur f(#) — f(0) + £(0).

J-u({ sl ,|“_{““ ol 0
[ [ L1010,
ar : Jaz t aT f

La seconde intégrale est immédiate & calculer

- f(O) dt = [ (0) lnf] §10)) ln(h\

ax aj

Par linéarité

Pour étudier la limite de la premiére intégrale, on introduit la fonction g définie sur
I'intervalle 0 ; +o0| par
Slz) — £(0)

- |

alxl =

et prolongée par continuité en () en posant g{0) = f/(0). La fonction ¢ est continue sur
I'intervalle [0 ; +o¢, on peut doue en introduire une primitive G sur cet intervalle et écrire

lux £
[ Mdt _ [G(t)]b = (hy) - Glex)

L lax z-r01

_ () b
IE:51+Lx B dtzf((])lrl(E).

Exercice 20 ** (Lemme de Lebesgue)
Soit f: [a;b] — R de classe C'. Montrer

G -G =0

Finalement,

b
lim / f(t)sin(nt) dt = 0.

7 e o

Solution

méthode
Par intégration par parties, on fait apparaitre un facteur 1/n qui sera a I'origine
de la mllité de la limite.

On réalise I'intégration par partics déterminée par les fonctions de classe C' définies
par
cos(nt)

u(t) = — o(t) = f(t).

On obtient

" t 1 b
/ F(#)sin(nt) di = cos(nt)l +E/ F'(t) cos(nt) dt.

[_&

L2
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TY'une part,

| |

—f(a) cos{na) —— 0 et —f(b) cos(nb) —— 0.

n N n—--20 T N 2 Tt
bornéc bornée

D’autre part, I'inégalité triangulaire intégrale donne

l/bf’(t)cm(nt)df : /m ' eoning)| dr € '/! f*(0)] et (0
—_ KaNIW . - \ conin { — Ht _—
) AR , .

car le terme intégral dans le dernier membre est une constante *.
On peut conclure

lim [b F(t)sin(nt) dt = 0.

=400

Exercice 21 ***

Soit f: [0;7] — R une fonction de classe C'. Déterminer la limite quand 7 tend vers

I’infini de

/' f(&)[sin(nt)] dt.

Solution

méthode

absolue du sinus.

Par la relation de Chasles

/0 W f(t)|sin(nt)| dt = ni ( /k o f(#)|sin(nt)| dt) .

k=0 m/n

Par la translation de variable t = u + k7 /n

[ sopsmjar =5 <// 1(a+ 57 oo+ k) d”)

k=0
n—1 w/n - .
- ;(/o f(u+7> s1n>(:u)du>.

méthode

constante f(kw/n).

On découpe l'intégrale en les km/n (avee k entier) afin de résoudre la valeur
p

Sur lintervalle d’intégration les valeurs prises par f sont voisines de la

1. Il est inutile de vouloir exprimer plus simplement cetie constante et cela n'est d’ailleurs pas possible

de fagon générale a cause de la valeur absolue.



362 Chapitre 10. Intégration sur un segment

Pour exploiter cette idée, on écrit

I Fofsin(at)| at = 5 /0,,/” (f (ut77) -1 (l%r)) s

k=0
B 5]
D’une part,
S () smtman) = 5 (2 [ - ) 282 1m

On reconnailt une somme de Riemann et donc

:g_:(/oﬂ/nfc%r) sin(nu) du) P / f(rz dxt__m 7r/ f)

D’autre part, la fonction f étant de classe C!, sa dérivée est continue done bornée sur
le segment [0; 7). La fonction f est alors M-lipschitzienne (Th. 6 p. 259) avec M le max
de |f/] sur [0;7]. On en déduit

:2;; (/Oﬁ/n (f (u + k%) . f(%ﬂ)) sin(nw) du>
S CORC

sin(nu) du)
——
<1

0
il L I M Mnr?
< — _ ,
< <0 Mudu) Z o2 T — 0
k=0 k=0

Ou peut conclure !

Une fonction f accompagnée de t — f(t)|sin(nt)|.

1. Ce résultat peul égaiement étre oblenu pour une fonction f seulement continue en exploitant son
uniforme continuité sur le segment. [0; #|.
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10.5.4 Fonctions dont la variable définit une borne d’intégration

Exercice 22 *

Pour z > 0, on pose

< t
I = 2 Ta. . an .
(<) ,/1/x1+rot-+::3dJt

(a) Montrer que la fonction I est définie et de classe C' sur ]0; +o0.

(b) Calculer I'(z) et en déduire une cxpression simple de 7(z) pour tout z > 0.

Solution

(a) méthode

| On exprime 7(z) en introduisant une primitive de la fonction intégréc.

Ia fonction de l'intégrale est définie et continue sur l'intervalle [0; +o0[, on peut donc
en introduire une primitive! £ (Th. 2 p. 123). On a alors pour tout 2 strictement positil

Iix) = [F(t)} J::F(x)—f'(lf\).

1/

La fonction F' étant de classe C! (ear primitive d’une fonction continue), la fonction I
est de classe C! par opérations sur les fonetions.

{b) Sachant dériver la primitive F', on obtient par dérivation de fonctions composées

ro=r+ ()

z 1 %
1+x+x2+x3+x_2'1+§+x—12+w%

T 1 1
1+x+x2+x3+x3+z2+m+l_m2+l

car on a la factorisation x° + 22 + z + 1= (z + 1)(2® + 1).
On en déduit 'existence d'une constante C telle que, pour tout z > 0,

I{z) = arctanz + C.

Puisque I(1) = 0, on conclut € = —7 /4.

1. Par décomposition en éléments simples, il est possible de calculer F(x) mais cela n'est pas nécessaire
pour cette étude.
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Exercice 23 **

On introduit la fonction f définie sur R* par la relation

2m g2
f(x) = / ert.

(a) Montrer que la fonction f est bien définie et étudicr sa parité.
(b) Déterminer, si elle existe, la limite de f en 0.

On prolonge f par continuité en 0 & Paide de la valeur précédemment obtenue.
(c) Montrer que f est de dérivable sur R,

(d) Etudier la limite de f en +o0o0.

Solution
{a) La fonction intégrée n'est pas définic en 0. Cependant, pour chaque z > 0, la
fonction intégrée est parfailement définie et coutinue sur le segment [z 2z]. Llintégrale
définissant f(z) est donc bien définie dans ce cas. Il en est de méme lorsque = < 0.

méthade
| On étudie la parité de f en réalisant le changement de variable t = —s.
2z . —t2 2x ‘.—32 2w '.—52
f(—:/;)=f df = / x (- ds):/ ds = f(z).
te=—py D Js=x ~F T $

On en déduit que la [onction f est paire.

(b) L'étude de la limite de f en 0 conduit A la résolution d’une forme indéterminée
du type « 0 x {+oc) ». En cffet, si Uintervalle d’intégration est de plus en plus petit, la
fonction intégrée y est de plus en plus grande!

meéthode

Il n’est pas possible d’exprimer simplement l'intégrale définissant f(x). Pour
en ¢étudier la limite, on encadre la fonction intégrée en prenant appui sur des
fonctions proches dont on sait calculer des primitives .

Pour = > 0, on pent écrire par croissance de la fonetion exponentielle

4z? 2 —z?

¢ ge ge

pour tout ¢ de I'intervalle d’intégration [z ;2z]. En divisant par le facteur positif ¢, on
obtient apres intégralion en bon ordre
2

2x —4x2 2z —t2 2r _—zx
e € e
/ dt < / - dt< / dt.

1. On voit dans le sujet. 19 p. 359 une alternative & cette démarche.
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Les intégrales encadrantes sont faciles & caleuler car le facteur exponentiel y est constant.
On obtient ainsi , ,
e In2« flz)<e ¥ In2. (%)

Par le théoreme d’existence de limite par encadrement, on peut affirmer que f(z) tend
vers In2 quand z tend vers 0 par valeurs supérieures. Par parité, on obtient la méme
limite par valeurs inféricures.

On pose alors f(0) = In2 afin de prolonger f par continuité en 0.

(¢) méthode
En introduisant une primitive, on montre que f est de classe C! sur chacun
des deux intervalles constituant R*.

Soit F une primitive de la fonction continue ¢ — » "/t sur R%. La fonction F est
dérivable et f(z) = F(2z) — F(x). La fonction f est donc aussi dérivable sur RY et, par
dérivation de fonctions composées,

f'z) = 2F'(2x) — F'(x) = =

L’étude sur l'intervalle ! RY est identique et conduit 4 la méme expression de f'(x).

méthode
| On résout 'étude en 0 par le théoréme de la limite de la dérivée (Th. 7 p. 260).

En écrivant les développements limités

on obtient

ey : — 0

La fonction f est continue en 0 et sa dérivée sur R* admet une limite finie en 0, c’est
donce une fonction dérivable en 0 avec f'(0) = 0.

Y

-1 | 1

_$2
Allure de la fonction  — [2* € dt.

T

1. L'étude n'a pas été directement réalisée sur R* car ce domaine n'est pas un intervalle : ceci emupéche
d'utiliser le théoreme calculant une intégrale & partir d'une primitive {Th. 3 p. 123).
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(d) méthode
| On reprend I’encadrement ().

Lorsque z tend vers +oc, les deux membres encadrants sont de limites nulles et la
fonction f tend vers 0 en +oc.

Exercice 24 **

Soit f: [0;+00[ — R une fonction continue et g: ]0;+oc[ — R la fonction définie
par

1 T
gle) = = / J(t)de.
T Jo
{a) Montrer que la fonction g est dérivable et solution de I'équation différentielle
ay + = fln).

{b) Déterminer, si elle existe, la limite de g en 0.

On suppose que f tend vers une limite finie £ en 400,

(c) Etudier la limite de g en +o0.

Solution
La valeur g(z) se comprend comme la valeur moyenne de la fonction f sur [0;z)].

(a) La fonction g est le produit de Ja fonction inverse et d'une fonction décrivant une
primitive, ¢’est donc une fonction dérivable sur J0; +00[. De plus, en dérivant la relation

wo(e) = | pyde
JO

on obtient immédiatement

zg(x) + g(z) = f(x).

{b) Lorsque x tend vers 0%, 1’étude de la limite de g(z) conduit & la résolution d'une
forme indéterminée du type « 0/0 ». Cependant, le segment [0;z] tend & se rapprocher
du singleton {0}, il est alors raisonnable de présumer quec la valeur moyenne g(z) se
rapproche de la valeur de f en 0.

méthode

On introduit une primitive de f puis on exprime g comme un taux d’accrois-
t
sement *.

Soit F une primitive de la fonction continue f sur {0;+oc[. Pour tout > 0

o) =1 [ sy = [ro), = HEL=FO)

1. On peut aussi exploiter I'égalité de la moyenre (sujet 1 p. 340) ou raisonner par les €.
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La fonction I é¢tant dérivable en 0, on obtient directement

glx) = Fz) — F(0) F'l0) = flu)

xX z—0+

(c) Lorsque « tend vers +oc, il est raisonnable de présumer que la valeur moyenne g{2)
se rapproche de la limite £ de [ en +oc. Pour cette raison, on étudie

M@—fzi[:ﬂUM—ﬂ

méthode

[ On exprime £ comme une intégrale afin de rapprocher I'éeriture des termes de
l la différence.

On écrit

| - l ' l r
a@%%=—/fmw——/em=—/um—@a
T Jo z.Jo € Jo
méthode
| On signitie par les ¢ la proximité de f & sa limite au voisinage de 'infini.

Soit e > 0. Il existe un réet A > O tel que
découpe alors l'intégrale en A,

f(x) — €| < € pour tout réel  » A. On

%A(ﬂﬂ HM=1A(ﬂQ—@&+%/(ﬂn 0 dt.

q: T A

D’une part, on a par 'inégalité triangulaire

s uw-oa <1 [0 -qas

S

r— A
z

e eE,

<e

D’autre part,

1
5/0 (f(¢) —£)dt ——0.

-
constante

Il existe donc un réel A” » 0 tel que cette quantité soit elle aussi bornée par €.

Pour z = max(4, 4’), on a alors |g(z) — €| <. 2¢. Finalement, la fonction g tend vers ¢
en +oc.
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Exercice 25 **
Soit ¢: [0;1] — R continue. On définit F: [0;1] — R par

'
Flz) = [ min{z, Hy(f) dt.
Jo

(a) Montrer que F est de classe C? ct calenler F7(z).

(b} En déduire :
Fz) = A. ([ glu) du) dt.

Solution

(a) méthade
| On découpe l'intégrale en ¢ = z afin de pouvoir évaluer min(z,t).

Par la relation de Chasles, on a pour tout x de [0;1]

T 1 T T
Flz)= [ min(z,t) g(t) dt + [ min(z, #) g(¢)dt = / tg(t)di — :L/ g(t)dt.
Jo —— Jr e——— Jo 1
=t =T
On en déduit que F est dérivable sur [0;1] avec, par dérivation de primitives et d’un
produit,
T re
F'(e) = z2y(2) - zglr) / g(t)dt — / g(t)dt.
‘ | 71

S—

—v
La fonction F est donc une nouvelle fois dérivable avee F”(z) = —g(z) pour tout z du
scgment (0;1].

Finalement, la fonction F est de classe C2.

() méthode
Lorsqut’une fonction f est de classe C?, on peut exprimer celle-ci a partir de
sa dérivée en écrivant

f(z) = fla) + J,/" £ty d.

Puisque £ est de classe C1, on peut écrire pour tout ¢ dans [0:1]

F'(t)y = er x F"(u)duy = — [ glu)du = [ g(u) dae.

Sachant F(0) = 0, on oblient cnsuite

Flx) = w + JCI Fig)dt = /j (/tl g{u) du) dt.
-0
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10.5.5 Formules de Taylor

Exercice 26 **

Soit ¢: {0; 1} = R une fonction continue.
Déterminer les fonctions f: [0;1] — R, deux fois dérivables, telles que

FO)=f1)=0 et f"=

Solution

méthode
Par la formule de Taylor avec reste intégral, il est possible d’exprimer [ a
partir de sa dérivée seconde.

Analyse : Si f est solution du probléme posé, la fonction f est de classe C? car deux
fois dérivable et de dérivée seconde g continue. On pent alors appliquer la formule de
Taylor avee reste intégral et écrire pour tout x de [0 1]

fl@) = FO) + (0 /u—z f@yaL=af(o [ dt.
e S
=0 =g(t)

Or f(1) = 0 et done
"0)= - d
o= [ a-nema
puis -
flz) — ’rjo (t  Dg(t)dt+ /0 (x t)g(t)di. (%)

Cette relation détermine entierement la fonction f.
Syuthése : Considérons la fonction f définie par la relation (%) ci-dessus.
On vérifie immédiatement f(0) = f(1) = 0. De plus, on peut écrire pour & dans [0;1]

x) :mﬂ (t — Dglt) dt -mj:g(t) dt - [ tg(t) dt.

La fonction f est donc une premiere fois dérivable avec

Fe)y= / {t — Dg(t)dt + / gliydt + xgle) — wg(x).
=0

La fonction f est done une seconde fois dérivable avec
F(z) = g(x).

Finalement, le probleéme posé posséde une unique solution, celle délerminée par la
relation ().
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Exercice 27 ** (Egalité de Taylor-Lagrange')
Soit f: I — R et a € I. Montrer que si f est de classe C*1! alors, pour tout = € I,
il existe un réel ¢ compris entre a et z vérifiant

" e Y (n+1)
fl:"':.v[ (l'“l'-u“ogfr_"yﬂ-l
=0 M {n 4 1)1

Solution
Soit © € I. Le cas x = a est immeédiat. Pour fixer les idées, supposons z > a pour la
suite (le cas symétrique se résout de fagon analogue).

méthode
On exprime le reste intégral de la formule de Taylor par la formule de la
moyennc 2 dont on reprend ici la démonstration.

Par la formule de Taylor avec reste intégral

[ {k} T "
=31 H(a)(w—a)k-l—[ I pint gy at.

n!
k=0

La fonetion "+ étant continue sur [a;z}, le théoréme des bornes atteintes (Th. 16
p- 235) permet d’introduire

m = min fO*) et M = max f*+1,
[asz] [e:a]

Par croissance e l'intégrale, on peut écrire
{1 M 1 ' [y Al - U'H-l
m g / — fldr g M——
Y .

(n -+ <.l (n+1)N
me €A1

Enfin, en appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires & la fonction continue ("'
il existe ¢ compris entre a et x tel que

(o —t) L0 (1t - f""'u‘.y” )
O “' ’ \ K ‘

10.5.6 Continuité uniforme

Exercice 28 **
Les fonctions suivantes sont-elles uniformément continues ?
(@) z v+ /z sur R, (b)z = zInz sur |0;1] (¢) = v+ Inz sur R} .

1. Ce résultat constitue une généralisation de I'égalité des accroissements finies (Th. 5 p. 259).
2. Voir sujet 15 p. 353.
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Solution
{a.) méthode
| On exploite I"négalité! |\/5 — x| =

y — z| valable pour tout (z,y) € RZ.

Soit € > 0 arbitraire. Pour o = £2 > 0, on a par l'inégalité ci-dessus

Viz,y) eR:, |y—z|<a = |[Jy—Va| ez

La fonction racine carrée est donc uniformément continue sur Ry,

{(b) méthode

Apris prolongement par continuité en 0, on peut appliquer le théoréme de
Heine {Th. 1 p. 336).

La fonction f: « — zInz est définic et continue sur ]0; 1] et se prolonge par continuité
en posant
f(0)y= lim zlnz =0.
Py
La fonction prolongée est alors continue sur le segment [0;1] et y est done uniformément
continue, A fortiori, cette fonclion est aussi uniformément continue sur ]0;1].

(¢} méthode
Une fonetion uniformément continue sur |a;b] est nécessairement bornée en
Uextrémité finie a.

Supposons par Pabsurde que la fonction In soit uniformément continue sur |0; +oc|.
Pour € =1 > 0, il existe un réel o > 0 vérifiant

Y(z,y) € ](];+oo[2, ly—2 € = |luy—Ine| < L

En choisissant y = o, on obtient [Ina — Inz| < 1 pour tout 2 € ]0;«]. On en déduit
que la fonction In est boruée au voisinage de 07 ce qui est absurde.

Exercice 29 **

Soit f: M. — R une fonction uniformément continue. Montrer qu'il existe des réels
positifs a et b tels que | f(z)| < ax + b pour tout = € Ry.

Solution
Soit £ = 1 > 0. L'unilorme continuité de f assure lexistence d’un réel e > 0 tel que

Vie g e R, |y—zl€£a = |fly) - fl=)| < L. (%)

méthode
La propriété (*) permet de coutrdler 'ordre de grandeur de f{n«) pour n € N
puis de f(z) pour z € [na;(n + Vel

1. Voir sujet 14 p. 61.
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Par récurrence sur n € N, on montre |f(na) — f(0)| £ n. La propriété est en effet
évidente si 12 = 0 et, si elle est vérifiée au rang n, elle 'est aussi au rang n + 1 car

[F{(n+ D) ~ FO)] < [F{(n+ Da) — flna) |+ f(na) — F(0)] < n+1.

<1 v;a (*) "

Soit x € Ry. Posons n = [x/a] de sorte que = € [rai(n + 1)af. On a alors

(@) = [£(z) - f(no)| + | f(na) = FO)| +[FO)] = n+ 1+ |/(0)].

<1 via {+} “n

Enfin, sachant n < /¢, on peut conclure

[f(z)| Sar+b avec e=1/aeth=1+|f(0)]

Exercice 30 ***
Scit f: [0;400[ = R contine et possédant une limite finie en I'infini.
Montrer que f est uniformément continue.

Solution
Soit £ > 0. On veut établir ’existence d’un « > 0 vérifiant

Y(z,y) € 054+, ly—ul<a = [fly)— f@)] < <

méthode
La limite nulle & Pinfini permet d’obtenir |f (y) — f (:z:)[ © € pour xr el y assez
grands qu’ils solent ou non proches 'un de Pautre. Pour les valeurs plus petites,
on exploite le théoréme de Heine.

La fonction f étant de limite finie ¢, il existe A € ® tel que | f(z) — €| < £/2 pour
tout = supérieur & A. Par 'inégalité triangulaire

|f () — F(=)| < |Fly) — €]+ |- f(2)]
et 'on en déduit
|#(y) ~ f(=)] < ¢ pour tout (z,y) € A;+oo[* ()

De plus, la fonction f est continue sur [0; A] et donc uniformément continue en vertu
du théoréme de Heine. Tl existe alors a > 0 tel que

Viz,y) € [0: AP, ly—ul<a = |f(y) - fle)| < e (%)

Soit x,y € R, avec |y — | < @. Quitte A échanger, on peut supposer = < .
Siz,ye[0;A], ona |fly) - f(;t)| = g en vertu de (xx).
Six,y € [A;+00[, on a & nouveau |f(y) — f(z)] = ¢, cette [ois-ci en vertu de (=).
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Enfin, il ne faut pas oublier de traiter le cas z € [0; 4] et y € [A; +o0[. Dans cette
situation, on a nécessairement |z — A| € a puis

|F(x} = )| < |fl=) = F(A)] + | £(A) - fl)] < 2.

rovia (=x) rovia ()

Quitte & reprendre la valeur & du début de }'étude, on obtient la propriété voulue!.

10.6 Exercices d'approfondissement

Exercice 31 **
(a) Soit n € N*. Montrer 'égalité

ool

X2“—1=(X2—1)H(X2—2Xcos(‘—"1)+1)
k=1 \ g

(b} Soit un réel a # 1. Déduire du caleul qui préecde Ia valeur de

v
/ In(a® — 2acost +1) dt.
0

Solution
kw

k(3

(a) Aprés résolution ?, les racines du trindme X2 — 2X cos( L

Les racines du polynéme

) — 1 sont les e

' km
3 2 2 _ el
P, — (X 1)§l|‘ X 2Xcos(n>+1

sont, done exactement les racines 2n-ieémes de 'unité. De plus, B, est unitaire de degré 2n,
il s'agit done?® du polynéme X2% — 1.

(b} La fonction de l'intégrale est délinie et continue sur [0;#] car
a® —2acost+ 1= (a—cost)? +sin’t >0 pour tout £ € [0; 7).

En effet, o — cost et sint ne peuvent éire simullanément nuls car ¢ » £1.

1. Une alternative élégante a ce raisonnement consiste & introduire la fonction ¢ = [ o tan définie
sur (0, 7/2[ que on prolonge par continuité en w/2. Ce prolongement est continu sur un segment donc
uniformément continn. Puisque f = g o arctan avec arctan lipschitzienne, on obtient f uniformément,
continue.

2. Voir sujet 9 p. 97.

3. Le polynéme {X?" — 1) — P, est de degré inférieur & 2n — 1 et possede au moins 2n racines, c’est
done 1e polyndéme nul.
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méthode

| On fait apparaitre une sormme de Riemann.
On peut écrire’

/ lll(a2 —2acost+ 1) dt = lim T ln{\a — Zacos(k ) +1 )
0 n J

n— oo'n ~ y—

Le calcul qui précede permet d'écrire sachant a # +1

n—1 Fa2n
" — 1
Ks In a'—?acos(—I Iln(a ’
7 et \7 n a—1 /|

ka1

Si |a| < 1 alors

et done

/ In(a® — 2acost + 1) dt = 0.
0

Fn revanche, si ja| > 1

m fa?—1 T omy T [1—1/a®
Tn(Sa oy ) = mme) IS5 ) ol
_ﬂ“.
= In{a?) I g

¢t done

/ In(a® — 2acost + 1) dt = 2rIn|af.
0

Exercice 32 **

Soit f et g deux fonctions croissantes et continues sur [0;1]. Montrer
4 1 1 1
( / £(t) dt) x ( / o(t) dt) < / F(B)g(t) dt.
0 0 0

1. Par commodité, le terme d’indice & = 0 de la somme de Riemann a été omis. Ceci est possible car
il est multiplié par 7/n qui est de limite nulle.
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Solution

Soit ¢ € [0;1]. Par produit de deux facteurs de méme signe, on a pour tout s dans lc
segment. [0 1]

(f(s) = £(1)) (9(s) — g(t)) 2 0.
Par intégration en bon ordre

1
r

/ (f(s) = F(8)) (9(s) — g(t)) ds > 0.

En développant, on en déduit

/0 Fs)als)ds + f(plt) = ( Jé ) ds)gm T i) ( /0 ' g(s)ds).

En intégrant cette comparaison pour ¢ allant de 0 4 1 on obtient

/0‘ I(s)gts) d'“‘/or fithalt) dt =

(/0 f(s) ds) (/0* Q(t)df) = (/Ol f(t)df.) (/01 g(s)ds.)

Enfin, en renommant, ¢ la variable d’intégration s, on conclut !

2/0 Fitg(t) dt > z(/O f(t)dt) (/0 g(t)dt:)

Exercice 33 ** (Inégalité de Poincaré)
Soit f: [0;1] — R une fonction de classe C! vérifiant f(0) = 0.
(a) Montrer

' I
[| f(t)gdtS%fu f(t)? de.

{b) On suppose f(1) = 0. Montrer

' Y A
/“ fit) ulrgs'/‘:j(z) .

Solution

{(a) méthode

| A Paide d’une intégrale, on exprime f en fonction de sa dérivée.

1. Cette démonstration est trés analogue & celle du sujet 27 p. 35. On peut dailleurs lier les deux
résultats par les sommes de Riemann.
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La fonction f étant de classe C!, on peut écrire pour tout z de [0; 1]

j'($)=@+J€ f(t)dtz/o 1) dt.

=0

méthode

| La présence de carrés invite A utiliser inégalité de Cauchy-Schwarz.

(z)] = ‘/Owl . f’(t)dtl B (/Ow >1/2 (/ o dt)1/2

r 2 o e 2 ¢ 2 ' ¢ 2
flx) ,Jé Fit) dtS;c/U fie)yde.

ot donc

Enfin, en intégrant. de 0 4 1

[Frotsee [o(f roraut [ s

Cons La.nte-

(b) méthade

On reprend 1'étude qui précede en rapprochant a variable de 0 lorsqu'elle est
inféricure a 1/2 et en la rapprochant de 1 quand clle est supérieure.

Comme ci-dessus, on obticnt

; 1/2 .
firy £ 2 fi(t)2dt pour x € [0:1/2)
Jo
et

fla)<-=2) S0t pour z € [1/2:1]
J1j2
En intégrant
1 . 1/2
/ fleyde = / flx)2dx + f flz)dz
0 Jo

1/2

{ 1/2 1 1 ) 1 v L
- f’(f,)2dt+g f’(t)zdl=g}/ ()% dt

e Jo /2
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Exercice 34 ** (Inégalité de Young)

Soit f:{0;a) — R une fonction de classe C! vérifiant f(0) = 0 et f'(x) > 0 pour
tout « de [0;al.

(a) Montrer que pour tout réel = de [0;«

z )
/ f(t)dt+/ friydt = o f(x).
0] J0

(b} En déduire que pour tous réels z et y de [0;a)

xy . /xf(t)dt-i-/yl"(rjulf
Jo 0

Solution

{a} méthode
[ On vérifie identité par dérivation aprés avoir justifié que celle-ci a un sens el
H que la dérivation est possible.

La fonction f est continue et strictement croissante sur [0:al, elle réalise donc une
bijection de [0:a] vers {0; f(a}]. De plus, son application réciproque est continue et 'on
peut donc intégrer la fonction =1,

Introduisons ¢: [0:a] — R la fonction différence des membres de Uidentité voulue
. cJir
dlr) = j Flt)dt +] FHD At — zf(z).
0 0

Dérivons celle-ci.

D’une part, on sait par dérivation d'unce primitive

G o) =so

D’autre parl, en introduisant une primitive G de Papplication continue [~ el en
dérivant une fonction composée

L[ o) = £(6ue) - 6) = 196 () ~ 27 ()

Ainsi, la fonction ¢ est dérivable sur [0;a] et

o'(2) = fle) + 2f'(z) = (f(z) +2f (x)) = 0.

La fonction ¢ est done constante égale & ¢(0) = 0 et lidentité demandée est établic.
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Tnégalité de Young.

{b) méthode
|| On discute selon les positions relatives de g et f(x).

Cas : f(z) < y. On écrit

f(z}
zy =zf(z) +2(y — f(z)) = /ft)dt—i—/ ftdt+a(y — f(=).

Par croissance de f~! sur [f(x);y], on a

! ottt ’/:* (f(.L)dt:(y—f(J;))IE

fl=) (w)\—w—/

et I'on obtient I'inégalité voulue.
Cas : f(z) < 3. On opére un calcul analogue en écrivant

ey = "+ (z— F (w))y.

Exercice 35 ***

Soit f: R — R une fonction de classe C"*? (avec n € N), On suppose

(n+1)
f(.ﬂ —+)0 (&b f (:r)mO

Montrer que pour tout k € [1;n]

Solution
La fonction f étant de classe C™*!| on peut employer la formule de Taylor avec reste
intégral et écrire, pour «x € R et h > 0,

'{':n)'.r’.l I'T'I-h (.’L’+h—t)

fle+h) = f@y+ f@bh+- + "+ | N AMRIOL::2

=5n(z)
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Fixons h. Lorsque z tend vers +00, les quantités f(x) et f(z+ h) sont de limites nulles.
De plus,

z+h " z+h .
legdh -2 .. (r &4 ~1) w
/ 7.'( ".-"»-l!\S/ —_— msx S Vi) e
T T

1 n! e C o tit

hn+]

. (re+1})
(T!--l-l)! ':I‘lea,'x‘h f (£)| z—+oc 0.

-
a0

On en déduit

Sn(z) = Xn: f®) () Bk ' 0

k" T— 420
k=1

méthode
En choisissant différentes valeurs de A, on peut former un systéme d’égnations
permettant d’exprimer f*(x) a partir d’expressions de limites mlles.

Choisissons arbitrairement aq,as,...,d, des réels strictement positifs deux a deux
distincts. Considérons les matrices

vy ay al f:l(i) Sai ()

ay @ - al Ll Say ()
A=) . Sl X=] 7 et Y = _

a, oy, - uL) _f"n(!x) Sa,, ()

On a 'équation matricielle AX = Y avec A matrice inversible!. On peut done écrire
X = A7'Y et chaque f{%)(z) s'exprime alors comme combinaison linéaire des Sa,(x).
Or ces derniers sont chacun de limite nulle quand x tend vers +oo et I'on en déduit
que f*(x) est aussi de limite nulle.

1. Fn factorisant a; sur chaque ligne, on fait apparaitre une matrice de Vandermonde.






cHAPITRE 11

Séries numériques

11.1 Généralités sur les séries numériques

{(tn)nmn, désigne une suite numérique, c’est-a-dire une suite de nombres réels ou com-
plexes, définie & partir d'un rang ng € N.
11.1.1 Séries numériques

, Définition

On appelle série de terme général u, la suite (5,),5n, avec

Cette série est notée

J (FTw) . Tu o Ya

i nzn
=g

Le terme 5, est appelé somme partielle de rang n de cette série.

Une série numérique est un cas particulier de suite : ¢’est une suite de sommes partielles.

Sans perte de généralité, on suppose dans la suite ng = 0 (quitte a définir égaux 4 0 les
premiers termes de la suite (u,) s’ils ne sont pas définis).
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11.1.2 Convergence

Définition

On dit que la série de terme général u, converge lorsqu’il ¥ a convergence de la
suite (S,) de ses sommes partielles. Sinon, on dit que la série diverge.

Lorsque la série S u,, converge, on peut introduire sa somme :

+0 N

Z U, = lim 5 Uy

N - oo =
n={(} n=0

Il importe de savoir distinguer la série ) u, de sa somme. La série s’apparente & une
suite, la somine est son éventuelle limite : elle ne peut étre introduite qu’une fois la
convergence de la série justifiée.

Théoreme 1

81" un et Y vy, sont deux séries numériques convergentes alors, pour tout A scalaire,
les séries 3 Auy, et Y {u, + v, ) convergent avec

“+o00 400 “+ o0 +o0 +o0
—

E A — )\ E Un et S (i +vp)= 2 Up + E Uy

n=0 n=0 n={ n=0 n=0

La somme d’une série convergente ct d’une série divergente donne une série divergente.
La nature de la somie de deux séries divergentes ne peut pas étre déterminée a priori.

11.1.3 Reste

Définition
Lorsque la série Y u, converge, on introduit pour tout n € N son reste de rang n
défini par
&2
", \ U
k=rt1

Le reste d'une série ne peut étre introduit qu’une fois la convergence de la série justifiée.

Le reste R, tend vers 0 lorsque 7 tend vers Pinfini et il permet d'écrire la décomposi-
tion! § = S, + R,, c'est-a-dire :

+00 n +o
- - <o
S- Uy — S Uyt E U
- - ———
k=0 k=0 k=n+1

1. On sera attentif & ne pas compter deux fois le terne u,, en amorcant la deuxidéme somme & partir
du rang n + 1 et non du rang n.
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11.1.4 Divergence grossiére

Théoréeme 2

Si la série S u, converge alors u,, —— 0.
~ n—r+oc

Ceci produit une condition nécessaire de convergence. Cetle condition n’est pas suffi-
sante : la série > 1/n diverge alors que son terme général tend vers 0.

Définition

Lorsque le terme géndral u,, d'une série Y u, ne tend pas vers 0, on dit que la série
diverge grossiérernent.

11.1.5 Lien suite-série
Les sommes partielles de la série Y (u,1 —u,) sont aisément calculables par télescopage
T
‘\:(ukﬂ o) =ty by - U
k=0

On en déduit le résultat suivant :

Théoréme 3
La série 3 (tn+1 — un) €t la suite (u,) ont la méme nature*.

11.1.6 Séries de référence

Définition
| Lorsque e est un réel, la série 5. - est appelée série de Riemann de paramétre c.

Théoréme 4

I
E s conyerEelc— SN
no:

Le ealcul de la somme d’une série de Riemann convergente n’est pas aisé. Seules les valeurs
sur les entiers pairs sont bien connues. Parmi celles-ci, citons la fameuse constante de
Bile? -

- .
i 6
Définition
Lorsque ¢ cst un nombre complexe, la série Y 4" est appelée série géométrique de
raison g.

1. Cela signifie que lorsque l'unc converge, 'autre aussi.
2. Cette somme est calculée dans le sujet 28 p. 413,
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Théoreme 5

an converge <=> |gf < 1.

De plus, lorsqu’il y a convergence,

+oo 1
Bk ey

n=0

11.2 Séries a termes positifs

11.2.1 Convergence

Lorsque les termes d’une série sont positifs, la suite de ses sommes partielles est croissante.
Ce constat entraine le résultat suivant -

Théoréme b

Une série ) w, & termes positifs converge si, et seulement si, la suite de ses sommes
partielles est majorée.

Lorsqu’une série & termes positifs diverge, la suite de ses sommes partielles croit vers +oc.

11.2.2 Théorémes de comparaison

Lorsqu’il n’est pas possible de calculer de fagon exacte les sommes partielles d’une série
afin d’en déterminer la nature, il est fréquent de raisonner par comparaison ¢n exploitant
I'un ou l'autre des résultats qui suivent, :

Théoréme 7 (Comparaison a une série a termes paositifs)

Soit >~ uy, et Y v, deux séries A termes positifs vérifiant u, € v, pour tout n € N,
Si la série »” v, converge alors la série 3 u, converge.

Si la série > uy, diverge alors la série Y v, diverge.

Ce résultat reste valable si 'inégalité u,, © v, n’cst vraie qu’a partir d’un certain rang.

Théoreme 8 (Equivalence de séries a termes positifs)
St Y u, et > v, sont deux séries 4 termes positifs vérifiant

Uy - Uy
e e

alors les séries Y u, et > v, ont méme nature.
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Ces denx résultats ne permettent la comparaison que de séries a termes positifs. Tls
peuvent néaumoins étre utilisés lorsque la positivité n'a licu qu’a partir d'un certain
rang. En eflel, on ne change pas la nature d’une série lorsque 'on change la valeur
d’un nombre fini de ses termes!. Par un passage 4 V’opposé, on peut aussi énoncer des
théorémes relatifs anx séries a termes négatifs.

11.3 Convergence absolue

11.3.1 Définition

Définition
On dit que la série Y u,, converge absolument lorsqu’il y a convergence de la série
des valeurs absolues? 37 fu,|.

Lorsque la série > u, est une série 4 termes réels positifs {ou négatifs), 'absole conver-
genee équivaut A la convergence. Lorsque la série 57 u, est & termes complexes ou réels
de signe non constant, on dispose d’'une implication :

Théoréme 9
Si la série ¥ u, converge absolument alors celle-ci converge et

00 + 00
> un| <D funl.
n=—0

n=0

Etudicr la convergence absolue conduit a comparer des séries & termes positifs.

11.3.2 Comparaison

Puisque la série Y |un} est & termes posilifs, il est possible d'adapter les outils de com-
paraison relatifs aux séries positives avec le vocabulaire de la convergence absolue :

Théoreme 10
Si 3" u, est une série a termes complexes et si > v, une série & termes positifs
vérifiant

My - O(Un)

"
=400

alors

E Un converge —- E uy, converge absoliment.

En opérant des comparaisons aux séries de Riemann, on pourra déterminer la nature de
nombreuses séries !

1. Cela modifie en revanche la valeur de sa somme.
2. Ou de la séric des modules selon le contexte.
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11.4 Exercices d'apprentissage

11.4.1 Natures

Déterminer la nature d'une séric consiste A savoir si celle-ci est on non convergente. Ce
probléme peut &tre résolu conjointement au caleul de la somme de la série ou préalable-
ment, souvent par un argument de comparaison.

Exercice 1
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

= i I

(@) Y cosn D Wreav Y e
; \:—*(-U" Inn In \/n
() n! (e)z? S Z n+1

Solution

méthode
Pour étudier la nature d'une série, on étudie souvent son terme général. 1l est
alors commode de commencer par dénommer celui-ci!

Dans chaque cas étudié ci-dessous, on note u,, le terme général de la série considérée.
(a) La suite (u,) n'est pas de limite nulle!, la séric ¥ u, diverge grossiérement.

(b) La suite (u,,) cst de limite nulle, mais ce n'est pas décisif!

méthode

La condition %, — 0 cst une condition nécessaire, mais pas suffisante de
convergence : il faut savoir avee « quelle vitesse » la suite tend vers 0. On
peut pour cela comparer a une séric de Ricmann.

On a léquivalence

1 1 1 1
Uy = ., avee — 2 Oet > — divergente.
; STl

n+ Mot n
Par équivalence de séries & termes positifs (Th. 8 p. 384), on peut affirmer la divergence
de la série 5 u,

(¢) Encore une fois la suite (u,) est de limite nulle mais cctte fois-ci :

1 1 1 - 1
avee — = 0ct Y —; convergente car & =2 > 1,
Lop

Up = ———  ~ =
n + né notoo nt n?

Par équivalence de séries a termes positifs, on peut assurer la convergence de la série de
terme général u,,.

1. En effet, si cosn tend vers 0, le passage a Ja limite de la formule cos(2n) = 2cos? n — 1 induit une
absurdité !
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{d) méthode

Ou ne peut pas proposer un équivalent du type « Riemann », on observe ce-
pendant que la suite () tend tres vite vers O et I'on montre que son terme
est négligeable devant la séric absolument convergente des 1/n?.

Pour n = 3, on peut écrire

n'on 1 n 1

0 < n?jug| = 0

2w n—1 n—-2)! n-1 n—2 nrts

Par théoreme d’encadrement, on obtient n%u, de limite nulle et done

1 ] 1

W = oO|— avec —; = 0et ‘—‘ — convergente car &« = 2 > 1.

g
n—+oo \ n2 n v pt

Par comparaison (Th. 10 p. 385), on peut affirmer que la série ¥~ u,, converge absolument
ct done converge (Th. 9 p. 385).

{(¢) méthode
Lorsqu'il n’y a pas négligeabilité devant. 1/n?, il peut suffire d’adapter ’expo-
sant et d’établir unc négligeabilité devant 1/2% pour & > 1 bien choisi, par
exemple a = 3/2 ou & = 1,01.

Pour « =101 > 1, 0on a

Inn
n''n, ——— 0 car Inn = o{n") pour tout v > 0.
; nU,QQ R LE n—+oc ( ) p {
Ainsi, on a
1 1 -~ 1
hy, = O — avec — r0Qect S — convergente car a > 1.
n—+oo \ n% ne oot 1

On peut donc affirmer la convergence absolue, et done la convergence, de la série 3 uy,.

(f) Encore une fois le terme général de la série étudiée tend vers 0 mais cette conver-
gence est un peu lente... On a

nu __nln\/n = ! inn
"T T+l 2 n+1 n—+00

> +oc.
A partir d'un certain rang, on a nu, = 1 et donc

1
U, = — > U avec ; — divergente.
- - n

Il

Par comparaison de séries & termes positifs (Th. 7 p. 384), on peut affirmer la divergence
de la série > u,.
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méthode
En guise de bilan, on retient :
—si (uy,) ne tend pas vers 0, la séric diverge;
-—g'il existe C' # 0 tel que o, ~ : , alors la série converge si, et seulement
si, & > 1 {auquel cas elle converge méme absolument) ;
—s'il existe o > 1 tel que n™u, —+ 0, la série converge absolument ;
—si nuy, — £ avee £ # 0 (Gventucllement £ infinie), la série diverge.

Ces critéres ne sont pas exhaustifs ! mais suffisent & résoudre de nombreuses situations.

Exercice 2
Déterminer la nature de la séric de terme général

[1 /n  sinest un carré .
Uy = 5 ] pour tout n € N°.
1/n* sinon

Solution

méthode
En constatant que les sommes particlles d’une séric a4 termes positifs sont

majorées, on peut aflfirmer sa convergence (Th. 6 p. 384).

Introduisons /' I'ensemble des n € N* qui sont des carrés d’entiers I = {1,4,9,...}.
En séparant, les termes sommés selon que I'indice est ou non le carré d'un entier, on peut

écrire
TR GEIE S S I LW
Y=Y S5+ = 5t gs2) =M
k=] k=1 k=1 k=1 é= n=
[y kEE k¢E

La séric étudiée est une série A termes positifs aux sommes particlles majorées, elle

CONVETrge.

Exercice 3

{a) Vérifier que pour tout n € N*

1
Infn+1) —lnn < —.
n

(b) En déduire la nature de la série de terme général 1/n.

1. 1l figure notamment un espace entre le deux derniers critéres dans lequel s’engouffre la série de

terme général un = 1/{nlnn).
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Solution
(a) méthode
| On exploite 'inégalité In(1 + u) < u valable pour tout u > —1.

Soit » € N*. En combinant les deux logarithmes

n+l /1y 1
ln(n+1)—1nn=1n('ll) AN
n

{b) méthode
| Une série télescopique a la nature de la suite associée (Th. 3 p. 383).

La série de terme général In{n + 1) — Inn diverge car la suite (Inn) diverge!. Par
comparaison de séries & termes positifs (Th. 7 p. 384), on peut affirmer la divergence >
de la série 3 —.

11.4.2 Calculs de somme

Exercice 4
Déterminer la nature et la somme de la séric

y_ b
e pnin—1)
w3

Solution

méthode
” Lorsque l'on sait calculer les sommes partielles, on peut obtenir la convergence
i d'une séric tout en calculant sa somme.

Pour n > 2, on peut écrire la décomposition en éléments simples

1 - n—(n—-1) 1 1

nin—1) nn-1 n-1 n

Les sommes partielles de la série étudiée sont télescopiques. Pour N € N avee N =+ 2
P

y p A 1\ = 1 - 1
Zn(n—l)_;ﬁ(n—l—ﬁ)_zn_l_;;

n=2 n=2

Onu optre un glissenment d’indice puis on simplifie la portion commune aux deux sommes
N N

- 1 Pt 1 1
_— — _— —_— l
=onn-1) n;ln Zn N

n=2

1. On peut aussi simplement calculer les sommes partielles pour affirmer la divergence de la série.
2. On pourra comparer cette méthode & celle snivie dans le sujet 16 p. 208.
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On peut alors obtenir la convergence de la série étudiée tout en caleculant sa somme
+00 N

1 — 1 1
— = — = lim (1-=]=1
Z n(n —1) Nl—lﬂoo%:-l nn — 1) N1—1>H+10c( N>

Exercice 5

Calculer

+oc +ox 9
it 1 T

S —  sachant ; —_—
Lupz oCmmt L (2n+1)? 8
n=1 n=0

Solution

méthode

En étudiant les sornmes partielles, on peut calculer la somme d'une série tout
en justifiant sa convergence. Souvent on peut aussi établir la convergence préa-
lablement an calenl.

La série étudiée est une série de Riemann de parametre o = 2 > 1 : clle est convergente.

méthode
Eu raisonnant par les sommes particlles, on peut séparer les termes d’indices
pairs de ceux d’indices impairs dans la somme étudiée.

Pour N = 1, on peut écrire

2N | N-1 | N I N-] I i N |
L=mn i (2p + 1)2 S (2p)? = (9p+1)2 4 = p?

o n?2 (2r 4+ 1)2 4 n
et done
+°°i 4%‘: 1 4 x?
2 Qi (D 2 o2 g
= 3= (2n+1) 3 8 6

11.4.3 Etude asymptotique

Lorsque f: [0;+o0[ — R est une fonction continue par morccaux monotone, on peut
estimer les sommes partielles et les éventuels restes de la série Y f(n) cn sommant les
encadrements du terme f(n) par les intégrales

_/':"_If(t)dt ot /:H £t dt.

1. Ce passage a la limite est possible car on sait la convergence de la série ¥ Tl, .
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Exercice b
Déterminer un équivalent quand n tend vers 'infini de

?rl'—*

Solution
La fonction t — 1/t est décroissante sur |0; +oc].

Pour £ »1,0na

— “tout t € [k k+ 11, ; , &
p pourtoutte] ko ok+1

o | -

En intégrant en bon ordre cette inégalité, on obtient
k+1 k+1
[raefmee]
En opérant de méme avec t € [k — 1; k] pour k = 2, on justific
1 /’“ dt ’
P A k-1 k&

En sommant ces deux inégalités (quitte a isoler le terme d’indice 1 lors de la majoration),

on obtient
2 )<z g9

k=1

LR

1
l .

méthode
Dans les termes encadrants, les intégrales sommées sont contigués : on peut
les raccorder par application de la relation de Chasles.

/n+1 dt i l / g
1 k= t

k=1

Enfin, en calculant 'intégrale, on parvient & P’encadrement

i+ 1)< )_‘ L 1l=lnn
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Exercice 7

Soit ¢ un réel strictement supérieur 4 1. Déterminer un éqguivalent quand n tend

vers 'infini de
4o

1
R, = Z =

k=n+1

Solution

méthode
| 11 faut commencer par justifier I'existence du terme étudic.

Le terme R, cst bien défini car c’est le reste d’'une série de Riemann convergente
(o > 1). La fonction t — 1/t* est décroissante sur J0;+oc| et 1'on peut affirmer?, par

comparaison série-intégrale
/"“ d¢ _ 1 /"”‘ dt
x te ko: k1 te

{la minoration valaut pour & » 1 et la majoration pour & = 2 seulement).
En sommant ces encadrements pour & allant de n 4+ 1 a4 N, on obtient

NtL gy Yoo N gy
/ @ S 2 ko ‘<‘/ te
n+l ' n

k=n+1

[l reste a calculer les intégrales encadrantes
/N dt B /N t_a . |:tlo< :|N B nl—a o Nl—a
A " 1-af, a—1
méthode

Inutile de répéter le caleul avec la seconde intégrale, il suffit de remplacer n
et N parn+1et N+ 1 dans le résultat.

[N+l it B (_n+ 1)1—0» _ (N-}— 1)l—u

./n+l e a—1

En fajsant tendre N vers I'infini (sachant 1 — a < 0), on obtient. 'encadrement

(.‘,L+1)1—0 2 1 n_l—a

-1 a-1

Enfin, puisque (n + 1)*~* équivaut & n'~%, on peut conclure

R nl-« 1 1
S > = e .
"hotooa -1 a—1 ne-l

1. Il arrive parfois que I'on inverse par mégarde les intégrales lors de cet encadrement. 1 suffit cepen-
dant de vérifier que la comparaison des intégrales est compatible avec la monotonie de la fouction pour
éviter cette erreur!
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Exercice 8
Soit. v un rée] positif. Déterminer un équivalent quand n tend vers linfini de

n

Sp = ng‘*.

k=1

Solution
La fonction £ — {* est croissante et I'on peut affirmer pour tout & € N* Pencadrement

k k+1
/ t*dt < k® < / t* dt.
k—1 k

Eu sommant, on obtient

n n+1
/ t*dt < S, < / t>dt
0 1

avee

/n ta T ta+1 n _ na—l—l o /n+1 ta . (’I’L 4 1)a+1 -1 N na+1
0 a+l|, a+l 1 a+1 n—too + 1’

On peut, conclure !
(T |
"

s -~
P N |

11.5 Exercices d’entrainement

11.5.1 Convergence

Exercice 9 *
Déterminer les natures des séries numériques suivantes :

(a)Z%fsm(%) (b)Zﬁm (c)Z(e— (1+ %)")

Solution

méthode
Il importe de déterminer lordre de grandeur du terme général définissant
la. série, par exemple en recherchant un équivalent ou en Pexprimant plus
simplement.

1. On pourra comparer cette démarche a celle du sujet 13 p. 352,
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(a) Sachant sin{) ~ u lorsque « tend vers 0, on a

—1* /1 —1)n : ]
Uy, = ( ) sin| — ~ ( .) donce '"'.' A~ e
n \n n——+4oc n* [

Par équivalence de séries & termes positifs (Th. 8 p. 384}, la série étudiée converge abso-
Iument et donc converge (Th. 9 p. 385).

{b) méthode

Une expression ¢ est souvent plus « parlante » lorsquelle est écrite sous
forme exponentielle.

Pourn = 2

- a— In{n}In{lnn)

B 1
b = (ln n)lu n

donc
0.

n2 Up = e2 In{rn) —ln(z) In{ln ) = exp (lll(‘f!,) (2 _ ll'l(ll'l n)))

- -4

Le terme général u, est négligeable devant 1/n%. Or 1/n? est positif et terme général
d’une séric convergente. Par conséquent, la série étudiée couverge absolument (Th. 10
p- 385} ct donc converge.

(c) Par le développement, limité In(1 + u) = u — $u® + ofu?) lorsque u tend vers 0,
on peut éerire

/ 1 " . . ‘
un=e—(]+—) —[3—(3n]n(l+") = e—¢gl ,fn+o(,-‘)’
7 n—400
Par le développement limité e* = 1 +u + o{u) lorsque u tend vers 0, on poursuit, le caleul

Ladth)y 1 1 e /1\ e
u, = e—cxe '"nl=e—e|ll—-—+o0|-— =— +of — ~ -
n—rtoc 2n n 2n \2n J n—+o0 2n

Par équivalence de séries a termes positifs, on peut conclure & la divergence de la série
étudiée.

Exercice 10 *
Soit (uy,) une suite de réels positifs et (v,) la suite déterminée par

A
1+u,

Uy =

Montrer que les séries ¥ u,, ct }: v, sont de méme nature.
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Solution

Notons que la séric 3 v, st & termes positifs. Si ¥ u, converge, Y v, converge aussi
par comparaison de séries 4 termes positifs (Th. 7 p. 384) car v, = w,, pour tout naturel n.

Inversement, supposons la convergence de 3 .

méthode
| En résolvant I'’équation définissant »,, on peut exprimer u, en fonction de vy.
Apres résolution,

LA

Uy = ———  avec U, # 1 pour toutn €N,
1 —v,
Puisque la série Y v, converge, la suite (v,) tend vers 0 et I'on a donc
Un

U = S E—— "o Up-
" toe 1 +()(1) notoc

Par équivalence de séries & termes positifs (Th. 8 p. 384), on peut conclure a la conver-
gence de la série > u,.
Finalement, les séries S u,, et 3. v, sont de méme nature !

Exercice 11 *

Soit (u,) une suite réelle décroissante. On suppose que la série 3 u,, converge et l'on
note S, sa somme partielle de rang n.

(a) Déterminer la limite de Su, — 8, quand n croit vers linfini.

(b) En déduire la limite de la suite (nugy,) puis celle de (nuy,).

Solution

{a) En notant S la somme de la série,

Son— 5, —— S-5=0.
n— 400

{b) En simplifiani, les termes communs

2n n 2n
Son— Sn = ; U /; Wy = .; Uk

—— — a—

k=0 k=0 k=n+1

méthode

La décroissance de la suite (uy,) assure que up, est le plus petit terme de la
somme précédente.

On a donc 'inégalité
2n
Lan - S’u = ' Uy = MUy
—
k—n+1

1. On vient d’établir gque la convergence de 'une entraine la convergence de Pautre. Par conséguent.
la divergence de 'une entraine la divergence de 'autre!
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De plus, la suite (uy) tend vers 0 (car la série converge). Etant décroissante, sa limite est
sa borne inférieure el cette suite est positive. On dispose alors de I'encadrement

0 2 “; 527?. = qu

n—4o
Par théortme d’encadrement, on peut affirmer que la suite (nug,) tend vers 0.

méthode

Si les suites extraites des termes d'indices pairs el impairs ont la méme limite
alors la suite tend vers cette limite commune (Th. 13 p. 192).

Les suites extraites des termes d’indices pairs et impairs de (nu, ) sont les suites (2nua, )
et ((QTH— l)ug.,wl). Par ce qui précede, on peut déja atlirmer que la suite extraite (2nuz, )
tend vers . De plus, par décroissance

0 (2n+ Dugpr1 © (20 + L, = 2nug, + 1, — 0.
n—+20

La suite extraite ((2-n + l)ugnﬂ) tend aussi vers 0 et I'on peut donc conclure que la
suite {nu,,) est de limite nulle.

Exercice 12 **

Soit " u, une série a termes positifs. On suppose que

Yu, —— LeRy.
Jhn—>+:>o € R+

(a) Montrer que si £ > 1 alors la série Y u,, diverge.

(b) Montrer que si £ < 1 alors la série ) u, est converge.

{¢) Observer que dans le cas £ = 1, on nie peut rien conchire.

Solution

{a) méthode

Lorsqu'une suite réelle tend vers une limite £ avec € > a alors, & partir d’'un
certain rang, ses termes sont supéricurs a a.

On suppose £ > 1. A partir d’un certain rang, on a {u, = 1 et donc u, = 1. La
suite (u,) n'est pas de limite nulle : il y a divergence grossiére.

(b) méthode

| On compare la suite (u,) & une suite géométrique de raison bien choisie.

On suppose £ < 1. On peut introduire un réel ¢ € |¢; 1| et affirmer qu'a partir d'un
certain rang (fu, « g ct donc u, < ¢". Or la série géométrique de terme général ¢"
est convergente car ¢ € [0;1[ et done, par comparaison de séries 4 termes positifs, la
série Y u, converge.
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{c) méthade

| Pour montrer que l'on ne peut rien conclure, on exhibe des exemples !

Soit o € R et u,, = 1/n%. La séric de Ricmann > w,, converge si, et seulement si, a > 1
alors que. pour tout réel o,

1\/" i
VAT <—> —pen —eme B 4,

n% n—+00

Exercice 13 **

Soit (@n)rz1 une suite décroissante de réels de limite nulle.

Montrer que les séries 3w, €t Y 11y, — Uny1) Ont méme nature et que leurs sommes
sont égales en cas de convergence.

Solution
Notons que la suite (u,; est & termes positifs car, étant. décroissante, sa limite est sa
borne inférieure.

méthode

On cxprime les sommes partielles de la série Y n{u, — un ;1) en fonction de
celles de 3wy,

Posons vy, = nty — a1 ). En séparant la somme et en opérant un glissement d'indice,
on peut écrire pour tout n = 1

23 T n n nil
ka=2kuk— E kuk+1=2kru - E | & _])Ulc
ko1 k=1 k=1 k=1 k=2

n n+1 n+ 1 n
-
— 2 kaig, E kg + E g = E g — Tty 1.
k1 k--2 k-2 k=1

Si la série 3w, converge, on peut introduire sa somme et ses termes étant tous positifs,
on obtient

n 22 +o0
Yoy uey u
PR N Pl Pl
k—1 k=1 k=1

Lasérie Y #, st alors convergente car a termes positifs et aux sommes partielles majorées
(Th. 6 p. 384).

Inversement, supposons la convergence de > v, Montrons que la suite (nu,) est de
limite nulle!.

méthode
| Puisque la suite {u,) est de limite nulle, on peut écrire son terme général
comme un reste de série Lélescopique.

1. Une démarche alternative a celle qui suit est possible en $’inspirant du sujet 11 p. 395,
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Pour tout. . = 1,

+oa +oo v
‘—' A
Uy = | vop — uk+1) = V‘ —.
- — - k
k=n k=n

Les termes étant tous positifs, on a I'encadrement

Ve _
nu =N E E E v
" k‘ ke e n——+o0o

k=n~~ k=n
<1

Ainsi, la suite (nu, ) est de limite nulle et la relation initiale entre les sommes partielles
donne

n n +x
E Up = S e + (1t + Dty — U aryouy ; Uk
k=1 k=1 ey 0 =1

‘ =0

On peut donc affirmer la convergence de la série 3~ u, ainsi que I'égalité des sommes des
séries.

11.5.2 Calculs de sommes

Exercice 14 *
Existence et, valeur de

2~ 52):

n=2

Solution

méthode
Oun calcule sommes partielles en faisant apparaitre un télescopage. En obser-
vant que les sommes particlles convergent vers une limite finie, on justifie la
convergence tout en calculant la somme.

Pour N = 2
N (n—1)}{n+1) =
Zln(] ) Zl (—) L(ln(n—l)-}-ln(n+1) 2lnn}.
n=2 r - n=2

On peut séparer la somme en deux et fairc apparaitre denx sommes télescopiques

. N N
T.hlfl— ] (ln(n — 1) ~Inn) + 3 (In(n + 1) — Inn)
n= 2 \ . n=‘2 rT:2
=(Inl-InN)}+ (In(N +1) —In2) =ln( N:,-l ) —1In2.
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En faisant tendre N vers +oc, on peut affirmer la convergence de la série et déterminer

sa SOININe
+oo 1
Zln(l - —2) = —In2.
n
n=2

Exercice 15 **

Justifier la convergence et calculer la somme de

- [VE+1]| - |VE
}_‘l +i |Vk]

el

Solution
Notons ug le terme général de la série étudiée.

méthode
Le terme général de la série peut 8tre simplifié : si k& + 1 n'est pas un carré, les
deux parties entitres exprimées au numérateur sont égales!

St k + 1 n'est pas le carré d'un entier, ug = 0.
Si k+ 1 est le carré d'un entier p, [Vk+ 1] =pet |Vk| =p — 1 de sorte que

1

Uy = ;{ﬁ

On peut alors simplifier la somme partielle

n N
. 1 - —
;‘)n:Zuk=Zv2- ; avec N = |Vn+1].
o P
k—1 p=2
En réalisant une décomposition en éléments simples

1 1 =l (p+1>—(p—1))_1(L L)
-1 (p-Dp+1) 2\ (p-1)(p+1) 2\p-1 p+1

on poursuit le caleul

1L/ 1 1 1(N 1 N
=33 () s (St - )
24\p-1 p+1)  2\&p-1 P+l

p=2

Apres glissement d’indices, on simplifie les portions communes aux deux sommes

o Nz‘:ll_’\’*% (1o 1
" 2\&p =D T2 2 N N+1)°

Quand rn tend vers I'infini, N tend aussi vers linfini ct

Sn

AL

4
1

Finalement, la série ¢tudiéc converge et sa somme est égale & 3/4.
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Exercice 16 **

Justifier la convergence et calculer la somme de la série

1
Y‘nrmnn(Q—)
.- n+n+1

n>0

Solution

méthode
| On peut percevoir le terme sommé sous une forme télescopique wy, — thpi1.

Considérons vy = arctan(1) et, pour tout n € N*,

f |
v, = arctan (— \ - arctan( )
n / \n+1

Par la formule

tana + tanb

t b) = tanatend
an{a + b) 1 —tanatanb

pour a.b.a+b# g [r]

on obtient pour n .+ |

1
tanv, = ———
"t 441

Sachant v, € ]0;%/2[, on peut affirmer!

e — ar(:tan[

— our tout n. € N*,
n? tn+ 1) P

On peut alors exprimer les sommes partielles et étudier leur convergence

N N | /o
\;_. rw = arctanl ) + \ (mnn:.( n ) = arctan( : ‘ ))
=) n=4"\ VT \}+ R

1 =
..'\"+1.} Nosoo 2

= 2arctan(l) — arct-an[

On peut conclure que la série étudiée converge et est de somme égale a /2.

Exercice 17 **

Soit a,b € R. Déterminer la nature de la série

Y (Vr+av/a+i+bvnt2).

nzi

Calculer sa somme lorsqu’il ¥ a convergence.

1. Pour reconnaitre la valenr d'une arc tangente, on doit disposer d'un angle de |—n/2; /2]
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Solution

méthode
On détermine un équivalent du terme général de la série en fonction des valeurs
des parametres.

Notons u, le terme général de la série étudiée. On sait

: 5 1 1o (2
V14 nu:01 + = U + ofu?).

On obtient aprés quelques calculs

1
Un \/7_l<1+a\/1+—+b\/l+z)
n n

= at2b a+4b 1
n—>_+oo(] +O.‘+‘b)\/'n+m - W+('(;13_/E)

Cas:a+b+1=0.

+oo sil+a+b>0
—00 sil+a+b<0.

n—4oo

Uy ~ (l+a+d)vn—— {
n—-+00

La série }_ u, diverge grossiérement.
Cas:a+b+1=0eta+2b+#0.

73 a+2b
b O 2\/7:.

YUy,

Par ¢équivalence de séries a termes de signe constant, la série 3 u,, diverge car on connait
la divergence de la série de Riemann 3~ .
Cas:a+b+1=0eta+2b=0.0naalorsa=—-2,b=1et
1

u -1 —,
4 L= +00 4n3/2

Par équivalence de séries & termes de signe constant, la série Y u, converge.
Calculons alors sa somme en étudiant ses sommes partielles. Par translations d'indices,
on a pour tout N € N*

{V N N+1 N+2
}_‘(\/r—:,»-izx/n+1+\/n+2) = E\/{:—?Z Vv + z NI
n=1 =1 n=2 n=3

En simplifiant les portions communes aux trois sommes !, il reste

N
S -2V +1+vn+) =vi-V2+VN+2-VN 1 1.

3
—

1. Fn fait, le terme étudié est télescopigue de la forme vnp) — tn pour v = v+ 1 — /n.
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Enfin, en multipliant par la quantité conjuguée

1
0
VN +2+VN+1 Notso

VNF¥2—+VN+1=

On peut alors conclure

+o0
Zl,\-'u ~2yn+1l4+vVn+2)=1~ V2.

n=J

11.5.3 Lien suite-série

Exercice 18 **

Soit {u,) la suite récurrente définie par

2

n-

uy €071 et VYn €N, unyr = U, ~u

Etudier la convergence de la suite (u,).

Etudier la convergence et donner la somme de la série 3 uj,.

Etudier la convergence de la série 3" In(1 — u,,).

)
)
)
)

d) Quelle est 1a nature de la série de terme général wu,, ?

Solution
(a) méthode
| On vérifie que (xz,,) est monotone et borndée.
On constate
z—x*=x(l-x2)€]0;1] pourtout z €]0:1[.

Le terme initial ug appartenant a Iintervalle ]0;1[, tous les termes de la suite {u,)
appartiennent aussi & 'intervalle |0;1[. De plus, la suite (uy,) est déeroissante car

Bopal — Up = —-ui <0 pour tout n € N,

La suite {u,) étant décroissante et minorée par 0, elle converge vers une limite £ = 0. En
passant la relation de récurrence u, 41 = u, — w2 & la limite, on obtient £ = ¢ — ¢2 et la
seule solution de cetie équation est £ = 0.

Finalement, la suite (u,) décroit vers 0.

(b) Soit 7 € N. On constate I’écriture télescopique w3, = 1, — ¥n41. On a donc aprés
simplification
N

N

1“.: - V\lu. = . E——— .
E n= ) ¢ Ungl) = Up - UNI Neotod o
7.—6) n=0

La séric 3~ u;, converge et sa somme vaut ug.
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{c} Soit n € N. On a vu ci-dessus u, > 0 et 'on peut écrire

4
In{1 — 4,) = ln( i :

‘T

) = In(Un41) ~ In{2y,).

On a donc aprés simplification télescopique

N N
Y il —un) = (In(ngr) = In(un)} = In(uy11) — Infuo) Tt o

n=0 =0

La série > In{l — u,) diverge.

{d) Puisque (uy,) est de limite nulle, on peut affirmer

In{l — u,) e "line

Par équivalence de sérics a termes de signe constant, on peut conclure que la série 3 u,
diverge.

Exercice 19 **
Soit (a,) une suite positive et (u,) la suite définie par

a,
up >0 et YmeN, uppy =up+ —.

413

Montrer que la suite (u,) converge si, et seulement si, la série de terme général a,,
converge.

Solution
Notons que la suite (uy,) est croissante & termes strictement positifs.

méthode
|| On compare w1 — i, et le quotient e, /.

Si {u,) converge alors sa limite £ est strictement positive et

Gn £(tn41 Ur).

n—400

La série de terme général u,4+1 — u, étant convergente, on obtient la convergence de la

série de terme général a,, par équivalence de séries & termes positifs (Th. 8 p. 384).
Inversement, si la série de terme général a, converge alors, par croissance de (u,), on

a pour tout naturel n

- - a'ﬂ

0« Un+1 Un = .
Up

Par comparaison de séries & termes positifs (Th. 7 p. 384), la série télescopique de terme

général 1,41 — Uy converge et donc la suite (u,) converge.
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Exercice 20 *** (Séries de Bertrand ')
Dans ce sujet, on souhaite déterminer sclon les valeurs de @, 8 € R la nature de la
série 3" u, avec

Un = pour n = 2.

n* ()8

{a) On supposc @ < 1. Déterminer la limite de nu, quand n tend vers !'infini.
Quelle est la nature de la série 3 uy, 7

(b) On suppose & > 1 et 'on introduit A € |1;a[. Déterminer la limite de ntu,
quand n tend vers l'infini. Quelle est la nature de la série ¥, !

{(c) On suppose @ =1 ot 8 # 1 et 'on introduit
U = {In n)’—ﬁ pour n = 2.

Déterminer un équivalent de ¥,41 — v, quand n croit vers Iinfini. En déduire Ia
nature de la série de terme général w, en fonction de 3.

(d) On suppose pour finir e = 3 = 1. Déterminer la nature de ¥_ u,, en introduisant

wy, = In{lnn)  pour n = 2.

Solution

(a) méthode

Pour résoudre cette limite, on écrit nu, sous forme exponenticlle et l'on ex-

ploite
In{lnn) n_)=+°0 o{lnn).
1
P = miage = @Rl —§ (o)) —— toc.

>0 =o(lun)

A partir d'un certain rang on a nu, 1 ct done u, > 1/n. Par comparaison de séries &
termes positifs, on peut conclure que la séric étudiée diverge.

(b) Par des calculs analogues

i, = exp((A—e)lnn+o(lun)) —— 0.
n—+oc

\ ; no+oc
<0

Cette fois-ci on obtient que le terme w, est négligeable devant 1/n* quand n tend vers
Vinfini. Sachant A > 1, on peut affirmer que la série de terme général u, converge
absolument par comparaisou a une série de Riemann convergente.

1. Cette étude généralise celle des séries de Riemann (qui correspond au cas 8 = 0)
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(¢) méthode
On développe In{n + 1) en écrivant

1 1 !
In{n 4+ 1} :lnn—i—ln(] +—) = Inn-{——+o(l)

L j n—=+40 n

Unt1 — vn = (In{n + 1))1 P (Inn)t#

1-
1 1
_ 1-8 = (] 1-8
n_H_oo(lnn) <1 nlnn O<nlnn>> (an)ese

En exploitant le développement

(1 +u)t-* z:»ol + (1 — Bu+ o(u)

on obtient

— = - = }
N — 3 l_ﬁ
Unti = Un - (lnn) (1 (1 'B)nlnn \n nn (1nn)’

(1-3) ! i : —6
ntoc ‘a(nn)? |\ n(lnn)? oo n(ln~n)"3
On en déduit I'équivalence
1

. ——— - Un )
iy n—Hool A3(vn+l n)

méthode
| Par le lien suite-séric, la suite (v,) et la série de terme général v,y — vy ont
| 1a méme nature.
Par équivalence de séries a termes positifs !, la série de terme général u,, a la nature
de la série de terme général v,11 — vy, c’est-a-dire la nature de la suite (v,,). On peut
alors affirmer que > u, converge pour 5 > 1 et diverge pour 3 < 1.

d) Par un calcul analogue au précédent.
o

[ ! ‘1
Wyt1 — Wy = In(In(n + 1)) — In(lnn) L= Lln( Inn+ . +0( ;)) —In(lnn)
| !
— +0 )) —In(lun) ~ — .
ninn \ qlun n—toc nION

/
= In(lnn) + lnl\ 1+

Par équivalence de séries & termes positifs, la séric § u,, a la nature de la série télescopique
de terme général wy, 4| —wp, c'est-a-dire la nature de la suite (wy,). La série ¥ u, diverge.

1. Par définition, il est clair que wu,, cst positif.
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Exercice 2] ***

Soit @ dans R*, a et b dans R\ N. On considére la suite {(u,) déterminée par

n—a
n—=5b

up=0 et YneEN, upy = Uy«

{a) Montrer I'cxistence d’un réel A # 0 tel que

A
Uy, -
n—}+oc no b

{(b) Déterminer la nature de la série de terme géunéral u, et calculer sa somme
lorsqu’elle converge.

Solution

(a) Commencons par observer que la suite (1, ) est bien définie car b ¢ N. De méme,
on peut souligner que ses termes sont tous non nuls car @ ¥ N et a # (0. La qunestion
posée conduit & établir la convergence de la suite (n“"’un).

méthode

Afin de pouvoir exploiter la relation de réeurrence qui est de nature multipli-
cative, on introduit la série télescopique associée & la suite (v, ) déterminée par
‘ Uy = ln b, n,,).

|
Pour n assez grand, le rapport 7= est strictement positif et le signe des termes u,
ne change plus. Quitte & considérer la suite opposée en choisissant —a au lieu de «, on
peut supposer ce signe strictement positif ce qui permet d'introduire a partir d'un certain
rang v, — lll('nf"_bu.n). On a alors

""T"l.‘! (u_'_'\
Vg1 — U = (@ — b) ln( i +1n )
\n / \ tn /
1 bh—a\
:l-;—h»ln(1+—)+ln|/1-« -
! n \ n—~b
Sachant In{1+u) = u+0(u2) quand v tend vers 0}, on peut poursuivre le développement
1 b-— 1
Uni1 = Un n—:;w(a_b); + \nz) O(?;)

La série télescopique de terme général v,,4.1 ~w, converge absolument et douc la suite (v,,)
converge. En posant £ sa limite, on obtient

n® by, — &
n——4oc
¢t done A
Wy = —— avee A=ct=0.

n—+oo pe b
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{b) Par I'équivalent de signe constant qui précéde, on peut affirmer que la série de
terme général u, converge si, et senlement si, ¢ — b > 1.

Supposons cette condition remplie et calculons la somme S de 1a série. Pour tout n € N,
on a {n—bu,y = (n — a)u, et donc

(b+ Dtpry — aun = (n+ Vg ~ ntiy,.

En sommant cette relation, on obtient pour tout N € N

N N
Z((b—l— 1)ty — auy,) = Z((n.+ Datpyy — n.un) = (N + uysr
n=0

n=0
En passant a la limite quand N tend vers I'infini
(b+1)(S—u)—aS=0
car u, = o{1/n) en vertu de Péquivalent obtenu au-dessus. On en déduit

b+ Do
b+1-—a

11.5.4 Comparaison série-intégrale

Exercice 22 *
Déterminer un équivalent quand n croit vers I'infini de

Solution

méthode
On opeére une comparaison série-intégrale apreés étude de la monotonie de la
fonction exprimnant le terme sommé.

On introduit la fonction réelle f définie sur ]1; +oc[ par la relation

flz) = —

zlnz’

La fonction f est décroissante car c’est 'inverse d’une fonction croissante et positive. On
peut alors encadrer le terme f(k) par des intégrales de f sur [k — 1;&] et [k;k + 1)

s

1 k
/ ft)ydt = flk) « [ f(e)de
k Jk—1

(la minoration vaut pour k = 2 et la majoration pour & » 3 seulement).
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En sommant ces encadrements tout en isolant le terme d’indice & = 2 lors de la
majoration :

n

Z(/:ﬁlf(t)dt) : g."'.k' < f(2) +:§5( I:I f(f)dt\)A

k=2
En raccordant les intégrales

.

it 41 i n
/ Ot < S k) < +/ fity e
2 N=3 J2

202

Il reste & calculer les intégrales cn constatant une forme «'/u en u{t) = Int
/ F(tydt = [m(lm)} = In(Inn) — In(ln2) et
? .

'/*'n+l

j Ftydt = In{In(n + 1)) — In(In 2).

Les deux membres encadrants sout équivalents a In(lnn) quand n tend vers Uinfini et
Pon peut conclure

~ 1
Z g e In(lun).
k=2

Exercice 23 **

Déterminer la nature de la série de terme général

+o0 1
n= D o
k=n+1
Solution
méthode

II ne faut pas se méprendre sur la question posée : on veut la nature de la série
>, et non la convergence de la série dont u,, est le reste!

Le terme 1, est bien défini car c'est le reste d’une série de Riemann convergente. La
fonction = — 1/2? est décroissante sur [1;+oc| et I'on peut affirmer 1'encadrement qui

suit pour tout & = 2
[ty 1 kodx
- & 5 € L
‘/k- x? "k k-1 T

Soit n = 1 et N > n. En sommant ces encadrements pour & allant de n+1 8 N

N+1 N N
d_a: < Z i < d_a:
" x? k2 n Z2

At k=n+1
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On calcule les intégrales en introduisant la primitive x — —1/z et 'on fait tendre N vers
Iinfini pour obtenir

I — | |
= 3 EEL
n+ 1 k=n+l n

Les deux membres encadrants sont équivalents & 1/n quand » tend vers l'infini et donc u,y,
aussi .

Par équivalence de séries & termes positifs, on peut conclure a la divergence de la série
de terme général u,,.

Exercice 24 ***
Soit ) u, une séric divergente de réels strictement positifs. On pose

n
S = 5: ug  pour tout n € N,
k=0
Montrer que, pour tout a > 1, il y a convergence de la série

Un

S_g‘

Solution

méthode
Lorsque la suite (u,) est constante égale & 1, on retrouve la situation des
séries de Riemann. On peut calquer a la situation en cours la démonstration
de convergence des séries de Riemann par comparaison 4 une intégrale.

Soit n € N*. La fonction ¢ ~+ 1/t* est décroissante sur J0: 4+oc] et uy, = S — Sy

donc
Un Su e Sno dp
oo Ga S -
s'l Sn_ 1 ‘sl'l n—1 ’

En sommant, on obtient pour tout N = 1

S Swn

Ur, Modt 1 1 1 1
\ I o e~ | —— <

/ [ o0 | L" ‘l .

La serie étudiée est & termes positifs et convergente car ses sommes partielles sont majo-
rées.

1. Cette étude correspond au cas particulier @ = 2 du sujet 7 p. 392.
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11.6 Exercices d’approfondissement

Exercice 25 *

(a) Soit nn € N. Vérifier I'identité

1 n 1 #n+l
/U (Z(—l)’“t") dt:ln2+(-1)"/ﬂ lHdt.

k=0

(b} En déduire la convergence et la somme de la série harmonique alternée

[ ]“u--l

.- n
nal

Solution

{a) méthode
| La somme en premier membre est géométrique : on sait la calculer!

Soit ¢ € [0;1]. Par sommation géométrique de raison —¢ ¥ 1, on a

’ R P el
TR =l o i N UNRPIPYY i
fanad 1+t 1+t

Par linéarité de l'intégrale, on oblient

1 n 1 1 1
dt il dt
/ E (—1)*¢k ) dt = — +(—1)”/ dt avec —=n?
0 o 1+t o 1+t e

k=0

(b} Soit n € N. Par linéarité, on peut exprimer le premier membre de 'identité pré-
cédente comme une somme partielle

/01 (Xn:(—l)ktk> dt = i((—l)k/ tk dt) i

k=0 k=0 k=0

tk+1 1 B __1)k
[k+1L”‘Z k+1°

k=0
Il ne reste plus qu'a étudier la limite du terme intégral restant.

méthode

Pour déterminer la limite d'une intégrale, on peut encadrer la fonction intégrée
par des fonctions dont on sait calculer des primitives.

Pour tout £ € [0;1], on a

gt

0«
1+t

g t‘,”"
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En intégrant en bon ordre cet encadrement, on obtient

P oantl 1
Ue;/ _ dté/ Pl de =
o 1+1 0

Par le théoréme de convergence par encadrement, on affirme

'tn+2 1 B 1
n+2 0* 7+ 2 n—toe

1 .'Ln+l

dt ———— 0.
Jo L+t n—o+oa

On peut alors conclure & la convergence de la séric étudiée tout en obtenant la valeur de
sa somme

+o0o _ n+1 k—1 n k
3 (. 3 (-1) m (3 (=% _
o —'n,— 7 nl—y-;r-loo T nllbl}-loo P k+1 =In2.

k=1

Exercice 26 **
Déterminer une suite réelle (u,,) telle que uy, — 0 et telle que la suite des
TL—+ 100

somines particlles de la série ¥~ u,, diverge sans limite.

Solution

méthode
Puisqu’il est délicat de calculer les sommes partielles d’une série quelconque,
il est, préférable de chercher les sommes particlles 5, puis de poser u, égal &
Sp — Sn—) pour constituer un exemple.

On veut ici une suite {5, ) qui diverge sans limite et telle que ses termes successifs
soient de plus en plus proches. La suite de terme général S, = sinn vérifie la premiére
condition sans vérifier la seconde : nous allons « ralentir la fréquence d’oscillation ».

Pour n € N, considérons S, = sin{+/n} et introduisons la suite (u,,) définie par

ty = Sy — Su_p =sin{y/n) —sin(vVn—1) avec n =1

Vérifions que la suite (u,) est de limite nulle.

méthode
On exploite la formule de factorisation

n — A\
sinp — sing = 2sin(pT }cos(z%).

Pour n = 1, on peut écrire

-\/n_m}m(\/m\/m)

n :ZSin( 3 5
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Or en introduisant la quantité conjuguée

Jr—vn—1 1
2 T 2(Vnt Jno1) noe=

Par composition de limites on peut conclure que la suite {(u,,) est de limite nulle.

> ().

Exercice 27 *
Soit f: [L;+oo[ —+ R une fonction de classe C! strictement positive telle que

2 f{w)

{a) On suppose £ > —1. Montrer la divergence de la série >~ f(n).

(b} On suppose £ < —1. Montrer la convergence de la série Y f(n).

Solution
(a) méthode
| On retraduit 'hypothése exprimée par la limite en terme d’inégalité.

Pour  asses grand, la quantité xf'(x)/ f(z) est supérieure & —1. Il existe done un
réel A dans Pintervalle {1; 400 tel que pour tout réel z au dela de A

Jlire) 1

@ %
En intégrant cette inégalité pour = = A,

r ,l ' -l 3
n(f(z)) - In(F(A)) = / '.(',)' dtz | —'$ —mA Inz.

A v JA g

Ainsi,
C
flz) 2 — avec C=Af(A)>0.
Par comparaison de séries & termes positifs, on peut affirmer la divergence de 3 f(n).
{b) méthode

On retraduit & nouveaun 'hypothése en terme d'inégalité mais en prenant cette
fois appui sur unc valeur strictement inférieure & —1.

Soit un réel o > 1 tel que £ < —«. Pour « assez grand, on a

F@)

fa) S e
En intégrant cette inégalité, on obtient Pexistence d'un réel C' > 0 Lel que pour x asscz
grand

flz) <

Par comparaison de séries & termes positifs, on peut affirmer cette fois-ci la convergence
de la série Y f(n) car o > 1.

C
za
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Exercice 28 **
Pour n € N*, on introduit le polynéme récl

) 2n 4+ 1
Fu(X Z( ])9(2 +1) -

et les nombres \
yE= pour k& [linl
tan ( 2r-1: 1 )
{a) Soit x € {0;7/2[. En calculant de deux facons la partie imaginaire de

e;m \2n+1
( sinz )

établir l'identité

sin{(2n + 1)z) " {2n+1 1 \F
SIRER A ) 37—t ——
T ;.:u‘ =, {z - 1) (t;m?x)

(h) En déduire que les ap sont exactement les racines du polynéme P, .

(c) Etablir les identités

it 1 - n(2n-~1) 5 - 1 _ 2n(n+1)
1 tan® (52%5) 3 L xin® (300 ) 3
{d) En exploitant 'encadrement
1 1 1

2

Vo € |0;7/2 <
1057/2, tan?s 22 ginlzx

Déterminer la valenr de la somme

—|
> 5

Solution

{a) D’une part,

/e N2+l el2r+)x _Sil]((2n+1)9:)

lmk ) _ lm( =
.' . 2n+1 ra 21t 1
sin (sinz) / sin x
D’autre part,
+ \en+l \am+ |
( e Y" feosw )
sinz / \sinz
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En développant par la formule du bindme’

O L 2n+1 B 2%1 om+1 1 2n+1—kik
sin z o k tan )

k=0

La partie imaginaire est obtenue pour les termes d'indices impairs k= 2p +1 :

- ei’” ik _ i( l)p 2n+1 1 (Kt
sin B 2p+1/) \tan?z )

p=0

{b) Notons que les iy sont bien définis car, pour & € [1;7], le réel kn/(2n + 1) est
élément de Pintervalle J0; 7 /2[. Par la formule qui précéde

» ( 1 ) _ sin{(2n + 1)z)
"\tan?z/)  sin?tlg

et done, pour tout entier & compris entre 1 et n,
Polag) =0 car sin(kn) =0.

Les oy sont donc racines du polynéme P,

Le polyndme P, cst de degré n et les oy constituent n racines deux a denx distinctes
de celui-ci car la fonction x — 1/tan?(z) est strictement décroissante done injective
sur ]0;7/2[. Le polyndéme P, ne posséde alors pas d’autres racines et celles-ci sont des
racines simples.

{c) En factorisant le polyndéme P, & partir de ses racines, on peut écrire
Pro=GnX" a1 X" 1+ ta= an{X —a1) .. (X — ).

En identifiant le coefficient de X™ ! de part et d'autre, on obtient la relation

Lei
2 2 1 y —
o — ( n+ 1) “ontl et ani= / n‘+ ): (2n +1)2n(2n 1).
L1 Uy 6

On obticnt donc

x 1 _ n(2n—l)_

amlf _Ax
k=1 tan (2n+l) 3
Sachant 5
1 cos? z + sin’ x 1
] - ? - l [>3 .
sin”« sin” T tan® x

1. 1} est commode d'appliquer la formule du bindme en portant la puissance k sur le terme i plutét
que sur le terme en tangente.
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On obtient aussi

\l 1  n2n—1)  2n(n+1)
s 3 » n
:T"; ‘-‘ln-l Ji: / 3 3

{d) Par étude des fonctions définies par les différences de membres successifs, on jus-
tifie l'encadrement

0<sinz <z <tanz pour tout x € |0;m/2(

dont découle celui proposé :
1 ” 1 % 1
T x? T sinx

r,an2 T

En appliquant celui-ci pour 2 = £7/(2n + 1) et en sommant pour £ allant de 1 & n

n(2n—-1) = (2n+1)2  2n(n+1)
3 = kr? 3

En réorganisant les membres, on parvient a l'encadrement suivant :

n(2n-1) , S'ls T 2(n4]) ,
32n+ 12" &= k2 T 3en+1)?

Les deux membres encadrants convergent vers la méme limite et I'on peut conclure

« .k»2 nsdo 6

Finalement, la série 5 1/n? converge et

2T A
o 6

Exercice 29 **

Soit (un)nen une suite réelle strictement positive et strictement croissante.
Déterminer la nature de la série de terme général

Un+1 — Un
Up
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Solution

Posons
Awrr — Wy

Up 7= —————  pour tout n € N.

iy,

Si la suite luy, | converge, sa limite £ est strictemoent positive et 'on peut écrire
4
Py ™~ ={Upi] = Un)
’ n—>+-:>of\ n+1 n)
La séric a termes positifs N (un4 — uy) converge car elle a la nature de la suite (uy,).
Par équivalence de séries a termes positifs, la série 3~ v, converge aussi.
Si la suite (u,) diverge alors, par croissance, la suite (u,) tend vers +oc. Par la dé-
croissance de la fonction £ — 1/¢, on peut affirmer I'inégalité !

Uy, — Unp a1 1t Untl df
maltn [ R [ S = ) - (),

iy Uy Un s 2

Puisque la suite (ln un) croit, vers I'infini, la série télescopique 3 (ln Upe1 — In un) diverge
et, par compataison de séries & termes positifs, la séric 3 »,, diverge aussi.
Finalement, la série 3" v, a la nature de la suite (u,).

Exercice 30 ***

On énumere en ordre croissant les nombres premiers par une suite (pn)n>1 -

m =21 p’2=31 p3=5’“‘

(a} Soit N &€ N*. Vérifier
N

ip >3
n_ll_l/pn - = n’

=1

(b) En déduire la nature de la série 3~ 1/p,.

Solution
(a) méthode
P 1 . P
H On peut exprimer ;—— 75~ bar une somme géométrique.

Puisque les termes 1/p, sont éléments de [0; 1[, on peut écrire

N i N g0
,»l:[nl_l/p' _"l;[}(;)p_:‘

Les termes sommés étant positils, on peut minorer le produit en introduisant M € N
arbitraire

l“l 1 "[ 3‘1 !

s A T
.- -

n=|i oo o top Pn

1. Cette inégalité est aussi une conséquence de I'inégalité « classique » In(1 + )} < = pour & > —1.
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Lorsque I'on développe le terme en second membre, on fait apparaitre les inverses de
tous les entiers pouvant s'éerire pilps? -+ - pp~ avee ap, g, ..., ax ¢léments de [0; M].
Fn choisissant, M suflisamament. grand !, tous les entiers compris enire 1 et N figurent
dans la liste précédente. Puisque les autres termes sommés sont positifs, on pent athrmer

la minoration voulue
. A

11 _ b =xl
1-1/p, ’:—_‘_ln'

n—1

(b) Par la minoration qui précéde, le produit tend vers +o¢ quand N croit vers I'infini.
En passant au logarithme

L N 1
In Hm :Z —ln(l—p—n> T’\

n=1 n=1

ce qui signific la divergence de la série de terme général — ln(l - ]/pn).
Or, la suite (p,,) étant de limite +oc, on peut affirmer I'équivalent

( 1\ 1
—In(] =) =
p'n) e £

Par équivalence de séries & termes positifs, on conclut 4 la divergence de 5 --

r I

1. Prendre M tel que 2Y N sulffit.






Formulaire

Trigonométrie

Transformations angulaires
Pour iz réel
cos(—z) = cosz
cos(m + ) = —cosx
cos(m — &) = —cosa

cos(w/2 —x) = sinzx

Formules de développement

PPour a et b deux réels

sin{—xr) = —sin®
sin(r + ) = —sinx
sin{mr — ) = sinz

(

En particulier,

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb
cos{a — b} = cosacosb + sinesinb
sin(a + b) = sinacosb -+ cosasind

sin(a — &) =sinacosh — cosasinbd

2

cos(2a) = 2¢cos®a — 1 = cos’a —sina =1 — 2sin’a et

Sous réserve d’existence

tan{a + b) = tana + tanb tanfa — b)

1 —tanatand’

tana — tanbd
" 1+ tanatanb

sin(2a) = 2sinacosa

2tano
et tan{2¢) = ———
(2a) 1 —tan?a
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Formules de linéarisation

Pour a ct b deux réels

1
cosacosh = 3 (cos(a — b) + cos{a — b))
L 1
sinasind = 3 (cos(a — b) — cos(a + b))
. 1
sinacosh = 5 (sin(a + b) + sin(a — b))
En particulier,
. 1+ cos(2a 1 — cos(:
cosa = LEORN gz, w

Formules de factorisation

Pour p et ¢ deux réels

Cos P+ Cosg = QCOSlp;q)Colp Q)

J

cosp—cosq:—Zsin(p; si {

’)
sinp + sing = QSin{vp; )cos[p f])
)

sinp — sing = Zsm( ;q )con

Formules d’Euler et de Moivre

Pour tout réel £

cit + e—it ] eit . e—it
cost = —— et sint = —————
2 21

et pour tout entier n
(cost +1isint)™ = cos(nt) + isin(nt)
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Dérivation

Dérivées des fonctions usuelles

Pour n € Z, a € R et z évoluant dans un intervalle convenable

n

- 37"‘+1

EARE

|
1+
I

() = < (i)
Bt (G-
% (z°) = az®! .Igt (/)
(cos)(z) = —sinzx (sin)/(z) = cos
(tan)(x) = 1 + tan? x = ﬁ {arclan)'(xz) =
(arccos)(z) = = (aresin)’(z) =

V19— 2

{ch)(z) =shx

Dérivation des formes composées

Pour u fonction dérivable convenable el o € R

s
(sh){z) = chz

xul=a’\'"' lnu’:i
(e") =wlc (lnw) ”
f
Y — gyl =1 (1 u e\ _ 01
(«") = nu'u { ”) = (u®) = av'u
(cosu) = —u'sinu {sinu) =« cosu (tanwu)’ = /(1 + tan® u)
u’ ! !
arccosu) = ———— (arcsinu) = ——= arctanu) =
( 1) 1 ’U_.Iz ( . 1 "; (: & ) 1 + ‘U?

{(chu) =u'shu (shu) = u chu
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Calcul intégral

Primitives usuelles

Pour n € N, a € R\ {—1} et ¢ évoluant dans un intervalle convenable

1 ] !
/tfi dt = —tn-i—l / & dt = tOH—l
n+ 1 .

. a+1
/%dtZIH |¢] /etdt:ct
/sintdtz—cost / costdt = sint
/shtdt=cht /chtdt:sht

/‘ 1 ] .
—— dt = arctant / ——— df = arcsint
;1412 .

vi-=t*
Intégration des formes composées

Pour n € N. o € R\ {—1} et u fonction dérivable convenable

1 1
/u'u" = u” /u’u"‘ — u*t!
n+1 a+1
/
/y—:lnlu| /u’e“:e“
u

/u' sin(u) = — cos(u) /u’ cos(u) = sin(u)

u' u
—— = arctan(u ———— = arcsinu
/ 1+ u? ®) / V1—u?
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Calcul asymptotique

Equivalents usuels en 0

Lorsque & tend vers {

In(l+z)~x =1~z
. . 1,2
sinx ~ & 1—cosz ~ g
tana ~ « arctanz ~

(14+z)*—1~az (aveca€R)
Ces ¢quivalents peuvent, aussi étre considérés en remplagant x par le terme w,, d’une suite
de limite nulle @ Inf{1 + t,) ~ ty, €47 ~ 1 ~ 2y, etc.
Développements limités usuels

Lorsque u tend vers {)

-

Vru+u? o ut +o(u”)

=1l—u+u+--- +(=1)"u" + O(un)

» (—11n-1
(1 +u) =u— qu tot Tu” + ofu™)

1 1 L
u o _ _ a2 ] 2N o
¢ =l4udgu+pu’ -4 +o{u")

oo~ 1 ale—1) ... {la—n+1
(14+u)®=1+au+ %uz 4t ( ) - )‘LL" +o(u")
\ 1 2+1 ‘g +l 1" M oy
co¥n=1—-u —=-9% " o
‘ PT! Y 0{u™)
S — th— 1'1;,3 + : S _Lf_”_n_,,-‘r- =1 + o(uz"“)
6 120 (2n ~ 1)!
chu=1+ luz + l-u4 + -+ L u’™ + (J(umﬂ)
- 2 U {221
1 1 5 1 g .
Sl’lu:?L+;?13+@11-o+"'+mh" .ullu""’|

1, o
tany =u+ ju +ofu)
[

| (=1
arctant = u — ~u> + -+ + r——u2n+1 + o(u%H)
3 2n+1






Table des matiéeres

2

1 Nombres et fonctions réelles 3
1.1 Lesnmombresréels . . . . . . . .. .. ... ... ... 3
1.2 Fonctions réelles . . .. . . .. L 8
1.3 Deérivation . . . . . . . . . . e e 12
1.1 Exercices d'apprentissage . . . . . . . .. ... o oL 14

Inégalités . . . . . . . L 14
Bornes supérieures, borues inférieures . . . . ..o Lo 0oL L 17
Fonctions réelles . . . . . . . . . Lo 18
1.5 Exercices dentrainement . . . . . L0 oL L oo 21
Lesnombres . . . . . . .. e 21
Indgalitds . . . . . . . e e e e e e 23
La fonction partic enticére . . . . .. .. Lo o e 25
Bornes supérieures, bornes inféricures . . . . .. .. oL 0oL 26
Etude de fonctions . . . . . . . . o e 29
1.6 Txercices d’approfondissement . . . . .. ... L. Lo 33
Fonctions usuelles 39
2.1 Fonction bijective . . . . . . . . L 39
2.2 DPuissances et logarithmes . . . . . .. ... oL o 0oL 41
2.3 Tonctions circulaires . . . . . . oL oL L e e e e 43
2.4 Fonctions circulaires réciprogques . . . . . Lo o000 45
2.5 Fonctions hyperboliques . . . . . . . . . . . Lo o 47
2.6 Exercices d'apprentissage . . . . . . ... oo 49
Puissances, exponentielle et logarithme . . . . . . 0. ..o 0oL 49
Fonctions circulaires . . . . . . . L L e 50

Fonctions circulaires réciproques . . . . . . . . ... L. .0 53



426

Table des matieres

Fonctions hyperboliques . . . . . . . . . . oL L 56
2.7 Excrcices d'entraluement . . . . . . . oL L 0oL s e bl
Fonctions bijectives . . . . . . .« v v e e 56
Puissances, exponentielle et logarithme . . . . . . . . 0. 000000 59
Fonctions circulaires . . . . . . . . L. oL oL oo e 63
Fonctions circulaires réciproques . . . . . . . . ... L. 67
Fonctions hyperboliques . . . . . . .. . . ..o Lo 73
2.8 Exercices d’approfondissement . . . . .00 L0000 oL 76
Les nombres complexes 83
3.1 Geénéralités sur les nombres complexes . . . .. 0000000 83
3.2 Equations algébriques . . . .. ..o Lo 87
3.3 Fonctions complexes d’une variableréelle . . . . . ... ... ... ... 89
3.4  Excrcices d'apprentissage . . . . L. L oo o000 e 91
Module, argument, conjugaison . . . . . . ... ... 91
Application & la trigonométrie . . . . . .. ... oo oL 93
Racinesde 'unité . . . . . . . . . . . . ... ... .. 95
Equations algébriques . . . . . .. .. Lo 96
3.5 Exercices d’entralnement . . . . . . ... .o L oL L0 99
Les nombres complexes . . . . . .. .. L .o 99
Inégalités dans € . . . . . . . o Lo 102
Trigonométrie . . . . . . . . L 104
Leplancomplexe . . . . . . . L e 110
Equations algébriques . . . . . .. ... ... e 112
36 Exercices d'approfondissement . . . . ... ..o 116
Calcul de primitives ct d’intégrales 121
4.1 Calcul de primitives . . . . . ... ... 121
4.2 Caleul dlintégrales . . . . . . L e e e e 122
4.3  Exercices d'apprentissage . . . . . .. . ..o e e e e e e 124
Caleuls d’intégrales . . . . . . . .. .. 124
Calculs de primitives . . . . . . . . ... ... 129
4.4 Excrcices d'entrainement . . .. L L 0L 136
Calenls d’intégrales . . . . . . . . . . ... e 136
Intégration par parties . . . . . . . . . . . .. 140
Changement de variable . . . . . ... ... . L oo 146
4.5 Exercices d’approfondissement, . . . . .. L. Lo 149
Equations différentielles linéaires 155
5.1 Equations linéaircs du premicr ordre . . . . . . oL 0oL 155
5.2 Equations du second ordre & coefficients constants . . . .. . .. ... .. 157
5.3 Exercices d'apprentissage . . . . . . . . . . ... .. ..o 159
Equations linéaires du premierordre . . . . . ... oL o000l 160
Equations linéaires du second ordre a coefficients constants . . . . . . . . 162
5.4 Exercices d'entralnement . . . . . ... oL oL, 164



Table des maticres 427

Equations linéaires du premier ordre . . . .. ..o . 164
Probleme de Cauchy . . . . . . . o o Lo 169
Equations linéaires du sccond ordre a coefficients constants . . . . . . . . 173
Problémes liés 4 la résolution d'une équation différentielle . . . . . . . .. 180

5.5 Exercices d’approfondissement . . . . . . ... o000 183
6 Suites numeériques 187
6.1 Lessuitesréelles . .. . . . ... Lo 187
6.2 Limite dunesuiteréelle . . . . .. . .. oo L 0oL 189
6.3 Comportement des suites monolones . . . . . . . . . . ... .. 191
6.4 Suitesextraites . . . . . . . L 192
6.5 Traductions séquenticlles . - . . . .. oo o oL Lo 193
6.6 Extension aux suites complexes . . . . ... L0000 193
6.7 Suites remarquables . . . . .. ..o Lo L e 194
6.8 Excrcices d’apprentissage . . . .. oL L L 0oL oo 196
Généralités . . . . . . . . 196
Convergence ct. divergence . . . . . . . ... 199
Caleul de Hmites . . . . . . . . . . . 202
Limites monotones . . . . . .. . . L e e e e e 205

6.9 Bxercices d'entrainement . . . . . . ... oL 206
Définitions quantifiées des limites . . . . . . . . ... .. ... 206
Limites monotones . . . . . . . oL 0oL e 208
Etudes de limites par comparaison . . . . . . ... .. .. ... ... ... 212
Suites adjacentes . . . .. L L Lo L e e e 214
Etudes des suites récurrentes . . . . ..o oo vt e 216

6.10 Exercices d’approfondissement . . . . . ... ..o 222
7 Limites et continuité 229
7.1 Limites . . . . . e e e e e e e 229
7.2 Continuité . , . . . . . . e e e e e e 233
7.3 Extension aux fonctions complexes . . . . . . . .. oL 235
7.4 Exercices d’apprentissage . . . . . . .. ... ..o 236
Limites . . . . e e e e e e 236
Continuité . . . . . . e e e e e 240

7.5 Exercices d’entrainement . . . . . .. .. ..o 242
Limites . . o . o o e e e e e e e 242
Continmité . . . . . . . .. e 244
Théoreme des valeurs intermédiaires . . . . . . ... Lo 245
Théortme des bornes atteintes . . . 0 0 o o000 oo 247
Equations fonctionnelles . . . . . .. . . .. . 250

7.6  Excrcices d’approfondissement . . . ... oL L0 253



428

Table des maticres

8 Dérivabilité 257
8.1 Dérivabilité . . . . . . . . . e 257
8.2 Theéoréme de Rolle et des accroissements finis . . . o . o . 0oL 208
8.3 Classe dine fonetion . . . . . . . 0L o Lo s 260
8.4 Extension aux fonctions complexes . . . . ... L. oL 261
8.5 Exercices d’apprentissage . . . .. . . ... .. Lo oo 262

Dérivabilité . . . . . . . . 262
Théoreme de Rolle et des accroissements finis . . . . ... .. ... .. .. 265
DErivees SUCCESSIVES  « . .« v v v v v e e e e e e e e e e e 266
8.6 Excrcices d'entralnement . . . . . . . . L oL L o 269
Généralités . . . . . . e e 269
Calculs de dérivée n-iéme . . . .. . . e 274
Théoreme de Rolle . . . . . . . . ... . L 275
Accroissements finis . . . . . ... oL Lo Lo 279
8.7 Exercices d’approfondissernent . . . . ... ..o oL 282

9 Calcul asymptotique 289
9.1 Comparaisons des suites numérigques . . . . . . . . Lo 289
9.2 Comparaisons des fonctions numeériques . . . . . . . .. ... L. 292
9.3 Développements limités . . . . . .. . ... 295
9.4  Exercices d'apprentissage . . . . . . .. 0o e e e e e e 208

Comparaisons de suites numériques . . . . . .. .o oL 298
Comparaisons de fonctions numériques . . . . . .. ..o oo 304
Calculs de développements limités et asymptotiques . . . . . . . . .. .. 307
9.5 Excrcices d’entralnement . . . . . ..o L Lo Lo e e 311
Etudes asymptotiques de suites numériques . . . . . . .. .. .. ... 311
Etudes asymptotiques de fonctions numériques . . . . ..o oL L 319
9.6 Exercices d’approfondissement . . . ... ..o oLl 327

10 Intégration sur un segment 333
10.1 Définition de Pintégrale . . . . . . ... ... oL Lo oL 333
10.2 Propriétés de P'intégrale . . . . . . .. ... ... oL 336
10.3 Calcul intégral . . . . . ... .. 339
10.4 Exercices d’apprentiSsage . . . . v .« oo e e e b e e e 340

Généralités . . . . . . . L e 340
Sommes de Riemann . . . . .. ... L L 344
Intégration des fonctions rationmelles . . . . . ... ..o o000 346
Formulesde Taylor . . . . . . . . . . .. .. ... .. 349
10.5 Exercices d’entrainement . . . . . . 0oL Lo 350
Géndralités . . . . L e e e 350
Croissance et positivité de 'intégrale . . . . . ... ... o000 353
Limites d’intégrales . . . . . .. . .. . . ... 356
Fonctions dont la variable définit une borne d'intégration . . . . . . . .. 363
Formules de Taylor . . . . . . .. .. .. .. ... .. .. .......... 369

Continuité uniforme . . . . . . . . .. .. 370



Table des matiéres 429

10.6 Exercices d’approfondissement . . . . . . . ... L. 373
11 Séries numériques 381
11.1 Généralités sur les séries numériques . . . . . . . . . . . ... 381
11.2 Séries a termes positifs . . . . . .. L oL 384
11.3 Convergence absolue . . . . . . . . .. ... ..o 385
11.4 Exercices d’'apprentissage . . . . . . . . . . ..., 386
Natures . . . . . . e e e e 386
Caleuls desomme . . . . . . . . ... 389
Etude asymptotique . . . . . . . ... L 390

11.5 Exercices d’entrainement . . . . . . . . ... ... L. 393
CONVEIZENCE .+ . v . o v v e e e e e e e e e e e e e e 393
Caleulsdesommes . . . . ... 0 e e 398

Lien suite-série . . . . . . . . ... 402
Comparaison série-intégrale . . . . . . . .. ... .. ... ... ... ... 407

11.6 Exercices d’approfondissement . . . . . . .. ... ... ... ... .. 410



Collection Prépas scientifiques
Dirigée par Olivier Rodot
C. ANTONINI, Algebre MP/MP*
N. BASBOIS et P. ABBRUGIATI, Algébre MPSI/PCSI, 2¢ édition
G. COSTANTINI, Analyse MPSI/PCSI, 2¢ édition
K. DAO DUC et D. DELAUNAY, Probabilités
D. DELAUNAY, Exercices d'analyse MP/MP*
D. DELAUNAY, Exercices d'analyse MPSI
D. DELAUNAY, Exercices d'algebre et de probabilités MP/MP*
D. DELAUNAY, Exercices d’algébre et de probabilités MPS!
0. RODOT, Analyse MP/MP*

Chez le méme éditeur
T. RIBEYRE, Chimie PC/PC*
M.-A. SCHOTT, J. VALENTIN, G. MAGADUR, S. CLEDE, A.-L. LEFEVRE,
A. ALTMAYER-HENZIEN, Chimie PCSI/MPSI



accompagnés de résumeés de cours. Il est destiné aux éleves de CPGE
scientifiques de premiere annee en filiere MPSL. |l pourra aussi inte-
resser les etudiants preparant le CAPES de mathématiques.

Les résumés de cours présentent de fagon synthétique les définitions et les théorémes
conformément au programme de la filiére. lls seront utites pour une révision rapide et
efficace et pourront servir de formulaire.

c et ouvrage propose 336 exercices d’analyse regroupés par chapitre et

Les exercices proposés sont de niveaux variés et regroupés en trois catégories :

* Jes exercices d'apprentissage permettent I'acquisition des fondamentaux du cours ;

* |es exercices d’entrainement conduisent a la maitrise des concepts du chapitre ;

* |les exercices d’approfondissement invitent les étudiants a une recherche plus
fouillée par la mise en résonance de notions présentées dans différents chapitres.

Les corrections des exercices sont détaillées pas a pas et accompagnées de
méthodes mettant en lumiére les démarches suivies et les idées récurrentes,

LE S des resumes de cours
des méthodes
336 exercices de niveaux variés

des corrigés tres détaillés
strictement conforme au programme officiel

David DELAUNAY, ancien éléve de I'Ecole normale supérieure de Cachan, est professeur agrégé
de mathématiques ep classes préparatoires au lycée Dupuy de Lome de Lorient.

Collection dirigée par Olivier RODOT

MPMP ' MP/MP*

dExelfgz;es Exercices i Exa':mioes
‘al re " ‘algébre
aaeprobabiftes | | danalyse | e probabilites

o,

978-2-9073-0623-3

LU o=
QIU7ZRIR

O7H ANAR 732

nception graphique - Pricxo&Prran



