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Fiche d’exercices ¢ Développements limités

Motivation

Prenons 'exemple de la fonction exponentielle. Une idée du comportement de la fonction f (x) = exp x autour du
point x = 0 est donné par sa tangente, dont 'équation est y = 1 + x. Nous avons approximé le graphe par une droite.
Si I'on souhaite faire mieux, quelle parabole d’équation y = c, + ¢;x + c,x? approche le mieux le graphe de f autour
de x = 07? Il s’agit de la parabole d’équation y =1+ x + %xz. Cette équation a la propriété remarquable que si on
note g(x) =expx — (1 +x+ %xz) alors g(0) =0, g’(0) = 0 et g”’(0) = 0. Trouver I'équation de cette parabole c’est
faire un développement limité a 'ordre 2 de la fonction f. Bien sfir si 'on veut étre plus précis, on continuerait avec
une courbe du troisieme degré qui serait en fait y =1+ x + %xz + %xg.

Dans ce chapitre, pour n'importe quelle fonction, nous allons trouver le polynéme de degré n qui approche le mieux
la fonction. Les résultats ne sont valables que pour x autour d’une valeur fixée (ce sera souvent autour de 0). Ce
polyndme sera calculé a partir des dérivées successives au point considéré. Sans plus attendre, voici la formule, dite
formule de Taylor-Young :

2 n
£ = FO)+£/(0x + £7(0) 57 + -+ F(0) > + x"e(x).


http://www.youtube.com/watch?v=vlFWMeBUTXo
http://www.youtube.com/watch?v=gFpLfhXjLSY
http://www.youtube.com/watch?v=_AS7bwOsxd4
http://www.youtube.com/watch?v=bS8MxViqUUE
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00163.pdf
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La partie polynomiale f(0)+ f'(0)x +---+ f (”)(0)% est le polynome de degré n qui approche le mieux f(x) autour
de x = 0. La partie x"e(x) est le « reste » dans lequel e(x) est une fonction qui tend vers 0 (quand x tend vers 0) et
qui est négligeable devant la partie polynomiale.

1. Formules de Taylor

Nous allons voir trois formules de Taylor, elles auront toutes la méme partie polynomiale mais donnent plus ou moins
d’informations sur le reste. Nous commencerons par la formule de Taylor avec reste intégral qui donne une expression
exacte du reste. Puis la formule de Taylor avec reste f"*1(c) qui permet d’obtenir un encadrement du reste et nous
terminons avec la formule de Taylor-Young trés pratique si 'on n’a pas besoin d’information sur le reste.

Soit I C R un intervalle ouvert. Pour n € N*, on dit que f : I — R est une fonction de si f est n fois dérivable
sur I et f™ est continue. f est de si f est continue sur I. f est de si f est de classe €™ pour
toutn € N.

1.1. Formule de Taylor avec reste intégral

Théoréme 1 (Formule de Taylor avec reste intégral).
Soit f : I — R une fonction de classe 6" (neN) et soit a,x € I. Alors

FOO) =@+ f(@)x—a) + ED(x —a)* +

f(”)(a) (x a)n n fx f(n+1)(t)( t)ndt,

Nous noterons T,(x) la partie polynomiale de la formule de Taylor (elle dépend de n mais aussi de f et a) :

7 (n)
! ( )( a)2+~~+fn'(a)(x—a)”.

T,(x) = f(@) + f'(@)(x —a) +

Remarque.
En écrivant x = a + h (et donc h = x —a) la formule de Taylor précédente devient (pour touta eta+h deI) :

4 () LIRSy
fla+h) = (@) +f(@h+ 0w --+fn—'m)h”+f 06, yar

Exemple 1.
La fonction f(x) = exp x est de classe ¥"*! sur I = R pour tout n. Fixons a € R. Comme f’(x) =expx, f”(x) =
exp X,...alors pour tout x €R :

X
t
expx=expa+expa-(x—a)+---+eXP (x—a)y*+ J ex;: (x—t)"dt.
n! . n

Bien sfir si 'on se place en a = 0 alors on retrouve le début de notre approximation de la fonction exponentielle en
2 3
x=0:expx=1+x+§—!+3§—!+...

Preuve du théoréme. Montrons cette formule de Taylor par récurrence sur k < n
" (k)
=5 @+ f@b-a)+ Db -ap 4+ LDy f Ol
(Pour éviter les confusions entre ce qui varie et ce qui est fixe dans cette preuve on remplace x par b.)

Initialisation. Pour n = 0, une primitive de f’(t) est f(t) donc fabf’(t)dt = f(b) — f(a), donc f(b) = f(a) +
fabf’(t)dt. (On rappelle que par convention (b—t)° =1 et 0! =1.)

Hérédité. Supposons la formule vraie au rang k — 1. Elle s’écrit £ (b) = f(a) + f'(a)(b—a) +--- (k 1()?)(b a) 1+
k—
f f(k)(t)(l()k t)l)|
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On effectue une intégration par parties dans l'intégrale f F®() (bk o " dt.En posant u(t) = f©(t) et v/(t) = (?,:_t)lk)_,l ,
_ )k
onau'(t)=f*D(r) et v(t) = —(b t) ; alors

(b-a) N —t)k
=f(’<)(a)T+L f& ”(t)Tdt.

Ainsi lorsque 'on remplace cette expression dans la formule au rang k — 1 on obtient la formule au rang k.
Conclusion. Par le principe de récurrence la formule de Taylor est vraie pour tous les entiers n pour lesquels f est
classe €™t O

1.2. Formule de Taylor avec reste f""1(¢)

Théoréme 2 (Formule de Taylor avec reste f 1)),
Soit f : I — R une fonction de classe €"*! (n € N) et soit a,x € I. Il existe un réel c entre a et x tel que :

F) = F(@)+ f(a)(x —a) + 59 (x —a) +

(n+1)
+ fo (G)(X " + f(n+1()C')(x_a)n+1'

Exemple 2
Soient a, x € R. Pour tout entier n > 0 il existe ¢ entre a et x tel que expx =expa+expa-(x—a)+---+

a)n + (;)iplc)l (X _ a)n+1.

expa (X _

Dans la plupart des cas on ne connaitra pas ce c¢. Mais ce théoréme permet d’encadrer le reste. Ceci s’exprime par le
corollaire suivant :

Corollaire 1.
Si en plus la fonction |f ™*V| est majorée sur I par un réel M, alors pour tout a,x €1, ona:
|X _ a|n+1
[f ()= T,(x)| <M

(n+1)

Exemple 3.

Approximation de sin(0,01).

Soit f(x) = sinx. Alors f(x) = cosx, f”(x) =—sinx, f®(x) = —cosx, f®(x) = sinx. On obtient donc f(0) =0
f (0)=1, f”(0)=0, f®(0) = —1. La formule de Taylor ci-dessus en a = 0 & I'ordre 3 devient : f(x)=0+1-x+0-
= — 1x +f(4)(c) +r» Cest-a-dire f(x) =x— %3 +f(4)(c)§, pour un certain ¢ entre 0 et x.

Apphquons ceci pour x = 0,01. Le reste étant petit on trouve alors

(0,01)3
6

sin(0,01) ~ 0,01 — =0,00999983333...

On peut méme savoir quelle est la précision de cette approximation : comme f®(x) = sinx alors |f“(c)] < 1. Donc
3 4 3 4 4
|f(x)—(x—’%)| < %7~ Pour x = 0,01 cela donne : |sin(0,01)—(0,01— (0’(())1) )| < (0’20‘%) . Comme (Oﬁ) ~4,16-1071°

alors notre approximation donne au moins 8 chiffres exacts apres la virgule.

Remarque.
« Dans ce théoréme I'hypothése f de classe €™"! peut-étre affaiblie en f est « n + 1 fois dérivable sur I ».
e «leréel c est entre a et x » signifie « ¢ €]a, x[ ou ¢ €]x, af ».
e Pour n = 0 c’est exactement 1’énoncé du théoreme des accroissements finis : il existe ¢ €]a, b[ tel que f(b) =
fla)+f'(c)(b—a).
o SiI est un intervalle fermé borné et f de classe ¢!, alors f ("*1) est continue sur I donc il existe un M tel que
|[f ™D (x)| < M pour tout x € I. Ce qui permet toujours d’appliquer le corollaire.

Pour la preuve du théoréme nous aurons besoin d’un résultat préliminaire.
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Lemme 1 (Egalité de la moyenne).
Supposons a < b et soient u,v : [a, b] — R deux fonctions continues avec v positive ou nulle. Alors il existe c € [a, b]

tel que [ u(t)v(t)dt =u(e) [ v(r)dt.

. . b b
Démonstration. Notons m = inf., ,ju(t) et M = sup,p, pju(t). On a alors mfa v(t)dt < fa u(t)v(t)dt <
[P u(eyv(e)de

<
Mf v(t)dt (car v > 0). Ainsi m [P0y

< M. Puisque u est continue sur [a, b] elle prend toutes les valeurs

[P uov(o)de

comprises entre m et M (théoréme des valeurs intermédiaires). Donc il existe ¢ € [a, b] avec u(c) = o
v(t)at

Preuve du théoréme. Pour la preuve nous montrerons la formule de Taylor pour f(b) en supposant a < b. Nous
montrerons seulement ¢ € [a, b] au lieu de ¢ €]a, b[.
Posons u(t) = f™D(¢) et v(t) = Lol t) (qui est bien positive ou nulle). La formule de Taylor avec reste intégral s’écrit

f(b) =T,(a)+ fbu(t)v(t)dt Par le lemme, il existe ¢ € [a, b] tel que f u(t)v(t)dt = u(c) fa v(t)dt. Ainsi le

reste estf u(t)v(t)de —f("*l)(c)fb (tf f) dt = f(”H)(c)[ (l(’ni)lr;l] f("*l)(c)(lznﬂ), Ce qui donne la formule

recherchée. O

1.3. Formule de Taylor-Young

Théoréme 3 (Formule de Taylor-Young).
Soit f : I — R une fonction de classe €™ et soit a € I. Alors pour tout x €I ona:

FO)=f@+f (@) —a)+ EQ(x—a)> +---

L )(a)(x a)" + (x —a)"e(x),

ol € est une fonction définie sur I telle que €(x) — O.
xX—a

Démonstration. f étant une fonction de classe 6™ nous appliquons la formule de Taylor avec reste f™(c) au rang

n— 1. Pour tout x, il existe ¢ = c(x) compris entre a et x tel que f(x) = f(a) + f'(a)(x —a) + £ (a)(x —a) 4+

L8 (e —a)* + 229 (x—a)™. Que nous rééerivons : f(x) = f(a)+f (@) (x—a)+ 32 (x—a)>+-- 0@ gyt
W(e)—fm

f (C)n!f (a) (x—a)"

()
. On pose e(x) = ’M Puisque f ™ est continue et que ¢(x) — a alors lim,_,, e(x) =0. O

1.4. Un exemple

Soit f :]—1,+00[— R, x — In(1+ x); f est infiniment dérivable. Nous allons calculer les formules de Taylor en 0

pour les premiers ordres.

Tous d’abord f(0) = 0. Ensuite f'(x) = 1+X donc f’(0) = 1. Ensuite f”(x) = (1+1x)2 donc f”(O) = —1. Puis

FOx) = +2(1+X)3 donc f®)(0) = +2. Par récurrence on montre que f(”)(x) = (-1)"Yn-1D1x
— f (0) _ (n—1)! 1)' X

F™(0) = (=1)"(n—1)!. Ainsi pour n> 0 : X = (=) =(-1)" 17.

Voici donc les premiers polynémes de Taylor :

(1+x)" et donc

2 2 3
To(x)=0  Ti(x)=x Tz(x)zx_x? Ts(x)=x—x?+x?

Les formules de Taylor nous disent que les restes sont de plus en plus petits lorsque n croit. Sur le dessins les graphes
des polynémes Ty, T;, Ty, T5 s’approchent de plus en plus du graphe de f. Attention ceci n’est vrai qu’autour de O.
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y=In(1+x)

Pour n quelconque nous avons calculé que le polynome de Taylor en O est

n k x2

X x3 x"
T, (x) = E (—1)k_1—=X——+——---+(—1)"_1 )
k=1 k 2 3 n

1.5. Résumeé

Il y a donc trois formules de Taylor qui s’écrivent toutes sous la forme

f(x)=T,(x)+R,(x)

ou T,(x) est toujours le méme polynéme de Taylor :

" Q)
r,0)= @+ f@c—a)+ b+ LDy
! n!
C’est 'expression du reste R, (x) qui change (attention le reste n’a aucune raison d’étre un polynéme).
x f(n+1)(t)
R,(x)= —'(x —t)'dt Taylor avec reste intégral
“ n!
f(n+1)(c)
R,(x)=—(x—a)""! Taylor avec reste f"*(¢), ¢ entre a et x
(n+1)
R, (x)=(x—a)"e(x) Taylor-Young avec e(x) — 0
X—a

Selon les situations 'une des formulations est plus adaptée que les autres. Bien souvent nous n’avons pas besoin de
beaucoup d’information sur le reste et c’est donc la formule de Taylor-Young qui sera la plus utile.

Notons que les trois formules ne requierent pas exactement les mémes hypothéses : Taylor avec reste intégral a 'ordre
n exige une fonction de classe ¥™*!, Taylor avec reste une fonction n + 1 fois dérivable, et Taylor-Young une fonction
%". Une hypothese plus restrictive donne logiquement une conclusion plus forte. Cela dit, pour les fonctions de classe
%6 °° que 'on manipule le plus souvent, les trois hypothéses sont toujours vérifiées.

Notation. Le terme (x —a)"e(x) ou €(x) 5 0 est souvent abrégé en « » de (x —a)" et est noté o((x —a)™).
X—

Donc o((x —a)") est une fonction telle que lim, _,, o(((;__—;))n") = 0. Il faut s’habituer a cette notation qui simplifie les

écritures, mais il faut toujours garder a I'esprit ce qu’elle signifie.

Cas particulier : Formule de Taylor-Young au voisinage de 0. On se raméne souvent au cas particulier ot a =0, la
formule de Taylor-Young s’écrit alors

2 n
£ = F(O)+£/(0)x + F(0) 5 ++-++ FP(0) - + x"e(x)
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ou lim,_,,e(x)=0
Et avec la notation « petit 0 » cela donne :

2 n
F(x) = £(0) + £/(0)x +f”(0)’;—! Ty +f(">(0)’;—! +o(x")

Mini-exercices.

1. Ecrire les trois formules de Taylor en 0 pour x — cosx, x — exp(—x) et x — shx.
2. Ecrire les formules de Taylor en 0 & I'ordre 2 pour x —» 1/+Tx’ X — tanx.

3. Ecrire les formules de Taylor en 1 pour x — x> —9x2 + 14x + 3.

4. Avec une formule de Taylor a 'ordre 2 de +/1 + x, trouver une approximation de 4/1,01. Idem avec In(0, 99).

2. Développements limités au voisinage d’un point

2.1. Définition et existence

Soit I un intervalle ouvert et f : I — R une fonction quelconque.

Définition 1.
Pour a €I et n € N, on dit que f admet un (DL) au point a et a 'ordre n, s’il existe des
réels ¢y, cq,...,C, et une fonction € : I — R telle que lim,_,, ¢(x) = 0 de sorte que pour tout x €1 :

fX)=cp+cx—a)+---+c,(x—a)*+ (x —a)'e(x).
o L'égalité précédente s’appelle un DL de f au voisinage de a a l'ordre n .

o Le terme ¢y + ¢ (x —a)+ - +c¢,(x—a)" est appelé la du DL.
o Le terme (x —a)"e(x) est appelé le du DL.

®
La formule de Taylor-Young permet d’obtenir immédiatement des développements limités en posant ¢, = @ (a) :

Proposition 1.
Si f est de classe €™ au voisinage d’'un point a alors f admet un DL au point a a Uordre n, qui provient de la formule
de Taylor-Young :

f ”(a) i (")(a)

f PO 0y LD ap s

ot lim,_,, €(x) = 0.

(x—a)"+(x—a)"e(x)

Remarque.

1. Si f estde classe ¥ au voisinage d’un point 0, un DL en O a l'ordre n est 'expression :

2 n
f(x)=f(0)+ f'(0)x +f”(0)§—! e +f(n)(0)’:l_! +x"e(x)

2. Si f admet un DL en un point a a l'ordre n alors elle en posséde un pour tout k < n. En effet

(k)
e = f@+ ey s @ qy
(k+1) (n)
+f(—£_:1(;1!)(x—a)k+1+ 4L ()(x— )" + (x —a)"e(x)

=(x—a)n(x)

ou lim, ,,n(x)=0

2.2. Unicité

Proposition 2.
Si f admet un DL alors ce DL est unique.
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Démonstration. Ecrivons deux DLde f : f(x) =co+c;(x —a)+---+c,(x —a)" + (x —a)"e;(x) et f(x) =dy+d;(x —
a)+---+d,(x—a)" + (x —a)'e,(x). En effectuant la différence on obtient :

(do —co) +(dy —c)(x —a) + -+ + (dy — c)(x —a)" + (x —a)"(€2(x) —€,(x)) = 0.

Lorsque I'on fait x = a dans cette égalité alors on trouve d, — ¢, = 0. Ensuite on peut diviser cette égalité par x —a :
(dy —c))+(dy—c))(x—a)+ -+ (d, — ¢, )(x —a)"™ + (x —a)"(e,(x) — €1(x)) = 0. En évaluant en x = a on
obtient d; —¢; =0, etc. On trouve ¢, =d,, ¢; =dy, ..., ¢, = d,,. Les parties polynomiales sont égales et donc les restes
aussi. O

Corollaire 2.
Si f est paire (resp. impaire) alors la partie polynomiale de son DL en 0 ne contient que des mondémes de degrés pairs
(resp. impairs).

. 2 4 6
Par exemple x — cos x est paire et nous verrons que son DL en 0 commence par : cosx =1—%; + 7 — & + .

Démonstration. f(x) = cy+c;X + X% +c3x3 + -+ + ¢, x" + x"e(x). Si f est paire alors f(x) = f(—x) =cy—c;x +
Cx? —cyx® + -+ + (—=1)"c,x™ + x"e(x). Par 'unicité du DL en 0 on trouve ¢; = —c;, ¢c3 = —s, ... et donc ¢; = 0,

C3:0,... O

Remarque.

1. L'unicité du DL et la formule de Taylor-Young prouve que si I'on connait le DL et que f est de classe 6" alors on
peut calculer les nombres dérivés a partir de la partie polynomiale par la formule ¢; = % Cependant dans la
majorité des cas on fera I'inverse : on trouve le DL a partir des dérivées.

2. Si f admet un DL en un point a a 'ordre n > 0 alors f est continue en a et ¢y, = f(a).

3. Si f admet un DL en un point a & I'ordre n > 1, alors f est dérivable en a et on a ¢, = f(a) et ¢; = f'(a). Par
conséquent y = ¢, + ¢;(x —a) est '’équation de la tangente au graphe de f au point d’abscisse a.

4. Plus subtil : f peut admettre un DL a I'ordre 2 en un point a sans admettre une dérivée seconde en a. Soit par
exemple f(x) = x>sin % Alors f est dérivable mais f’ ne 'est pas. Pourtant f admet un DL en O & l'ordre 2 :
f(x) = x%e(x) (la partie polynomiale est nulle).

2.3. DL des fonctions usuelles a I'origine

Les DL suivants en 0 proviennent de la formule de Taylor-Young.

expx=1+%+§—?+§_?+...+%+xn€(x)

chx = +)§_?+4_?+"'+é$!+x2"+16(x)

th:%+§+X—T+"'+%+x2”+ze(x)
cosx=1—% + 5 — .4 (=1 ”é—i")!+x2”+le(x)
sinx:%—’é—?+X_T_...+(_1)n(2x;+*ll)!+x2n+ze(x)
1n(1+x)=x—x—22+x§_...+(_1)n—1%+xne(x)

—1)...(a—n+1
+a(a )ngan )

(1+x)*=1+ax+ 202 4. x™ + x"e(x)

1
=1—x+x>—x3+-- +(—1)"x" + x"e(x)
1+x
1
1—=1+x+x2+---+x”+x"e(x)
—X
Vitx= 1+5—1x24 (1)t 13 B yn g yne(x)

IIs sont tous a apprendre par coeur. C’est facile avec les remarques suivantes :
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o Le DL de chx est la partie paire du DL de exp x. C’est-a-dire que I'on ne retient que les mondémes de degré pair.
Alors que le DL de shx est la partie impaire.

e Le DL de cos x est la partie paire du DL de exp x en alternant le signe +/— du mondéme. Pour sin x c’est la partie
impaire de exp x en alternant aussi les signes.

» On notera que la précision du DL de sin x est meilleure que I'application naive de la formule de Taylor le prévoit
(x2"2¢(x) au lieu de x2""e(x)) ; cest parce que le DL est en fait a I'ordre 2n + 2, avec un terme polynomial en
x2"*2 nul (donc absent). Le méme phénomene est vrai pour tous les DL pairs ou impairs (dont sh x, cos x, ch x).

e Pour In(1 + x) n’oubliez pas qu’il n’y a pas de terme constant, pas de factorielle aux dénominateurs, et que les
signes alternent.

o Il faut aussi savoir écrire le DL a I'aide des sommes formelles (et ici des « petits 0 ») :

k

n n k
expx = Z % +o(x™) et In(1+x)= Z:(—l)k_1 x? +o(x™)
: k=1

k=1
o LaDLde (1+ x)“ est Valide pour tout o € R. Pour @ = —1 on retombe sur le DL de (1 + x)™! = 1+X Mais on
retient souvent le DL de 1 ~ qui est trés facile. Il se retrouve aussi avec la somme d’une suite géométrique :
n+1 n+1
T+x+x2+-+x"=1

1
S ST Tt G(X)

1—x
1 . A . .
e Poura= % onretrouve (1+x)2 =+v1+x=1 + 5 — gx +---. Dont il faut connaitre les trois premiers termes.

2.4. DL des fonctions en un point quelconque

La fonction f admet un DL au voisinage d’un point a si et seulement si la fonction x — f(x + a) admet un DL au
voisinage de 0. Souvent on ramene donc le probléeme en 0 en faisant le changement de variables h = x —a.

Exemple 4.
1. DLde f(x)=expx en 1.

On pose h = x — 1. Si x est proche de 1 alors h est proche de 0. Nous allons nous ramener a un DL de exph en
h=0.0On note e =exp1.

exp x exp(1+(x—1))=exp(l)exp(x —1) =eexph

h? h"
= e(1+h+—+---+—+h”e(h))
2! n!

—1)? 1"

= e(1+(x—1)+%+---+%+(x—l)"e(x—1))
oulim, ,; e(x—1)=0

2. DL de g(x)=sinx en 7t/2.

Sachant sinx = sin(g + x — %) = cos(x — ) on se ramene au DL de cosh quand h = x — 5 — 0. On a donc

sinx =1— (X_Z!%) S (1) (X(er)), +(x—3)"e(x — %), oulim,_,, pe(x —5)=0
3. DL de £(x)=1n(1+3x) en 1 a lordre 3.
11 faut se ramener a un DL du type In(1+h) en h = 0. On pose h = x —1 (et donc x =1 + h).
Ona £(x) = In(1 +3x) =1n(1+3(1+h)) —In(4+3h) =In(4-(1+ %)) =In4+In(1+2) _1n4+——§(%)2+
%(%)3 +h3e(h) =1n4+ 3(X L_ =1+ Z(x—1)° + (x—1)%e(x—1) ot lim, ,; e(x —1) =

Mini-exercices.

e +e

1. Calculer le DL en 0 de x +— chx par la formule de Taylor-Young. Retrouver ce DL en utilisant que chx = ==

2. Ecrire le DL en 0 a lordre 3 de v/1 + x. Idem avec
3. Ecrire le DL en 2 a lordre 2 de 1/_ .

1
Vitx®

4. Justifier l'expression du DL de 7= a l'aide de I'unicité du DL et de la somme d’une suite géométrique.
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3. Opérations sur les développements limités

3.1. Somme et produit

On suppose que f et g sont deux fonctions qui admettent des DL en 0 a l'ordre n :
fX)=co+cx+-+c,x"+x"e;(x) gx)=dy+dix+---+d,x"+ x"ey(x)
Proposition 3.
e f + g admet un DL en 0 Uordre n qui est :
(f +8)x) = F(x)+g(x) = (co +do) + (¢ +dy)x + - + (¢, + dp)x" + x"e(x).
o f x g admet un DL en O Uordre n qui est : (f x g)(x) = f(x) x g(x) = T,(x) + x"e(x) ott T,,(x) est le polynéme
(cotcx+--+cx™)x(dy+dyx+---+d,x™) tronqué a Uordre n.
un polynéme a l'ordre n signifie que I'on conserve seulement les monémes de degré < n.

Exemple 5.
Calculerle DL de cos x x /I + x en 0 a l'ordre 2. On sait que cos x = 1—3x2+x%e; (x) et VI +x = 1+3x—2x2+x2€,(x).
Donc :

1 1 1
cosx x V1+x = (1 - Exz + xzel(x)) x (1 X gxz + xzez(x))

1 1
=1+ 3%~ gx2 + x%e,(x) on développe

1 1 1
— —x? (1 +-x—=x*+ xzez(x))
2 2 8

1 1
+ x%e;(x) (1 + EX — gxz + xzez(x))
1 1, 9 ;
=1+ Ex - §X + x%€5(x) on développe encore
1 1 1 1
- EXZ — ZXB + 1—6.)('4 — 5)(462(.)()

1 1
+x%e (x) + 535361(3() — §x461(x) + x*e;(x)e,(x)

1 1 1
=1+ Sx+ (—gxz - §x2) termes de degré 0 et 1, 2

partie tronquée a l'ordre 2
x2e,(x) — 22 + £ xt — 1xte,(x) + x2%€4(x)

1 1 et les autres
+3x3e(x) — gxter(x) + x*e; (x)ey(x)

reste de la forme x2e(x)
1 5
=1+ =x—=x?+x2%e(x)
2 8

On a en fait écrit beaucoup de choses superflues, qui a la fin sont dans le reste et n’avaient pas besoin d’étre explicitées !
Avec I'habitude les calculs se font tres vite car on n’écrit plus les termes inutiles. Voici le méme calcul avec la notation
« petit 0 » : dés qu'apparait un terme x2e;(x) ou un terme x°,... on écrit juste o(x?) (ou si I'on préfere x2e(x)).

1 1 1
cosx X V1+x = (1 - Exz + o(xz)) X (1 X - gxz + o(xz)) on développe

1 1
=1+ =x—=x*+o0(x?)
2 8
L) 2
——x“+o(x
x4 0(x?)
+o(x?)

1 5
=1+ =x—=x*+o0(x?)
2 8

La notation «petit o» évite de devoir donner un nom a chaque fonction, en ne gardant que sa propriété principale, qui
est de décroitre vers 0 au moins a une certaine vitesse. Comme on le voit dans cet exemple, o(x?) absorbe les éléments
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de méme ordre de grandeur ou plus petits que lui : 0(x?)— 2x° + x20(x?) = o(x?). Mais il faut bien comprendre que
les différents o(x2) écrits ne correspondent pas a la méme fonction, ce qui justifie que cette égalité ne soit pas fausse!

3.2. Composition

On écrit encore :
f)=C)+x"e;(x)=cog+cix+---+c,x" +x"e (x)
gx)=D(x)+ x"ey(x)=dy+dix +---+d,x" + x"ey(x)
Proposition 4.
Si g(0) = 0 (c’est-a-dire dy = 0) alors la fonction f o g admet un DL en 0 a Uordre n dont la partie polynomiale est le
polynéme tronqué a Uordre n de la composition C(D(x)).

Exemple 6.
Calcul du DL de h(x) = sin(ln(l + x)) en 0 a l'ordre 3.
e On pose ici f(u) =sinu et g(x) =1In(1 + x) (pour plus de clarté il est préférable de donner des noms différents
aux variables des deux fonctions, ici x et u). On a bien f o g(x) = sin(ln(l + x)) et g(0)=0.
e On écrit le DL a l'ordre 3 de f(u) =sinu=u— ’é—g, + u3e,(u) pour u proche de 0.
e Etonposeu=g(x)=In(1+x)=x— "72 + %3 + x3e,(x) pour x proche de 0.
« On aura besoin de calculer un DL & 'ordre 3 de u? (qui est bien sfir le produit u xu) : u? = (x— XZ—Z + ’(3—3 +x3e, (x))2 =
x%—x3 + x3e5(x) et aussi u® qui est u x u?, u® = x> + x3e,(x).
e Donch(x)=fog(x)=f(u)=u— Lé—s, +ule(w) = (x— x4+ 3x%) — 2x® + xPe(x) = x — $x2 + £x° + x3e(x).

Exemple 7.

Soit h(x) = 4/cosx. On cherche le DL de h en 0 & l'ordre 4.

On utilise cette fois la notation « petit 0 ». On connait le DL de f(u) =+vI1+uenu=02alordre 2: f(u)=+v1+u=
1+ su—su? +o(u?).

Et si on pose u(x) = cosx — 1 alors on a h(x) = f(u(x)) et u(0) = 0. D’autre part le DL de u(x) en x =0 a l'ordre 4
est:u=—1x%+ % x*+o(x*). On trouve alors u? = x* + o(x*).

Et ainsi

h(x)=f(u)=1+ %u — %uz +o(u?)

1 1 1 1.1

=1+ =(—=x*+ =x*)—=(=x*) + o(x*
o (=3 4 ) =55 +elh
1 1 1

=1—>x*+ —=x*— —=x*+o(x")
4 48 32
1 1

=1—>x*—=x*+o(x*
4 96 (=)

3.3. Division

Voici comment calculer le DL d’un quotient f /g. Soient
f(xX)=co+cix+-+cx"+x"e(x) gx)=dy+dix+---+d,x"+ x"ey(x)
Nous allons utiliser le DL de 7+- =1—u+u?—u®+---.

1

1. Sidy=1onposeu=d;x +---+d,x" + x"e,(x) et le quotient sécrit f /g = f X 737.

2. Sid, est quelconque avec d,, # 0 alors on se rameéne au cas précédent en écrivant
1 1 1

g(x) d01+g—1x+~~+%x"+xnz—zm.
0 0 0

3. Sid, = 0 alors on factorise par x* (pour un certain k) afin de se ramener aux cas précédents.



DEVELOPPEMENTS LIMITES 3. OPERATIONS SUR LES DEVELOPPEMENTS LIMITES 11

Exemple 8.
1. DL de tanx en O & l'ordre 5.
3
Tout d’zaboril sinx = x — % + 355 + x Se(x). D’autre part cosx = 1 — + = + x°e(x) = 1+ u en posant
u=—%+3; +x°e(x).
. 2 3 2 x2 x4 x* 5 i 1,3 5
Nous aurons besoin de u® et u” : u* = (— T+ tx e(x)) 7 tx’e(x) et en fait u® = xe(x). (On note
abusivement e(x) pour différents restes.)
Ainsi
1 1
= =1—u+u?—1d+ule(w)
cosx 1+u
2 4 4
x*  x* x
= 1+—=——"=+4=—+x¢(x)
2 24 4
2
X 5
= 14+ =+ —x"+x%€(x).
2 24
Finalement
tanx = sinx X
cosx

x3 x> 5
= (x—€+m+x E(X)) (1+?+2—4x +Xx E(X))
3
2
= x+x—+—x5+xse(x).
3 15

2. DL de X en 0 a lordre 4.

24x
1+x
24+x 21+
1 x\3  x\*
= -(1+ 1——+ —(—) +(—) + 4)
o x)( )+ (2) +otey
1 4
= _+__x_+x___+0(x4)

2 4 8 16 32

3. Si l'on souhaite calculer le DL de $2X en 0 & I'ordre 4 alors on écrit

Shx
3 5 2 4
sinx x—’é—!+’§—!+o(x5) B x(l—%+%+o(x4))
shx x+’§—f+’§—f+o(x5) x(1+%5 +5 +o(x%)
1

(1—— + —' +o(x4))

1+ 5 +5 +o(x%)
X2 4

= —1-T 4+ T ot
3 T gt o)

Autre méthode. Soit f(x) = C(x)+x"€e;(x) et g(x) = D(x)+x"€e4(x). Alors on écrit la division suivant les puissances

croissantes de C par D a 'ordre n : C = DQ + x""'R avec degQ < n. Alors Q est la partie polynomiale du DL en 0 a

l'ordre n de f/g.

Exemple 9.

DL de ZJ“f:CZZX a l'ordre 2. On pose C(x) =2+ x +2x3 et g(x) = D(x) =1+ x2 alors C(x) = D(x) x (2 + x —2x2) +
x3(1+2x). On a donc Q(x) = 2+ x —2x2, R(x) = 1+ 2x. Et donc lorsque I'on divise cette égalité par D(x) on obtient

ggg—2+x 2x2 + x2%e(x).

3.4. Intégration

Soit f : I — R une fonction de classe 6" dont le DL en a €I & I'ordre n est f(x) =cy+c;(x —a) +cy(x —a)®> +---+
clx—a)* + (x —a)'e(x).

I Théoréme 4.
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Notons F une primitive de f. Alors F admet un DL en a a Uordre n+ 1 qui s’écrit :

(x—a)’ te (x—a)

F(x)=F(a)+co(x—a)+¢; > 2T 3

4+

(X _ a)rH—l

(- ()

tc,

ot lim n(x)=0.
X—a

Cela signifie que 'on intégre la partie polynomiale terme a terme pour obtenir le DL de F(x) a la constante F(a) pres.

Démonstration. On a F(x)—F(a) = f;f(t)dt =ay(x—a)+---+ ncir”l (x —a)*' + f;(t —a)"e(t)dt. Notons n(x) =
1

Goay f:(t —a)'e(t)dt. (Remarque : la fonction € est continue : elle est continue en a par définition, et elle est

continue en dehors de a en écrivant e(x) = ﬁ(f(x) —(co+ci(x—a)+cy(x—a)? +---+c,(x— a)”)).) Alors :

G < | e 1 = @) 5By [e(0Ide | = | crbier | 5UPreg g (O - [ (6 = @)l = 2 supeg ()]
Mais sup,¢[, y1|€(t)| — 0 lorsque x — a. Donc n(x) — 0 quand x — a.
O

Exemple 10.
Calcul du DL de arctan x.

On sait que arctan’ x =

1+x2°

En posant f(x) = ﬁ et F(x) = arctan x, on écrit

1 n
arctan’ x = e Z(—l)kx”‘ + x2e(x).
k=0

—1)k 3 5 7
Et comme arctan(0) = 0 alors arctanx = >, _, %x”‘“ X le()=x—S+T -5+

Exemple 11.
La méthode est la méme pour obtenir un DL de arcsinx en O a 'ordre 5.
. _1 —2(—3-1
arcsin’x = (1—x2)72 =1—3(—x?) + ZTZ)(—XZ)Z +xte(x) =1+ 2x%+ 3x* + x%e(x).
Donc arcsinx = x + gx° + 5x° + x°e(x).

Mini-exercices.

1
1+x°2

. Calculer le DL en 0 a 'ordre 2 de v'1 + 2cos x, puis de exp(v 1+ 2cos x).

1. Calculer le DL en 0 & 'ordre 3 de exp(x)— puis de x cos(2x) et cos(x) x sin(2x).

. Calculer le DL en 0 a I'ordre 3 de In(1 + sin x). Idem a l'ordre 6 pour (ln(l + xz))z.

2
3
4. Calculer le DL en 0 a 'ordre n de ln(lx%% Idem a l'ordre 3 avec ﬁ—xx
5

. Par intégration retrouver la formule du DL de In(1 + x). Idem a l'ordre 3 pour arccos x.

4. Applications des développements limités

Voici les applications les plus remarquables des développements limités. On utilisera aussi les DL lors de ’étude locale
des courbes paramétrées lorsqu’il y a des points singuliers.

4.1. Calculs de limites
Les DL sont tres efficaces pour calculer des limites ayant des formes indéterminées! 1 suffit juste de remarquer que si
f(x)=cy+c;(x—a)+--- alors lim,_,, f(x) = co.

Exemple 12.
In(1+ x) —tanx + £ sin® x

Limite en O de —
3x2sin®x
f(x)

Notons 75 cette fraction. EnOona f (x) = In(1+x)—tan x—i—% sin? x = (x—x—;+%—’;—4+0(x4))—(x+’;—3+0(x4))+%(x—
2

% + o(x3))2 =% ’;—4 +2(x2—2x) +o(x*) = —Zx*+o(x*) et g(x) = 3x?sin® x = 3x2(x + o(x))2 =3x*+o(x).
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35 ol _s
Ainsi % = ?jf(f;(og)) = 311:(01()1 ) en notant 0(1) une fonction (inconnue) tendant vers 0 quand x — 0. Donc
: fx) __ 5

hmx_,o m =35

Note : en calculant le DL a un ordre inférieur (2 par exemple), on n’aurait pas pu conclure, car on aurait obtenu
2
{;E—g = %, ce qui ne léve pas 'indétermination. De facon générale, on calcule les DL a I'ordre le plus bas possible, et

si cela ne suffit pas, on augmente progressivement ’ordre (donc la précision de 'approximation).

4.2. Position d’une courbe par rapport a sa tangente

Proposition 5.

Soit f : I — R une fonction admettant un DL en a : f (x) = co + ¢;(x —a) + ¢ (x — a)* + (x — a)¥e(x), ot k est le
plus petit entier > 2 tel que le coefficient c; soit non nul. Alors Uéquation de la tangente a la courbe de f en a est :
¥ = cg + ¢;(x —a) et la position de la courbe par rapport a la tangente pour x proche de a est donnée par le signe
f(x)—y, Cest-d-dire le signe de c;(x —a)k.

Il 'y a 3 cas possibles.
» Si ce signe est positif alors la courbe est au-dessus de la tangente.
y

« Si ce signe est négatif alors la courbe est en dessous de la tangente.
y

Ql---- - -

\ x

 Si ce signe change (lorsque I'on passe de x < a a x > a) alors la courbe traverse la tangente au point d’abscisse a.
C’est un

y

Qtl-——
=

Comme le DL de f en a & lordre 2 s’écrit aussi f(x) = f(a) + f'(a)(x —a) + @(x —a)? + (x —a)?e(x), alors
I'équation de la tangente est aussi y = f (a)+ f'(a)(x —a). Si en plus f”(a) # 0 alors f (x)— y garde un signe constant
autour de a. En conséquence si a est un point d’inflexion alors f”(a) = 0. (La réciproque est fausse.)
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Exemple 13.
Soit f(x)=x*—2x3+1.
1. Déterminons la tangente en % du graphe de f et précisons la position du graphe par rapport a la tangente.
Ona f'(x)=4x%—6x2, f”(x) = 12x2—12x, donc f"(3) =—3#0 et k =2.
nel
On en déduit le DL de f en % par la formule de Taylor-Young : f(x) = f(%) +f’(%)(x — %) +7L 2(12)(x — %)2 +(x—
DPe) =B —(x— D= 3 — 1)+ (x— )e().
Donc la tangente en % esty = % —(x— %) et le graphe de f est en dessous de la tangente car f(x)—y =
(=2 +e(x))(x — 3)? est négatif autour de x = 3.

2. Déterminons les points d’inflexion.
Les points d’inflexion sont & chercher parmi les solutions de f”(x) = 0. Donc parmi x =0 et x = 1.
e LeDLen O est f(x)=1—2x3+ x* (il s’agit juste d’écrire les mondmes par degrés croissants!). Léquation de
la tangente au point d’abscisse 0 est donc y = 1 (une tangente horizontale). Comme —2x* change de signe en
0 alors 0 est un point d’inflexion de f.
e LeDLen1: on calcule f(1), f’(1),...pour trouver le DLen 1 f (x) = —2(x—1)+2(x—1)3+(x—1)*. L’équation
de la tangente au point d’abscisse 1 est donc y = —2(x — 1). Comme 2(x — 1)3 change de signe en 1, 1 est
aussi un point d’inflexion de f.

y y=x*—2x+1 Y y=x*—2x*+1

\
o N\ )

tangente en 1

Nl = — —
—_

=

=

1
tangente en 3

4.3. Développement limité en 400

Soit f une fonction définie sur un intervalle I =]x,,+oo[. On dit que f admet un a l'ordre n s'il existe
des réels ¢y, ¢y, ..., c, tels que
Cq n 1 /1
fO)=cot—+- L+ —e ;)
olt €( 1) tend vers 0 quand x — +00.
Exemple 14.
fO)=m(2+1)=m2+n(1+5%)=2+ 5 —gH + 55+ + (1) 5= + Ze(2), ot lim, 0o €(2) =0
y
y=In (2 + %)
1
y=In(2)
0 1 x

Cela nous permet d’avoir une idée assez précise du comportement de f au voisinage de +00. Lorsque x — 400 alors
f(x) — In2. Et le second terme est +%x, donc est positif, cela signifie que la fonction f (x) tend vers In2 tout en
restant au-dessus de In 2.
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Remarque.
1. Un DL en +o0 s’appelle aussi un développement asymptotique.

2. Dire que la fonction x — f(x) admet un DL en +00 a l'ordre n est équivalent a dire que la fonction x — f (%)
admet un DL en 0" a l'ordre n.

3. On peut définir de méme ce qu’est un DL en —o0.

Proposition 6.

On suppose que la fonction x — @ admet un DL en +00 (ou en —00) : @ =ay+ ‘i—l + z—i + xike(%), ol k est le
plus petit entier > 2 tel que le coefficient de xik soit non nul. Alors lim,_,, o, f(x)—(ayx +a;) =0 (resp. x > —00) :
la droite y = apx + a; est une a la courbe de f en +00 (ou —o0) et la position de la courbe par rapport

ax
=g

a Uasymptote est donnée par le signe de f (x)—y, c’est-a-dire le signe de

y=f(x)

Y =apx+a

/ X

Démonstration. Onalim,_,, o (f(x)—aox—al) =1im, 00 To7 + #e(%) = 0. Donc y = ayx+a; est une asymptote
a la courbe de f. Ensuite on calcule la différence f (x) —ayx —a; = % + ﬁe(%) = X‘Z—El(l + %e(%)). O

Exemple 15.
Asymptotes de f(x) = exp% -/ x2—1.

Yy y=1+x
y=expl-v/x2-1

y=—x-1
/1
0
_\\ 1 X
1. En +o00,
f(x) 1 V/x2-—1 1 1
=exp—+——— =e€exp— -=
X X X X
1 1 1 1 1 1 1 1
=(1+ it sat g ) (15 + e )
1 1 1 1
3x3 x36(x)

Donc I'asymptote de f en +00 est y = x + 1. Comme f(x)—x—1= —ﬁ + Xize(%) quand x — 409, le graphe
de f reste en dessous de 'asymptote.
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2. En —oo. J@ =exp% . —“xxz_l =—exp% . \/l—xi2 =—1—%+$+ x%e(%). Donc y = —x — 1 est une asymptote

de fen—oo.Ona f(x)+x+1= ﬁ + x%e(%) quand x — —o0 ; le graphe de f reste au-dessus de 'asymptote.

Mini-exercices.

1

L. sinx —x V1+X—Sh§
. Calculer la limite de — lorsque x tend vers 0. Idem avec — (pour k=1,2,3,...).
x x
1
. — 1—x)\* . 1 1
Calculer la limite de lorsque x tend vers 1. Idem pour , puis — — lorsque x tend vers
1+x tan2x  x2
0.
. Soit f(x) = expx + sinx. Calculer 'équation de la tangente en x = O et la position du graphe. Idem avec
g(x)=shx.
Calculer le DL en +00 & ordre 5 de —*. Idem a 'ordre 2 pour (1 + %)x
Soit f(x) = ’;3:11. Déterminer I'asymptote en +00 et la position du graphe par rapport a cette asymptote.
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Exo7

Développements limités

Corrections d’ Arnaud Bodin.

1 Calculs

Exercice 1
Donner le développement limité en O des fonctions :

1. cosx-expx al’ordre 3
2. (In(14x))* alordre 4

hx —
SAX X al’ordre 6

3
x
4. exp (sin(x)) alordre4
5. sin®(x) al’ordre 9
6. In(cos(x)) al’ordre 6

1
7. —— alordre 4
COSX
8. tanx al’ordre 5 (ou 7 pour les plus courageux)
9. (14x)™  alordre 3
10. arcsin (In(1+x?)) al'ordre 6

Indication V¥ Correction V¥ Vidéo A [006888]

Exercice 2

1. Développement limité en 1 a I’ordre 3 de f(x) = v/x.
= eV7,

2. Développement limité en 1 a I’ordre 3 de g(x) = e
3. Développement limité a I’ordre 3 en § de /(x) = In(sinx).

Indication V¥ Correction ¥ Vidéo A [001243]

Exercice 3

V1+x2
I+x+v1+x2

I’ordre 2 en +-o0. Calculer un développement a I’ordre 1 en —oo.
Indication V Correction V¥ Vidéo W [001244]

Donner un développement limité a ’ordre 2 de f(x) = en 0. En déduire un développement a

2 Applications

Exercice 4
Calculer les limites suivantes

2 .
. € —cosx . In(14x)—sinx . cosx—V1—x2
lim ——— lim —————— lim —————
x—0 X x—0 X x—0 X


http://exo7.emath.fr
http://www.youtube.com/watch?v=oBG5H6nDyhk
http://www.youtube.com/watch?v=eGl4xUQYh6Q
http://www.youtube.com/watch?v=KCxPBmuttZE

Indication V Correction V¥ Vidéo M [001247]

Exercice 5

Etudier la position du graphe de 1’application x — In(14 x4 x?) par rapport a sa tangente en 0 et 1.
Indication ¥ Correction ¥ Vidéo W [001249]

Exercice 6
Déterminer :

1. (a) lirf X2 +3x+2+x
X—sto0

(b) lim vVx24+3x+2+x
X—>—oo

1

2. lim (arctanx)

x—07t

1
. 1+3x)3 —1—sinx

3. hm( )

x—0 1 —cosx

Indication V¥ Correction V¥ Vidéo W [001265]

3 Formules de Taylor

Exercice 7
3
Soit f I’application de R dans R définie par f(x) = %. Calculer £ (0) pour tout n € N.
x
Indication V¥ Correction V Vidéo W [001267]

Exercice 8

Soit @ un nombre réel et f :]a,+oo[— R une application de classe C>. On suppose f et f” bornées; on pose
Mo = sup |f(x)| et My = sup| f"(x)].
x>a x>a

1. En appliquant une formule de Taylor reliant f(x) et f(x+ &), montrer que, pour tout x > a et tout 4z > 0,

h 2
ona:|f (x)| < M2+ Mo,

2. En déduire que f’ est bornée sur |a, +oo|.
3. Etablir le résultat suivant : soit g :]0, +-oo[— R une application de classe C> i dérivée seconde bornée et
telle que lim g(x) =0. Alors lim g'(x) =0.
X—r+oo X—>o0

Indication V Correction V¥ Vidéo [001268]

4 DL implicite

Exercice 9 tan(x) =x

1. Montrer que 1’équation tanx = x posséde une unique solution x, dans |n7 — %,nw+ %[ (n € N).
2. Quelle relation lie x;, et arctan(x,) ?
3. Donner un DL de x,, en fonction de n a 1’ordre O pour n — oo.

4. En reportant dans la relation trouvée en 2, obtenir un DL de x, a I’ordre 2.

Correction V Vidéo W [004037]



http://www.youtube.com/watch?v=HpQ-7NAmPFs
http://www.youtube.com/watch?v=LJLvAjm8KcY
http://www.youtube.com/watch?v=c-IqNr313V8
http://www.youtube.com/watch?v=MY2kvANRkJo
http://www.youtube.com/watch?v=kxEXonvTl5g
http://www.youtube.com/watch?v=jBtvOPwMUdQ

S5 Equivalents

Exercice 10 Recherche d’équivalents

Donner des équivalents simples pour les fonctions suivantes :

1. 2¢* —/1+4x—+/1+6x2,en0
2. (cosx)¥"¥ — (cosx)' ™™, en 0
3. arctanx+ arctan% —2Z en/3
4, V/x2+1-=2Vx3 +x+Vx*+x2, en +oo
1
5. argch (m), en0
Correction V¥ Vidéo W [004044]
Exercice 11 Approximation de cos
Trouver a,b € R tels que
1 + ax?
COSX —
1+ bx?
soit un o(x") en 0 avec n maximal.
Indication V¥ Correction V¥ Vidéo W [004045]
Exercice 12
Calculer i
. In(x+1
{= lim <()) )
x—rFoo Inx
Donner un équivalent de
<1n(x +1) > !
— ) =/
Inx
lorsque x — +-oco.
Indication Vv Correction V¥ Vidéo A [002657]



http://www.youtube.com/watch?v=QO_S3C9WRgc
http://www.youtube.com/watch?v=OchDDAXSqog
http://www.youtube.com/watch?v=2r2CIG013os

Indication pour ’exercice 1 A

cosx-expx=1+x— %x3 +o(x)

(In(1 +x))2 =2 -+ %x4 +0(x4)
har — b+ 32t g o(x)
exp (sn(n) = 143+ 12 o)
sin®(x) = x° —x8 4 0(x%)

In(cosx) = _%xz _ %x4_ %xc’uro(xs)
L= L b o)

3 5 7
tanx:x+%+%+ 1371’;- +o(x7)

(1+x)ﬁ :exp(ﬁln(l—i-x)) = 1+x—x2+%3+0(x3)

arcsin (In(1 +x%)) =x* — % + % +o0(x°)

D T AT T e

,_
e

Indication pour I’exercice 2 A

Pour la premiere question vous pouvez appliquer la formule de Taylor ou bien poser 4 = x — 1 et considérer un
dl au voisinage de i = 0.

Indication pour I’exercice 3 A

En x =0 c’est le quotient de deux dl. En x = 40, on pose h = % eton calculeundl en 2 =0.

Indication pour I’exercice 4 A

11 s’agit bien str de calculer d’abord des dl afin d’obtenir la limite. On trouve :
2
" —cosx 3

x? 2
In(14x)—sinx 0
1
6

1. limx*)O

2. lim, o ) —sinr

Indication pour I’exercice 5 A

Faire un dl en x = 0 a I’ordre 2 cela donne f(0), f'(0) et la position par rapport a la tangente donc tout ce qu’il
faut pour répondre aux questions. Idem en x = 1.

Indication pour I’exercice 6 A

Il s’agit de faire un dI afin de trouver la limite.

1. () lim Vx2+3x+2+x=+oo
X—>—+o0

3

(b) lim Vx2+3x+2+x=—=

X—»—oo 2

2. lim (arctanx)%2 =0

x—0t
3 tim U +3x)3 — 1 —sinx _
x—0 1 —cosx

Indication pour I’exercice 7 A

Calculer d’abord le dl puis utiliser une formule de Taylor.

Indication pour I’exercice 8 A




1. La formule a appliquer est celle de Taylor-Lagrange a I’ordre 2.
2. Etudier la fonction ¢ (h) = 2M, + ,%Mo et trouver infy,~o ¢ (h).

3. Il faut choisir un a > 0 tel que g(x) soit assez petit sur |a, +oo[; puis appliquer les questions précédentes
a g sur cet intervalle.

Indication pour ’exercice 11 A

1+ax?

Tpe CNX = 0.

Identifier les dl de cosx et

Indication pour I’exercice 12 A

Faites un développement faisant intervenir des x et des Inx. Trouvez ¢ = 1.




Correction de ’exercice 1 A

1. cosx-expx (al’ordre 3).
Le dl de cosx a 1’ordre 3 est

1
cosx—l—ix + & (x)x>.

Le dl de expx a I’ordre 3 est

1 1
expx—l—i—x—l—jx +3 X e (x)x’.

Par convention toutes nos fonctions &;(x) vérifierons &;(x) — 0 lorsque x — 0.

On multiplie ces deux expressions

1 1 1
COSX X eXpx = (1—§x2—|—81(x)x3) (1+x+ Ex +3 x>+ & (x)x 3)

1 1
=1- (1 +x+ —x + yx +&(x)x ) on développe la ligne du dessus

1 1 1 5
—Ex (H—x—i-gx —&-?x + & (x)x )

+ & (x)x° (1+x+ix +%x + & (x)x )

On va développer chacun de ces produits, par exemple pour le deuxieéme produit :

1 1 1
2 3_la_ 15 3

1 1 1 1 1
—Ex <1+x—|—2x +3x+82()3):—§ ~3 1 12x—§x2-82(x)x

Mais on cherche un dl 4 I’ordre 3 donc tout terme en x*, x> ou plus se met dans & (x)x>, y compris

x? - &(x)x* qui est un bien de la forme £(x)x>. Donc

1 1 1 1 1
—Ex (1+x+2 T 3+ & (x)x 3) =—§x2—5x3—|—83(x)x3.

Pour le troisieme produit on a

&1 (x)x’ (1+x+ 1o +%x + & (x)x 3) = &1 ()% +x&; ()2 + - = g4 (x)x°

On en arrive a :

1 1 1
COSX-eXpx = <l—fx2+81(x)x3> <1—|—x+—x + —x° 4+ & (x)x 3)

2 3|
. 1, 1 5
= —i—x—i-gx +3'x + &1 (x)x
1, 1 3
— 2x — 2x +83( )
+ &4(x)x° il ne reste plus qu’a regrouper les termes :
1 1 1 1
—1 A S 3
+x+(2 2) +(6 2)x +&5(x)x

1
=1l4+x— 3¥ 3 4 es5(x)x’

Ainsi le dl de cosx-expxen 0 a I’ordre 3 est :

1
cosx-expx=1+x— §x3 + &5(x)x°.



2.

3.

(In(1+x))* (a ordre 4).
Il s’agit juste de multiplier le dl de In(1 + x) par lui-mé&me. En fait si I’on réfléchit un peu on s’apergoit
qu’un dl a I’ordre 3 sera suffisant (car le terme constant est nul) :

1 1
In(l+x)=x— Exz + §x3 +£(x)x°

€5(x) — 0 lorsque x — 0.

(In(1+x))* = In(1+x) x In(1 +x)

1 1 1 1
= (x— 2 M 8(x)x3> X (x— 4=+ 8(x)x3>

2 3 2 3
=xX x—1x2+1x3+8(x)x3
2 3
1, 1o, 13 3
XX (x 5% +3x +&(x)x

1 1 1
+ §x3 X (x - Exz + §x3 + 8(x)x3>

1 1
+e(x)x’ x (x — Exz + §x3 + 8(x)x3)

1 1
=x’— §x3 + §x4 + &(x)x*
- l)63 + 1)CA’ + & (x)x*

2 4

1
+ §x4 + & (x)x*

+ &3 (x)x*
2 4

11
=x-x+ §x4+84(x)x

hx —
> x3 al (aI’ordre 6).
X
shx —x . p ,
Pour le dl de 5— on commence par faire un dl du numérateur. Tout d’abord :
X
_ L3 15 145 14 9
shx=x+ T + 5 + TR + or* +e(x)x
donc

s s 15 1oy 9
shx—x-ix +§x —i—ﬂx —&—ax +e(x)x.

Il ne reste plus qu’a diviser par x> :

shx—x g +g Had g Fe(x® 1 1, 1, 1 6
x3 _ x3 :g—i—;x —&—%x +§X +8(X)X

Remarquez que nous avons commencé par calculer un dl du numérateur a 1’ordre 9, pour obtenir apres
division un dl a I’ordre 6.

. exp (sin(x)) (al’ordre 4).

On sait sinx = x — 4> +o(x*) et exp(u) = 1 +u+ 3;u% + ;1> + Fu* + o(u*).
On note désormais toute fonction £(x)x" (ol €(x) — 0 lorsque x — 0) par o(x"). Cela évite les multiples

expressions & (x)x".



On substitue u = sin(x), il faut donc calculer u,u?,u® et u* :
iy L3 o4
u=siny=x—ox +o(x")

1 1
ut = (x— §x3 +0(x4))2 =x*— §x4 +o(x*)
1 3
w = (x— §x3 +o(x")) = x +o(x*)

w=x*+o(x*) et o(ut)=o(*

Pour obtenir :

exp(sin(x)) = 14+x— l)63 +o(xh)

3!
+ %( 2 — %x“ +o(x"))
+ % (x3 +0(x4))
—i—%(xﬂ'—i—o(x“))
+o(x*)

1 1
—1 o 14 4y
tx+ox g +o(x")
5. sin®(x) (2 I’ordre 9).
On sait sin(x) = x — 4> +o(x*).

Si I’on voulait calculer un dl de sin?(x) a I’ordre 5 on écrirait :

. 1 2 1 1 1
sin’(x) = (x— 5)63 +o(x*) = (x— §x3 +o(x*)) x (x— §x3 +o(x")) =x —2§x4—|—0(x5).
En effet tous les autres termes sont dans o(x>).
Le principe est le méme pour sin®(x) :
- 6 1 5 41\ 06 1 5 4 l 5 4 1 5 4
sin”(x) = (xfax +o(x*)" = (xfax +o(x*)) x (xfax +o(x")) x (xfax +o(x*)) x -

Lorsque 1’on développe ce produit en commencant par les termes de plus petits degrés on obtient

1
sin®(x) =x%46-x°- (—§x3) +0(x”) =x° —x% +0(x?)
6. In(cos(x)) (al’ordre 6).
Le dl de cosx a I’ordre 6 est
— Lo 14 Tg 6
cosx=1-— T +4—!x o +o(x).

Le dl de In(1+u) al’ordre 6 est In(1+u) = u— ju® + Ju? — Ju* + 1u° — 2uS + o (u®).
On pose u = —zl!xz + %x“ - éxﬁ +0(x®) de sorte que

1 1 1 1 1
In(cosx) =In(1+u) =u— Euz + §u3 — Zu4 + gus — 8u6 +o(u®).
Il ne reste qu’a développer les u¥, ce qui n’est pas si dur que cela si les calculs sont bien menés et les
puissances trop grandes écartées.



Tout d’abord :

Ensuite :
1 1 1 3
3_( 1o 4 6 6
u —< T +—4!x a* +o(x ))
| 3
I 6
= < " ) +o(x”)
—1x6+0(x6)
-8

En effet lorsque 1’on développe > le terme (x?)® est le seul terme dont I’exposant est < 6.

Enfin les autres termes u*, 1, u® sont tous des o(x%). Et en fait développer In(1+u) a I’ordre 3 est
suffisant.

11 ne reste plus qu’a rassembler :

In(cosx) = In(14u)
1 1
=u— §u2 + §u3 +o(u?)

1
. —— al’ordre 4.
COSX
Le dl de cosx a 1’ordre 4 est

1 1
cosx=1——x*+—x*+o(x*).

2! 4!
Le dl de ﬁ al’ordre 2 (qui sera suffisant ici) est ﬁ =1—u+u?+o(u?).
On pose u = — x> + 1x* +o(x*) et on a u? = Jx* +0(x).



1 1

cosx - 14u
=1—u+i?+o(u?)

1 1 1 1 2
=1—(- ixz + ax“ +o(x") + (- ixz + ax“ +o(x*))" +o(x*)

1 5
=1+ Exz + ﬂx‘l +o(x*)

8. tanx (2 I’ordre 5 (ou 7 pour les plus courageux)).

Pour ceux qui souhaitent seulement un dl a I’ordre 5 de tanx = sinx X ﬁ alors il faut multiplier le dl
de sinx a I’ordre 5 par le dl de CO% a I’ordre 4 (voir question précédente).

Sil’on veut un dl de tanx a I’ordre 7 il faut d’abord refaire le dl ﬁ mais cette fois a I’ordre 6 :

1 1 5 61
o2 4 6 6
oo X+ o % +720x +o(x°)
Le dl a I’ordre 7 de sinx étant :
S 13 15 14 7
siny = x— o +5!x — +o(x")

1

cosx’

Comme tanx = sinx x il ne reste donc qu’a multiplier les deux dl pour obtenir apres calculs :

‘ +x3+2x5+17x7+ )
anx=x+—+-—+——+o(x
T35 T3S
9. (14x)m (al’ordre 3).
Si I’on pense bien a écrire (1 +x)1$x =exp (ﬁ In(1+x)) alors c’est juste des calculs utilisant les dl &
I’ordre 3 de In(1 +x), %er et expx.

On trouve 3

(1 —|—x)l*ix =1 +x—x2+%+0(x3).
10. arcsin (In(1+x%)) (aI’ordre 6).
Tout d’abord In(1+x?) = x? — %4 + % +o0(x%). Bt arcsinu = u+ % +o(u*). Donc en posant u = x* —
%—I—%ﬁ+o(x6) ona:
xt X8
arcsin (In(1 4x%)) = arcsin <x2 -5 t3 +0(x6)>
= arcsinu

1
=u+ 8”3 +o(u?)

Correction de ’exercice 2 A

10



1. Premiere méthode. On applique la formule de Taylor (autour du point x = 1)

f//l f///
Wi E 0 e o1

fE)=fM)+f()x-1)+

Comme f(x) = /x = x2 alors f/(x) = %x_% et donc f(1) = 1. Ensuite on calcule f”(x) (puis f”(1)),
" (x) (etenfin f'(1)).
On trouve le dl de f(x) = /x au voisinage de x =1 :

Lo 1P do(e—1)%)

1 1
V=14 -(x—1)—-(x—1)>+ T

2 8

Deuxieme méthode. Posons &7 = x — 1 (et donc x = A+ 1). On applique la formule du dl de v/1+h
autour de & = 0.

fE)=vx=v1+h
1 1 1
:1—|—§h—§h2 Eh3+0(h3) c’est la formule du dl de V1 +h
1 1 1
:1+§(X—1)—§(X—1)2+E(X—1)3+0((X—1)3>

2. La premiere méthode consiste a calculer g’(x) = 2\[ expv/x, &' (x), g"(x) puis g(1), g'(1), " (1), " (1)
pour pouvoir appliquer la formule de Taylor conduisant a :

exp(VE) =+ 5 (x— 1)+ o (r— 1) +o((x— 1)?)
(avec e = exp(1)).

Autre méthode. Commencer par calculer le dl de k(x) = expx en x = 1 ce qui est trés facile car pour
tout 1, k" (x) = expx et donc k(1) = e :

expx:e—l—e(x—l)—i—ze!(x—l) 3‘3, (k=13 +o((x—1)).

Pour obtenir le dl g(x) = h(y/x) en x = 1 on écrit d’abord :

e
exp(VA) = e+ e(Vi—1)+ S (VE— 12+ 5 (Vi— 1P +o((Vi—1)%).
Il reste alors a substituer /x par son dl obtenu dans la premiére question.
3. Posonsu=x—% (et donc x = 3 T 1+ u). Alors
3 1
sin(x) = sin(g +u)= sin(g) cos(u) + sin(u) cos(g) = \2[ cosu+ 5 sinu

On connait les dl de sinu et cosu autour de u = 0 (car on cherche un dl autour de x = %) donc

. 3 1 .
s1nx:700su+§smu
\2@(121’142+0( ))+;<u31!u3+0(u3))
:\2@+;( _713:)_f(x_§)2_112(x_73r)3+0((x_3)3)

11



Maintenant pour le dl de la forme In(a+v) en v =0 on se rameéne au dl de In(1 + v) ainsi :

1% v v 1y 1Y
1 =1 1+-)) =1 In(1+-)=1 R Z
n(a+v) =In(a( —|—a)) na+ In( +a) na+ +353

a E; +0(V3)

On applique ceci a i(x) = In(sinx) en posant toujours u = x — % :
3 1 3 1
h(x) =1In(sinx) = In <\[ +ou———u?— —u’ —|—o(u3)>
V3 2 (1 V3, 1 4 3
A [ P (S T (R e :
> +In —|—\/§ Su— lzu—i-o(u)

on effectue le dl du In et on regroupe les termes

4
2 3 3 93
V3 1 T, 2, m, 4 T4 T4
—n[ X )+ —x-S)—Sx—2)2+_(x—Z= -z
On trouve donc :
3 1 2 4
In(sinx) = In <\2[> —|——3( —g)—g(x—§)2+ﬁ(x_§)3 _|_o((x—§)3)
Bien siir une autre méthode consiste a calculer 2(1), #'(1), K”(1) et B”(1).
Correction de ’exercice 3 A
1. Dlde f(x) al’ordre 2 en O.
£00) V1+x2
X)=——"——
1+ x+vV1+22
1+% +o(x?) 1,
= - car V1+x2 =1+ -x"+o(x°)
I+x+1+%5+0(x2) 2
2 2
(14 o) X+ ! XY
=(1+ 5 +0(x)) x 21131 4ol on pose u = 5+ +o(x")
1 x? ) 1
= (1+=
2( +2+0(x )) x o
1 X 2 2 2
= 5(1+E+0(X )) x (1 —u+u”+o(u”))
1 x? x X x X’
—lak 2 1 (* x X 2
L1 S o) (- G ) + G+ 5 o)
1 2
= (145 +o() x (1= 5 +0()
1
2
1
2

12



2. En +oc 0on va poser h = % et se ramener aundlen i = 0.

1
V14+x2 B x\/2+1 B V1+h2

Ibxt Vit y(lpgy [h41) THh+VIHR ®)

Ici -miraculeusement- on retrouve exactement 1’expression de f dont on a déja calculé ledlen 2 =0 :
2 . .
f(h)=1—2+" 4 o(h?). Ainsi

1 1+ 1 n (1
= - — — _— o\ —
2 4x  4x2 x2

)

3. Attention cela ne fonctionne plus du tout en —eo. Dans le calcul de la deuxieme question on était on
voisinage de +oo et nous avons considéré que x était positif. En —eo il faut faire attention au signe, par

exemple V1 +x% = |x|/ 5 +1=—x\/5+1.

Ainsi toujours en posant 1 = %

V1+x2
x+14+vV14+x2

—x,/xiz+1
x(l+1—4/5+1)

V1+n?
C1t+h—VItR
1+ 312 +o(h?)
1+h—(1+1h2+0(n?))
1+ $h*+o(h?)
11431 +o(h?)

flx) =

“h 1—Lhto(h)
1(1+ Ly o(h?)) x (1+1h+1h2+o(h2))
Y2 2" 4
1 1,3
= —— (14 h+=h +o(h?
h( +5h+ ol )
1 1 3
1 31 1
gt

On en déduit par exemple que f(x) se comporte essentiellement comme la fonction —x en —oo et en
particulier lim,_, o f = —+oo.

Correction de ’exercice 4 A

1. Ona

4 x2 )C4

e —1—2'+0() et cosx=1-— 5—1-4'4-0()

13



On s’apercoit qu’en fait un dl a I’ordre 2 suffit :

2 3
¢ —cosx = (1+x* +o(x*) — (1- % +o(x*)) = Exz +0(x?)
\’2 3
Ainsi &5 = 3 +0(1) (ob o(1) désigne une fonction qui tend vers 0) et donc
. e —cosx 3
[T ——
x—0 X 2
2. On sait que
23 3
3 . 3
ln(l—l—x):x—z—&—?%—o(x) et 81nx:x—§+0(x).

Les dl sont distincts des le terme de degré 2 donc un dl a I’ordre 2 suffit :

2 2

In(1+x) —sinx = (x— % +o0(x?)) — (x+o(x?)) = —% +o0(x?)
donc In(1 ]
n<+);>—smx = 2ol
et ainsi
lim In(1+x) — sinx _o.
x—0 X
3. Sachant
X 4
cosx:1—2—!+4—!+0(x )
et
Vi—x2=1- 1x2 — lx4 +o(x*)
2 8
alors
cosx — /1 —x2 (1—%24—)2%—#0()64))—(1—%x2—§x4+0(x4))
x* N x*
_ txt+o(x*)
x4
=—+4o(1)
Ainsi
i SO8¥ — Vi—x2 1
i =—
x—0 x4 6

Correction de I’exercice 5 A
Commengcons en x = 0, le dl de f(x) = In(1+x+x?) a I’ordre 2 est

(x +x2)?

1
> +o(x*) =x+ ~x* +o0(x?)

In(1+x+x%) = (x+x%) — 5

Par identification avec f(x) = f(0) +f’(0)x+f”(0)’é—2! + 0(x?) cela entraine donc f(0) = 0, f/(0) = 1 (et
f"(0) = 1). L’équation de la tangente est donc y = f'(0)(x —0) + f(0) donc y = x.
La position par rapport a la tangente correspond a 1’étude du signe de f(x) —y(x) ot y(x) est I’équation de la

tangente.
1 1
fx) =y(x) = x+ Exz +o(x) — x= Exz +o(x?),
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Ainsi pour x suffisamment proche de 0, f(x) — y(x) est du signe de 3x? et est donc positif. Ainsi dans un
voisinage de 0 la courbe de f est au-dessus de la tangente en O.

Méme étude en x = 1.
11 s’agit donc de faire le dl de f(x) en x = 1. On pose x = 1 + & (de sorte que & = x — 1 est proche de 0) :

fx)=In(1+x+x*) =In(1+(1+h)+ (1 +h)?)
=In(3+3h+1’)

:ln<3(1+h+};2)>

h2
=In3+In(l+h+—)

3
o (h+ ) &
—1n3+(h+3)—(23)+0((h+3)2)
Poon 5
=In3+h+ 7~ +o(h)

1
:1n3+h—6h2+0(h2)
1 2 2
=In3+x—-1)— g(x— " +o((x—1)7)
La tangente en x = 1 est d’équation y = f/(1)(x — 1) + f(1) et est donc donnée par le dl a I’ordre 1 : c’est

y = (x—1)+1n3. Bt la différence f(x) — (In3+ (x—1)) = — (x— 1)>+o((x— 1)?) est négative pour x proche
de 1. Donc, dans un voisinage de 1, le graphe de f est en-dessous de la tangente en x = 1.

Correction de ’exercice 6 A

1. (a) La premiere limite n’est pas une forme indéterminée, en effet

lim Vx24+3x+2=4c et lim x = 4o

X—>+too X—>+oo

donc
lim Vx24+3x4+24+x=4o

X—r+too

(b) Lorsque x — —oo la situation est tout autre car

lim Vx243x+2=4c et lim x=—o
X—r—o0 X——o0

donc vx? +3x+2 +x est une forme indéterminée !
Calculons un développement limité a I’ordre 1 en —oo en faisant trés attention au signe (car par

exemple |x| = —x) :
3 2
x2+3x+2+x=|x|<\/l++2—l>
xoox
1/3 2 1
i (145 (34 3) +o - )
13 1
i (5340
3
Et donc

3
lim Vx24+3x4+2+x= -3

X——oo0

15



2. Nous utiliserons que

i 1
(arctanx) 7= exp (len (arctanx))

1
=exp (xz In (x+0(x))> car arctanx = x + o(x)

Mais lorsque x — 0T on sait que In(x + o(x)) — —oo, x> — 0 donc :

1
lim n(x +20(x)) _
x—0t X

Composé avec I’exponentielle on trouve :
1

lim (arctanx)+> =0
x—0T

3. Effectuons le dl a I’ordre 2 : comme

alo—1
(1 —l—x)a =14+ax+ (2)X2+0(x2)
alors |
(143x)3 = 1+x - +0(x*).
2
sinx:x+0(x2) et cosx=1— B +0(x2).
Ainsi
(1 +3x)% —1—sinx —x*+o0(x?)
1 —cosx o %x2+0(x2)
—1 1
= 1+70() apres factorisation par X2
3 to(l)
= 2+o(1)
Donc

1
1 3 —1—si
lim (14+3x)3 sinx _
x—0 1—cosx

Correction de I’exercice 7 A

Habituellement on trouve le développement limité d’une fonction a partir des dérivées successives. Ici on va
faire I’inverse.

Calcul du dl (a un certain ordre) :

x3 3 1
= = X
14x6 14 x6

:x3 (1—x6+x12—~..ix6/€...)

f(x)

:x3_x9_|_x15_'_‘:|:x3+6£'“
_ Z(_1)€x3+6€
>0

16



Il s’agit d’identifier ce développement avec la formule de Taylor :

1O, "0

f(x) = f(0)+ f(0)x+ P

Par unicité des DL, en identifiant les coefficients devant X" on trouve :

L0 _ (—1)t sin=3+6L
f W,(O) =0 sinon.
Sin=3+6¢ (avec ¢ € N) alors on peut écrire £ = =2 et donc on peut conclure :
f<n>(0):(_1)%n! sin=3 (mod 6)
f™0)=0 sinon.

Correction de ’exercice 8 A

1. La formule de Taylor-Lagrange a I’ordre 2 entre x et x+ A (avec 4 > 0) donne :
2

Pl ) = £+ £ W+ een) o

oll ¢y, €]x,x+hl.
Cela donne :
h2
P = x4 h) = £0) — e sy
On peut maintenant majorer f(x) :
2

AP < L W40+ 5 | )|

hZ
< 2Mo+ EMQ

Donc
2

h
£00] < Mo+ 5.

2. Soit ¢ :]0, +oo[— R la fonction définie par ¢ (h) = 2M, + 2Mj. C’est une fonction continue et dérivable.
La limite en 0 et +oo est +oo. La dérivée ¢'(h) = le — % s’annule en hg = 2\/7 et en ce point ¢
atteint son minimum ¢ (hy) = 2v/MoM,.

Fixons x > a. Comme pour tout 2 > 0 on a | f'(x)| < %Mz + 2Moy = ¢ (h) alors en particulier pour & = hg
on obtient |f'(x)| < ¢ (ho) = 2+/MoM,. Et donc f’ est bornée.

3. Fixons € > 0. g” est bornée, notons M, = sup, |g” (x)|. Comme g(x) — 0 alors il existe a > 0 tel que
sur I’intervalle ]a, +oo[, g soit aussi petit que ’on veut. Plus précisément nous choisissons a de sorte que

2
£
My = su x)| < —.
suplg(3)| <
La premiére question appliquée a g sur I’intervalle |a, +eo[ implique que pour tout 2 > 0 :
2

h
S0 < 5 Mo+ 5 Mo

En particulier pour & = M% et en utilisant My < W on obtient :

2 &2 =
A
g (X)) <+ + My <&,

E 4M2 2

Ainsi pour chaque € on a trouvé a > 0 tel que si x > a alors |g/(x)| < €. C’est exactement dire que
lim, g (x) =0.

17



Correction de ’exercice 9 A

1. Notons 7, I’intervalle }mr —Snm+ 5 [ Alors sur chaque 7, la fonction définie par f(x) = tanx — x est
un fonction continue et dérivable. De plus f'(x) = 1 +tan*x — 1 = tan?x. La dérivée est strictement
positive sauf en un point ou elle est nulle et ainsi la fonction f est strictement croissante sur [,,. La limite
a gauche est —oo et la limite a droite est 4oo. Par le théoreme des valeurs intermédiaires il existe un
unique x, € I, tel que f(x,) = 0 c’est-a-dire tanx, = x;,.

2. x+ arctanx est la bijection réciproque de la restriction de la tangente tan :] — J, 4% [—] — oo, 4-co[. Sur

ces intervalles on a bien tanx =y <= x = arctany. Mais si y ¢] — %, +§[ il faut d’abord se ramener

dans I'intervalle | — 7,47 [.
Ainsi x, € I, donc x, —nm €] — £, 47 [. Maintenant x, = tan(x,) = tan(x, — nrx).

Donc arctanx, = arctan ( tan(x, — nn)) = x, —n7«. Ainsi

X, = arctanx, + n7w.

Lerreur classique est de penser que arctan(tanx) = x. Ce qui n’est vrai que pour x €] — 5, 47!

3. Comme x, € I, alors x, — oo lorsque n — oo,
On sait par ailleurs que pour x > 0 on a arctanx + arctan% = 7. Ainsi arctanx,, = § — arctan xl,,
Lorsque n tend vers +oo alors é — 0 donc arctan é — 0.
Ainsi

T 1 T
X, = N7+ arctanx, = nT+ — —arctan — = nT+ — +o(1).
2 X 2

4. On va utiliser le dl obtenu précédemment pour obtenir un dl a un ordre plus grand :

X, = N+ arctanx,

T 1
=nmw+ — —arctan —
2 Xy

v
=nm —_ — 1 e —
g e annn—i—%—ko(l)

1 1
:mH_E_nn—i—%—i—o(l)—'—O(?) car arctanu = u+o(u*) en u =0
N S
=n _——— ol —
2 n7r1—|-2i-|-0(%) n?
T 1 1
—I’lTC—FE—%( —274—0(;))‘}‘0(”*)
7H-7t 1 1 n (1)
=n R — _ ol —
2 nm  2mn? n?
Ainsi en +o0 on a le développement :
_ 7[+7T 1 1 n (1)
TS T 22 T N2

Correction de ’exercice 10 A
Il s’agit bien sr de calculer un développement limité, le premier terme de ce développement donne I’équivalent
cherché.
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1. Ledlal’ordre 3 en O est

1157
26" —V1+4x—/146x% = —?x+0(x3)

donc

1157
26" VT dx— /1462~ ———

3

2. De méme S

(cosx)*In¥ — (cosx) ¥ ~ XZ
3. On pose h = x—+/3 alors
3 2r¢ h?
arctanx + arctan — — — = ——— +o(h®
donc VAP
3 2r -3
arctanx -+ arctan — — — ~ —u.
x 3 8v3
4. En +oo . .
V241 =2V +x+ vVt +x2 = — 4 0(-)
12x X
donc

V21 -2V +x+ vVt +x2 ~ é

5. 1l faut distinguer les cas x > 0 et x < O pour trouver :

1
h{ —— ) ~ |x].
argc (cosx> |x|

Correction de I’exercice 11 A
Le dl de cosxen O al’ordre 6 est :

_ Lo 1, 1g 6
cosx—l—2—!x +4—!x o +o(x").

1+ax? .

Calculons celui de 5 The

1+ ax? ’ 1
— =1 X —
1+ bx? (I+ax’) 1+ bx2

= (1 +ax?) x (1 — bx® + b*x* fb3x6+0(x6)) car =1—u+u® - +o(u?)

14+u
= - on développe

=1+ (a—b)x*> —b(a—b)x* +b*(a—b)x® +o(x°)

AW = (= 5~ (a= D)2+ (g +bla—b)a*+ (= oo — B (a—b)a+ o).

Pour que cette différence soit la plus petite possible (lorsque x est proche de 0) il faut annuler le plus possible
de coefficients de bas degré. On souhaite donc avoir

1 1
—5—(a—b)—0 et ﬂ—&—b(a—b)—O.
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En substituant I’égalité de gauche dans celle de droite on trouve :

5 1
a = —E et b = E
On obtient alors 1 |
Alx)= (- 755 b*(a—b))x®+o(x°) = @x(’ +0(x%).

Avec notre choix de a,b nous avons obtenu une tres bonne approximation de cosx. Par exemple lorsque 1’on

évalue }igf; (avec a = —15—2 eth = %) en x = 0.1 on trouve :
0.9950041631...
Alors que

cos(0.1) = 0.9950041652.. .

En I’on trouve ici A(0.1) ~2 x 107°.

Correction de ’exercice 12 A

1 1 1 1
1 1:1( 17>:1 In(14-)=Inx+—+o(~
n(x+1)=1In(xx( +x) nx+In ( +x) nx+x—|—0(x)
Donc (et 1) . .
n(x-—+
T b ——4o(—).
Inx +xlnx+0(xlnx)

(552) om0 (25:2))
1

Ainsi

On en déduit immédiatement que

et que lorsque x — +oo
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Exo7

Calculs de limites, développements limités, développements asymptotiques

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

*tres facile  ** facile  *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I: Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 1T

Etudier I’existence et la valeur éventuelle des limites suivantes
1. lim,_,z 5 (sinx)/(2-7)

lim,_, 7 5 | tan x|

lim,, o (cos( | ) +sin(g 7 Gnt1 ))n

lim, ,o(cosx)™ x|

lim,_, 7 > cos x. el/(1=sinx)

A T

2cos? x+cosx—1
lim x—7/3 2cosZx—3cosxt1

: I+tanx 1/sinx
lim, 0 ( T+thx )

8. lim, x<e(1nx)1n<€*)0

~

lim Sik
x—1, x>1 In(1— \/xzi)
xIn(chx—1)
X241

. sinx)* —x'
11. limy_0, x>0 Mm

12. Tlimy, e <ln(x+1) )x

Inx

10. limy_, e

sinx

) 22
(arcsinx)”— T

13. lim ﬁl/\fW
. cos(a+H\* , .
14, limy_s 4o < x ) (ol cosa # 0)

cosa

Correction V¥ [005426]

Exercice 2 1T

Déterminer les développements limités a 1’ordre demandé au voisinage des points indiqués :
1
1. {—2—5 (ordre 7en 0)
o (ordre 7en0)
arccos y/ i~ (ordre 3 en 0)

tanx (ordre 3en 7)

(chx)l/"2 (ordre 2 en 0)

tan? x(cos(x?) — 1) (ordre 8 en 0)
ln(1+x) (

ordre 3en 1)

arctan(cosx) (ordre 5Sen 0)

arctan |/ *£} (ordre 2 en 0)

1 1
# — = (ordre 5en0)

.\°.°°.\‘S3\.U‘:'>P°.N

—
e



http://exo7.emath.fr
http://www.maths-france.fr

11. [;2 \/11+7 dt (ordre 10 en 0)

12. 1n (£220 %) (ordre 100 en 0)

13. tan/4(m3 +x3) (ordre 3 en 7)

Correction V¥ [005427]

Exercice 3 ***

. N . < piy1/x
Soit 0 < a < b. Etude complete de la fonction f(x) = (“<4%) .

Correction V [005428]

Exercice 4 **

Etude au voisinage de +oo de v/x2 —3 — v/8x3 + 7x2 4 1.
Correction V¥ [005429]

Exercice 5 **

Soit f(x) = 1% Calculer f (”)(0) en moins de 10 secondes puis £ (x) pour |x| # 1 en a peine plus de temps).
Correction ¥ [005430]

Exercice 6 1T

Equivalent simple en +oo et —oo de v/x2 +3x+5 —x+ 1.
Equivalent simple en 0, 1, 2 et +co de 3x% — 6x
Equivalent simple en 0 de (sinx)*" — (x — x2)sinx,

Equivalent simple en oo de x'"*,

A T e

Equivalent simple en 0 de tan(sinx) — sin(tanx).

Correction V [005431]

Exercice 7 **IT

< s fnicion _ lyun
Développement asymptotique a la précision -5 de u, = .7 Y _k!.
Correction ¥ [005432]

Exercice 8 **IT

1. Développement asymptotique & la précision x> en 0 de m — xiz

2. Développement asymptotique a la précision )% en +eode xIn(x+1) — (x+1)Inx.

Correction V¥ [005433]

Exercice 9 **

Soienta >0 et b > 0. Pour n € N* etx € R, on pose f;(x) = (1+ ﬁ)n
1. Equivalent simple quand n tend vers +eo de f,(a+b) — f,(a) fu(b).
2. Méme question pour e ?f,(a) — 1 + g—i

Correction V [005434]

Exercice 10 ***]

Soit ug €]0, 5]. Pour n € N, on pose u,, 1 = sin(u,).

1. Montrer brievement que la suite u est strictement positive et converge vers 0.



2. (a) Déterminer un réel o tel que la suite u? i

(b) En utilisant le lemme de CESARO, déterminer un équivalent simple de u,.

— u? ait une limite finie non nulle.

Correction V¥ [005435]

Exercice 11 **I

Soit u la suite définie par la donnée de son premier terme ug > 0 et la relation Vr € N, u, 1 = u,e . Equivalent
simple de u,, quand n tend vers +oco.

Correction V [005436]

Exercice 12 ***]

1. Montrer que I’équation tanx = x a une unique solution dans l'intervalle [n7,(n+ 1)7] pour n entier
naturel donné. On note x,, cette solution.

1

2. Trouver un développement asymptotique de x,, a la précision ;.

Correction V¥ [005437]

Exercice 13

1. Montrer que I’équation x + Inx = k admet, pour k réel donné, une unique solution dans ]0,+oo[, notée
Xk -

2. Montrer que, quand k tend vers 4o, 0n a: x; = ak+blnk+ c% +o (%) ou a, b et ¢ sont des constantes
a déterminer.

Correction V [005438]

Exercice 14 **
Soit f(x) =1+x+x>+x>sin 5 six#0et 1 six=0.

1. Montrer que f admet en O un développement limité d’ordre 2.
2. Montrer que f est dérivable sur R.
3. Montrer que f’ n’admet en 0 aucun développement limité d’aucun ordre que ce soit.

Correction V¥ [005439]

Exercice 15 **IT
1

Etude au voisinage de 0 de f(x) = )—lc — —— (existence d’une tangente ?)
Correction V¥ [005440]

Exercice 16 **I

1. La fonction x — arccosx admet-elle en 1 (a2 gauche) un développement limité d’ordre 0? d’ordre 17?

2. Equivalent simple de arccosx en 1.

Correction V [005441]

Exercice 17 ***

1. Développement limité a I’ordre n en 0 de f(x) = m

2. Soit a; le k-eme coefficient. Montrer que ay est le nombre de solutions dans N? de 1’équation p+2g = k.

Correction V [005442]




Correction de ’exercice 1 A

1. Six €]0,x[, sinx > 0, de sorte que la fonction proposée est bien définie sur un voisinage pointé de 7
(c’est-a-dire un voisinage de 7 auquel on a enlevé le point 7) et de plus (sinx) 1/(2x=m) — eIn(sinx)/(2x—m)

Quand x tend vers % sinx tend vers 1 et donc
. : T l/m 2 (2x—m)?
ln(51nx)~s1nx—1f—<1—cos<§—x>> ~ 5 <§—x> -

Donc, lnz(;T;) ~ —ZXT*” — 0 et enfin (sinx)!/(2x=7) = Insinx)/(2x=7) _, 0 —

lim, (sinx) /(=7 =1

2. Six €0, [\ {%}, |tanx| > 0, de sorte que la fonction proposée est bien définie sur un voisinage pointé
de Z et de plus | tanx|®s* = ecos*n(l@nx) ' Quand x tend vers Z,

In|tanx| = In|sinx| —In|cosx| ~ —In|cosx],

puis cosxIn|tanx| ~ —cosxIn|cosx| — O (car, quand u tend vers 0, ulnu — 0). Donc, |tanx|* =

cosxln|tanx| _y ,0 _
lim, ,x [tanx|**** = 1. I

3. Quand 7 tend vers oo, cos #ﬁl +sin g% — cos § +sing = 1 (et on est en présence d’une indétermi-
nation du type 17°°). Quand 7 tend vers oo,

e

De méme,

Puis,

V3n 1 NE&Y ! 1 37
nn(cos3n+1+sm6n+1> nn( t ot <n> n\ St (n) T (1),
et donc

nm )" _ oV3n/24

. i .
lim,, o (cos Top1 SN

4. Quand x tend vers 0, In(cosx) ~ cosx—1 ~ —)‘72. Puis, In |x|In(cos x) ~ —’“72 In |x| — 0. Donc, (cosx)™K —
0
e’ =1.



lim,_,0(cosx)™ Wl =1,

5. Quand x tend vers 7, ﬁ tend vers 4-co. Posons 1 = x — 7 puis & = sgn(h), de sorte que

(Cosx)el/(lfsinx) — —8‘ Sil’lh|€l/(17COSh) — _geln|sinh|+m'
Or, quand 4 tend vers 0,
I sinh| 1 — (1—cosh)In|sink| +1 (=% +o(h)(n|a|+o(n|A))+1  1+0(1) 2
1—cosh 1 —cosh B L;+0(h2) N %4_0(;12) h2’

1

2 .
T—cosh ~ 72 — oo. Par suite,

et donc, quand A tend vers 0, In|sinh| +

1—sinx) _

lim, /2 ven/2c08(x)e!/ (75 = foo et lim, s 1o z/acos(x)e! oo

6. Pour x € R, 2cos>x —3cosx+ 1 = (2cosx— 1)(cosx — 1) et donc

Vx €R, 2cos’x—3cosx+1=0<x€ (ig +27tZ) U22nZ.
Pour x ¢ (+% +277Z) U2nZ,

2cos?x+cosx—1  (2cosx—1)(cosx+1)  cosx+1

2cos?x—3cosx+1  (2cosx—1)(cosx—1) cosx—1’

2cos?x+cosx—1 __ %‘H - 3

et donc, hInX%”/3 2cos?x—3cosx+1 %71 -

2cos’x+cosx—1 __ -3

hm}fﬁ”/3 2cos2x—3cosx+1

7. Quand x tend vers O,

l+tanx  1+x+o(x)
l1+thx  1+x+o(x)

Puis, quand x tend vers 0,

=(1+x+o(x)(1—x+o0(x)) =1+o0(x).

1 n I+tanx) In(1+o(x))  o(x) o) N
sinx l1+thx /]  x4o(x)  x+o(x) 1+0(1) '
Donc,
: 1+tanx 1/sinx
lim, 0 ( 1+thx ) =L

8. Quand x tend vers e par valeurs inférieures, In(x) tend vers 1 et donc

X X 1
In(Inx) ~ 1 _1:1<7)N,_1:_, ),
n(lnx) ~ Inx n{- ; e(e x)

puis,

In(e —x)In(Inx) ~ —é(e —¥)In(e—x) = 0,

et donc (hlx)ln(e—x) _ eln(e—x) In(Inx) 1.

lim(Inx)™¢ = 1.
X—e

x<e



9. Quand x tend vers 1 par valeurs supérieures, xInx — 0, et donc

F—l=e"" ] ~xlnx~1x(x—1)=x—1.
Ensuite, vx? — 1 tend vers 0 et donc
In(1—vVx2—1)~—vVx2—1=—y/(x—=1)(x+1) ~—/2(x—1).
Finalement, quand x tend vers 1 par valeurs supérieures,

xF—1 x—1
m(1—vVa2_1) 261

1
—2\/x— 1—0.

10. Quand x tend vers +-oo,

e*
In(chx—1) ~ In(chx) ~ In (2) =x—1In2 ~x,
et donc

xIn(chx—1) xxx
x2+1 X

1.

1 _
o n(zhx 1) _1
X—>o0 x 41

11. Quand x tend vers O par valeurs supérieures,

2 2
ln(x—xz) +x—Inx=x+In(l —x) = —% +0(x2) ~

Ensuite,

3
(sinx)x — exln(sinx) — exln(xf§+o(x3)) — exlnxexln(lf%+o(x2)) :xref?+o(x3) =X (1 _r —|—0(X3)> 7

et,

xsinx _ e(xf%+0(x3))lnx — exlnxefﬁ%Jro(ﬁlnx) - <1 - x3énx +0(x3 lnx)> )

Donc,

; 3 31 31 3]
(sinx)*—x""" =x* (1 — % —|—0(x3)> —x" <1 _ 6nx —|—o(x3lnx)> =x <x 6nx +o(x? lnx)> ~t 6nx7

et enfin

(sinx)* — xSin¥ XInx/6  xlnx

= — 0.
In(x—x2) +x—Inx  —x?/2 3

(sinx)x _ xsinx

lim =0.
x—=0 In(x — x2) +x—1Inx
x>0




12. Quand x tend vers oo,

1 1 1
In(x+1) =Inx+In <1 —|—> =Inx+—-+o <> ,
x x x

puis

In(x+1) 14 1 n 1
= 0] .
Inx xInx xInx

In(x+1) 1 1 1 1
xn| ————= | =xIn({1+— 40 — =—+o0 — 0.
Inx xInx xInx Inx Inx

Donc, (ln(lﬁl))x =exp (xln <ln<x+l)>) —eV=1.

Inx

Ensuite,

13. Quand x tend vers —=

\/E,

(arcsinx)? — ’f—; 1 y arcsinx + 7§ y arcsinx — % 1 y T+1 y arcsinx—7 @ arcsinx— %
2 _ o 1 _ 1 I T _ 1 o _ 1
2=l 2 aty =g 2 sty Yty A2 ox—g
L (arcsin)’(—=) E ! 7[
— i = — =—.
42 V2© 42 -1 4
li (arcsinx)z—’f—: oz
m 2 22-1  ~ &

14. Quand x tend vers oo,

cos (a+ l) 1 o1 tana 1 tana 1
xIn| ———2 | =xIn( cos— —tanasin— | =xIn(1— —+o0 =x|—- +o
cosa X X X X X X

= —tana+o(1),

1 X
. cos(a—+— _
et donc limy o ( C(Oga" )> = e~ tana,

cos(a+l) *
llm_xﬁ-koo R N A — e*tdl’la.

cosa

Correction de I’exercice 2 A

1.

1—x2— 3 x50 1+ (x2+x3) + (x2+x3)2—|— (x2+x3)3 +0(X7) =142+ x4 +20 —|—2x6—|—3x7—|—0(x7).
—_ - X

ﬁ = 1+2x2+x3 +x* + 207 +2x5 4+ 3x7 + o(x7).
x—0



1 ¥ ooxt KO ; - ¥ ooxt xS 204\ 2\ 7
B (TR I A -1 R Lt *
cosxx—>0< 2 T2 70 Ok )> +<2 +720>+< 24> +<2> +olx)

2

by 1 1 1 1 1 1 5 61

-1 o 41~ 6(_~ = 7 -1 -2 4 6 7‘
+2+x ( 24+4>+ (720 24+8)+0(x) + X"+ —x"+ —x"+o(x')

L= 14+ 5?4 gt + S5l o(x7).

Cosx x—0

2.
. Remarques.
(a) Pour x € }—7, 5 [ \ {0}, on a 0 < = < 1 et donc la fonction x — arccos (tanx) est définie sur
1=%.,%[\ {0} (qui est un voisinage pointé de 0).

(b) Quand x tend vers O

(c) La fonction x — arccosx n’est pas dérivable en 1 et n’admet donc pas en 1 de développement limité
d’ordre supérieur ou égal a 1 (donc a priori, ¢’est mal parti).

, 2 — 1 et donc arccos (X ) = o(1) (développement limité a I’ ordre 0).

(d) La fonction proposée est paire et, si elle admet en 0 un développement limité d’ordre 3, sa partie
réguliere ne contient que des exposants pairs.

e Recherche d’un équivalent simple de arccosx en 1 a gauche. Quand x tend vers 1 par valeurs infé-
rieures, arccosx — 0 et donc,

arccosx ~ sin(arccosx) =vV1-x2= V(1 4+x)(1—x) N\fZ\/l—x.

e Déterminons un équivalent simple de arccos (« / tdnx) en 0. D’apres ce qui précede,

2
x ) X x tanx — x [X¥3/3 x|
arccos —— ) ~sin [ arccos — =4/1— /) = ~ =
tanx tanx tanx tanx X V3

Ainsi, la fonction x — arccos (w ey ) n’est pas dérivable en 0 (mais est dérivable a droite et a gauche)

et n’admet donc pas de développement limité d’ordre supérieur ou égal a 1 (mais admet éventuellement
des développements limités a gauche et a droite pour lesquels la remarque initiale sur la parité des

exposants ne tient plus). ¢ Déterminons un équivalent simple de f(x) = arccos (, / L) — % quand x

tanx

tend vers O par valeurs supérieures.

X X . X X
arccos ( tanx) — ﬁ ~ Sin <arCCOS ( tanx> — \/§>
. X X . X X
= S1n (arCCOS ( tanx>> COS (\/§> — Sin <\/§> COS (arCCOS < tanx>)

tanx —x co X X sin X ( )
= _— —_ _— _— = X
tanx V3 tanx V3 &

|75}

Maintenant,




i (3) - (15 900) " (g ) (- 2909) (-1

et finalement,

= i_i o(x’) ) — L—E o(x* —ﬁ o(x° Ni
g(x)_<\@ i5v3 ! )> (ﬁ ov3 ! )>_45\@+ 0~ 53

Ainsi, quand x tend vers O par valeurs supérieures,

arccos < x) 2= ﬂ +o(x*)
Vianx) 3 453 '

f étant paire, on en déduit que

b Al 3
—1—45\/§+0(x ).

o
=
(@]
(@}
o
w2
—
Q
=
SN—
=
41l
(e}
SiE

(Ce n’est pas un développement limité).

. La fonction x > tanx est trois fois dérivable en 7 et admet donc en 7 un développement limité d’ordre
3 a savoir son développement de TAYLOR-YOUNG. tan§ = 1 puis (tan)’ (§) = 1 +tan® § = 2. Ensuite,
(tan)”(x) = 2tanx(1 + tan?x) et (tan)” (%) = 4. Enfin,

(tan)® (x) = 2(1 + tan’ x)? + 4tan” x(1 + tan’x),

et (tan)®) (%) = 16. Finalement,

z . 6
. tan’ x(cos(x*) — 1) = tanx x tan®x(cos(x?) — 1) et un équivalent de tan”x(cos(x*) — 1) en 0 est —% . On
écrit donc tanx a I’ordre 2. De méme, un équivalent de tan® x est x> et on écrit donc cos(x?) — 1 a I’ordre
5.

tan® x(cos(x?) — 1) = (x+o(x?))? (—x—i-o(xs)) = (> +o(x*)) <—+0(x5)> =" +o(x*).

+0(x3)>



tan’ x(cos(x?) — 1) = —% +o(x®).
x—0

7. On pose h = x — 1 ou encore x = 1 + h, de sorte que x tend vers 1 si et seulement si 4 tend vers 0.

In(1+x)

> =1In(2+h)(1+h)>
h —2)(— —2)(=3)(—4

= (In2+In{ 1+ 1—2h+( I 3)h2+( JE=3)C )h3+0(h3)

h—0 2 2 6

= 1n2+@—h—2+h—3+ (h3) ) (1 —2h+30> — 41 4+ o(h?))

- 278 T4 ? ?

2+ (L om2) ht (3m2— 2 )24 (—am2 4B B +o(h?)

N 2 8 24 ‘
Donc,
In(1+x)

= In2+ (5—2In2) (x—1)+ (3In2—3) (x— 1)+ (—4In2+ 3) (x— 1)* +o((x— 1)*).

8. Pour x réel, posons f(x) = arctan(cosx). f est dérivable sur R, et pour x réel, f'(x) = ——1<_ Puis,

1+cos?x
f'(x) =" <x— x63 +o(x4)> (1 + (1 - x22 +0(x3)>2>

(Lot =o)L
1 3 2 3

= <x—x6+0(x4)> <1+x2+0(x3)> = —g —%+0(x4)-

Donc, f' admet un développement limité d’ordre 4 en O et on sait que f admet en 0 un développement
limité d’ordre 5 obtenu par intégration.

-1

2 4 s 5
arctan(cosx) = arctan(cos0) — Ry +o(x’) = 171 +o(x”).
x—
arctan(cosx) = Z— S o(x%)
o4 T F T :

x—0

9. Pour x > —1, posons f(x) = arctan 4/ 1‘% f est dérivable sur | — 1,40 et pour x > —1,

1 1 1 1 1
fx)= = X
(x+2)%5, fert I+ 27 (2x43)y/(1+x)(2+x)

- mlxﬂ <1+23x>1 (1+x)712 (1+g)_1/2 = 6\1@ (1 —23x+o(x)> (1-5+o0w) (1-5 +ox
_61ﬂ (1_ <§+;+i>x—|—o(x)> _6\1@ <1—1172x+0(x)>.

Ainsi, ' admet donc en 0 un développement limité d’ordre 1 et on sait alors que f admet en 0 un
développement limité d’ordre 2 obtenu par intégration.

ol _ 17 2 2
arctan /31y = arctan 4 opx — +o(x%).

10



3 5
= 1+ =+ ox + x84 o(x).
Donc, arcsinx =5t % + % + f—’f; + o(x®). Ensuite,
X

1

1 2 3t 5x -
= (arcsinx) > =32 <1 TR A +0(x7)>
X

arcsin®x 6 40 112
1 x> 3t 5x6 x> 3t 2 x? 3
=124+ +==)+3(=+"= | —4(= 7
x2< (6+40+112)+ <6+40> (6) olx)
11 31\ , 5 3 1\4 s
“2 73" 2o+12>x+< 56 1 40 54>x Folx’)
2 4

_1 1 x 31 o(x%)

x2 3 15 945

Finalement,

_ 1 S W) by 5
7 arcsin’x 0 3 +15+ 535 +ol).

10.
11. Pour x réel, posons f(x) = \/&7 f est continue sur R et admet donc des primitives sur R. Soit F la
primitive de f sur R qui s’annule en 0 puis, pour x réel, soit g(x) = | g Ny g est définie sur R et,

x VT
pour x réel g(x) = F(x?) — F(x). g est dérivable sur R et, pour tout réel x,

_ 2x _ 1
VIF® V1+a4

§/(x) = 24F' () ~ F'(x) = 26 (@) — f(x)

Puis,
, 1 8 8 14 38 9 14 38 9 9
g'() = [ 1—xb+0(®) ) = [ 1—sx+ 228+ 0(x”) | = =1+ 20+ x* — 228 =2 4 0(x”).
50 2 27 '8 27 8

Ainsi g’ admet un développement limité d’ordre 9 en 0 et on sait que g admet un développement limité
d’ordre 10 en 0 obtenu par intégration. En tenant compte de g(0) = 0, on obtient

12.

< xk X xlOO 100 X —X xlOO 100
In ];)F xioln<6100!+0(x ))zln(e)+ln<le (100!+0(x )))

13. Posons i = x — 7 ou encore x = & + h de sorte que x tend vers 7 si et seulement si 4 tend vers 0.

11



AT ) = AT+ (4 h)) = VB T 12wt 1272 + 4P

33w B\
= om(1+—=+=+-——
h—0 7t< +27‘L'+27t2+27r3>
o 1+1 3h+3h2+h3 1 3h+3h2 2+5 3h 3+ )
= — _— _— _— —_ = _— _— —_ _— 0]
3\2n 22 2m3 9\2rn 2n? 81 \ 2«
11 11 5
=2n+h+h | ——— | +1 = - +— h
Tt <7r 27r>Jr <37r2 n2+127r2>+0( )
2 h3 3
=2 +h+— — —— +o(h).
T+ —1-2717 47:24—0( )

Puis,

R:
tan(y/4(73 +x3)) = tan (h—i— r by +0(h3)>

i ’ 3 3 11 3 3
=(h+t=——= |+z+o(h)=h+_ =+ T h+o(h”).

Correction de I’exercice 3 A

Puisque a > 0, b > 0 et que pour tout réel x, “X}“bx > 0, f est définie sur R*, et pour

Vx e R*, f(x) =exp(iIn (<42)).

Etude en 0.

XY exlna exlnb 1 1 1 1
In (a ; ) =1In <—;> = In <1 +x <21na+ 21nb> + 22 <4lnza+ 4111217) —|—o(x2)>

In*a+1n?b Ina+In®b 1
=In <1 +xIn (\/cE) —i—xzw —|—0(x2)> =xIn (\/LE) —i—xzw — —(xInVab)? +o(x?)

4 4 2
1 1
=xIn (\/{E) + g(lnza —2Inalnb+1n?b)x* +o(x*) = xIn (\/%) —i—ngln2 (%) +o(x?).

Enfin,

a~ x\ 1/x a a
flx)= ( —;b ) :exp(ln(\/czﬂ-%ln2 E}H—O(x)) = \/CE(1+éxanE+0(X)).

Ainsi, f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = v/ab. Le prolongement obtenu est dérivable en 0 et
£1(0) = Y& 1n2 4 (> (). Etude en +oo.

;lcln (;(ax‘H?x)) = % <1n(bx) —In2+1In (1 + (%)x» = %(xlnb—i—o(x)) (car0 < g <1)
=1Inb+o(1).

et limy_, 1 f(x) = b(= Max{a,b}). Etude en —c. Pour tout réel x,

12



at+b* —lx a +b* —l/x ab
0= (55) (%) i

. . ab ab
A= I S0 = 0 00 = b

et donc,

a (=Min{a,b}).

Dérivée et variations. f est dérivable sur | —co,0U]0, +oo[ en vertu de théorémes généraux (et aussi en 0 d’apres
I’étude faite plus haut), et pour x 7 0 (puisque f > 0 sur R*),

) (L (a1 (@ +b | 1aIna+b Inb
oy == (57 ) ) =g (57 ) L

/" ale méme signe que (In f)’ qui, elle-méme, a le méme signe que la fonction g définie sur R par

a*+b* a*lna+b*Inb
Vx e R, =—1 .
e - (£32) i

g est dérivable sur R et, pour x réel,

') a‘na+b'Inb _a‘lna+bnb (a*In?a+ b*In>b)(a* + b*) — (a*Ina+ b*Inb)?
xX)=— X
& a* +b* a* + b (a* + b¥)?

(ab)*(Ina —1nb)?

(a*+b¥)?

g’ est donc strictement négative sur | —eo,0[ et strictement positive sur |0,+oo[. Par suite, g est strictement
décroissante sur | — o0, 0] et strictement croissante sur [0, 4oo[. g’ admet donc un minimum global strict en 0 et
puisque g(0) = 0, on en déduit que g est strictement positive sur R*. De méme, f” est strictement positive sur
R*. En tant compte de I’étude en 0, on a montré que f est dérivable sur R et que f’ est strictement positive sur
R. f est donc strictement croissante sur R. Le graphe de f a I’allure suivante :

On peut noter que les inégalités lim,_, . f < f(—1) < f(0) < f(1) < limy_, o f fournissent :

1 b
a<7<\/ab<i<b.
G+3) 2

N—
Nl

Correction de I’exercice 4 A
Quand x tend vers oo,

3\ /2 3 1 3 1
et,

7 1\\'? 7 49 1 7 49 1
V83 + T2+ 1=2x(1+—+o( = =2x(1+ +o5)) =22+ 5— 4ol - ).
8x X X

24x 57622 ¢ 12 288x  \x

13



Donc,

70) 7 383 . 1
X) = —XxX——=———+o|—-]).
x—r+oo 12 288x b
La courbe représentative de f admet donc en +co une droite asymptote d’équation y = —x — % De plus, le
signe de f(x) — (—x — %) est, au voisinage de +oo, le signe de — 55>, Donc la courbe représentative de f est

T 288x”
au-dessous de la droite d’équation y = —x — % au voisinage de +oeo.

Correction de I’exercice 5 A
f est de classe C* sur son domaine R\ {—1,1} en tant que fraction rationelle et en particulier admet un
développement limité a tout ordre en 0. Pour tout entier naturel n, on a

f(x) —_ x+x3+."+x2n+l+0(x2n+l)’

x—0

Par unicité des coefficients d’un développement limité et d’apres la formule de TAYLOR-YOUNG, on obtient

vneN, fC(0) =0et f2D(0) = (2n+1)!.

Ensuite, pour x ¢ {—1,1}, et n entier naturel donné,

=3 (i) =% (i)

Correction de I’exercice 6 A

1.

Va243x+5—x+1 ~ —x—x=-2x,
X

— —00

et,

(x> +3x+5)— (x—1)? 3x+2x 5
V2 4+3x+5—x+1= ~ =,
VxX24+3x+5+x—1 x>+ x+x 2

2. 3x>—6x ~ —6xet3x>—6x ~ 3x2. Ensuite, quand x tend vers 1, 3x? — 6x tend vers —3 # 0 et donc,

x—0 X—>o0
3x? —6x ~ —3.Enfin, 3x> — 6x =3x(x —2) ~ 6(x—2).

x—1 x—2

3x2 —6x ~ —6x 3x2 —6x ~ 3x% 3x% —6x ~ —3 3x% —6x ~ 6(x—2).
x—0 X—o0 x—0 x—2
3. )
(x —x%) In(sinx) = (x —x*) Inx+ (x —x*)In <1 - % + 0(x2)> = xInx — x*Inx+ o(x* Inx).
X—

Ensuite,

3

x? x
sinxln(x—x?) = (x ~ 5 + 0(x3)> (Inx+In(1—x)) = (x— 3 +0(x*))(Inx—x+o0(x)) = xInx+o(x*Inx).

Donc,

(Sinx>x—x2 _ (x_x2)sinx _ x]nx(e—lenx-i—o(lenx) _ eo(lenx)> — exlnx(l _x2 Inx—1 +0(x2 lnx))

= (140(1))(=**Inx+o(x*Inx)) ~ —x*Inx.

x—0

14



2x

Cthx=1 = =(1—e ) (1—e P 4o0(e ™)) =1-2e > +o(e ), etdonc thxlnx = (1—2¢ ">+

e ™ 3 5 heo

o(e=?))Inx = Inx +o(1). Par suite,

xthx ~ elnx — .
X—3+oo

. Tentative a I’ordre 3.
tan(sinx) =, tan (x— %+o(x3)> = (x %) +ix)P o) =x+% +o( 3), et,

sin(tanx) = sin (x—i— xg +o(x3)) = <x+ %) —+(x)3+o(x?) :x+%+o(x3). Donc, tan(sinx) —sin(tanx) =
X

x—0
o(x?). L’ordre 3 est insuffisant pour obtenir un équivalent. Tentative 4 I’ordre 5.

tan(sinx) = t LX) SANEA IR (R 3+2<)5+(5)

an( sin = tan — _ — JEE— - — _

VS0 M\ T e T 120 T T120) T3\ 6 15 To¥
3 1 1 2 343

:x+x+x5<120—6+15>+o( ) =xt T = T to(x),

et,

. 220 X2 1 X 3 1 5 5
Sm“a“x)x:osm<x+ 3T s ol >>—(X+3+15>‘6<”3) T o) Folw)
x 2 1 1 5 5 22X
_x+6+<15_6+120)x+0( )=xt% a0 o)

Donc, tan(sinx) — sin(tanx) = o(x%). Lordre 5 est insuffisant pour obtenir un équivalent. Le contact
x—

entre les courbes représentatives des fonctions x — sin(tanx) et x — tan(sinx) est trés fort. Tentative a
Pordre 7.

tan Slnx = tan( 120 5040 >
_ X3 x’ +1 x3 n
“" %6 120 5040) T3\" 6 T
i 11 1 1 2 17
. x (b ERVRILEIE SONE I DI S BN W 7
% 40+( 504o+3< “120 " X36)+15< 6>+315>x Folx)
_+x3 x5+ 1 +1+1 1+17 "4 o)
Y6 40\ 5040 " 120 "36 9 "315)F TV

et,

17
sin(tanx) = s1n X+ +7+—315+0( ))

:<x+X3+2x+l7x>—l<x+X3 ) ( ) (x)7 +o(x")
3 15 315 6 3 040
ENEIE ALY 1>+1 Vi)

6 40 315 6 15 9 120 3 5040

+x3 x5+ 17 1 1 N 1 1 T4 o)
=X+—=——-= - Tz ot == | X tolx").
6 40 \315 15 18 72 5040

15



Finalement,

11 1 1 1 1 !
tan(sinx) — sin(tanx) = ( +———+—+—- > X Fo(x) = * +o(x),
X

120 36 9 15 18 72 30
et donc
tan(sinx) — sin(tanx) ~ %.
X—
Correction de ’exercice 7 A
Pourn >5,0na
1+—-+ ! + : + ! +"i:5 !
U, = - .
n nn—1) nn-1)(n—-2) nn—-1)(n-2)(n—-3) Znn—1)..(k+1)
Ensuite,
0<3Z <n(n—4) 1 ~ L
n—l (k+1) T nn—1)(n—2)(n—3)(n—4) nste p nste
1 1 A 1 1
Donc, Zk 0 m n~>+ 4 (F) et de méme W }’14)4»00 o (*3) Il reste

1 1 NN o1 1 1 1 1 1 1

U, = 1+*+*2 1—- +*3+0 - :1+*+*2 1+ - +*3+0 -3

n——+oo n n n n n n n n n n-
1 1 2 1

1 _ 1
HZZ:ok’”_; 1+14 L4240,

Correction de I’exercice 8 A

1 1 1 R er2+)¢3+;¢4+
2 o N 2 6 120

2 x3 x* )c2 X 2 x X2 3 x\4 4

X

3
_L(x e l+l+3 L+ll+4 SLEY SR ISARE I D O
T2\ 2" e Ta) T T2 s T U120 \36 T 24

1 1 1 1
xln(x+1)—(x+1)lnx:x<lnx+ln<1+>>—(x+1)lnx = —lnx+x(—
X X—r-o0 x 2

Inx+1 ! -+ ! ! + !
=—lnx+1l—-——+———+0( = ].
2x  3x2  4x3 x3

16
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_ 1
xln(x—l—l)—(x—i—l)lnxx%? —Inx+1— 5 +55 — 5 +o(%).

Correction de I’exercice 9 A

1. fn(a):exp<nln (1+g>> L= XD (a_;jﬂ”’(:t)) _ (I_ZJFO(;))'

En remplagant a par b ou a + b, on obtient

2 2 2
et =), = e (1=T) cer(1-2 )0 (1-2 )40 (1)
—(a+b)*+a*+1? ‘o (1> _ 7abe“+b to (1) .
n n

2n n

Donc, siab #0, fu(a+b)— fu(a)fu(b) it “he ? . Siab =0, il est clair que fy(a+Db)— fu(a)fu(b) =
0.

2
2 e fla) = exp(—a+(a—G+)vo(k)) =1+ (~5+4)+1(~%) +o(k). etdone
3

2 4
a a a 1
—a _1 S ~ _— —_— Q.
e fn(a> +2nn—>+°°(3+8>n2

Correction de I’exercice 10 A

1. Pour x € [0, %], posons f(x) = sinx. On a f(]0,%]) =]0,1] C ]0,3]. Donc, puisque uy € |0,5], on
en déduit que Vn € N, u, € ]0 } Il est connu que Vx € ]O } sinx < x et de plus, pour x € [0 ],

sinx = x < x = 0. La suite u est a valeurs dans ]O, g] et donc Vn € N, u,, 1 = sin(u,) < u,. La suite u
est donc strictement décroissante et, étant minorée par 0, converge vers un réel £ de [0, %] qui vérifie (f
étant continue sur le segment [O, %} ) f(¢) = £ ou encore ¢ = 0. En résumé,

la suite u est strictement positive, strictement décroissante et converge vers 0. I

2. Soit a un réel quelconque. Puisque la suite u tend vers O, on a

3 o
. Ml’l
Uy —uy = (sinuy)* —uy T <un a3 +0(u2)) —uY
o
= uf ((1— 2 +0(ui)> —1)2142‘( ¢ +o( )>
o+2
= —a—"— +o(u?"?)
6
Pour ot = —2 on a donc
1 1 1
=1 +o(l)
;21+1 uy 3
D’aprés le lemme de CESARO, 1Y/~ (% - ﬁ) =1 +0(1) ou encore 1 (;—2 — #) =1+o0(1) ou
Uiet1 k n 0

enfin,
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1 =. 3+ +0() = Z+4o(n) ~ %

2
Uy n—

Par suite, puisque la suite u est strictement positive,

Correction de ’exercice 11 A

Il est immédiat par récurrence que Vn € N, u, > 0. Donc, Vn € N' #£L — ¢~ < | et donc, puisque la suite u
est stritement positive, un+ 1 < up. La suite u est strictement decr01ssante minorée par 0 et donc converge vers
un réel £ vérifiant £ = fe~‘ ou encore £(1 —e~*) = 0 ou encore £ = 0.

u est strictement positive, strictement décroissante et converge vers 0. I

Soit & un réel quelconque. Puisque la suite u tend vers 0,

o o __ o —Oou _ o oc+l o+1
Uppr — Uy = Uy (6’ "= 1) =u, (_aun+0(uﬂ)) =—Qu +O( )
Pour ¢ = —1, on obtient en particulier un]ﬁ — ui” = 1+ o(1). Puis, comme au numéro précédent, uin =n-+ ulT) +
o(n) ~ netdonc
n——+too
Uy ~ =
" n—oo 1

Correction de ’exercice 12 A

Pour n entier naturel donné, posons [, = ] — % +nm, 5 +nn [ e Soit n € N. Pour x € I, posons f(x) = tanx — x.
f est dérivable sur I, et pour x dans I,,, f'(x) = tan?x. Ainsi, f est dérivable sur I, et f’ est strictement positive
sur I, \ {nm}. Donc f est strictement croissante sur I,.

e Soit n € N. f est continue et strictement croissante sur /, et réalise donc une bijection de I, sur f(I,) = R.
En particulier, Vn € N, 3lx, € I,/ f(x,) = 0 (ou encore tel que tanx, = x,. ®« On a xo = 0 puis pour n € N*,
f(nmw) = —nm < 0 et donc, Vn € N*, x, €]nrx, 7 4 nn[. En particulier,

xn = nm+0(1).

n—r+-o0

e Posons alors y, = x, —nnw. Vn € N*, y, € }0,%[. De plus, tan(y,) = tan(x,) = nw + Yy, et donc, puisque
yn 6 ]0’ % [s

T
5> In= arctan(y, +nm) > arctan(nm).

Puisque arctan(n) tend vers 7, on ay, = 4 0(1) ou encore

x, = nu+Z4+0(1).
e Posons maintenant z,, = y, — £ = x, —nw — Z. D’aprés ce qui précede, Vn € N*, z, € } —%,0[ et d’autre part
zn = o(1). Ensuite, tan (z,, + 2) =nn+7% +zn et donc —cotan(z,) =nw+ % +2z, ~ nm. Puisque z, tend
n—y—+oo n—y+-oo

vers 0, on en déduit que

1
—= ~ —cotan(z ~ nmw
in p—y+oo ( n) n—soo

18



- _ L 1 insi
ouencore z, = -~z 40 (1). Ainsi,

e Posons enfint, =z, + - =x, —nw— % +-L. On sait que 7, = 0 (1) et que

—cotan (t, — ;1) = —cotan(z;) =nw+Z +z, =nn+ % — L +0o(1).
Par suite,

VPR R B O NPL VS R SR S

—tan(t,— — | = — — +o(~ =—— =

" nr 2n n nt 2n’m n2)’

puis,

1 ; ‘ 1 1 n (1) 1 1 + 1

— —t, =arctan | — — o(=) | =—— ol = |,

nw nw  2n’m n? nw 2n’m n?
etdonc t, = ﬁ +o (n%) Finalement,

Correction de ’exercice 13 A

1. Pour x > 0, posons f(x) = x+Inx. f est continue sur ]0,+oo[, strictement croissante sur |0, oo en
tant que somme de deux fonctions continues et strictement croissantes sur |0, +oo[. f réalise donc une
bijection de |0, +oo[ sur f(]0,+o0[) = Jlimy_,0, x>0 f(x),limy—; 10 f(x)[ =] — o0, +-0o[= R. En particulier,

Vk e R, dlx; E]O,+°°[/ fxx) =k.

2. f(%) = §+ln§ < k pour k suffisament grand (car k — (g —l—lng) = g —lng ]H—jw oo d’apres les

théorémes de croissances comparées). Donc, pour k suffisament grand, f (%) < f(xx). Puisque f est
strictement croissante sur |0, oo, on en déduit que x; > % pour k suffisament grand et donc que
limy_, 1o X; = +o0. Mais alors, k = x; + Inx; ~ x; et donc, quand k tend vers oo,

Tk k*>:+°<’ ket O(k).

Posons y; = x; — k. On a y, = o(k) et de plus y; + In(y; + k) = 0 ce qui s’écrit :

yi=—In(k+y;) = —In(k+o(k)) = —Ink+1In(1+0(1)) = —Ink+o(1).

Donc,

Xk k—lnk+0(1).

k4>_+°°

Posons z; = y; +1Ink = x; — k+Ink. Alors, zx = o(1) et —Ink+ zx = —In(k — Ink + z; ). Par suite,

Ink Ink Ink Ink
Zk :lnk—ln(k—lnk—i-o(l)) = —In (] —7+0 <k>> = k+0<k) .

Finalement,

19



Correction de ’exercice 14 A

1. ©¥sinL = O(x®) eten particulier x*sin 1 = o(x?). Donc, en tenant compte de f(0) = 1,
X x—0 ¥ x=0

f(x) = 1+x+x>+o0(x?).

x—0
f admet en 0 un développement limité d’ordre 2.
2. f(x) = 1 +x+ o(x). Donc, f admet en 0 un développement limité d’ordre 1. On en déduit que f
x—

est continue et dérivable en 0 avec f(0) = f'(0) = 1. f est d’autre part dérivable sur R* en vertu de
théoremes généraux (et donc sur R) et pour x # 0, f(x) = 14 2x+ 3x*sin ﬁ —2cos xiz

3. f’ est définie sur R mais n’a pas de limite en 0. f' n’admet donc méme pas un développement limité
d’ordre O en 0.

Correction de ’exercice 15 A

2 4
11—x2 = 1+%5+ % +o(x*), et donc
arcsinx = —I—X3—|—3i+ ().
o0 e Ta0 Y
Puis,
1 1 203 N\ 203 4 L\ 1 ox 178
= |1+ 4= = (1-= = 4= =- - 3
arcsinxﬁox<+6+40+0(x)> x( 6 40+36+0(x>> + 76 360 TOW)

et donc,

L e =, 6 S o).

La fonction f proposée se prolonge donc par continuité en 0 en posant f(0) = 0. Le prolongement est dérivable

enOet f/(0) = 1 . La courbe représentative de f admet a I’origine une tangente d’équation y = . Le signe de la

différence f(x ) & est, au voisinage de O le signe de 1376’6 La courbe représentative de f admet donc al’origine

une tangente d’inflexion d’équation y = =

Correction de ’exercice 16 A

1. arccosx = o(1) (développement limité a 1’ordre 0). Mais la fonction x — arccosx n’est pas dérivable
xX—1"
en 1 et n’admet donc pas en 1 un développemement limité d’ordre 1.
2) Puisque arccosx = o(1),
x—1-

arccosx ~ sin(arccosx) =V 1—x*=+/(1+x) l—x \f\/l—x

x—1-

arccosx ~ 21 —x.

x—1-

Correction de ’exercice 17 A
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1. Quand x tend vers O,

1 1 1 1 1 1 1
(1—x)2(1+x)211—x+§(1— x)2 +41+x;Ho4(Zxk+2Z k“"k+2 ) o(x")
LO2kA3 4 (-
=y T— - i )
Z 1 X +o(x")

2. On a aussi,

1 1
(P4 (00— o <kzo ) (Zx2q> o
an( )y >x+0 Zakx +o(x

+2q=k

Par unicité des coefficients d’un développement limité, on a donc

Vk €N, g = 2340

(ay est le nombre de facons de payer k euros en pieces de 1 et 2 euros).
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Exo7

Etude de fonctions

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1

Etude complete des fonctions suivantes

1. fi(x) = ”x (arctanx —

2. frlx) = |tanx| +cosx.

)

o | 120460012248
3. falx) =x ln‘120760x+12x27x3 :

4. 4x) :xex;i'.
5. fs(x)=1mn (erx_l)
6. fo(x) =x++/|]x>—1|
7. fr(x) = e/,
8. fs(x)=(1+1)"
9. fo(x)= logz(l—logu(x —5x+46)).
10. fio(x) = E(x) 4 (x — E(x))%.
11. fi1(x) :arcsin\/%:%—arcsm 14x
12 fio(x) = =
13. fiz(x) =e'/*V/x+4,
14. fia(x) = arccos(-).
15. fis(x) = In(y+ /2 — 1) —In( 1) ot y = 125,
16. fie(x) =1In|shx—1|.
17. fig(x) = x*.
18. fig(x) = (cosx+sinx)'/*.
19. fio(x) =V +1—vx2—1.
20. fro(x) = arcsin(2x—1)+2&rctan\/17:.
21. f21(x) =1In(chx)
22. fro(x) =3>"1-531 _xIn3
23. fa(x) :1n|%1‘
Correction ¥ [005443]



http://exo7.emath.fr
http://www.maths-france.fr

Correction de ’exercice 1 A

1. fi est définie et de classe C* sur R* en vertu de théoremes généraux. De plus, f] est paire. On étudiera
f1 sur [0, 4o (se méfier alors pour la dérivabilité en 0).
Etude en 0 (a gauche et a droite).

3 5

fi) = SO0+ +old) —x(1 =2+t o))
)C3 XS XZ
= (1+2)( 5 = 5 o) = (1425 - 5+ o)
)C2
= % - 21—5 +o(x?).

Par suite, f se prolonge par continuité en 0 en posant f;(0) = % Puisque f; admet en 0 un développe-

ment limité d’ordre 1, le prolongement encore noté f; est dérivable en 0 et f{(0) = 0. C; admet au point
d’abscisse 0 une tangente parallele a (0x) d’équation y = % Enfin, puisque f(x) — % est, au voisinage

. 2x2
de 0, du signe de — 5,

Etude en oo (et —0). fi(x) e x 7.0, et de meéme f, (x) o0

la courbe est localement en dessous de sa tangente.

Dérivée, variations.

Pour x > 0,
31 x 1+x*, 1 1—x?
!
=(—= - = tanx — -
F)=( x* xz)(arc an l—l—x2)+ x3 (l-i-xz (1+x2)2)
3—i_xz(alrctan a )+1+x2 20
= — X —
x4 1+ x2 2 (1+x2)2
3+x2 X x* 2
= —arct
@ (—arc anx+1+x2+3+x2x(l+x2))
3+x2( an+ x(3+x%)+26°  3+x2 @
= — arctanx = X
o 1+2)3+2) & °
ou, pour tout réel x, g(x) = —arctanx + 33:; 5.
g est dérivable sur R et pour x réel,
() B+x>) =222 1+x233 -1 +x%) - (3+x%)? — 4y
x) = - = .
¢ B2 = (1+22)(3+22)2 B ra22(1+2)

¢’ est donc strictement négative sur |0, +oo[ et par suite, g est donc strictement décroisante sur [0, +oo|.
Puisque g(0) = 0, pour x > 0, g(x) < 0. Finalement, f] est strictement négative sur |0, +oo[ et f] est
strictement décroissante sur [0, +oo|.

Le tableau de variations de f; n’apporte rien de plus.

Graphe
1__
AT =i
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

2. fo estdéfinie sur D = R\ (§ +nZZ), paire et 27-périodique. f> est continue sur D en vertu de théorémes
généraux. On étudie f sur [0, F[U] 7, 7]
Etude en 7.
fx) o | tanx| et donc, lim,_, /5 f(x) = +o0. C; admet la droite d’équation x = 7 pour droite asymp-

tote.



Dérivabilité et dérivée.

f> est dérivable sur R\ 7Z en vertu de théoréemes généraux et pour x ¢ Z7Z, f5(x) = Sﬁ —sinx ou €
est le signe de tanx.

f> est aussi dérivable a droite en 0 et (f>),(0) = 1. Par symétrie, f» est dérivable a gauche en 0 et
(f2)5(0) = —1. fo n’est pas dérivable en 0.

De méme, f; est dérivable & gauche et a droite en 7 avec (f2), (%) = —1 et (f2),(7) = 1, et n’est donc
pas dérivable en 7.

Variations.

Z,m] en tant que somme de deux fonctions strictement décroissantes
sur |2, xr]. Puis, pour x élément de ]0, %[, fx) = ﬁ —sinx > 1—1=0. f] est strictement positive
sur |0, [ et donc f; est strictement croissante sur [0, 7.

f2 est strictement décroissante sur |

Graphe.

y = fa(x)

5

3. Pour x réel, posons P(x) = x> + 12x> + 60x 4 120. Pour tout réel x, on a P'(x) = 3(x*> + 8x +20) =
3((x+4)*+4) > 0. P est une fonction polyndme de degré 3 strictement croissante sur R et s’annule
donc une et une seule fois en un certain réel noté a. De plus, P(—5)P(—4) <Oet a €] —5,—4].

Enfin, P est strictement négatif sur | — oo, ¢t[ et strictement positif sur ] o, +oo].
f3 est définie sur R\ {—a,a}, etpourx € R\ {—a,a},

P(x)
P(—x)

f3(x)=x—1In

‘ — x—In|P(x)| + In|P(—x)].

Notons que f3 est impaire.

Dérivabilité et dérivée.

f3 estde classe C* sur R\ {—a, a} en vertu de théorémes généraux et pour x € R\ {—o, 0},
Px) P(=x) _ Px)P(=x) = P'(x)P(—x) — P'(—x)P(x)

B =150 B - P()PW)




Puis,

P(x)P(—x) — P'(x)P(—x) — P'(—x)P(x)
= ((12x* +120) 4 (x> + 60x) ) ((12x* + 120) — (x* + 60x))
—3((x® +20) + 8x) (124 + 120) — (x> +60x))) — 3((x> +20) — 8x)) (1242 + 120) + (x* + 60x))
= 144(x> +10)% — x> (x> 4 60)% — 6((x* +20) (12x% + 120) — (8x) (x> + 60x))
= (—x® 4+ 24x* — 720x* 4 14400) — 6(4x* — 120x* +2400) = —x5,

6

et donc f3(x) = 55

P(x)P(—x)"
Etude en +co.
12 1 12 1 24 1
—x = —In(I1+—=40o(=)+In(l— —=+o(=)) = +0(-).
f3(x) x o= n(1+ . —I—O(x))-i- n( . -l—o(x)) x —l—o(x)
On en déduit tout d’abord que limy_, 4« f3(x) = +oo (resp.lim,_, o f3(x) = —co, puis que C3 admet en

+o0 (resp.—oo) la droite d’équation y = x pour droite asymptote et que Cz est au-dessous (resp. au-dessus)
de cette droite au voisinage de +oo (resp.—oo).

Variations.

D’une part, f3(0) = 0. D’autre part, pour x > 0, P(x) > 0. f} est donc du signe de —P(—x) sur |0, +oo[\{ct}.
Ainsi, f} est strictement négative sur ]0, o[ et strictement positive sur | o, +-oo].

On en déduit le tableau de variations de f3.

z |0 Q +00
fiz) |0 — +
0 +00
I3 \ /
—00 || —00
Graphe.
=z

61 Y
5+ y = f3(z)
4 4
3 4

ﬁ'{\-
o +

I\]_
cln_
_— e —
L_
c.lo'
[I\D__
| 4
I
B

4. fy est définie sur R\ {—1,1}. De plus, pour x # 0,

2/x
f4(1) — lel/xzfl — leixzzil = !
X

x x fa(x)




Ce genre de constatation peut servir a calculer lim,_, . f4(x) si I’on connait limy_,q, y~0 f4(x), obtenir
les variations de f4 sur |0, 1] si on les connait sur |1, +oo] ...

On peut aussi noter que Vx € R\ {—1,1}, fa(—x) fa(x) = —x? et donc, pour x # 0, f4(—x) = f;g) . Cette
constatation pourra étre utile pour déduire 1’étude de f4 en —1 de I’étude en 1.

Etude en +o et —co.

2x
x2—1

—oo et que C4 admet en +o0 et —oo, une direction asymptotique d’équation y = x. Plus précisément,

Puisque

— 0,ona fg(x) ~ xcequimontre déja que limy_, o fa(x) = +oo, limy o fa(x) =
X—too x—+oo

2x 2 1., 2 1
X2—1 x%_:tw;(l_;> _;_}—0(;)7
puis,
2% 2 2 1 2 2 1
Xzf p— _ _ 2 —_— = —_ —_— —_—
e lx—>iw1+(x)+(x) +o(x2) 1+x+x2+o(x2).

On en déduit que

2 1
fa(x) x%:imx+2+ < +0(;).
Par suite, C; admet la droite d’équation y = x 4 2 pour droite asymptote en +oo et —co. De plus, le signe
de f4(x) — (x+2) étant localement le signe de %, Cy4 est au-dessus de son asymptote au voisinage de +oo
et au-dessous au voisinage de —oo.
Etude en 1 (et -1).
Clairement, limy_,1 v~ fa(x) = Fooetlim,, 1 v~y fa(x) = —co. Ensuite, limy 1 v« fa(x) =0etlime,_y x—1 fa(x
0.
On prolonge fi par continuité a gauche en 1 en posant f4(1) = 0, et de méme en —1 et on étudie la
dérivabilité du prolongement encore noté fs.

f4 est continue sur ] — 1,1], de classe C! sur] — 1, 1] et pour x €] — 1, 1] (voir dérivée-variations),
B -2 22 20+ 1

/ 2-
f4(x) - (xz_ 1)2 ex-1 x%iKl 0.

D’aprés un théoréme classique d’analyse, f; est de classe C' sur | — 1,1] et en particulier dérivable a
gauche en 1 et f(1) =0.

De méme, f est dérivable a gauche en —1 et fé(—l) = 0. C4 admet en ces points des demi-tangentes
paralleles a I’axe (Ox).

Dérivée. Variations.

f estde classe C!' sur R\ {—1,1} en vertu de théorémes généraux et pour x # 0,

f1(x)
fa(x)

X X2 —1)—x(2x
= (n]Al) () = (ne + 20 =+ 2 A

(=12 —2x(x>+1) x* =23 —2x% —2x+1

x(x2—1)? B x(x2—1)? '

et donc

_x4—2x3—2x2—2x—|—1 2x

Vx #0, f4(x) = 1) e,

ce qui reste vrai pour x = 0 par continuité de f; en 0.
f4 est donc du signe de P(x) = x* — 2x*> — 2x> — 2x+ 1. Or, pour x # 0,



P() =R ((2 ) = 2+ 1) ~2) = (e 2wt 1) —4) =

:xz(x—&-%—(l —\fS)(x—i—%—(l +V5) = (2= (1=V3)x+ 1) = (1+V5)x+1),

ce qui reste vrai pour x = 0.

Le premier trindme a un discriminant égal a (v/5—1)? —4 =2 —24/5 < 0 et donc Vx € R, x*> — (1 —
\@)x—i- 1>0.

Le deuxiéme trindme a un discriminant égal a (\6 + 1)2 —4=2+42+/5> 0 et admet donc deux racines

réelles o0 = S(1+V54+V2++/5)2,89... > let = 1(1+V5—/2+2V5) = 10,34... €]0,1[. Onen

déduit le tableau de variation de f;.

T | —00 —1 0 15} 1 a 400
fi(x) + + 0 — || - 0 +
0 0,15... 400 400
Ja / / \ \ /
—0o0 —00 0 6,34...

Graphe.




5.Six>0,e"—1>0etsix<0,e—1<0.Donc, pour x # 0, > 0 et f5 est définie sur R*. Pour x # 0,

1 e -1 1 1 e 1
fs(—x) = ——In& = “In(e™)—-In¢
X —X X X X

=1 f().

Donc, pour tout réel non nul x, f(x) + f(—x) = 1. Le point de coordonnées (0, 1) est centre de symétrie
de C5.
Etude en 0.
A0 = (14 S+ o) = MG+ D) - 2R o) = 2+ Lxtol)
x) = —In —+—+4ox))=-((z+—)—=(= o(x7)) ==+ —x+o(x).
S0 x 26 X2 6 224
Ainsi, f5 se prolonge par continuité en 0 en posant f5(0) = % Le prolongement, encore noté fs, admet
en 0 un développement limité d’ordre 1 et est donc dérivable en 0 avec fZ(0) = ﬁ. Une équation de la
tangente a Cs en le point d’abscisse O est y = ix + % Par symétrie, ce point est un point d’inflexion.
Etude en +oo.
1 1 In(1—e™*
f5(x) = 7(1n(ex) —|-ln(1 — e_x) _1nx) =1—= E + u
X

X—rto0 X

=1+o(1).

Donc, limy_, 1« f5(x) = 1. Par symétrie, lim,_, o f5(x) = limy_,_o(1 — f5(—x)) =1—1=0.

Dérivée. Variations.

f5 est dérivable sur R* en vertu de théorémes généraux (et donc sur R) et pour x # 0, (puisque In % =
In|“=| =Inle* — 1| —In|x]),

1. e—-1 1, € 1 1 e —1 xe*
+

(1) = =1 - —-)=5(-1 ~1).
f5(x) 2 % x(ex—l x> xz( T er—1 )
fi est, sur R*, du signe de g(x) = —In ex;l + efe_x] + —1. g est dérivable sur R* et pour x réel non nul,
) = — e 1 (" +xe%)(e" —1) —xe*.e®  —xe* (e —1)+ (" —1)? +xe*(eF—x—1)
EW =T 1T (ex—1)2 B x(er—1)?
B (ex— 1)2_x2€x B (ex/Z _efx/2)2_x2
x(ex_ 1)2 - x(ex/2_efx/2)2
_ (2sh3)? -2  sh’5—(3)°
x(2sh%)2 XShZ%

L’inégalité shx > x, valable pour x > 0, est classique (par exemple, la formule de TAYLOR-LAPLACE
a I’ordre 1 fournit pour x > 0, shx = x+ [ (x — ) sht dr > x.) Par suite, g’ est strictement positive sur
10, +oo[, et donc g est strictement croissante sur ]0,+oo[. En tenant compte de g(0") = 0, g est donc
strictement positive sur ]0, +oo[. Il en est de méme de f et f5 est strictement croissante sur |0, 4-oo|.
Par symétrie et continuité en 0, f5 est strictement croissante sur R.

Graphe.

-6 -h —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 A 6

6. fe est définie et continue sur R, dérivable sur R{—1,1} en vertu de théorémes généraux.
Etude en 1.
fo(x)—feo(1) =x—1+ \/pczszl \/Q\/H, ce qui montre que fi n’est pas dérivable en 1 mais
que Cs admet au point d’abscisse 1 deux demi-tangentes paralleles a (Oy).
Etude en -1.



fo(x) = fo(—1) =x+1++/|]x2—1] e V2y/|x + 1], ce qui montre que f5 n’est pas dérivable en —1
mais que Cy admet au point d’abscisse —1 deux demi-tangentes paralleles a (Oy).

Etude en +oo.

Au voisinage de +co, on a

1 +0(12)) =2x— 2i +0(1),

L
f6(x):x+x(1—;)/ :x—l—x(l—ﬁ " . ;

ce qui montre tout a la fois que limy_, .« f5(x) = +oo, puis que la droite d’équation y = 2x est asymptote
a Cg en +oo et que Cg est au-dessous de cette droite au voisinage de +oo.

Etude en —oo.

Au voisinage de —o, on a, fo(x) =x—x(1+0(1)) = o(1), et lim, e fo(x) = 0.

Dérivée. Variations.

Soit ¢ le signe de x*> — 1. Pour x # +1,

N 2ex VeE(r—1)+ex
2,/e(x*—1) Vexr—1)

Si —1 < x <0, (de sorte que ex > 0) oux > 1, f{(x) > 0.

Six < —1,sgn(fi(x)) =sgn(x+Vvx2—1) = sgn(—— = — et fi(x) <O0.

x—vx2—1

Si0<x<1.sgn(fi(x)) =sgn(—x+vx2—1) =sgn(—x*— (x> — 1)) = sgn(i2 —X).

folx) =1

D’ou le tableau de variations de f¢ :

L —1 1//2 1 +00
fo(x) [ + o - [ +
V2 —00

fo 0\_1/ \1/

Graphe.




10.

11.

12.

13.

5__
4__
3__
2__
1__
1 2 3 )
-4 -3 =2
24
1 .
-5 -4 -3 =2 -1 2 )
-2 =1 2




14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
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