Calcul différentiel
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Dans ce chapitre, on fixe

un couple d’entiers strictement positifs (n, p),

deux R-espaces vectoriels E et F' de dimensions respectives p et n,
un ouvert U de F,

une base e = (eq,...,e,) de E,

une base ¢/ = (¢/,...,¢€) de F,
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Calcul différentiel 1 Différentielles et dérivées partielles

Ce chapitre s’intéresse donc aux fonctions de plusieurs variables, pour lesquelles nous
allons développer une notion (la différentielle) qui généralise la notion de dérivée d’une
fonction d’une variable réelle.

1 Différentielles et dérivées partielles

1.1 Dérivées partielles

Introduction : Souvent, pour étudier une fonction de plusieurs variables, on se ramene
par restriction a des fonctions d'une seule variable. Par exemple, on peut restreindre
I’ensemble de départ de f a une droite affine. Cette approche conduit a la notion de
dérivées partielles.

Notation. Fixonsa € U etv e E\ {0}.

o L’application t — f(a+ tv) est une fonction d’une seule variable qui correspond &
la restriction de f a la droite affine passant par a et dirigée par v.

o f est définie sur 'ouvert U, donc il existe r > 0 tel que B,(a,r) % U. Ainsi

'application t — f(a + tv) est au moins définie sur [ =] — ¢, e[, ot € = oIl > 0.
v

Définition. Si t — f(a + tv) est dérivable en 0, on dit que f est partiellement
dérivable en a selon le vecteur v, et dans ce cas, la dérivée de t — f(a + tv) en 0 est
appelée la dérivée partielle de f en a selon le vecteur v ; elle est notée D, f(a). Lorsque
D, f(a) est définie, on dispose ainsi de la formule suivante :

Duf(a) = (Lra+0)]) )

Propriété. Pour tout « € U, notons f(z) = Z fi(x)el.
i=1

D, f(a) est définie si et seulement si, pour tout i € N, D, fi(a) est définie, et dans ce
cas,

Dy f(a) = Z D, fi(a)e;.

Démonstration.

On sait que 'application t — f(a + tv) = Zfi(a + tv)e; est dérivable en 0 si et
i=1
seulement si pour tout i € N,,, t — f;(a + tv) est dérivable en 0, et dans ce cas, on

sait que (%[f(a + w)]) (0) = Zn: (%[fi(a + tv)]) (0)e. o

Propriété. Soient g : U — F et (o, 3) € R?. Si D,(f)(a) et D,(g)(a) sont définies,
alors D,(af 4+ Bg)(a) est définie et D, (af + Bg)(a) = aD,(f)(a) + BD,(g)(a).
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Calcul différentiel 1 Différentielles et dérivées partielles

Propriété. On suppose que F'=1R. Soit g : U — R. Si D,(f)(a) et D,(g)(a) sont
définies, alors D,(fg)(a) est définie et D,(fg)(a) = g(a)D,(f)(a) + f(a)D,(g)(a).

Démonstration.

d
Dy(fg)(a) = (5[f(a+tv) x gla+t0)])(0) = f(a)Dugla) + g(a) Duf (a). ©
Définition. Soit j € N,. Si elle existe, on appelle jéme dérivée partielle de f en a

la dérivée partielle de f en a selon le vecteur e;. Dans ce cas, on la note D;f(a) ou

0 . . .
a—f(a), et on dispose ainsi des formules suivantes :
Zj

_9f

D,f(e) = 5-(0) = Doy fla) = (Gl (a+ 1)) 0)

Remarque. Cette définition dépend du choix de la base e de E.

Exemple 1. Considérons I'application f de R? dans R définie par
V(z,y) e R”2\ {0} f(z,y) = (2* — y*)In(z® + y*) et f(0,0) = 0.

o |f@y)l <@yl mdl@)l3)] o

donc f est une application continue sur R2.
e Soit (z,y) € (R?)\ {0}.

¢ Dans la quantité a—(x,y), les deux occurrences de la variable z jouent des roles
x

différents. Le 'z’ de Ox représente le nom générique de la premiere variable de f alors
que le "z’ du couple (z,y) représente un réel fixé.
¢ En revenant a la définition,

) = (S17(y) +10,0)))(0)
(11 + 1) 0) = (L) @

|l ) R )

dz 229
=2z In(z* +9°) + w

2
x

A T'usage, dans des cas simples, on utﬁise x a la place des variables z ou t, mais x doit

alors étre vu tantot comme une variable et tantot comme un réel fixé.

o En (0,0), Z0,0)= W0
Or f(2,0) = 2*In(2?) si x # 0 et f(0,0) =0,

donc W(O) = ylclir(l) M =0, donc g(0,0) = 0.
oa Soit (:v,y; e R f(y,z) = ;f(x,y), donc )
Ly - WD) - D) D),

Pour la clarté du calcul précédent, 1'utilisation d’une troisieme variable z est indispen-
sable.
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Calcul différentiel 1 Différentielles et dérivées partielles

Ezxemple 2. Considérons Papplication f de R? dans R telle que, pour tout (z,y) € R?,
siy # 0, alors f(z,y) = x_2 et si y =0, alors f(x,0) =0.

e C(Calculons les dérivées %artielles de f en 0.

Soit v = (a,b) € R*\ {0}.

Si b # 0, pour tout t € R*, f(tv) t_ 1) = t:;;j = %2 — %2.

sip=o 1O _,

donc f admet en (0,0) une dérivée partielle selon toutes les directions.
e Pourtant f n’est pas continue en 0 (bien str, 0 = (0,0)).
En effet, f(¢,0) =0 — 0 et f(£,#*) =1 — L.

t#0 t#0
Ainsi, I'existence en un point des dérivées partielles selon toutes les directions ne ga-

rantit méme pas la continuité en ce point.

e Cet exemple montre que la notion de dérivée partielle se comporte mal relativement a
la composition. En effet, f admet en 0 des dérivées partielles selon toutes les directions,
t — (t,t%) est une application dérivable en 0, mais ¢ — f(¢,1*) n’est pas dérivable
en 0, car elle n’est méme pas continue en 0.

e La notion de dérivée partielle n’est donc pas une généralisation satisfaisante de la
notion de dérivée au cas d'une fonction de plusieurs variables.

Remarque. De méme, a propos de la continuité d’'une application de plusieurs va-
riables, on peut construire une application f : R? — R telle que, pour tout = € R,
y — f(x,y) est continue, pour tout y € R, z — f(x,y) est continue, mais telle que

f n’est pas continue.
Ty
CC'Q + y2

x#0,yv+— f(z,y) = inny est continue et si x = 0, y — f(z,y) = 0 est aussi

Par exemple, on peut poser f(z,y) = si (z,y) # 0 et f(0,0) = 0. En effet, si

continue. Par symétrie, il en est de méme pour x — f(x,y) a y fixé. Mais f n’est pas

1 1
continue en 0 car pour t # 0, f(t,t) = 373 et f(t,0)=0—0.
t#0 t#0

1.2 Différentielle

Notation. Dans ce chapitre, si u € L(FE, F) et h € E, on notera souvent u.h au lieu
de u(h).

Définition. On dit que f est différentiable au point a si et seulement si f admet en a
un développement limité a U'ordre 1, c’est-a-dire si et seulement s'il existe u € L(E, F)
telle que f(a+h) = f(a)+u.h+o(h), ce que I'on peut encore écrire sous la forme :

a+helU

1
m(ﬂa + h) — f(a) — uw.h) — 0. Dans ce cas u est unique. Elle est appelée la

a+helU

©EFric Merle 4 MPSI2, LLG



Calcul différentiel 1 Différentielles et dérivées partielles

différentielle de f en a, ou encore I'application linéaire tangente a f en a. Elle est notée
d(f)(a), si bien que lorsque f est différentiable en a, pour h au voisinage de 0,

(fla+h) = f(a)+d(f)(a).h+o(h), et d(f)(a) € L(E, F)|

Démonstration.
Supposons qu'il existe u et v dans L(E, F) telles que
fla+h)= f(a) +u(h) +o(h) = f(a) + v(h) + o(h). Ainsi, (u—v)(h) = o(h).
Soit x € E. Pour t € R* au voisinage de 0, (u — v)(tx) = o(t), donc
(u—wv)(z) = $(u—v)(tz) = o(1) —> 0, donc (u—v)(z) =0.0
a+ttzeU
Remarque. Lorsque f : U — F est différentiable au point a € U, en premiere
approximation f est assimilable au voisinage du point a a la somme d’une fonction
constante et d'une application linéaire.

Remarque. Lorsque £ =R, f : U — F est différentiable en a € U si et seulement
si f est dérivable en a et dans ce cas, d(f)(a).h = f'(a).h = h.f'(a).

En particulier, ‘f’(a) = d(f)(a).l‘.

Démonstration.

f est dérivable en a si et seulement si f admet au voisinage de a un développement
limité de la forme f(a+h) = f(a)+1h+o(h), donc si et seulement si f est différentiable
en a.

R — F
o sz . s . .
Dans ce cas, [ = f’(a) et la différentielle de f en a est 'application 3 Fla)h
i
. P R*? — R? {f(xy) =z+y—a3
Exemple. Soit ou ’ .
P (,y) — (f(z,9),9(,9)) glz,y) =z —y+ay
T+y —a3 . ) e e T
F(z,y) = + . Choisissons sur R* la norme infinie. Ainsi |z| < || |
r—Y Y )

donc \aj -0 (H (;) H)- De méme, |y| = O (H (Zf) H), donc
(o)< '+l =0 (1) e) o () 1) =o (1(2)1): coau

montre que [~ | =o I * |
Ty )
Ainsi F(z,y) = F(0,0)+ (i i_ z) +o0 (H (Zj) H) , ce qui prouve que F est différentiable
d(F)(0) : R? — R?
en 0 et que T+y\ -
@ = (21Y)
r—y

Propriété. ’Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.
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Calcul différentiel 2 Cas des applications numériques

Démonstration.
fla+h) = f(a) +d(f)(a)(h) +o(h) — f(a).O

Propriété. ’On suppose que f est différentiable en a‘ . Alors pour tout v € FE, f
admet une dérivée partielle en a selon le vecteur v et

D, () = d()(a)(v).

Démonstration.

f étant différentiable en a, f(a + tv) = f(a) + d(f)(a)(tv) + o(tv) lorsque t est au
voisinage de 0, donc f(a + tv) = f(a) + td(f)(a)(v) + o(t).

Ainsi 110+ t"‘? — 19 i h@)w). o

t—0

Remarque. L’exemple 2 montre que la réciproque est fausse. f peut admettre en a
des dérivées partielles selon toutes les directions sans qu’elle soit différentiable en a.
En effet, dans I'exemple 2, f n’est pas continue en 0, donc a fortiori, elle n’est pas
différentiable en 0.

Propriété. On suppose que f est différentiable en a. Alors toutes les dérivées partielles
p

de f en a sont définies et pour tout h = Z hje;,
j=1

o= Y hdlf)(e)(e) = S5 (o)

Ainsi

ou dx; désigne I'application j-ieme coordonnée dans la base e.

Définition. Pour tout = € U, notons f(x Zfz . On suppose que f est

différentiable en a. On appelle matrice jacobienne de f en a la matrice de d(f)(a) dans
les bases e et €. On la note J¢(a) € M, ,(R). Ainsi les colonnes de J¢(a) sont les

coordonnées dans la base €’ des d(f)(a)(e;) = a—(a). On dispose donc de la formule
x .
sulvante : ’
ofi
J .
(@) = ( 52 (@ @) .

Définition. On dit que f est différentiable sur U lorsque, pour tout a € U, f est
différentiable en a. Dans ce cas, on dispose de la différentielle de f,
notée df : U — L(E,F).
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Calcul différentiel 2 Cas des applications numériques

2 Cas des applications numériques

2.1 Le gradient

Notation. dans ce paragraphe, on suppose que f est numérique, au sens que F' = R.

Définition. Supposons que F est un espace euclidien et que f est différentiable en a.
Si xz,y € E, on notera z.y ou bien < x,y > le produit scalaire entre x et y. Dans ce
— L(E,R)
— <uz,.>
Or d(f)(a) € L(E,R), donc il existe un unique g € FE tel que pour tout h € FE,

d(f)(a).h = g.h.
g est appelé le gradient de f en a et est noté V f(a). Ainsi Vf(a) est caractérisé par
la relation

cas, on sait que 'application - est un isomorphisme.

\Vh € E (Vf(a)).h=d(f)(a).h]

Sie=(ey,...,e,) est une base orthonormée de E, on vérifie que
p
of
Vf(a) = ' a—mj(@)ej-
7j=1

Propriété. Avec les notations et hypotheses précédentes, lorsque h est au voisinage
de 0, l'accroissement de f entre a et a + h vaut f(a + h) — f(a) = (Vf(a)).h + o(h).
Supposons que V f(a) # 0. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, lorsque h est uni-
taire, (Vf(a)).h < |V f(a)|l||h|| = ||V f(a)], avec égalité si et seulement si h est co-
linéaire a V f(a) et de méme sens.

Ainsi V f(a) indique la direction h selon laquelle 'augmentation de f(a) a f(a+h) est
maximale, avec h unitaire.

On dit aussi que —V f(a) est la direction de plus grande pente.

2.2 Recherche des extrema

Définition. On suppose que f : U — R est différentiable.

On dit que a € U est un point critique de f si et seulement si d(f)(a) =0,

c’est-a-dire si et seulement si pour tout j € {1,...,p}, 8—(a) = 0.
Lj

Théoreme. On suppose que f : U — R est différentiable.
’Si f admet un extremum local en a € U, alors a est un point critique de f ‘

Démonstration.
Supposons par exemple que f admet un maximum local en a, c¢’est-a-dire qu’il existe
un voisinage V' de a tel que Vx € V' f(z) < f(a).

P
Notons a = Zajej et soit j € {1,...,p}.
j=1
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Calcul différentiel 3 Applications continiment différentiables

la fonction

et dérivable sur un voisinage de 0, sa dérivée en 0 est nulle. Ainsi

3

— R

admet un maximum local en 0. Comme elle est définie
—  f(a+ zej)

ax]( a)=0.0

Exercice. Parmi les pavés de R? (i.e : les parallélépipedes droits) d’un volume
fixé, déterminer ceux dont la surface est minimale.

Résolution.
e Notons V' > 0 le volume fixé. La surface d'un pavé de R? de volume V dépend

des dimensions [, h et % de ce pavé.

Il s’agit donc de rechercher le minimum de f(l, h) = lh+ v + % définie sur R*+2.

h
g{(l @2— h— K et gi(l, h)y=1- % A‘llel si (I, h) € R%? est un point critique,
hl = ——, donc hl = V'3 ,puish=101= — = = Vs, Réciproquement, on vérifie que

(hl)?’ hl
le point (VS 1% 3) € R*+2 est un point critique de f. Ainsi, f admet un unique
point critique égal & (v/V,V/V) (correspondant & un cube).

e Notonsm = f(VV,VV) = 3V3 et montrons qu'il s’agit d’un minimum global.
Pour ¢ > 0, notons D, = (]0,e[xR%) U (R* x]0, ).

Pour tout (I,h) € D., f(l,h) > K Choisissons ¢ tel que v > m.

Ainsi, V(L h) € D. f(I,h) >m. :

Soit M € R%. Notons K = (R%*\ D.) N By(0, M) ou B;(0, M) est la boule
fermée pour la norme infinie de centre 0 et de rayon M . Si (I,h) € R:*\ K,
ou bien (I,h) € D, et dans ce cas f(l,h) > m, ou bien [h > Me et dans ce cas
f(l,h) > Me.

Choisissons M > -, Ainsi, pour tout (I,h) € R:*\ K, f(I,h) > m.

De plus K est fernfé et borné, donc il est compact, donc f,x admet un minimum
global, et ¢’est un minimum global pour f. Il s’agit nécessairement de 1'unique
point critique de f. On a prouvé que le point (\S/V NV ) est 'unique point en
lequel f atteint son minimum global. Ainsi la surface du pavé est minimum lorsque
ce pavé est un cube.

Applications continiiment différentiables

3.1 Définition

Introduction : La notion de dérivée partielle est simple mais elle se comporte mal
pour la composition. Au contraire, la notion de différentielle est plus abstraite, mais
elle se comporte bien pour la composition (cf le chapitre 4).
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Calcul différentiel 3 Applications continiment différentiables

Ces deux notions sont cependant “équivalentes” sous une condition plus forte de
régularité (application de classe C'). C’est ce que démontre le théoréme fondamen-
tal ci-dessous.

Définition. On dit que f est une application de classe C! sur U, ou qu’elle est
continiment différentiable sur U si et seulement si f est différentiable et d(f) est
continue de U dans L(E, F).

Théoréme. f est de classe C' sur U si et seulement si pour tout j € {1,...,p},
'application j¥™¢ dérivée partielle de f est définie et continue de U dans F.

Démonstration.
Admis. O

Propriété. [ est de classe C' sur U si et seulement si pour tout v € E \ {0},
l'application D, (f) est définie et continue.

Démonstration.

Si pour tout v € E \ {0}, 'application D, (f) est définie et continue, alors c’est en
particulier le cas pour les dérivées partielles de f, donc f est de classe C*.
Réciproquement, si f est de classe C', pour tout v € E'\ {0}, on peut construire une

base de E dont v est le premier vecteur. Alors D,(f) = Ere donc D, (f) est définie et
sl
continue sur U. O
f: U — F
L ’ n 1 . .
Propriété. r — Z fi(x)e; est de classe C" sur U si et seulement si pour

i—1
tout i € N,,, f; est de classe C! sur U.
Démonstration.

0 af;
Pour tout j € {1,...,p}, les applications composantes de —f sont les J |

83:]- al’j .
3.2 Exemples

Exemple. Reprenons I'exemple 1. Les dérivées partielles sont définies sur R? et sont
continues sur (R?)\ {0} d’apres les théoremes usuels.

Etude en (0,0). Si (z,y) # 0,

of

of o
5@ 9| < 20 @)l | )] + 2[l (2, v)], oo o done - est une application

continue en 0.

0 0
Comme ——(z,y) = —a—f(y, x), —f est aussi continue en 0.
x

dy dy

Ainsi f est de classe C! sur R2.

Exemple. On suppose que E est euclidien et que e est une base orthonormée de E.

. s e s L J: F — R

Etudions la différentiabilité de I'application I .
z — |z

e Non différentiabilité de ||.|| en O :
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Calcul différentiel 3 Applications continiment différentiables

te; t
Soit i € N,,. | :ZH = 1] n’admet pas de limite lorsque ¢ tend vers 0, donc ||.|| n’admet
aucune dérivée partielle en 0.
On en déduit que ||.|| n’est pas différentiable en 0.

e Différentiabilité de ||.|| sur E \ {0}.
Premiére méthode :
o Soitie{l,...,p} etz e E\ {0}
Calculons, si elle existe, la ™ dérivée partielle de ||.| en .
ol-| i
() = 7
Iz ]l

Z 7, donc cette dérivée partielle est définie et
j=1

Ainsi, toutes les dérivées partielles sont définies et continues sur £\ {0}.
o On en déduit que ||.|| est une application de classe Clsur E \ {0}.

0 l’z
De plus, pour tout h = Zhj€j7 d||-[(z)[h] = Z G‘LH Z |z || &
j=1 =1 '
h
done d|l.|[(z) = (h — %)
T

Enfin, V||.||(z) = ﬁ
Seconde méthode :
o Soient x € E\ {0} et h € E.

lz+ Al = /N2> + R + 2 < 2, h > = IISL’II\/ +2<

T ||2,h > 4o(h),

or d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, 2 < h >= O(h), donc

Iz HZ’

|z + Rl = [|z]|(1+ < I Hz,h > +4o(h))) = ||z||l4+ < — ” ik h > +o(h).
L’application h ——< || Tk h > étant linéaire, 1’égalité précédente prouve que ||.|| est
x
différentiable en = et que d(]|.||)(z)(h) =< e >
x
Ainsi, V||.|[(z) = —.
] ) 5
o Pour tout i € {1,...,p}, 8|Lc||( ) =d(|l.|)(z)(e;) = |mxl|| Ainsi (‘3||x|| est continue,
ce qui prouve que ||| est C1.
Propriété.

Si f est une application linéaire de FE dans F',
alors f est de classe C! et, pour tout a € E, d(f)(a) = f.

Démonstration.
Soit a € E. Pour h au voisinage de 0,

fla+h) = f(a)+f(h) = f(a)+f(h)+o(h), donc f est différentiable en a et d(f)(a) = f.

d(f) est une application constante donc elle est continue, donc f est C'. O
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Calcul différentiel 4 Composition

Lemme : Si F', F’ et F” sont trois R-espaces vectoriels et si B : F'x F' — F” est une
application bilinéaire continue, alors il existe k € Ry tel que pour tout (z,y) € F x F,
1Bz, y)|| < kllzlly]l
Démonstration.
B étant continue en 0, il existe a > 0 tel que, pour tout (z,y) € FxF' si||(z,y)| < a,
alors || B(z,y)| < 1.
Soit (z, y) € F x F' tels que x # 0 et y # 0.

«

a a
Alors [|(t50a, ) lee = max(llall, —rlyl) = a, done | B( yll <
Tl Tl Jll™ ol ™ Hy||
mais B est bilinéaire, donc H(‘Tﬂﬂ (z,y)|]| < 1, donc [|B(z,y)|| < klz|/||y|| avec
1

Lorsque x = 0 ou y = 0, I'inégalité est encore clairement vraie. O

Propriété. Soient I’ et F” deux R-espaces vectoriels de dimensions finies.
Soit B : F' x F' — F” une application.

Si B est bilinéaire, elle est de classe C! et
V(u,v) € F x F" ¥Y(h,h') € F x F' d(B)(u,v).(h,h') = B(h,v) + B(u, }).

Démonstration.

e Soit (u,v) € F x F'. Pour (h,h') € F x F' au voisinage de 0,

B(u + h,v + k') = B(u,v) + B(h,v) + B(u,h’) + B(h,}’), or B étant bilinéaire en
dimension finie, elle est continue, donc d’apres le lemme, il existe k£ € R, tel que pour
tout (z,y) € F > F', | B(x, y)|| < Kl llyl],

donc [|B(h,1)|| < k||(h,R")||%,. Ainsi B(h,h’) = o((h,}’)), ce qui montre que B est
différentiable en (u,v) et que d(B)(u,v) = <(h, h') — B(h,v) + B(u, h’)).

e Ainsi d(B) est une application linéaire de F' x F’ dans L(F x F’, F""). Nous sommes
en dimension finie, donc d(B) est continue, ce qui prouve que B est de classe C'. O

4 Composition

Théoreme. Soit G un troisieme R-espace vectoriel de dimension m € N* et V un

ouvert de F'.
: u — V g: V — d

Soient t 3 d -
I S Y UL DS L
=1

plications dlfferentlables (resp : de classe ch).
Alors g o f est différentiable (resp : de classe C') et , pour tout a € U,

dlg © f)(a) = d(g)(f(a)  d(f)(a).

En passant aux matrices, on en déduit que

’Jgof(a) = Jy(f(a)) x Jf(a).‘
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Démonstration.
e Soit he E telquea+heU.
(g0 f)la+h) =glf(a+h)] =glf(a) +d(f)(a).h+ o(h)], or d(f)(a).h + o(h) —> O,

a+heU

donc (g o f)(a+h) = (g0 f)(a) + d(g)(f(a).[d(f)(a).h + o(h)] + o[d(f)(a).h + o(h)].
De plus, en normant correctement L(E,F)), ld(f)(a).h|| < ||d(f)(a)|/||R],

(f
donc o(d(f)(a).h + o(h)) = o(O(h) + o(h)) = o(h).
De plus, en normant correctement L(F,G), ||d(g)(f(a)).o(h)| < ||d(g)(f(a)|l|lo(R)|l,
donc [|d(g)(f(a)).o(h)|| = O(o(h)) = o(h

)-
Ainsi (g o f)(a+ h) = (g0 f)a) + d(g)(f(a)).[d(f)(a)(h)] + o(h), ce qui montre que
g o f est différentiable en a et que d(g o f)(a) = d(g)(f(a)) o d(f)(a).

e En passant aux matrices, on obtient Jy.r(a) = J,(f(a)) x J¢(a).

e Supposons que f et g sont de classe C. Ainsi toutes les dérivées partielles de f et
de g sont continues, donc les applications a — J¢(a) et b —— J,(b) sont continues.
La multiplication matricielle étant bilinéaire en dimension finie, donc continue, par
composition, a — Jyor(a) est continue, donc ses applications composantes sont conti-
nues, donc les dérivées partielles de g o f sont continues, ce qui prouve que go f est de
classe C1. O

Remarque. Pour retenir la formule précédente, il faut la mettre en parallele avec la
formule de composition d’applications d'une variable réelle : (go ) (a) = ¢'(f(a))f'(a).

Formule. Avec les notations du théoreme, pour tout j € {1,...,p} et a € U,

%2 -3 2w 2 s,

Regle de la chaine :

Démonstration.
Pour tout h € {1,...,m}

8(%—Z]f)h(a) = [Jyop(@)ln; = Z[Jg(f(a))]h,i[Jf(a)]i,j = ; gz (a)g‘(;’; (f(a)). O

Remarque. Lorsque F' = R, la formule précédente devient

d(go f)

Vaec U VjeN, o
j

(a) =

En considérant que f ne dépend que de la seule variable z;, cette formule est exactement
la formule de dérivation de la composée de deux applications d’une variable réelle.

Oln(z? +y* +1) 2z
Exemple. = .
ox 2+y?+1
Propriété. Soient I un intervalle (non nécessairement ouvert) de R,
M: I — U;)

PN Z p;(t)e; Un AIC paramétré dérivable (resp : de classe C1) et
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f :U — F une application différentiable (resp : de classe C1).
Alors f o M est un arc paramétré dérivable (resp : de classe C') & valeurs dans F.
De plus, pour tout a € I,

(f o M)'(a)

g)( <>> la)
Z 8% M(a)).

Lorsque F' = R et E est euclidien, on a aussi ’(f o M) (a) = [Vf](M(a)).M’(a)‘ :
On dit aussi que (f o M)'(a) est la dérivée de f le long de 'arc paramétré M en a.

Démonstration.
Cette propriété n’est pas un cas particulier du théoreme précédent car I'intervalle I n’est
pas nécessairement ouvert. Cependant, on peut adapter la démonstration du théoreme
a la situation actuelle.
Soit a € I. Lorsque h tend vers 0 avec a + h € I,
(foM)(a+h)= f(M(a)+ hM'(a) + o(h)), or hM'(a) + o(h) — 0, donc
a+hel

(feM)(a+h) = f(M(a))+d(f)(M(a))(hM'(a) + o(h)) + o(hM'(a) + o(h))

= (fo M)(a) + hd(f)(M(a))(M'(a)) + o(h),

pour des raisons similaires a celles rencontrées dans la démonstration du théoreme
précédent.

Ainsi, foM est dérivable en a et (foM) (a) = d(f)(M(a))(M'(a)) = Z M;(a )gmf]( (a)).

j=1
Cette derniere formule prouve que, lorsque f et M sont de classe C!, il en est de méme
de foM.o

Remarque. Dans le cas ou £ = RP, on peut écrire cette formule sous la forme
suivante :

va e ] WOLE),..., My(#))] (a) = ZMJ’-(a)g—i(Ml(a),...,Mp(a)).

dt

f: R? — R

Exemple. Si (5y) — fla.y) est une application de classe C!,
3 /12
WWENEFD) _ 3208 i gy L O s ey e
dt Ox V2 4+ 10y
3.4 /13 2
3f(tu,v;t+1+u) _ 3t2u4g—f(t3u4 BT 118
T

t 0
t gy VPR TR

Formule. On comprend mieux ainsi comment fonctionne la regle de la chaine, qui
peut s’écrire sous la forme :

%(g(fl(mh...,xp),---,fn(xly-"’xp» :Zn:

9fi 9y
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Propriété. On suppose que f est une application de classe C' de U dans F. Soit a
et b deux points de U. On suppose qu'il existe un arc de classe C', M : [0,1] — U
tel que M(0) = a et M(1) =b. Alors

£(b) — fla) = / A ) (M (1)) M'(t)dt.

Démonstration.

F(b)— f(a) = FM(L) — F(M(0)) = / S (O)dr, car £ F(M(D)) est de classe
C. Ainsi, f(b) — f(a) = /O d(f) (M (). M (t)dt. ©

Propriété. Si U est convexe, une application f de U dans F' est constante si et
seulement si f est de classe C! et d(f) = 0.

Démonstration.
Si f est constante sur U, alors les dérivées partielles de f sont nulles, donc f est de
classe C! et d(f) = 0.
Réciproquement, supposons que f : U — F est de classe C' avec d(f) = 0 et U
convexe. Soit a,b € U. Pour tout ¢t € [0,1], posons M(t) = a + t(b — a). Ainsi M est
un arc de classe C! tel que M (0) =a et M(1) =b.

1

Alors f(b) — f(a) = /0 A(f)(M(t)).M'(t)dt = 0. 0

Propriété. Soient F’ et F” deux R-espaces vectoriels de dimensions finies.
Soit B : F' x F' — F” une application bilinéaire.
Soient f : U — F et g : U — F’ deux applications différentiables (resp : de classe

B(f,g): U — F” . . )

Y. Alors ’ est une application différentiable (resp :
) v — B(f(x),9(x)) oP (resp
de classe C*) et

Va €U Vh e E |d[B(f,9)|(a).h = B(d(f)(a).h, g(a)) + B(f(a),d(g)(a).h).]

Démonstration.
p: U — FxF

ro— (f(x),9(x))
pla+h) = (f(a),g(a)) + (d(f)(a)-h, d(g)(a)-h) + oh),
donc ¢ est différentiable en a et dp(a) = (h — (d(f)(a).h, d(g)(a).h)).
e Soit v € E'\ {0}. Dyp(a) = dp(a)(v) = (Dyf(a), Dyg(a)), donc D,p est définie et
continue sur U. Ainsi, lorsque f et g sont de classe C', © est aussi de classe C! sur U.
e B(f,g9) = Boy, donc B(f,g) est différentiable sur U (resp : de classe C'!). De plus,

siaeUetsihekFr,
d[B(f, 9)](a).h (B)((a)).[dp(a).h]
(B)(f(a),g(a)).(d(f)(a).h,d(g)(a).h)
= B(d(f)(a).h, g(a)) + B(f(a),d(g)(a).h).

e Notons . Soit a € U. Pour h au voisinage de 0,

=d
=d
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O

Corollaire. Soient f : U — F et ¢ : U — R deux applications différentiables
. U — F

resp : de classe C1). Alors - est une application différentiable

(resp ) v ol(2).f(@) bp

(resp : de classe C?) et

Ya e U Vhe U d(e.f)(a).h = [do(a).h].f(a) + [o(a)].[d(f)(a).h].

5 Un peu de géométrie différentielle

5.1 Vecteurs tangents

Définition. Soit X une partie de F et x un point de X. Soit v un vecteur de F.

On dira que v est un vecteur tangent a X en x si et seulement si il existe € > 0 et un
arc paramétré M : | —e,e[— X dérivable en 0 tel que x = M(0) et v = M'(0).

En résumé, lorsque v # 0, v est tangent a X en x si et seulement si v dirige la tangente
en x a un arc paramétré tracé sur X passant par x.

5.2 Plan tangent a une surface

Notation. On suppose que E est euclidien de dimension 3, muni d'une base ortho-

normée (7,7, k).

Pour tout § € R, on pose ug = cos 7+ sinf jet vy = ugyz.

Définition. On appelle nappe paramétrée différentiable toute application différentiable

M U — FE
(w,v) — M(u,v)

On dit que M(U) est le support de la nappe M.

, o1 U est un ouvert de R2.

Exemple. Sia > 0, M(0,p) = O + asinfw, + acosO kK on (0,0) € R? est un
parametrage de la sphere de centre O et de rayon a.

Définition. Soit M : U — E une nappe différentiable et soit (ug,vg) € U.
oM

Toute combinaison linéaire des vecteurs a—(uo, Vo) et a—(uo, vp) est un vecteur tan-
u v
gent a M (U) en M (ug, vo).

Lorsque (—— (ug, vo), a—(uo, vg)) est libre,
v

ou
0 oM
le plan affine M (uyg, vy) —|—Vect(a—(uo, Vo), 8_(u0’ 1)) est appelé le plan tangent a M
u v
oM oM
en M (ug,vp), et la droite affine M (ug,vy) + R (8—(u0, V) A 8—(u0, vo)) est appelée
u v

la normale & M en M (ug, vo).
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Démonstration.
Soit a, B € R?%. Posons P(t) = M (ug + at, vy + St).
U étant ouvert, il existe € > 0 tel que pour tout ¢t €] — g, ¢[, (up + at,vg + ft) € U

Ainsi, P : ] —¢,e[— M(U) est un arc paramétré dérivable tel que P(0) = M (uo, vy).
Alors P'(0) = a%—(uo, vo)—l—ﬁa—(uo, vp) est un vecteur tangent a M (U) en M (ug, vg).
u v

O

Remarque. Avec les notations et hypotheses de la définition,
pour (u,v) au voisinage de (ug, vg),

oM oM
M (u,v) = M(ug,vo) + (u — uo)a—u(uo, vo) + (v — UO)W(UO, vo) + o(u — ug, v — vg).

Cela signifie qu’en premiere approximation, une surface M (U) coincide avec son plan
tangent au voisinage de M (ug, vy).

Exemple. On considere la surface S paramétrée en coordonnées cartésiennes par
M R? — E
(t,0) —— DM(t,0) = O+ (costcos)i'+ (costsin)y+ 0k

cost
Dans le repere mobile Ry = (O, uj, vg, l;), M(t,0) = 0 , donc, toujours dans le
rl 0
. 0

\ . —sint OM 0

repere mobile, — = 0 et —= cost,
ot 0 00 1
Ry Ry
rone DM OM v
one — 50 = sin

Re —sintcost

Ainsi, lorsque t ¢ 7Z, le plan tangent a S en M(¢,0) a pour équation dans le repere
fixe R : —sinf(x — costcosf) + cosf(y — costsinf) — cost(z — 0) = 0, qu’il reste a
simplifier.

Propriété. Soit U un ouvert de R? et f : U — R une application différentiable.
Alors la surface S d’équation z = f(x,y) est appelée le graphe de 'application f.
S est aussi le support de la nappe paramétrée différentiable M : U — R? définie par

T
M(z,y)=| vy .
f(z,y)
Zo
Fixons (xg,y0) € U et notons zg = f(xo,y0) et My = Yo -
rR1 0

Alors le plan tangent en M a S a pour équation

0 0
2=z = (v — xo)a—i(fcoyyo) + (y — Z/o)a_i(xo;yo)~
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Démonstration. 0
1
oM oM
—— (20, %0) = P 0 et — (2o, %0) = of 1 donc
ox f oy
(0, Y0) —=-(0, o)
ox dy
of
oM oM _8_95(%’ Yo)
- - = 0
ox (%0, o) A dy (70, 40) —a—f(iv(),yo) 7 0.
Y
1
Ainsi (%—M(mo, Yo), aa—M(xO, yg)) est libre et le plan tangent a pour équation
Zz Y
of of

—(7 — 930)%(3307?/0) —(y— yo)é—y(xo, Yo) + (2 — 20) = 0.

5.3 Surfaces de niveau

Notation. On suppose que E est euclidien.
Soit U un ouvert de E et f : U — R une application différentiable. On appelle
surfaces (ou lignes) de niveau de f les ensembles {z € U/f(z) = k}, ou k est fixé.

Propriété. Fixons k € R.

Soit & un point de la surface de niveau X = {x € U/ f(x) = k}.

Alors tout vecteur tangent en x a X est orthogonal au gradient de f en x.
On dit que le gradient de f est orthogonal aux surfaces de niveau de f.

Démonstration.

Soit v un vecteur tangent en z a X :

il existe € > 0 et un arc paramétré M :|—¢e,e[—> X dérivable en 0 tel que z = M (0)

et v = M'(0).

d

Pour tout t €] —e,¢[, f(M(t)) =k, donc 0 = %(f(M(t))) =V f(M(t)).M'(t).

En t =0, on obtient Vf(x).v =0.0
Exercice. Soit F' et F’ deux points distincts du plan euclidien R2. Soit a € R
tel que 2a > d(F,F') = FF'. On note £ = {M € R*/MF + MF' = 2a} : on
admettra que £ est lellipse de foyer F' et F’ dont le grand axe est de longueur
2a.

Montrer que la tangente en un point M de £ est la bissectrice extérieure des

demi-droites [M, F') et [M, F").
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Solution : Notons f : R? — R définie par f(M) = MF + MF'. £ est une
ligne de niveau de f, donc la tangente en un point M de £ est orthogonale au
gradient de f en M. Il suffit donc de montrer que ce gradient dirige la bissectrice
intérieure des demi-droites [M, F') et [M, F") (qui est orthogonale a la bissectrice

ME  MF

extérieure), c’est-a-dire que le gradient est colinéaire au vecteur UE + ik
Or, en posant M = (2,y) et F = (zp,yr), MF = \/(zr — )2+ (yr — y)?,
O(MF) T —Xp OMF) y—yr
donc = et = ,
Or  (wr—2?+wr—-y?® % ME
s
FiM  F'M

donc V(M — MF) = F—, puis V f(M)

MF = MFE T ME
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