Théorie de I'intégration

Table des matieres

1 Intégration des applications en escalier
1.1 Les applications en escalier . . . . . . . .. ... ... ... ...
1.2 Intégrale d'une application en escalier . . . . . . . . . .. ... ... ..

2 Les applications réglées
2.1 Définition . . . . ...
2.2 Les applications continues par morceaux . . . . . . . . . . . . . . . ..
2.3 Caractérisation des applications réglées (hors programme) . . . . . . .

3 Intégration des applications réglées
3.1 Construction . . . . . . . . . ...
3.2 Propriétés . . . . ..

4 Sommes de Riemann

5 Primitives



Théorie de 'intégration 1 Intégration des applications en escalier

Dans tout ce chapitre,

— K désigne R ou C;

— a et b sont deux réels fixés avec a < b;

— F est un K-espace vectoriel normé complet, c’est-a-dire un espace de Banach.
En pratique, E sera un K-espace vectoriel de dimension finie et le plus souvent,
on sera dans le cas ou £ =K

— f est une application de [a, b] dans E.

Nous présentons ici la théorie de I'intégration de Riemann, qui consiste a définir 1’ob-
b

jet / f(t)dt lorsque f est une application en escalier (c’est-a-dire une application
a

constante par morceaux) puis a prolonger cette définition a toute fonction qui est li-
mite uniforme d’applications en escalier, donc en particulier aux applications continues
par morceaux.

C’est historiquement la premiere construction completement formalisée de la notion
d’intégrale, due a Bernhard Riemann en 1854. Elle se construit rapidement, mais elle
se prolonge plus ou moins difficilement a des intégrales plus générales :

— Dobjet [, f(t)dt ou I est un intervalle quelconque (a priori ni fermé, ni borné)
et ou f est une application continue par morceaux de [ dans F, sera étudié en
seconde année. Il s’agit d'une intégrale “impropre” ou “généralisée” ;

— l'intégrale de Riemann se généralise tres mal aux intégrales multiples de la forme
f « f(w)dz, ot K est une partie d’'un R-espace vectoriel de dimension finie et ol
f est une application continue de K dans F';

— de plus, parce que sa construction repose sur la convergence uniforme, 'intégrale
de Riemann ne présente pas un comportement optimal pour certains théoremes
d’interversion.

La théorie de I'intégration de Lebesgue (1902) n’a pas ces défauts, mais sa construction
est nettement plus longue, elle correspond a la théorie de la mesure que nous effleurerons
au début du cours de probabilités.

1 Intégration des applications en escalier

1.1 Les applications en escalier

Définition. On appelle subdivision de [a, b] toute famille finie (a;)o<;<, de réels telle
quea=ayg<a <---<a,=>o.

Notation. On notera S l’ensemble des subdivisions de [a, b].

Exemple. (a +1
n

a . C .. .
) € §. On dit que c’est une subdivision uniforme.
0<i<n

Définition. Si o = (a;)o<i<n € S, on appelle pas de la subdivision o le réel

i(o) = 1121&);(% —a;_1).
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Théorie de 'intégration 1 Intégration des applications en escalier

Remarque. Informellement, une subdivision (a;)o<;<, correspond a un découpage de
I'intervalle [a, b] en les sous-intervalles [a;_1, a;]. Le pas de cette subdivision représente
la longueur du plus grand de ces sous-intervalles.

Notation. Soit 0 = (a;)o<i<n € S. On appelle support de la subdivision ¢ I'’ensemble

Alo) £ {a; ] 0<i<n).

Propriété. Notons P;([a,b]) 'ensemble des parties finies de [a, b] contenant a et b.

L’application A: § — Py(la,b])

o — Alo) est bijective.

Démonstration.
Si B € Ps([a,b]), il existe une unique facon d’ordonner les éléments de B selon une
suite (a;)o<i<n strictement croissante. Alors ¢ = ag < a; < -+ < a, = b, donc B

possede un unique antécédent pour A. O

Définition. Soit (0,0") € S%. On dit que o est plus fine que o’ si et seulement si
A(o) D A(0’). Dans ce cas, on note o’ < o.
Propriété. = est une relation d’ordre partiel.

Démonstration.
Sio =o' et o’ <o, alors A(o) = A(0’), or A est bijective, donc o = ¢’. Ainsi < est
antisymétrique. On établit facilement qu’elle est également réflexive et transitive. O

Définition. Sio, o’ €S, on pose cUo’ 2 A7 (A(o)UA(0”)). Ainsi, U0’ est I'unique
subdivision de [a, b] dont le support est la réunion des supports de o et de o’.
Remarque. Pour la relation d’ordre <, o U ¢’ = sup{o, o’}.

Définition.

f est une application en escalier sur [a, b] si et seulement s'il existe
une subdivision (a;)o<i<n de [a,b] telle que, pour tout i € N,,,

f est constante sur 'intervalle |a;_1, a;].

Remarque. Aucune condition ne porte sur les valeurs de f en les points a; de la
subdivision.

Exemple. Les fonctions constantes sont des applications en escalier.
L’application partie entiere restreinte a un segment est une application en escalier.

Définition. Supposons que f est une application en escalier et soit o = (a;)o<i<n € S.
On dit que o est une subdivision adaptée a f si et seulement si, pour tout i € N,,, f
est constante sur l'intervalle |a;_1, a;[.

Remarque. Si f est une application en escalier, elle ne prend qu'un nombre fini de
valeurs (ce nombre étant inférieur a 2n+1, si (a;)o<i<, est une subdivision adaptée a f).
Cependant la réciproque est fausse. En effet, Papplication caractéristique de [a,b] N Q

©Eric Merle 3 MPSI2, LLG



Théorie de 'intégration 1 Intégration des applications en escalier

(qui renvoie 1 pour un rationnel et 0 pour un irrationnel) ne prend qu'un nombre fini
de valeurs, mais elle n’est pas en escalier.

Propriété. Les applications en escalier de [a, b] sont bornées.

Démonstration.

Une telle application ne prend quun nombre fini de valeurs. O

Propriété. Soit f une application en escalier et o une subdivision de [a, b] adaptée a
f. Alors toute subdivision plus fine que o est aussi adaptée a f.

Démonstration.

Soit 0 = (a;)o<i<n €t 0’ = (b;)o<i<p deux subdivisions de [a,b]. On suppose que o est
adaptée a f et que o’ est plus fine que o.

Alors chaque sous-intervalle |b;_1, b;[, ol i € N,, est inclus dans 1'un des sous-intervalles
laj_1,a;[, donc f est constante sur |b;_1,b;[, ce qui prouve que ¢’ est adapté a f. O

1.2 Intégrale d’une application en escalier

Définition. Soit f une application en escalier et ¢ = (a;)o<i<, une subdivision adaptée
a f. Pour tout i € N,,, notons \; la valeur constante de f sur |a;_1,a;[. On pose

/ F(t)dt = Z(ai — ai 1)\

Cette quantité est indépendante du choix de o parmi les subdivisions adaptées a f.

Démonstration.n

Notons (o) = Z(ai — a;_1))\; et montrons que si ¢’ est une seconde subdivision
i=1

adaptée a f, alors I(o') = I(0).

o Supposons d’abord que ¢’ est plus fine que o et que |A(d’)| = |A(o)| + 1.
Il existe ¢ tel que A(0o’") = A(o) U {c}. Il existe p € N, tel que a,_1 < ¢ < a,.

p—1 n
Alors I(0') = Z(ai — ai—1)Ni + (¢ = ap_1)Xp, + (ap — )N\, + Z (a; — aj—1)\;, or
i=1 i=p+1

(¢ = ap—1)Ap + (ap — )Ny = (ap — ap_1)A,, donc I(0’) = I(0).

o Par récurrence sur |A(o’)| — |A(o)|, on montre ensuite que si o’ est plus fine que o,
alors I(o’) = I(0).

o o' Uo est plus fine que o, donc I(0) = I(0 Uo’), puis en échangeant les roles joués
par o et o, I(¢') = I(c Ud’), donc I(o) = I(0’). O

b
Remarque. Pour tout : € N,,, \; € E, donc / f est un vecteur de E, en tant que
a

combinaison linéaire de vecteurs de E.
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Théorie de 'intégration 1 Intégration des applications en escalier

b
Remarque. Lorsque F = R, / f représente une somme d’aires de rectangles, af-
a

b
fectées d'un signe négatif lorsque \; < 0, donc f est l'aire algébrique de la surface
située entre le graphe de f et I'axe des abscisses.

Propriété. Supposons que f est une application en escalier et soit g une application
de [a,b] dans E qui ne differe de f qu’en un nombre fini de points de [a, b].

Alors g est une application en escalier et fab g= fab f

Démonstration.

Notons ¢ une subdivision adaptée a f et P = {z € [a,b0] / f(z) # g(x)}. P étant fini,
on peut poser o/ = A7} (A(c) U P). ¢’ est plus fine que o, donc elle est adaptée & f.
Posons 0’ = (a;)o<i<n €t notons \; la valeur constante de f sur Ja;_1, a;].

P C{a; / 0 <i<n}, donc pour tout i € N, f et g sont égales sur |a;_1, a;[. Ainsi, g
est une application en escalier et fab g = ff f.o

Théoréme. Notons E([a,b], ') I'ensemble des applications en escalier de [a, b] dans
g([a’u b]a E) —

f — [ f

E. C’est un K-espace vectoriel et ’application est linéaire.

Démonstration.

Soit f,g € £([a,b], E). Notons o et o, des subdivisions de [a,b] adaptées a f et a g
respectivement. Posons 0 = o U0, = (a;)o<i<n. 0 est adaptée a la fois a f et a g. Pour
tout ¢ € N,,, notons Ay, la valeur constante de f sur |a;_1, a;[ et A\y; celle de g.

Soit a € K. Alors, pour tout ¢ € N, sur Uintervalle |a;_1,a;[, af + g est constante,
égale & als; + A,,;. Ceci prouve que af + g est un élément de £([a, b], E), or ce dernier

est clairement non vide, donc £([a, b], E) est un K-espace vectoriel. De plus, ceci prouve
n

b
que / (af(t)+g(t)) dt = Z(ai —a;—1)(aAs; + Ags), donc
/ (@f(0)+9(0) dt = o 3= )Aga+D = 1) g = a/ £(t) dt+/ o(t) dt.

Propriété. Soient F' un second K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E, F).
Si f est une application en escalier, u o f est une application en escalier et

b b
/ uo f=u (/ f) :
Démonstration.

Soit 0 = (a;)o<i<n une subdivision adaptée a f.

Pour tout ¢ € N,,, notons \; la valeur constante de f sur Iintervalle Ja;_1, a;[.

Pour tout i € N,,, uo f est constamment égale a u();) sur 'intervalle |a;_1, a;[, ce qui
prouve que u o f est une application en escalier. De plus,
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Théorie de 'intégration 2 Les applications réglées

/buof = i(ai —ai—1)u(N) =u (i(ai — ail)Ai) =u (/b f>, car u est linéaire.

i=1

Propriété. Si f est une application en escalier a valeurs dans R, , f; f>0.

Corollaire. Si f,g € &([a,b],R), alors [Vt € [a,b], f(t) < g(t)] = [7f < [Tg:
I'intégrale est croissante.

Démonstration.

g—f=z0,donc [[(g—f)=[/g— [ f=0.0

Inégalité triangulaire : Pour tout f € £([a,b], E), (t — || f(t)]]) € E([a,b], E) et

[ s < [isna

Démonstration.
Soit 0 = (a;)o<i<n une subdivision adaptée a f.
Pour tout ¢ € N,,, notons \; la valeur constante de f sur I'intervalle a; 1, a;[.

/ ft)dt ‘ = Z(ai_aifl))\i < Z(@i—aifl)ﬂ/\iH 2/ 1 (@)lldt. o

Relation de Chasles : Soit f € £([a,b], E) et ¢ €]a,b].

b c b
Alors f)jac et f/cp sont des applications en escalier et / f= / f+ / Il

Démonstration.
Ajouter ¢ a une subdivision o adaptée a f. O

2 Les applications réglées
2.1 Définition

Définition. On dit que f : [a,b] — E est réglée si et seulement si c’est la limite
uniforme d’une suite d’applications en escalier, c’est-a-dire si et seulement si il existe
une suite (f,,) € E([a,b], E)N telle que sup || f.(t) — f(t)]| — 0.
z€a,b] n—+oo

Notation. On note R([a,b], E) 'ensemble des applications réglées de [a, b] dans E.
On rappelle que B([a, b, E) est ’ensemble des applications bornées de [a, b] dans F et
que c’est un K-espace vectoriel normé si on le munit de la norme de la convergence
uniforme définie par : || f|loc = sup || f(z)].

z€la,b]
Remarque. Si f est réglée, la définition précédente sous-entend qu’il existe une suite
(fn) € &([a,b], E)N et N € N tel que, pour tout n > N, f, — f est bornée. En
particulier, fy — f est bornée, or fy est bornée en tant qu’application en escalier.
Ainsi, toute application réglée est bornée. Ceci justifie la propriété suivante.
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Théorie de 'intégration 2 Les applications réglées

Propriété. R([a,b|, E) est 'adhérence de £([a, b, E) dans (B([a,b], E), ||-||c0)-

Remarque. Nous verrons ci-dessous que la notion d’intégrale se prolonge naturel-
lement des applications en escalier aux applications réglées par passage a la limite
uniforme. Il est donc important de préciser quelles sont les applications réglées.

2.2 Les applications continues par morceaux

Propriété. C([a,b], E) C R([a,b], E) : toute application continue est réglée.
Démonstration.

Soit n € N*. Notons (a;,)o<i<n la subdivision uniforme de [a, b] :
b—a

pour tout ¢ € {0,...,n}, a;, =a+1 . Notons f,, application en escalier définie

par : Vi € N,,, V& € [ai—1n,0inl, fn(a:)n: flai—in), et fu(b) = f(b).

Montrons que la suite (f,,) converge uniformément vers f.

Soit € > 0. f est continue sur le compact [a, b], donc d’apres le théoréme de Heine, f
est uniformément continue. Ainsi il existe a > 0 tel que

V(z,y) € [a, 0] (Jz —yl < a=[If(z) = fW)ll <o)

b— b— b— b—
PosonsN:{—aJ—i—letsoithN: a§ ag b_a:a.
@ n N =
Soit x € [a,b[. Il existe i € {0,...,n — 1} tel que = € [a;—14, Gin[. Alors
b—a
1f(@) = fu(@)]l = [[f(2) = flaimin)|| <€ car |z — ai—10] < <a.

Ainsi, par passage au sup, ||f — fu|lco < &, ce qui prouve que f, I-og f.o

n—-4o0o

Définition. Soit f : [a,b] — E. f est continue par morceaux si et seulement si il
existe une subdivision o = (a;)o<i<n de [a, b] telle que,
— pour tout i € Ny, f/ja,_, a,[ €St prolongeable par continuité sur [a; 1, a;],
ce qui est équivalent a
— [ est continue sur [a, b]\ {ao, ..., a,} et f admet en chaque a; une limite a droite
(sauf en b) et une limite a gauche (sauf en a).
Dans ce cas, on dit que la subdivision o est adaptée a f.

Démonstration.
On sait que f))4,_,.q; €St prolongeable par continuité en a; si et seulement si f admet
en a; une limite a gauche : cf le chapitre “Limites et continuité”, page 23. O

Exemples. Les fonctions continues sont continues par morceaux.
Les fonctions en escalier sont continues par morceaux.

Exemples graphiques.

Définition. Si I est un intervalle quelconque de R, une application f : [ — E est
continue par morceaux si et seulement si toutes ses restrictions aux segments inclus
dans [ sont continues par morceaux.

Propriété. Les applications continues par morceaux de [a, b] dans E sont réglées.
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Théorie de 'intégration 2 Les applications réglées

Démonstration.

Supposons que f : [a,b] — E est continue par morceaux et notons (a;)o<i<, une
subdivision de [a,b] adaptée a f. Pour tout ¢ € N,, notons f; le prolongement par
continuité sur [a;—1, a;] de fre, i

Pour tout i € N,,, d’apres la propriété précédente, il existe une suite (f;,)nen d’appli-
cations en escalier sur [a;_1,a;] qui converge uniformément vers f; sur [a;_1, a;].

Soit n € N. On définit f,, sur [a,b] en convenant que, pour tout ¢ € N,, pour tout
x €lai—1,a;[, fo(x) = fin(x), et que pour tout i € {0,...,p}, fu(a;) = f(a;).

Ainsi, pour tout n € N, f,, est bien une application en escalier sur [a, b].

Soit n € N. Pour tout x € [a,bl,

1/ () ||<Z sup || f(y) = fin(y ||+Z||faz — fu(ai)]], done

=1 y€la;—1,a:[

sup || f(z) |\<Z sup 1) ~ finl] — 0. Ainsi f, "5 s s g

z€[a,b) i—1 Y€lai—1,a4] n—+00

Remarque. Nous construisons ci-dessous l'intégrale sur [a,b] de toute application
réglée. En particulier, nous définirons ainsi la notion d’intégrale de toute application
continue par morceaux de [a,b] dans E, qui seule est prévue par le programme officiel.
Cependant le chapitre suivant donne une caractérisation simple des applications réglées.

2.3 Caractérisation des applications réglées (hors programme)

Critere de Cauchy pour les applications : Soient R un K-espace vectoriel normé,
A C R, a € RU{+00, —00,00} tel que A rencontre tout voisinage deaet f : A — F
une application. On rappelle que E est supposé complet.

Alors f(z) admet une limite lorsque z tend vers a en appartenant & A si et seulement

si:Ve e RY, IV eV(a), Yo,y e VNA, d(f(x), f(y)) <e.

Démonstration.
e Supposons qu'il existe | € E tel que f(z) — [.

z€EA
Soit € > 0. Il existe V' € V(a) tel que f(V N A) C B,(l, 5).
Soit (z,y) € (VN A2 d(f(x), f(y) < d(f(x),]) +d(l, f(y)) <e
e Réciproquement, supposons que le critere de Cauchy est vérifié.
Soit (z,,) € AN telle que x, — a.

n—-+oo
Soit € > 0. Il existe V € V(a) tel que V(z,y) € (VN A)? d(f(z), f(y)) < e.
Il existe a > 0 tel que B,(a,a) C V, puis il existe N € N tel que,
pour tout n > N, d(z,,a) < a.
Soient p > N et ¢ > N. (z,,z,) € (VNA)? donc d(f(x,), f(z,) < e. Ainsi (f(x,)) est
une suite de Cauchy de F, lequel est supposé complet, donc la suite (f(x,)) converge.
Il reste & montrer que la limite de la suite (f(z,)) ne dépend pas du choix de la
suite (x,); soit (y,) une seconde suite d’éléments de A telle que y, R Il existe
(I,I') € E? tel que f(z,) njool et f(yn)n—> l.

—+00

©Eric Merle 8 MPSI2, LLG



Théorie de 'intégration 2 Les applications réglées

Pour tout n € N, posons x,, = 29, et y, = 29,11. On définit ainsi une nouvelle suite

(zn) d’éléments de A telle que z, e Il existe [” € E tel que f(z,) - .
n—-+0o0 n—-+00

Mais les suites (f(z,)) et (f(y,)) sont des suites extraites de la suite (f(z,)), donc
l=0"=10.o

Théoréme. Une application de [a,b] dans E est réglée si et seulement si elle admet
en tout point de [a, b] une limite a droite (sauf en b) et une limite a gauche (sauf en a).

Démonstration.

o Supposons que f : [a,b] — E est une application réglée.

Soit xy € [a, b[. Montrons que f possede en zy une limite a droite en vérifiant le critere
de Cauchy, avec R = R, A =|xg,b] et a = xq. Il s’agit donc de montrer que pour tout
e > 0, il existe a > 0 tel que, pour tout x,y €|z, zo + f, ||f(z) — f(v)] < e.

Soit € > 0. f est dans l'adhérence de &([a,b], E'), donc il existe une application en
escalier ¢ : [a,b] — E telle que ||f — ¢l < 5.

Notons (a;)o<i<n une subdivision de [a, b] adaptée & ¢.

Il existe ¢ € N, tel que g € [a;_1, a;[, puis il existe o > 0 tel que |z, zo + @[Cla;_1, a;[.
Soit x,y €]y, xo + af.

1f (@)= W) < 1 f (@) = (@) +[le@) =)l +lle(y) = FWIl < 5+le(@) = eyl +3,
mais z,y €|a;_1, a;[, donc p(x) = ¢(y). Ainsi, || f(z) — f(y)|| < e.

De méme, on montre que f possede une limite a gauche en tout réel de |a, b].

o Réciproquement, supposons que f admet en tout point de [a, b] une limite & droite
(sauf en b) et une limite a gauche (sauf en a).

Soit € > 0. Soit = € [a,b]. f(t) admet une limite lorsque ¢ tend vers x en appartenant
a |x,b], donc d’apres le critere de Cauchy, il existe o, > 0 tel que, pour tout

tvt/ E]SL‘,Z‘ + ax[ﬂ[a, b]? ”f(t) - f(t/)H <e.

C’est encore vrai lorsque & = b en prenant o, = 1, car |b, b+ 1[N[a, b] = 0.

De méme, pour tout x € [a, b], il existe 5, > 0 tel que pour tout ¢,t' €|z — B,, z[N[a, b,
1) — £ < <.

la,b] C U |z — Be, x+ a[, or [a,b] est compact, donc d’apres la caractérisation de la

z€[a,b]
compacité selon Borel-Lebesgue (cf chapitre “Limites et continuité” page 14), il existe
peNetxy,...,z, €[a,b] tels que (1) : [a,b] C U i — Buyy i + g, [
1<i<p
Posons P = {a,b} U ([a, b N U {z; = By, xiy xi + awi}) :
1<i<p
P est une partie finie de [a, b] contenant a et b.
Il existe alors une unique subdivision (a;)o<i<n de [a, b] dont le support est P.
Soit i € N,,. D’apres (1), il existe & € N, tel que a;,1 €|xy — Ba,, Tk + Qg [, OF
lai—1,a;,[NP =0, donc Ja;_1, a;[Cleg — Ba,., k| ou bien Ja;_1, a;[Clay, xp + oy, |-
Ainsi, pour tout i € N,, et pour tout ¢,t €la;_1,a[, || f(t) — ()| < e.
Notons maintenant ¢ 'unique application en escalier de [a,b] dans E telle que, pour
tout i € {0,...,n}, p(a;) = f(a;) et pour tout i € N,,, pour tout = €|a;_1, a;],
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Théorie de 'intégration 3 Intégration des applications réglées

o) = F(“=E). Alors, pour tout ¢ € [a.8], 1 £(t) — ¢(t)] <.

Avec € = 1, ceci montre que f € B([a,b], E). Avec € quelconque, ceci démontre que
&([a, b], E) rencontre toute boule ouverte centrée en f,
donc que f € E([a,b], E) = R([a,b], E). O

Remarque.
On retrouve ainsi que les applications continues par morceaux sont réglées.

Corollaire. Les applications monotones de [a, b] dans R sont réglées.

Corollaire. Le produit de deux applications réglées est réglé.
3 Intégration des applications réglées

3.1 Construction

Définition. Soit f : [a,b] — FE une application réglée.

1l existe (fn)nen € E([a,b], B)Y telle que fn I H f On pose

/abf(t) dt = Tim_ (/b Fult) d) |

ce qui est acceptable car cette limite existe et car elle ne dépend pas du choix de la

sute () € £([a. 8], £)" telle que f, 15 .
— 400

Démonstration.

e Soit € > 0.

Il existe N € N tel que pour tout n > N et z € [a,b], || f(x) —
Soient p > N et ¢ > N. Pour tout = € [a, b],

1fp(2) = fo(@)[| < fp(x) = F@) + 1f () = fo(@)| < 35—

Ainsi, d’ apres les proprletes des mtegrales d’applications en escalier,

- [ =1 [ - [ g - oo < [ 5o a= o

prouve que la suite ( fa fa(t)d > est une suite de Cauchy de E. Or E est supposé
neN

€

fa(@)| < m-

complet, donc cette suite converge. Notons [ sa limite.
e Soit (g,) une seconde suite d’applications en escalier de [a,b] dans E telle que

|| llo

On f. Il existe I’ € E tel que f gu(t)dt — 1.

n—>+oo n—-+00
Soit € > 0. 1l existe (N’, N”) € N? tel que pour tout n > max(N’, N”) et z € [a,b],
£ €
— Jn < t — On <5
1) = S < 55— ot 170) = a0l < 557
Posons N = max(N’, N”). Soit n > N.
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Théorie de 'intégration 3 Intégration des applications réglées

€
Pour tout ¢ € [a,b], [|fa(t) = ga ()]l < [lfu(8) = FON + £ (8) = gl < 3—.
donc, d’apres les propriétés des intégrales d’applications en escalier,

b b b b b
1] = [l =1 [ =gl < [ 1Al = a0t < [ 55 =, co qui

prouve que f; fu — fab 9 =7 0. D’apres I'unicité de la limite, [ = I'. O
n——+0oo

Remarque. Supposons que f : [a,b] — E est continue. On a alors construit une
suite d’applications f,, qui converge uniformément vers f, en posant, pour tout n € N*

a
et pour tout 7 € {0,...,n}, a;, =a+1 et en convenant que

n

Vi e N, Vr € [ai—1n, ain, fn(:i) = f(aj—1n), et fn(bb) = f(b).

Ainsi, lorsque f est continue, / f(t) dt = lirf < / fn(t) dt), ¢’est-a-dire
a n—-—+00 a

n

b
b— b—
/ f(t) dt = lim g af(a + (i — 1)—(1) . cette égalité est un cas particulier
a n n

n—-+oo

1=

des sommes de Riemann que nous étudierons plus loin.

b
Ceci permet d’interpréter / f(t) dt, lorsque f est a valeurs réelles, comme une aire
algébrique. ‘
Remarque. Lorsque f € £([a,b], E), en posant pour tout n € N, f,, = f, la suite

b
d’applications en escalier (f,,) converge uniformément vers f, donc / f(t) dt, en tant
a

b
qu’intégrale de I'application réglée f, coincide avec / f(t) dt, en tant qu’intégrable

de l'application en escalier f.

3.2 Propriétés

Théoreme. R([a,b], E) est un K-espace vectoriel et 'application
R([aa b]: E) — E
N
Démonstration.
Soit f,g € R([a,b], E) et a € K.
I existe (fu)nen, (gn)nen € E([a,b], E)Y telles que f, %ﬁ fet g ll-llos g
n—

o] n——+o0o
On sait alors que (af,, + g,) est une suite d’applications en escalier et que

est linéaire.

afn+ gn % af + g, donc af + g est une application réglée. Or I'application identi-
n—-—+00

quement nulle est réglée, donc R([a,b], E') est un K-espace vectoriel .

De plus, d’apres la définition de I'intégrale d’une application réglée,

[ sy g0) dt = 1 ( / (afult) + 9a(0) dt).

a
mais d’apres la linéarité des intégrales d’applications en escalier,
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Théorie de 'intégration 3 Intégration des applications réglées

b b b
pour tout n € N, / (afnlt) 4+ gn(t)) dt = a/ fa(t) dt +/ gn(t) dt, donc
a a %

/ab(Oéf(t)“‘g(f)) dt :angrfoo(/a”fn(ﬁ dt) +£Too</a Gn(t) dt)
=oz/abf<t> dt—Ir/abg(t) dt.

Propriété. Soit F' un second K-espace vectoriel de Banach et u € L(E, F) que 1'on
b b
suppose continue. Si f € R([a,b], E), alors uo f € R([a,b], F') et / uof =u (/ f).

Démonstration.
D’apres le cours, il existe k € R, tel que Vo € E ||u(z)|| < k|||

Il existe une suite (f,,) dans £([a,b], E) telle que f, [}l—lj? f. Soit n € N.
Pour tout & € [a, 8], luc fu(z) —uo f(x)| <kl fu(z) = f(@)] <k sup [[fa(t) = FO)I,

te(a,b]

donc sup [[uo fu(t) —uo f(t)[| <k sup [|fu(t) — f(O)]| — O,
tefab) tefay] n—-+o0

O

. ll-llog
ce qui prouve que uo f, — wuo f.
n——+0oo

Or on sait que, pour tout n € N, wo f,, est une application en escalier de [a, b] dans F,
donc w o f est une application réglée de [a, b] dans F.

ll-llo

Alors le fait que wo f, € E([a,b], F) et uo f, —+> wo f implique que
n——+0o0

n—+400 a

b b b
/ uo fp(t)dt =u (/ fn(t)dt) e (/ f(t)dt) car u est continue,

done /abuof:u</abf(t)dt).m

Propriété. On suppose que E est de dimension finie et que e = (eq,...,€e,) est une
base de E. Soit f € R([a,b], E). Notons fi,..., f, les applications coordonnées de f,

b b
/ uo fp(t)dt — uo f. D’autre part, les applications f, étant en escaliers,

de sorte que, pour tout t € [a,b], f(t) = ij(t)ej. Alors fi,..., f, sont réglées et
j=1

/abf(t) it — i (/b £0) dt) .

Démonstration.
Notons e* = (e],...,ey) la base duale de e. Pour tout j € N, f; = ¢€j o f, or €] est

linéaire continue (car E est de dimension finie) donc f; est réglée et f; fi=¢€; ( fab f).

Ainsi/abf— > e;(/abf)ej—g(/abfj(t)dt>ej.m

1<j<p
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Théorie de 'intégration 3 Intégration des applications réglées

Remarque. Réciproquement, si fi,..., f, sont réglées, alors f est aussi réglée : c’est
évident en utilisant la caractérisation des applications réglées par les limites.

p
Propriété. Supposons que £ = HEZ" ou pour tout ¢ € N,, F; est un espace de

i=1
Banach. Soit f € R([a,b], E). Notons fi, ..., f, les applications composantes de f, de
sorte que, pour tout ¢t € [a,b], f(t) = (fi(t),..., f,(t)). Alors fi,..., f, sont réglées et

[r=([)....

Démonstration.

E est bien un espace de Banach, car si (x,) est une suite de Cauchy de E, on peut
montrer en passant aux “€” que les suites composantes sont des suites de Cauchy des
E;, donc elles sont convergentes, donc (z,,) est également convergente.

Soit j € N,. Notons p; : E — E; définie par pj(xy,...,x,) = ;. p; est lipschitzienne,
donc c’est une application linéaire continue. Or f; = p; o f, donc f; est réglée et

b b b
éab fi=p; (fab f). On en déduit que/a f= (pj (/a f>)1§j§p = (/a fj(t)dt>1§jsp'

Remarque. Réciproquement, si fi,..., f, sont réglées, alors f est aussi réglée : c’est
évident en utilisant la caractérisation des applications réglées par les limites.

Inégalité triangulaire : Pour tout f € R([a,b], E),
b b
[ s < [Csonar
Démonstration.

Soit f € R([a,b], E). 1l existe (fu)nen € E([a,b], E)Y telle que f, n%ﬁm f

Pour tout ¢ € a, 0], [[fa(DI — [fON] < [[fu(t) = FOI < ||f:— fllse; donc par

passage au sup, sup ||| fu(O)| = 1FOI < ||fn — flloo - 0. On en déduit que la suite
te(a,b] n—=+00

d’applications en escalier (t — || f()||)nen converge uniformément vers t — || f(¢)]|,

b b
donc cette derniere application est réglée et / lf(@)] dt = lir}rq ( / | fu ()| dt),
a n—-+0oo a

mais d’apres l'inégalité triangulaire pour les intégrales d’applications en escalier, pour
b

| o
a

b
Propriété. Si f est une application réglée a valeurs dans R, / f=>=0.
a

t— ||f(t)] est réglée et ‘

b
tout n € N, < / || fn(t)]|dt, et on conclut en faisant tendre n vers +oo
a

Démonstration.

[ o a= [ o)

Corollaire. Si f,g € R([a,b], E), alors [Vt € [a,b], f(t) < g(t)] = fabf < f:g :

I'intégrale est croissante.

b
/ f(t) dt’ > 0, d’apres I'inégalité triangulaire. O
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Théorie de 'intégration 3 Intégration des applications réglées

Démonst'r'ation.b , \
g—f>0,donc [[(¢9—f)=[9— [, f>0.0O

/ bf(t)dtH < (b—a) sup [F(0)].

t€la,b]

Exemple. Si f est réglée,

Propriété. Soit f une application réglée (resp : continue par morceaux) de [a, b] dans
E. Si g est une application de [a, b] dans E qui ne differe de f qu’en un nombre fini de
points de [a, b], alors g est réglée (resp : continue par morceaux) et fab f= f; g.
Démonstration.

g — f est nulle sauf en un nombre fini de réels de [a, b], donc c’est une application en
escalier sur [a,b] qui ne différe de I'application identiquement nulle qu’en un nombre

fini de points, donc g = (g — f) + f est réglée et fabg = f;f - fab(g —f) = f; f.o
Relation de Chasles : soit f € R([a,b], E) et ¢ €]a, b|.

b c b
Alors flia,q et flip sont réglées et/ f :/ f+/ f.

Démonstration.
Soit f € R([a,b], E). Il existe (f)nen € E([a,b], E)" telle que f, I-llog f.

—-+o00
Pour tout n € N, fy|a,q €t fulicn) sont des applications en escalier.

Il .
De pius sup 1£u(8) ~ S < sup 17alt) — FOI, done fliess 5 flg et de méme,
t€la,c] t€la,b] n—+o0
[

Nlog
folled . flie), donc f
De plus, d’apres la relation de Chasles pour les applications en escalier,

b c b c b b b
/ fn:/ fn][mc]—i-/ Jollen — / f+/ f, or/ fo — / f, donc d’apres
a a C n—>+oo a C a n—>+oo a
b c b
I'unicité de la limite/ f:/ f+/ f. O

«
Convention : Si f est une application définie en o € R, on convient / f=0.
(0%

(ac] €t flicp) sont réglées.

a b
Convention : Si f : [a,b] — FE est réglée, on convient que / f= —/ f.
b a

Propriété. La relation de Chasles se généralise au cas d’une application f réglée sur
I'intervalle [min(a, b, ¢), max(a, b, ¢)], les réels (a, b, ¢) étant quelconques.
Démonstration.

Soit f : [min(a,b,c), max(a,b,c)] — E une application réglée. Avec les conventions

b c b
précédentes, il s’agit de montrer que / f= / f+ / f.
(Pest clair si @ = ¢ ou bien b= ¢ ou encore a = b. ‘
C’est connu lorsque a < ¢ < b.

b a b
Supposons que ¢ < a < b : on sait que/ f:/ f+/ f,
(& C a
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Théorie de 'intégration 4 Sommes de Riemann

donc/f—/f+/ /f+/f

Les autres cas se traitent de la méme facon. O

Remarque. Avec ces conventions, les égalités établies dans ce paragraphe restent
valables, mais ce n’est pas le cas des inégalités.

4 Sommes de Riemann

Notation. On fixe une application f de [a,b] dans E.

Définition. On appelle subdivision pointée de [a, b] tout couple (o, &), ot 0 = (a;)o<i<n
est une subdivision de [a, b] et o & = (&;)1<i<n Vérifie Vi € N,, & € [a;-1, a;].

Notation. On notera &’ I'ensemble des subdivisions pointées de [a, b].
Si (0,&) = ((ai)o<i<n, (&i)1<i<n) € S', on notera f, ¢ 'application en escalier définie par

Vi e N, Vz€lai1,a;] foe(x)= f(&),
les valeurs de f,¢ en les points ay, ..., a, étant arbitrairement choisies.

Définition. Soit (0,€) = ((a;)o<i<n, (&i)1<i<n) € S'. On appelle somme de Riemann
associée a f et a (0,&) la quantité

b n
ﬂM@=/m=Z<amm»

Théoréme. Si f est une application réglée de [a, b] dans E,
b
Ve e R} Ja e R V(0,§) € S’ (0(0) <a=||S(f,0,¢) — / fll <e).
Démonstration.

¢ La démonstration est a connaitre dans le cas particulier ou f est continue : alors f
est uniformément continue. Soit € > 0. Il existe a > 0 tel que, pour tout x,y € [a, b,

£
o=yl < o= (@)~ W < 7
Soit (0,€) = ((az)0<z<n, (5,)1<,<n) € &' tel que §(0) < a. D’apres la relation de Chasles,

f,0.6) - /f Z a;i — a; 1) f(&) — /f dt Z/a £(1)) dt,

or pour tout i € N, et ¢ € [a;_1,a;], |& — t] < (o) < «, done || f(&) — f(t)]] <

b n a; b-a
Ainsi, [1S(f,0.€) — / =1y / (&) - dt||<2 / IF(&) = £ dt,
) . ZZlai @i—1
uis [S(f,0.6) — [ fll < "~ dt =
P / E/b—
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o Supposons maintenant que f est une application en escalier. Notons s = (b;)o<j<p
une subdivision de [a, b] qui est adaptée a f.
Soit a nouveau (0,&) = ((a;)o<i<n, (&)1<i<n) une subdivision pointée de [a, b].
Soit i € N,,. Lorsque [a;_1,a;] N A(s) =0, f est constante sur [a;_1, a;],
o

donc / l (f(&) — f(t)) dt = 0. Sinon, en posant M = || f||co,
1] () = sy del < [ (€1 + 150l de < 20150), done

b
1S(f.0.€) - / 7ll < 2N M3 (o),

ot N est le cardinal de B = {i e N,/[ai—1,a;] N A(s) # 0}.

Or pour tout j € {0,...,p}, b; appartient au plus a deux intervalles de la forme
la;_1,a;], donc N <2(p+ 1). En effet, plus formellement,

B= | {ieN, /[ai-1,a] N {b;} # 0}, donc

U<J<p

|B|<Z‘{ZGN / b; € [ai_1,a]} SZ 2(p + 1).
7=0 7=0

On a ainsi montré que, pour tout (o, 5) S,

I1S(f,0,8) — / fll <4(p+ 1)Md(o). On en déduit que, pour tout € > 0,
¢ 5

en choisissant o = , pour tout g, S S,, lorsque (o) < a, O a
b

I5(r.0.6)~ [ £l <=
o Pla@ons—noﬁs maintenant dans le cas général, ou f est seulement supposée réglée.

Soit € > 0. Il existe g € &([a, b], E) telle que || f — gloc < 0—a)

D’apres le point précédent appliqué a g, il existe a > 0 tel que, pour tout (0,§) € &,
b

lorsque §(0) < «a, on a ||S(g,0,&) — / gl < §

Soit (0,&) = ((az)0<l<n, (&)1<i<n) € 8" tel que (o) < a. D’apres l’inegahte triangulaire

150,06~ [ 71 < 1500006 ~ 5(0.0: €)1 + 110.0,6) - /gu+u/ [
Or |S(f,0,¢)—5(g,0,¢) |—||Z (&) |<Z ai)l|f =gl < 3,

I )

d S( < - — =
one I5(.0,6) = [ < 5+5+5

Remarque. Dans cette démonstration, on montre la propriété pour les applications en
escalier, puis on prolonge cette propriété aux applications réglées par limite uniforme.
Cette stratégie se retrouve dans ’exercice qui suit.

Exercice. Lemme de Riemann-Lebesgue. Soient (a,b) € R? avec a < b et
f : [a,b] — C une application continue par morceaux.

©EFric Merle 16 MPSI2, LLG



Théorie de 'intégration 4 Sommes de Riemann

b
Montrer que / ft)e™dt —s 0.
a n——+0o0o
Solution :
e Premiére étape. On suppose que f est constante.

On suppose donc qu'il existe C' € C tel que Vt € [a,b] f(t) = C.

b ) eint b
/ f(t)e™dt C{_ }
@ m |,

e Deuxieme étape. On suppose que f est une application en escalier.
On suppose donc qu’il existe une subdivision (ax)o<k<p de [a,b] et une famille
(Ck)1<k<p de complexes telles que

Ainsi

<-|C| — 0.
n

n—-+0o

Vk € Np Vit E]ak_l, ak[ f(t) = (4.

b . L Ak .
Ainsi / f(t)e™dt = Z / f(t)e™dt - 0 d’apres la premiere étape.
n—-+0oo
a k=1 %-1
o Troisieme étape. Cas général.
Il existe une suite (¢,)pen d’applications en escalier de [a, b] dans C qui converge

uniformément sur [a, b] vers f.
Soient n € N et p € N.

/abf(t)emtdt‘ =
< [0 - eyt +

< (b—a) S [F(t) = ep()] +

/a b(f () — p(t))e™dt + / b wp(t)ei”tdt‘
[ et
/a b gpp(t)emtdt' :

Soit € > 0. Il existe P € N tel que pour tout p > P, sup |f(t)—¢,(t)] < 5 c

t€a,b] (b—a)
b b
/ f(t)e™dt / cpp(t)emtdt‘.
a b a

D’apres la deuxieme étape / ep(t)e™dt —s 0,

Ainsi, pour tout n € N, < -+

DO ™

a n—-+o0o

donc il existe N € N tel que pour tout n > N

/a ’ f(t)e™dt

Remarque. En adaptant ’exercice précédent, on peut également montrer que, lorsque

b
| est réglée, / f(t)e™dt N 0.

AER

DO ™

b
/ cpp(t)emtdt‘ <

b
<e. Ainsi [ f(t)e™dt — 0.

n—-+o0o

Soit n > N. < -+

DN ™
DO ™
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Corollaire. Soit (0, &,)neny € SN une suite de subdivisions pointées dont le pas tend

vers 0. Alors, si f est réglée, la suite des sommes de Riemann associée a f et a (o,,&,)
b

converge vers f. Plus précisément, en notant, pour tout n € N, 0, = (@i .n)o<i<e(n)

a
et & = (&in)i<i<e(m), si f est réglée et si | nax (@i, — A1) —> O,

1<i<e(n) n—-+0o
o(n)

alors E (ain — Gim1.0) f(&in) /f
— —>+oo
i

Démonstration. ,

Soit € > 0. Il existe a > 0 tel que V(0,&) € S (6(0) < a=||S(f,0,§) —/ fll <e).
d(o,) — 0, donc il existe N € N, tel que pour tout n > N, §(0,) < a. Alors pour

n—-+00

tout 1 > N, [|S(f, 0m &) —/ fl<e).o

Cas particulier : si f est continue par morceaux,

b—a < b—
n ;f(a+z n—H—oo/f

5 Primitives

Notation. Conformément au programme officiel, on se limite au cas ou F est un K-
espace vectoriel de dimension finie. On sait alors qu’il est complet, donc c¢’est bien
un espace de Banach.

On fixe un intervalle I de R d’intérieur non vide et une application f : [ — E.

Lemme : f est constante sur [ si et seulement si
f est dérivable sur [ et si Vx € I, f'(x) =0.

Démonstration.
e Si f est constante, alors f est dérivable et pour tout z € I,
— f(t
f'(x) = lim M: lim 0=0.
t—x r—1t t—x
teI\{z} tel\{z}

e Réciproquement, supposons que f est dérivable sur I et que Vo € I f'(z) = 0.
Meéme lorsque K = C, on peut considérer £ comme un R-espace vectoriel de dimension
f: I — FE
n

finie n. Choisissons une R-base e = (ey, ..., e,) de E et notons N Z fi

Soit ¢ € N,,. Pour tout x € I, 0 = Zf x)e; donc fl(xz) = 0.

Ainsi f; est une application a valeurs reelles dont la dérivée est identiquement nulle.
Alors d’apres 'égalité des accroissements finis, f; est constante, pour tout i € N,,, ce
qui prouve que f est constante sur I. O
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Définition.

g : I — FE est une primitive de f si et seulement si g est dérivable sur I et ¢’ = f.
Propriété. Si f admet une primitive gg sur I, alors g est une primitive de f si et
seulement si il existe k € E tel que Vo € I g(x) = go(z) + k.

Démonstration.
g est une primitive de f si et seulement si g est dérivable et (g — go)’ = 0, donc si et
seulement si g — gg est constante. O

Propriété. On suppose que f est réglée sur I (c’est-a-dire que les restrictions de f
aux intervalles compacts inclus dans [ sont réglées). Soit a € I.
T

Alors I'application x — / f(t) dt est continue sur I.

Démonstration.
Soit zg € I. Il existe € > 0 tel que [xg — e,29 + €] C I. f est réglée donc bornée sur

[zg — €, 20 + €] : il existe M > 0 tel que, pour tout ¢ € [xg — &,z + €], || f(t)|| < M.
Soit x,y € [xg — €, ¢ + €]. D’apres la relation de Chasles,

Fly) - Plz) = /f+/ f = /fdonc
I1F) - Fla)l < | " eyl

min(z,y)
(o]
Ainsi, flizo—cz0+e €st lipschitzienne, donc f est continue en zg, pour tout xg € 1.
De méme, on montre que f est continue a droite en min(/) (si ce minimum existe) et

qu’elle est continue & gauche en max(7) (si ce maximum existe). O

Théoreme fondamental de ’analyse :
On suppose que f est continue sur I. Soit a € I.

F: I — FE_
Alors NN F(t)dt est 'unique primitive de f s’annulant en a.
Démonstration.

o Unicité : supposons qu’il existe deux primitives F' et G de f s’annulant en a. Alors
il existe k € F tel que, pour tout x € I, G(z) = F(x) + k. En particulier, pour x = a,
k=G(a) — F(a) =0, donc G = F.

o Soit x € I. Nous devons montrer que

M = (@) s Soit t € I\ {z}.

t—x

tel\{z}
D’apres la relation de Chasles, F(z / f+ / / f, donc
F(l’) _ F(t) max(z,t)
R / Sl < gy [ sl

Soit € > 0. f est contlnue en x, donc il existe a > 0 tel que pour tout u € I,
(lu—2| <= | f(z) = f(w)] <o)
Soit t € I'\ {z} tel que |t — z| < a. Pour tout u € [z,t], [u — z| < |t — x| < a, donc
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edu = €.

r _F max(z,t)
=T
Fa) - F(t) — f(z), donc F est dérivable en = et F'(z) = f(z).

— t—x
t tER{I}

min(z,t)

Ceci montre que
|

Remarque. Cette démonstration prouve en fait un résultat plus fin :
On suppose que f est réglée sur I (c’est-a-dire que les restrictions de f aux intervalles
compacts inclus dans I sont réglées). Soit a € I.

On pose a nouveau, pour tout x € I, F(x / f(t) dt.
Pour tout xy € I, si f est continue en zy, alors F' est dérivable en xg, et F'(xo) = f(xo).

Remarque. Supposons que f est réglée sur I et qu’elle admet une primitive F' sur I.
Soit x € I. Supposons que x n’est pas le maximum (s'il existe) de I. Il existe y > x tel
que [z,y] C I. F est continue sur [z,y] et dérivable sur |x,y|. De plus, f étant réglée,

F'(t) = f(t) admet une limite ¢ lorsque ¢ ]—>] x. Donc d’apres le théoreme de la limite
te|z,y

de la dérivée (qui reste valable pour une apphcation a valeurs dans E en passant par
ses applications coordonnées dans une base), F'(z) = ¢, donc f(t) — f(xz). Ainsi, f

t€]z,y]
est continue a droite en tout réel x de I différent de max(I) (s’il existe). On montre de

méme que f est continue a gauche en tout réel z de I différent de min(7) (sl existe),
donc f est continue.

On a donc montré que si f est une application réglée qui possede une primitive, elle
est nécessairement continue.

Corollaire. Soient (a,b) € R? avec a # b et f une application continue de [a, b] dans
b

E. SiP’ey;unelninnthmedemf,akmst/n(f@)dt::FKb)——FKa)Imggmn[FKtﬂb

a*

Démonstration.
Il existe C' € E tel que pour tout = € I, F(x f f t)dt + C. En particulier,
a) = C + [ f(t)dt = C, donc F(b :C+faf )dt = F(a)+ [ f(t)dt. o

b
Corollaire. Si f est une application de classe C! sur [a, b], / f'@)ydt = f(b) — f(a).

Démonstration.

f est une primitive de f’. O

Notation. L’écriture “[ f(¢)dt = F(t) + k,t € I” signifiera que f est continue par
morceaux sur / et que l'ensemble des primitives de f est {F + k/k € E}.

Théoréme. Soit f une application de [a,b] dans R.
Si f est continue, positive et si fab f =0, alors f est identiquement nulle sur [a, b].
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Démonstration,
Posons F(z) = / f(t) dt. F est de classe C' sur [a,b] et F'(z) = f(x) > 0, donc F

a
est croissante. Ainsi, pour tout = € [a,b], 0 = F(a) < F(z) < F(b) = 0, donc F est
constante, puis f = F’ est identiquement nulle. O

Définition. Si f : [a,b] — FE est une application réglée,

1 b
la valeur moyenne de f est la quantité 7 / f(t) dt.

Propriété. Si f : [a,b] — R est une application continue, f atteint sa valeur
1 b
moyenne : il existe ¢ €la, b tel que f(c) = b—/ f(t) at.

Démonstration.
On note F une primitive de f. D’apres 1’égalité des accroissements finis, il existe ¢ €]a, b]

tel que/ ft)dt =F(®)—F(a)=(b—a)F'(c)=(b—a)f(c). O

Remarque. Le théoreme de changement de variable au sein d’une intégrale vu en
page 33 du chapitre “Dérivation et intégration, une premiere approche” s’adapte mot
pour mot au cas d’une fonction f a valeurs dans E. La fonction ¢ de changement de
variable est encore une fonction d'un intervalle J vers un autre intervalle I.
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