CALCUL DE PRIMITIVES ET

D’ INTEGRALES

Une fois n’est pas coutume, nous allons utiliser dans ce chapitre des résultats que nous
admettrons pour l'instant, mais démontrerons plus tard, afin de nous intéresser a I'aspect
calculatoire, et 2 la pratique du calcul de primitives.

Cela dit, il n’y aura pas de grandes surprises, les résultats que nous admettrons momen-
tanément ayant déja été admis en terminale. Il sagit essentiellement des propriétés de
l'intégrale, et du théoréme stipulant que toute fonction continue sur un intervalle y admet
des primitives.

I faudra malgré tout que nous y revenions plus tard dans I'année, en donnant une définition
plus rigoureuse de 'intégrale!.

Le théoreme fondamental de I’analyse

Définition 9.1 - Soit f une fonction continue sur un intervalle I. On appelle
primitive de f sur I toute fonction F dérivable sur I telle que Vx € I, F'(x) = f(x).

Proposition 9.2 : Soit f une fonction continue sur un intervalle I et soit F une primitive
de f sur 1. Alors une fonction G : 1 — R est une primitive de f si et seulement si il existe
AeRtel queG=F+A (Cest-a-dire que pour tout x € I, G(x) = F(x) + A).

Démonstration. 11 est évident qu’une fonction qui ne differe de F que par I'ajout d’une
constante posséde encore f comme dérivée, et donc est une primitive de f.
Inversement, si G est une primitive de f, alors la fonction G — F est dérivable sur I, et sa
dérivée est f — f = 0.

Donc G — F est constante :ilexiste A€ RtelqueG-F=1& G=F+A. O

Ce résultat a une conséquence immédiate : dés qu’il existe une primitive de f, il en existe
une infinité.
On se gardera donc bien de parler de la primitive de f, mais bien d’une primitive de f.

Une question que 'on peut se poser est la suivante : quelles sont les fonctions qui admettent
des primitives ? Autrement dit, parmi les fonctions continues, lesquelles sont des dérivées ?
Une dérivée peut-elle étre n’importe quelle fonction continue, ou posséde-t-elle d’autres
propriétés spécifiques aux dérivées ? Le théoréme suivant répond trés clairement 2 cette
question :

Proposition 9.3 (Théoréme fondamental de I’analyse, version 1) :
Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Alors f admet une® primitive F sur I.

Démonstration. Admis pour l'instant. m]

Le théoréme fondamental de P'analyse garantit lexistence de primitives, mais il ne dit
absolument pas comment les trouver.
De maniére générale, le calcul de primitives est un probléme difhcile, contrairement au

1 Qui nous permettra notam-
ment de faire le lien avec la
notion daire.

La définition reste valable

méme si f n’est pas conti-
nue, mais dans ce chapitre,
nous ne considérerons que
des primitives de fonctions
continues.

Le A est une constante qui ne
dépend pasde x € I'!

2 B¢ donc une infinité.
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calcul de dérivées, qui est totalement algorithmique : la connaissance des dérivées usuelles,

et des formules pour la dérivée d’'une somme, d’un produit et d’'une composée permettent
de calculer les dérivées d’'un grand nombre de fonctions.

N . 2 . .. . . .
A titre d’exemple, la fonction x +— ™" admet des primitives, puisqu’elle est continue, mais
pourtant il n’est pas possible d’exprimer 'une de ces primitives a I'aide d’opérations sur les
fonctions usuelles.

Fonctions de classe 6!
Définition 9.4 - Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est de
classe 6! si elle est dérivable sur I et que sa dérivée f” est continue sur I.

Un résultat qui a été mentionné au lycée, et qui sera bientdt prouvé affirme qu’une fonction
dérivable est nécessairement continue. La réciproque est fausse, et vous connaissez la valeur

absolue comme contre-exemple : elle est continue en 0, mais n’y est pas dérivable. Donc :

» vous ne direz pas «une fonction continue et dérivable», alors qu’il sufhit de dire «une
fonction dérivable»

» vous ne prouverez pas qu’une fonction est ‘6! en prouvant qu’elle est continue et
dérivable. 1l faudra prouver qu’elle est dérivable, puis que sa dérivée est continue.

Il est facile de constater que les fonctions suivantes sont 6! sur tout intervalle inclus dans
leur ensemble de dérivabilité, car leurs dérivées sont continues :

1. les fonctions polynomiales et les fractions rationnelles’,

2. toutes les fonctions puissances x — x%,

3. I'exponentielle, et plus généralement toutes les x — a*,

4. les logarithmes (népérien ou de base quelconque),

5. les fonctions sinus, cosinus, tangente et arc sinus, arc cosinus et arc tangente,
6. les fonction sinus, cosinus et tangente hyperbolique.

Il est également aisé de constater* que la somme/le produit/le quotient/la composée de
deux fonctions 6! est encore 6.
Prouvons-le par exemple pour le quotient : soient f et g deux fonctions 6! sur un intervalle
I ou g ne s’annule pas.
f'9-f9
5=

Alors nous savons que f est dérivable, et que sa dérivée est donnée par

’
Mais f, f’, g et ¢’ sont continues, donc (— est continue, de sorte que J—[ est 6L,
g g

En revanche, il existe des fonctions qui sont dérivables sans étre 6!, c’est-a-dire 2 dérivée
non continue.

1
x?sin (—) six#0
X .
0 six=0
Nous allons prouver que f est dérivable sur R, mais qu’elle n’y est pas 6.

Il est clair® que f est 6! sur R} et sur R*, et que sa dérivée y est donnée par

f'(x) =2xsin (%) — cos (}1—6

Soit f:x +—

f()f() 1

Drautre part, pour x # O on a = xsin (—

X
f(X) f(0)

1
Or, 0 < 'x sin —‘ |x| et donc l1m =0.
x

Ainsi, f est dérivable en 0 et f’ (0) =
Etant déja dérivable sur R} et sur Ri, elle est dérivable sur R tout entier.
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Cest un théoréme (trés diffi-
cile) de Liouville qui garantit
qu’aucune fonction obtenue
a l'aide de polynomes, d’ex-
ponentielles, de logarithmes,
des fonctions circulaires et de
leurs réciproques a partir des
opérations usuelles (somme,
produit, quotient, compo-
sée) n’est une primitive de
x> e X

Donc si vous trouvez une
expression «Simple» pour
une primitive de x - e_xz,
ne cherchez pas : elle est
fausse !

3 Qui rappelons-le, sont
les quotients de deux poly-
nomes.

* Et nous reviendrons bientot
dessus.

5 par produit et composition
de fonctions 6.

M. VIENNEY



Cours

1 1 .. -
On a alors 2x sin — — Oetcos — n’a pas de limite en O (car cos n’a pas de limite
X x— X

en +oo). Et donc f7(x) n’a pas de limite en 0, et donc ne tend pas vers f/(0).
Donc f’ n’est pas continue en 0, de sorte que f est dérivable mais pas 6! sur R.
1072

, 1 »

Llenlisptd

Intégrale sur un segment

La définition qui suit d’une intégrale n’est que provisoire, méme s'il s’agit de celle manipulée
au lycée.

Définition 9.6 — Soit f une fonction continue sur un segment I. Si F est une
primitive de f, on pose, pour tout (a,b) € I,

b
/ F(t)dt = [F(D]% = F(b) — F(a),

Cette quantité ne dépend pas de la primitive F choisie, et est appelée intégrale de
f sur le segment [a, b].

Démonstration. 1l faut tout de méme prouver que cette quantité ne dépend pas de la primitive
choisie :si F et G sont deux primitives de f, alors il existe A € R tel que G = F + A.
Et donc G(b) — G(a) = F(b) + A — (F(a) + 1) = F(b) — F(a). o

Remarques. » La variable d’intégration (notée ¢ dans la définition ci-dessus) est une variable
muette, et vous pouvez I'appeler comme bon vous chante. Par exemple, les notations

b b b b
/ f(¢)dt, / f(x)dx, / £(0)do et / f(a) da désignent toutes la méme quantité.

Il y a tout de méme quelques restrictions® :

e les bornes de I'intégrale ne peuvent pas dépendre de la variable d’intégration
X

dx n’a pas de sens.

e la variable d’intégration n’a plus de sens en dehors de I'intégrale, et on ne peut pas
utiliser comme variable d’intégration une variable déja définie ailleurs.

(24 X
Ainsi,Mn’a pas de sens, mais x? / f(¢)dt en a.
0 0

» Vous utiliserez souvent les notations dt, dx ou d6 en physique pour désigner des quantités
«infiniment petites», ce qui devrait vous permettre de démystifier un peu cette notation
(méme si pour nous autres, matheux, il ne s’agit que d’une notation et rien d’autre).
L’idée, que nous formaliserons en fin d’année’, est qu’une intégrale est en quelques sorte
une somme infinie d’aires de rectangles dont la longueur dt est infiniment petite. Dailleurs,
la notation f pour I'intégrale vient de 1a : Leibniz, qui a introduit cette notation, notait
en fait s (comme somme), mais avec le «s long» de I'époque.

» Nous ne nous intéresserons cette année qu’a des intégrales sur un segment, Cest-a-dire
entre deux bornes finies. Vous parlerez I'an prochain d’intégrales dont une des bornes est

Yd
. . X . , .. .
infinie, ou encore de / T (qui ne rentre pas dans le cadre de la définition ci-dessus car
0 Vx

X ‘/i} n’est définie que sur ]0, 1], et pas sur [0, 1]), mais pour cette année, considérez

que ces objets n’existent pas (ou du moins que vous n’avez pas le droit de les utiliser).
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-0.2 -041 0.1

0.2

Notons que cette définition
est valable méme si a > b.

6 Essentiellement les mémes
que pour les sommes.

7 Lorsque nous rencontre-
rons ce que nous appellerons
les sommes de Riemann.

Voufl favez, cef { qui
reffemblent a defl f et
qui rendent indigeftef
lef textel écritf en vieux
francaif.

M. VIENNEY
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La définition de Iintégrale que nous donnons n’utilisant que la notion de primitive, pure-
ment analytique, nous laisserons de c6té pour 'instant toute interprétation de I'intégrale
comme une aire. Toutefois, vous avez déja acquis une certaine intuition sur le sujet, il ne
faudra pas vous priver de l'utiliser lorsque c’est possible.

Proposition 9.7 (Propriétés de I'intégrale) : Soient f et g deux fonctions continues
sur un intervalle I et soit A € R. Alors, pour tout (a,b) € I* :

b b b
1./ ()Lf(t)+g(t))dt=/1/ f(t)dt+/ g(t) dt (linéarité de lintégrale)

2 /abf(t)dt:-/baf(t)dt

b c b
3. pour toutce[,/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ f(t)dt (relation de Chasles).

A\ Attention !

Pour appliquer cette pro-
priété, il faut bien s’assurer
que les bornes «sont dans le
bon sens», cest-a-dire que

b b
5.sia<betsiVte[ab], f(t) <g(t), alors/ f(t)dt < / g(t) dt (croissance a<b.
a a

b
4. sia<betsiVt € [ab], f(t) =0, alors/ f(t)dt > 0 (positivité de lintégrale).

de Pintégrale).
b
/ F(b) dt

b
6. si a < b, alors < / |f (t)| dt (inégalité triangulaire pour les inté-
a

grales).

Démonsiration. 1. SiF (respectivement G) est une primitive de f (resp. de g), alors \F+G
est une primitive de Af + g. Et donc

b
/ (Af (1) +g(1) dt = [AF (1) + G(1)]; = AF(b) + G(b) = (AF(a) + G(a))

b b
=}L(F(b)—F(a))+(G(b)—G(a))=/1/ f(t)dt+/ g9(t) dt.

2. /abf(t)dtzF(b)—F(a)=—(F(a)—F(b)) =—‘/baf(t)dt.

c b b
3. / F(t)de+ / F(t)dt = F(¢) - F(a) + F(b) — F(c) = F(b) - F(a) = / F(1) dt.
a [ a
4. Soit F une primitive de f. Si f = F’ est positive, alors F est croissante® sur I, et donc 8 Et rappelons qu'il est ici
indispensable que I soit un
intervalle.

b
F(b) > F(a) o F(b) - F(a) > 0 & / F(t)dt > 0.
5. Si f < g,alors g— f > 0. Et par le point précédent,

b b b b b
/(g(t)—f(t))dt?()(:)/ g(t)dt—/ f(t)dt>0<:>/ g(t)dt>/ £(t) dt.

6. Pour tout t € [a,b], —|f ()| < f(¥) < [f(B)].
Et donc par croissance de l'intégrale’ ¥ Qui s'applique car a < b.

b b b
- / F(0)]dt < / Flydt < / (1) d.

/ " ftyar] < / Fo .

On en déduit donc que
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Un équivalent de la série harmonique

n
1 . 1
Pour n > 1, on note H, =kzz;z,et501tf:tr—> 7
Alors, pour tout k € N*, f est décroissante sur [k, k + 1], de sorte que pour tout
telkk+1], f(k+1) < f(t) < f(k).
Et donc par croissance de l'intégrale,

k+1 k+1 k+1
flk+1)dt < f(r)dr < f(k)dt.
k k

k+
Mais / 1f(k +Ddt = fk+ 1Dk +1-k) = f(k+1) et de méme
k
k+1
f(k)dt = f(k).
k+1

1 1
Donc pour tout k > 1, 1 < A f()dt < T

En sommant ces inégalités pour 1 < k < n-—1, on arrive donc, pour tout n € N* a

" dt
Mais par la relation de Chasles, le terme médian est / T [(In¢]} =In(n).
1

1
EtdonconaH,-1<In(n) <H, - -.
n

1
Soit encore In(n) + = < H, < 1 +1In(n). Ceci prouve déja que lim H, = +oo.
n

n—+oo

H, 1
Mais de plus, on a 1 + < —= < — + 1, et donc par le théoréme des
nlnn Inn Inn
gendarmes,
H,
lim —2% =1.
n—+oo ln n

Théoréme 9.9 (Théoréme fondamental de I’analyse, version 2) : Soit f une

fonction continue sur un intervalle I et soit a € 1. Alors F : x f(t)dt est Punique
a
primitive de f qui s'annule en a.

Démonstration. Soit G une primitive de f. Alors pour tout x € I,

F(x) = [G()]X = G(x) — G(a), et donc la dérivée de F est x — G'(x) = f(x).

Donc F est une primitive de f, et on a clairement F(a) = 0.

Enfin, si F; est une autre primitive de f sur I, alors il existe A € R tel que F; = F + .

Etsi Fi(a) = F(a) = 0, alors A = 0, de sorte que F; = F. Donc F est bien 'unique primitive
de f qui s’annule en a. O

Ce théoréme, intéressant pour des considérations théoriques ne permet pas en pratique de
calculer des primitives qu’on ne saurait pas déja calculer.

X
. . .. 42 _42 .
Par exemple, il permet d’affirmer qu’une primitive de x > e™ est x - / e~ " dt, mais
0

ne nous aide pas réellement a calculer cette intégrale.

X
Remarque. Ce théoréme garantit qu’une fonction de la forme x — / f(t)dt, ou f est
0

continue est une fonction de classe 6! puisque sa dérivée est f qui est continue.
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Les deux suites (Hy,), et
(Inn),, tendent vers +oo 3 «la
méme vitesse».

Nous dirons bientot qu’elles
sont équivalentes.

Cette version du théoréme
fondamental de l'analyse est
plus forte que la version 1,
mais elle nécessite tout de
méme de savoir que la ver-
sion 1 est vraie, puisqu’elle
suppose l'existence de primi-

tives de f.

M. VIENNEY
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X2
dt
Soitf:x0—>/ .
x V1I-1¢3
dt
V1-13

X
Sionnote F : x — / , alors on a, pour tout x € R,
0

Y dr < dt (7t < 4t ’
f(x)_/x Vl—t3+/o Vi-p /o Vl—t3+/o Vi-p FOOHFC).

Puisque F est de classe 6, par composition de fonctions de classe 61, f est aussi de
classe 6.
Et alors, en dérivant une composée, pour tout x € R,

1 2x

==

Primitives usuelles

Vous connaissez déja un certain nombre de dérivées. Et par conséquent, vous connaissez
déja un certain nombre de primitives !

Le tableau suivant résume les primitives qu’il faut connaitre par cceur, ainsi que les intervalles
sur lesquels elles sont valables.

Fonction x + - | Primitive x — --- | Intervalle || Fonction x — - | Primitive x — --- | Intervalle
1 1
x"neN —x"* R e~ e R
n+1
p n(]x|) R} ou R* sin(x) —cos(x) R
1 +1 % * .
x"'neZ,n< -2 " 1x” R} ou R* cos(x) sin(x) R
n
1 24/x R x* a € R\ {-1} L xo+l R
Vx * ’ a+1 *

Le seul point qui aurait éventuellement besoin d’étre détaillé est le fait que x + In(|x]) est
une primitive de la fonction inverse sur R¥.

En effet, pour x < 0, on a In(|x]) = In(~x), qui se dérive en —_ix - %
ch(x) sh(x) R
sh(x) ch(x) R
vy - Lrantto | an(o) _g+kﬂ,g+kﬂ kez

Ch21 = =1-th’(x) th(x) R
1 sz Arctan(x) R

1 Arcsin(x) 1= 11

Vi
- \/11_—)(2 Arccos(x) 1-1,1]
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Il est plus que conseillé de les connaitre sans la moindre hésitation, mais rappelons, 2 toutes

fins utiles, qu’il est aisé de vérifier qu'une primitive est correcte : il suffit de la dériver!®.

Nous savons également dériver certaines composées, ce qui nous donne encore d’autres
formules de primitives :

Proposition 9.11 : Soit u une fonction de classe €1 sur un intervalle I. Alors

un+1

> une primitive de w'u™, n e N est
n+1
> une primitive de u’e" est e*
’
A , o u
> siu ne s'annule pas sur I, une primitive de — est In(|ul)
u

a+l

> siu>0surl, etsia+ —1 alors une primitive de u'u® est

o 2 2
» Une primitive de x — xe™ est —=e™*

. —x—e~ X %x _eX _e™X
» Une primitive de x - e =e e estx - e

» Une primitive de x est x — In(|In(x)]).

_t
xIn(x)

Proposition 9.13 : Soient (a,b) € R* X R, soit f une fonction de classe 61 sur un

intervalle I et soit F une primitive de f. Alors x — —F(ax + b) est une primitive de
a

x - f(ax +b).

Démonstration. 11 suffic de dériver. ]

1
est x — — Arctan(ax+b).
a

1

Par exemple, une primitive de x — m = m est

Pour (a,b) € R* xR, une primitive de x (i b)iel
1

1
X = 3 Arctan(2x + 1).

Toutes les formules ci-dessus proviennent en fait de la formule de dérivation d’une compo-

sée. Plus généralement, nous disposons du résultat suivant :

Proposition 9.15 : Soient u et ¢ deux fonctions de classe 6" telles que ¢ o u soit bien
définie. Alors une primitive de u’ x (¢’ o u) est la fonction ¢ o u.

Démonstration. Encore une fois, il suffit de dériver. ]
R. — R
o 1
Soit f: X
x+x(Inx)?
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10¢ce qui suppose bien en-
tendu que vous connaissiez
vos formules de dérivation !

Cette formule est formidable
lorsqu’on reconnait une
fonction de la forme u’ x

(¢’ ou), ce qui demande de
I'intuition, et ne se produit en
fait pas si souvent.

M. VIENNEY
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1 1

x 1+ (Inx)2’

Autrement dit, si u : x = In(x) et ¢ : x — Arctan(x),ona f = u’ x (¢’ ou), de
sorte qu’une primitive de F est ¢ o u : x — Arctan(In(x)).

Alors on a f(x) =

Enfin, ajoutons trois nouvelles primitives qu’il faudra connaitre :

Proposition 9.17 :
oL . T s
1. Une primitive de tan sur tout intervalle de la forme ]_E + ko, > + kﬂ[, keZ
est x — —In(] cos x|).
2. Une primitive de th est x — In(ch(x)).
3. Une primitive de In sur R, est la fonction x — xIn(x) — x.
, , " , . sin cos’ sh  ch’
Démonstration. Les deux premiéres découlent du fait que tan = — = ———, queth = — = —
, cos cos ch ch
Lo, u
et qu’on sait intégrer —.
Pour la troisiéme, il suffit de constater que la dérivée de x — xIn(x) — x est
1
x = x—+In(x) = 1 = In(x).
x
o

Intégration des fractions rationnelles

Pour intégrer des fractions rationnelles, on utilise la décomposition en éléments simples.
Les éléments simples de premiére espéce ne posent pas de vraies difficultés : une primitive

de x ﬁ = (x—a) ", sur | — o0, a[ ou sur ]a,+oo[ est
x—a)?
-1 1
_ —-n+l _ - : 22
X —n+1(x a) n—1(x-ar! S
In|x — a] sin=1

Ceci permet déja de calculer des primitives d’'un certain nombre de fractions rationnelles.

x+1
Soit fix > ————.
f x2(x2+x-2)

Alors la décomposition en éléments simples de f est Les racines de x” + x — 2 sont

—2etl.
31 11 1 1 2 1
e ——— + = :
fO) = T3 axe2 T30
o 3 11 2 "
Et donc une primitive'! de fest x — —=In(|x|) + =—— + — In(|x+2]) + = In(|x - 1]). Valable sur chacun des
4 2x 12 3 intervalles du domaine de

définition de f.

En revanche, I'intégration des éléments simples de deuxiéme espéce est un peu plus délicate.
11 faudra faire appel 4 la mise sous forme canonique des polynémes de degré 2 et se souvenir
que nous savons intégrer :

1 1 u’
_  en-=-A +b). el
> @+ b2+l en " rctan(ax + b) > ” en In(Jul)
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1
» Cherchons une primitive de f : x » ————.
x2+2x+3
On a alors pour tout x € R,
1 1 1 1 1
feo = (x+1)242 2?4 E(ﬂ)2+l'
: V2
2 1
Donc une primitive de f est x > £ Arctan (i)
2 . V2
» Cherchons une primitive de f : x > ———.
xt—x+1
On a alors, pour x réel,
x 1 2x-1 1 1
= = — + —
=) x2—x+1 2x2-x+41 2x2-x+1
1o2x-1 1 1

=_ + =
332 > 2
X x+1 (X—l) +%
1

(55) +1

1 2x-1
2x2—x+1

.2
3

A présent, nous sommes en mesure de calculer une primitive de chacun de ces
termes, et donc une primitive de f est
2x —1 )
G

Bien qu’il soit possible!? de donner des formules générales pour une primitive de x —

1 1
—In(x*-x+1)+—=A
x+—>2n(x X+ )+\/3_3 rctan(

1

2 b
a’+bx+c
il est totalement inutile de les apprendre, et mieux vaut savoir refaire des raisonnements
semblables 4 ceux ci-dessus.

ex+ f

Nous ne dirons rien de I'intégration des éléments simples du type ——————
(ax? + bx +c)"

pour

n > 2, celle-ci sera nécessairement guidée si vous en avez besoin.

Intégration des polynémes trigonométriques

Pour intégrer des fonctions qui sont composées de produits de sinus et de cosinus, on
commence par linéariser ces expressions (généralement en utilisant les formules d’Euler).

Soit f : x > cos®(x) + 2sin?(2x) cos(3x). Alors

cos®(x) = (#)3 = % (e3ix +3e 3¢ 4 e_3i") = @ + % cos(x).
De méme
25in(2x) cos(3x) = 2 (eZix e )2 (em * e_m) S (¢4 =24 e7H7) (37 4 e9%)
2i 2 4
_ _% (e7ix 4o~ Tix _ 0plix _ pp=dix | pix | e—ix)
= —% (cos(7x) — 2 cos(3x) + cos(x)) .

MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024

— Méthode

Pour trouver des primitives
des expressions de la forme

dx+e ,
—5———, on s’arrange
ax>+b+c ]
pour écrire cette expression
comme combinaison de

2ax +b ( it
————— (qui s’integre
ax?+bx+c d &
en In(|ax? + bx + c|)) et de

(voir ci-dessus).

ax?+bx+c

12 Certains ouvrages dis-
ponibles dans le commerce
donnent d’ailleurs ces for-
mules, et vous avez le droit
de vous apprendre si cela
vous chante. Pour ma part, je
m’y suis toujours refusé !

M. VIENNEY
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Et donc une primitive de f est

5sin(3x) N sin(x) B sin(7x)
12 4 14

Intégration par parties

Si la somme d’une primitive de f et d’une primitive de g est une primitive de f +g,

il n’est absolument pas vrai que le produit de deux primitives soit une primitive de f X g,
tout simplement car la dérivée d’un produit n’est pas le produit des dérivées.

La formule (uv)’ = u'v + uv’ nous permet tout de méme de trouver des primitives de
fonctions de la forme u’v+uv’, mais en pratique il est assez rare!® de reconnaitre directement
des fonctions de cette forme, et nous utiliserons plutdt le résultat suivant :

Théoréme 9.21 (Intégration par parties) : Soient u et v deux fonctions de classe 61
sur [a, b]. Alors

b b
/ u'(t)v(t)dtz[u(t)o(t)]z—/ u(t)o’ (t) dt.

a a

Démonstration. Une primitive de u’v + uo’ est la fonction uv. Et donc

b b b
/ (@' (Ho(t)+u(t)o’ (1) dt = [u(t)o(t)]? @/ u (t)o(t)dt = [u(t)o(t)]Z—/ u(t)o’ (t) dt.

a

O

Remarque. Si 'on demande aux fonctions u et o d’étre de classe 6!, c’est tout simple-

ment pour garantir que les fonctions u’v et uo’ soient bien continues, ce qui (nous) est
indispensable pour considérer leur intégrale.

> Calculons]:/ tn(t) dt.
1

12 1
Posons alors u(t) = In(t) et v’ () = t, de sorte que v(t) = 5 et u(t) = -
Alors u et v sont 6! sur [1, e] et donc
¢ t> ¢ €t e [2]° e 1
/1 tin(t)dt = [Eln(t)]l —/1 Edt_ 5 [2]1 =Tt

1

» Soit I = / Arctan(t) dt.
0
Alors en posant u/(t) = 1 et o(t) = Arctant, ce qui nous donne u(t) = t et

1 .
U’(t) = m, il vient

1 1 1
1:/0 W (t)o(t) dt = [u(t)o(t)]g—/o u(t)o’ (t) dt = [tArccan(t)]})—/o 1+tt2 dt
1 P )
=A - |zh(1+tH)] == - —=.
rctan(1) [2 n(l+1t°) R >

» Calculons I = / e~2 cos(t) dt.
0

Une premiere intégration par parties, avec u(t) = e 2 et o’ (t) = cos(t) nous donne

MP21 Lvcie CaampoLLION 20232024

13 g¢ difficile.

Astuce

Lorsqu’on n’a pas directe-
ment affaire 3 un produit,
on peut toujours en faire
apparaitre un en notant que
v=1Xo.

M. VIENNEY
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alors
T

e 2t sin(t) dt.

I=[e? sin(t)]g+2/ e 2t sin(1) dt:2/
0 0

Procédons de nouveau 2 une intégration par parties, en posant cette fois u(t) = e=

et o’(t) =sin(t) :

./0 e 2tsin(t) dt = [-e™* cos(t)]g—Z/O

Et donc nous avons la relation

2e727 42

[=2(e+1-2) o5[=2"+2 1= z

» Enfin, il faut parfois ruser pour faire apparaitre une intégration par parties. Par

exemple,
1 1 1.2 1= x2
/_de:/ AN
0 (x2+1) 0 (x241)
1 1
=/ dxz_/ x%dx
0o l+x 0 (x2+1)

1_1/1 dx
0 2 0 x2+1

1 x
2x2+1

= [Arctan(x)]é +

NN

1 1
= EArCtan(l) + i % +

Il faut un peu d’intuition et d’habitude pour utiliser correctement I'intégration par parties,
mais donnons quelques pistes :

1. il y a souvent plusieurs maniéres d’écrire une fonction comme un produit, pour faire
une intégration par parties, il faut savoir dériver un des facteurs (ce qui n’est  peu
prés jamais un probléme), mais il faut aussi savoir intégrer l'autre !

2. si jamais on sait intégrer les deux facteurs qui composent le produit, il faut aussi se
demander si on saura calculer I'intégrale qui apparaitra apreés I'intégration par parties

(le f u(t)o’(t) dt du théoreme).

1
. 2 ., N .2
SoitI = / x2e™ dx. Alors on sait intégrer x> et on sait dériver e *".
0

Une intégration par parties sur ce principe nous donne alors

1 ! 2
+—/ e ™ dx.
o 2Jo

Malheureusement, cette seconde intégrale ne semble pas plus facile 2 calculer, bien
au contraire. Sauf A refaire une intégration par parties sur le méme principe qui va

X4 2

—€

4

I=

. N 2 . . .
faire apparaitre du x7e™*", etc, on ne va jamais s’en sortir...

D’un autre c6té, il n’est pas question de dériver X3, puisqu’on ne connait pas de

. .. 42
primitive de e™* ...
x2 2 x2

=x x

. , _ 42 . . , _
Mais on a egalement e x xe * . Et cette fois, nous savons intégrer xe

42
(en —£5-), et bien entendu dériver x. Alors
1 2 _x2

—=X"e

2

1 1 -1 —x
e e 1
I= +/ xe X dx=——+ |- =— 4.
o 2 2

0

Lvcie CaampoLLION 20232024

e ! cos(t) dt = 672”4—1—2/ et cos(t) dt.
0

o

— 2
& Danger !

S’il est tout 2 fait possible
d’utiliser plusieurs fois de
suite 'intégration par par-
ties, on prendra garde, lors
de la seconde intégration

par parties, de ne pas déri-
ver la fonction qu’on avait
précédemment intégrée et
vice-versa, faute de quoi on
revient exactement A I'inté-
grale de départ. Ici, on a bien
dérivé deux fois le terme en
e,

Si on l'avait intégré lors de

la seconde intégration par
parties, on en serait arrivé 4 la
relation I = I, parfaitement
juste, mais souvent assez peu
utile.

M. VIENNEY
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Changement de variable

Théoréme 9.24 (Formule de changement de variable) : Soif I un intervalle de R,
soit ¢ une fonction de classe 61 sur I et soit f une fonction continue sur ¢(I). Alors pour
(ab) €L,

@(b)

b
/ Floe dx= [ f@ya.

¢(a)

Démonstration. Notons F une primitive de f. Alors F o ¢ est une primitive!* de ¢’ X (f 0 9),
de sorte que

b @(b)
f Flo)e’ (x)dx = [F(p(x)]} = Fo(b)) - Flp(a) = [F()](1) = / o fwa
a ¢(a
O
La formule de changement de variable peut s’utiliser dans les deux sens : pour transformer

@(b) b
f(t)dten / f(o(x))¢’(x) dx, ou le contraire.
¢(a) a

Commengons par le premier cas.

une intégrale de la forme

2 eX

2 2
1 1
Considérons I = / ——dx = 2/ ——dx= 2/ dx
o ch(x) 0 eX+eX o 1+e2x
1

et ¢ : x — ¢¥, alors f est continue sur [1, e‘2] et

Si on pose alors f : t +—
p frte s

est 6! sur [0, 2], donc le théoréme de changement de variable s’applique et

2

2 e
I= 2/0 o' (x)f(p(x))dx = 2[ ! -itz dt =12 Arctan(t)]e2 = 2 Arctan (62)—%.

Notons que sur cet exemple, il était tout a fait possible de trouver directement une primitive
de la fonction de départ, par exemple x > 2 Arctan(e*), mais qu’il faut une bonne dose
d’intuition pour le voir directement.

Le théoréme de changement de variable nous améne  cette méme primitive, sans avoir
besoin de la reconnaitre dés le départ.

Plus généralement, ce premier cas du changement de variable est celui ot I'on se donne
la «<nouvelle variable» (c’est-a~dire celle de I'intégrale  laquelle on souhaite aboutir) en
fonction de I'«ancienne variable» (celle de l'intégrale de départ).

Pour le dire autrement, on suppose que I'intégrale que I'on cherche 4 calculer au départ est

b
de la forme / flo(x)e’ (x) dx.

On procéde alors comme suit, si x est I'cancienne variable», et que ¢ = ¢(x) est la nouvelle :

dt
1. on dérive t en fonction de x : — = ¢’(x), ce qu’on note'® dt = ¢’ (x) dx;

dx
2. si ¢’(x) n’est pas directement un facteur de I'intégrande, on le fait apparaitre en
Al o' (x) .
multipliant par £775;

3. on remplace tous les ¢(x) de I'intégrale de départ par des ¢ et en méme temps le
¢’ (x) dx par dt. Il n’est pas question d’écrire une intégrale qui mélangerait les
deux variables x et t.

4. dans le méme temps, on change les bornes a et b en ¢(a) et ¢(b), ce qui revient 2
chercher quelles valeurs prend la nouvelle variable lorsque I'ancienne prenait ses
valeurs extrémes (a et b).

Le plus pratique avec cette méthode est qu’elle ne nécessite pas d’expliciter la fonction f a
laquelle on applique le changement de variable.

MP2I Lvcie CaampoLLION 2023-2024

@(I) désigne I'ensemble des
images par ¢ des éléments de
I, C’est-a-dire

o(I) ={o(x), x €I}.

Nous admettons qu’il s’agit
encore d’un intervalle, ce
qui est une conséquence
du théoréme des valeurs
intermédiaires.

14 suffic de dériver pour
s’en convaincre.

Sile changement de variable
fonctionnait bien ici, c’est
aussi car nous avions choisi
un changement de variable
judicieux !

Prendre ¢(x) = sin?(2x) ne
nous aurait pas aidé.

Donc le théoréme de chan-
gement de variable dispense
d’intuition... si on a l'intui-
tion du bon changement de
variable !

peil s’agit 13 uniquement
d’une notation pratique, mais
sans signification mathéma-
tique précise, bien que vous
ayez probablement reconnu
le lien avec les notations des

physiciens.

M. VIENNEY
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2
- X
Reprenons exemple précédent : / ——, en posant t = e*.
o ch(x)

Alors dt = ¢* dx et lorsque x vaut 0, t = 1, et lorsque x vaut 2, t = 2. Ainsi, par
changement de variable, on a

2 2 e? e?
1 X 11 dt
iy R A U R
0o e*+te™™ 0o eX+e™™ 1 l‘t.|.7 1 1+t

La fonction f 4 laquelle nous avons appliqué le changement de variable n’était
pas visible directement dans 'intégrale de départ, mais elle est automatiquement
apparue en cours de calcul.

Notons qu’un tel changement de variable n’a d’intérét que si dans I'intégrale de départ, on
arrive  tout exprimer en fonction de ¢(x).
Par exemple essayer de réaliser le changement de variable t = cosx dans I'intégrale

5
/ x2eXdx a peu de chance d’aboutir, car on ne peut pas exprimer e* ou x? en fonction
0

de cos x.
I faut un peu d’habitude pour repérer les «bons» changements de variable.

Mais ce n’est pas 1'% que réside la puissance de la formule du changement de variable,

mais plutdt lorsqu’on l'utilise dans «’autre sens», c’est-a-dire lorsque I'intégrale dont on
@(b)

£(t) dt.
)

dispose au départ est
¢(a

1
Cherchons a calculer / V1 - t2dt, en aI'aide du changement de variable t = cos x.

-1

Autrement dit, en posant ¢(x) = cos(x), pour x € [0, 7]. On a alors =1 = ¢(x) et
1 =¢(0).
Et donc par le théoréme de changement de variable, ot ici f : t > V1 -2,

1 0 p.4
/Vl—tzdtzf Vl—coszx(—sinx)dxz/ | sin x| sin x dx
-1 T — 0
=¢’(x)

=/ sinzxdxzf 1_Ls(zx)dx
0 0 2

1 [ sin(2x) ]” T
= —|x - —- = —.
2 2 |, 72
Remarquons qu’il y avait plusieurs choix pour les bornes, nous avons ici choisi 0
et 77, mais nous aurions pu prendre 27 et 37, ou pourquoi pas —2r et 9. Bien
entendu, cela conduit au méme résultat final.

En pratique, on a rarement besoin d’expliciter ¢, et connaitre par cceur la formule du
changement de variable n’est que de peu d’utilité.

Concreétement, pour rédiger le changement de variable ci-dessus, nous procéderions de la
maniére suivante.

Posons t = cos x. Alors pour x =0,t=1etpour x =m,t=-1.

La fonction cos est bien 6! sur [0, z], donc le changement de variable est légitime.

De plus, dt = —sinx dx. Et donc

1 0
/ Vl—tZdt=/ V1 = cos? x(—sinx) dx = ...
-1 T

MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024

16 Bien que ce soit souvent
un outil précieux lorsqu’on
ne «devine» pas directement
la bonne primitive.

On se donne ici Pancienne
variable (¢) en fonction de la
nouvelle (x).

Ce résultat n’a rien de sur-
prenant, si on se rappelle que
pour y > 0,0na

y=V1-x2
:)y2=1—x2
c)x2+y2=1A

Ainsi, le graphe de

x — V1 — x2 est la moitié

du cercle trigonométrique
située au dessus de I'axe des
abscisses.

Donc Pintégrale est la moitié
de laire du cercle trigonomé-
trique, donc %.

M. VIENNEY
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1
d
Calculons / r 1 a Iaide du changement de variable y = e*. Autrement dit, en
o e
posant ¢ (u) = e*.

Alors Y = et o dy = e* du. Donc il vient

du
U du _ T etdu
/0 e”+1_/0 e“(e* +1)
:/e_dy
1 yly+1)
dy
/ /1 y+1
= ln(y)] —[n(l+y)] =1+1In(2) —In(e+1).

Dans des cas comme celui-ci ot le changement de variable est bijectif, il est possible
de «I'inverser» avant de travailler avec les «infinitésimaux» du et dy.

d
Ainsi,onay = e © u = In(y). Et donc du = —y, de sorte qu’en «remplagant»
Y

dy

directement tous les u par des In(y) etle du par un — et en changeant correctement
y
€ d ¢ d
les bornes, on obtient bien / 1 y = / y_.
1 y(eln® +1) 1 yly+1)

Pour le dire autrement : nous avons appliqué le théoréme de changement de

variable aux fonctions f : t et ¢ : x — In(x).

el +1
b
De maniére générale, partant de / g(t) dt, si on sait qu’on souhaite réaliser le changement

a
de variable bijectif x = ¢(t) (soit encore t = ¢! (x)), comment procéderait-on pour trouver
une fonction f telle que g(t) = (f o q))(t)tp’(t) ?
-1
goge

Une option serait de partirde g= (fog)p’ © L =fop o f= ( ) p7l == T
[

1

r, ——— n’est rien d’autre que la dérivée!” de ¢!
s

Autrement dit,ona f = (go o) x (p7')".
Essayez de vous convaincre sur 'exemple précédent que c’est exactement ce qu’on a fait
en posant u = In(y).

Application au calcul de primitives

Si f est une fonction continue sur un intervalle I, alors nous savons que pour tout a € I,

X
Foix / f(t) dt est une primitive de f.
a
Et donc si on choisit un autre b € I, Fj, : x / f(t) dt est une autre primitive de f.
b

Donc differe de F, d’une constante (que nous pouvons expliciter : F, = F, + / f(t)dt).
a

Puisque le a choisi n’a pas vraiment d’importance lorsqu’il s’agit de déterminer une

primitive de f, ne perdons pas de temps a I’écrire !

Dans la suite, si f est une fonction continue sur un intervalle I, on notera / f(t)dt

n’importe quelle primitive de f

X
= Arctan(x), / (1-2t)dt = x —x2, etc

Par exemple,/ cos(0) dd =

X
Cest assez légitime, puisque nous savons que pour tout choix de xp € I, x f(t)dt
X0
est une primitive de f sur I, et que toutes les autres en différent par une constante.

MP2I Lvcie CaampoLLION 2023-2024

On s’arrange pour faire
apparaitre e* du.

C’est le théoréeme de chan-
gement de variable appliqué

avec : _» —
fry y(y+1)

17 Quand elle existe...

M. VIENNEY
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La ou cette notation est parfois difficile 2 manipuler, c’est qu’elle ne fait pas apparaitre les
constantes, et qu’'on a par exemple aussi

2

X X d X
/ cos(0) df = sin(x) + 7, / L Arctan(x) — 4, / (1-2t)dt = L
1+1t2 6

b * n? : Ny
On a donc envie d’écrire x—x? = / (1-2t)dt = < +x—x?, ce qui est plutdt dérangeant...
X
il faudra donc bien comprendre que le = que I'on utilise aprés / f(t) dt n’est pas vrai-

ment un symbole d’égalité au sens usuel du terme, mais plutdt un symbole d’égalité «a une
constante prés». Ou encore «<modulo une constante».

Cela dit, cette notation peut s’avérer trés pratique pour calculer des primitives en utilisant
intégration par parties et changement de variables.

Par exemple, le théoréme d’intégration par parties se traduit sous la forme suivante :

Proposition 9.29 : Si u et v sont deuxfonctions de classe 6" sur un intervalle I, alors

/xu'(t)v(t) dt = u(x)o(x) — /x u(t)o’(t) dt.

On pourra encore noter /x u (Ho(t)dt = [u(t)o(t)]* - /X u’ (t)o(t) dt.

Démonstration. Nous savons déja que si xo € I est fixé, alors pour tout x € I,

X

/xu'(t)v(t) dt = u(x)o(x) — u(xg)v(xg) — / u(t)o’(t) dt.

0 X0

Donc x — u(x)o(x) — / u(t)o’(t) dt est une primitive de u’o. O

X0

/ t cos(t) dt = xsin(x) —/ sin(t) dt = xsin x + cos x.

Si on préfere manipuler des intégrales avec des bornes, souvenons-nous que
X

P / t cos(t) dt, est une primitive de t > t cos(t).
0
Or, lorsqu’on réalise notre intégration par parties sur le segment [0, x], x étant fixé,

il vient

X X X
/ tcos(t) dt = [tsin(t)]] —/ sin(t) dt = x sin(x) — 0sin(0) —/ sin(t) dt.
0 0 S—— 0
=constante

Autrement dit, une primitive de ¢ — t cost (qui est ici notre u’v du théoréme) est
égale 4 la primitive uo moins une primitive (ici celle qui s’annule en 0) de ¢ + sin(t)
(ici notre uv’).

Remplacer 0 par n’importe quelle autre valeur, et donc n’aurait pour effet que
d’ajouter une constante oi d’autre ne ferait que changer les constantes d’intégration,
ce qui n’a aucune importance lorsqu’on cherche toutes les primitives et pas une!®
en particulier. sannulerait en .

B8 py; exemple celle qui

I est également possible d’utiliser le théoréme de changement de variable pour trouver
des primitives.

MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024 M. VIENNEY
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sin t

T eods 3 Iaide du changement de variable
+ cos

Cherchons des primitives de t

U = Cost.
On a, en notant que du = —sin t dt,

x : cos(x)
sin ¢ du
/ — dt = —/ — = — Arctan(cos(x)).
1+ cos*t 1+u
La aussi, si on souhaite utiliser des intégrales usuelles : une primitive de
sin t / sin t
— tx -
1+cos?t 1+cos?t
Et alors le changement de variable u = cost nous donne, pour tout x € R,
cos(x)

1+u? N .
=constante

x int cosx g
/ - pdt=- / “ = [Arctan(u)), — Arctan(cos(x))+Arctan(1 .
0 1 u

1 + cos?

Dans le cas ot 'on donne 'ancienne variable en fonction de la nouvelle, il faudra alors
prendre garde d’utiliser un changement de variable bijectif afin d’exprimer I'ancienne
variable en fonction de la premiére.

Calculons une primitive sur [-1,1] de ¢t + V1 -2 a l'aide du changement de
variable ¢ = cos 8, avec 0 € [0, ].
On a alors dt = —sin 0 d6

Arccos(x)

x Arccos(x)
/ \/1—t2dt=/ —Vl—coszesinedez—/ sin® 0 do

Arccos(x) _
_ / cos(260) — 1 40
2
_ | sin(20) 0 Arccos(x) _sin(2 Arccos(x)) B Arccos(x)
] 4 2 B 4 2

_Arccos(x) N cos(Arccos x) sin(Arccos x) _Arccos(x) N V1 — x2

2 2 B 2 2

Notons que puisque Arccos(c) = g — Arcsin(c), on a également

x 1 Vi—x2
/ V1 -t2dt = 5Arcsin(x)+%+c,

” 7 ’ . ’ .
le > étant «caché» dans la constante d’intégration.

Encore une fois, si vous n’étes pas a l'aise avec cette notation, utilisez une borne
X
du bas pour I'intégrale : une primitive de t — V1 — 12 est x - / V1 -1¢2dt. Et

0
alors nous pouvons utiliser le théoréme de changement de variable tel que nous le
connaissons : pour x € [-1,1],

/ﬂdt/

Arccos(x)

sin(20) 0]

) _
sin QdG—[ 1 >

Arccos(x)

La borne fixée, que nous avons choisie ici égale 4 0 n’a alors aucune importance
puisque changer cette borne ne fera que changer la constante d’intégration.
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— A Attention !

Méfiance avec les noms de
variables. Si ¢ est «I’ancienne»
variable d’intégration et u la
«nouvelle», 3 aucun moment
il ne faut avoir des intégrales
dont les bornes s’appellent u
ou t.

Notons que

V1 = cos2 @ = |sin@)|.

Mais puisque I’on sait que
0 € [0, ], alorssin@ > 0

M. VIENNEY
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Dans toute cette partie, I désigne un intervalle de R.

Il est possible de considérer des fonctions définies sur I et & valeurs dans C.
Par exemple la fonction ¢ - te(#D! + (1 + 2i)£2.

Définition 9.33 = Si f : I — C est une fonction a valeurs dans C, on note Re(f) et
Im(f) sa partie réelle et sa partie imaginaire, c’est-a-dire les deux fonctions définies
sur I et 2 valeurs dans R telles que

Re(f)(x) = Re(f(x))

x el f(x) =R x)+il x
Vx € I, f(x) =Re(f)(x) +ilm(f)(x) & Im(f)(x) = Im(f(x))

Si f(t) = te™ D 4 (1 + 2i)t> = tefel + (1 +2i)t> = te (cost + isint) + t> + 2it> et
donc
Re(f) : t > te cost +t% et Im(f) : t > te’ sint + 21>

Dérivée d’une fonction 2 valeurs complexes

Définition 9.35 - Soit f : I — C. On dit que f est continue (respectivement
dérivable, resp. de classe 61) si les deux fonctions!® Re(f) et Im(f) sont continues
(resp. dérivables, resp. de classe 61).

Si f est dérivable, on note alors f” = Re(f)’ + i Im(f)’.

Ainsi, si f est dérivable, on a Re(f”) = [Re(f)]” et Im(f’) = [Im(f)]’.

Puisque la partie réelle (resp. imaginaire) d’une somme est la somme des parties réelles
(resp. imaginaires), il est facile de se convaincre que la dérivée d’une somme est la somme

des dérivées.

En revanche, il faut travailler davantage pour prouver que d’autres formules connues dans

le cas réel restent valables en complexe.

Notons qu’on ne parlera

pas ici de fonctions définies
sur une partie de C, mais
seulement des fonctions dont
la variable est réelle.

A\ Attention !

Pas de i dans Im(f) : il s’agit
d’une fonction a valeurs
réelles.

Proposition 9.36 : Soient u, v deux fonctions dérivables sur I, a valeurs dans C. Alors :
1. la fonction uv est dérivable sur I et (uwv)’ = u'v + uv’
u'v —uv’

. ,ou ;. u\’
2. siv ne s'annule pas sur I, la fonction — est dérivable, et (—) = >
v v

0

Démonstration. 1. Notons uy, up (resp. v1,2) les parties réelles et imaginaires de u (resp.

de v).

Alors uo = (u + iu) + (v1 + iv2) = (w101 — u202) + i(u102 + uz01), qui se dérive en

(uv)" = ujo1 + w1o] — whvy — upv) + (U105 + ujvs + urv] + uhor)

ut (01 + iv2) + 0] (ug + iup) + iu) (v + ivp) + iv) (ug + iun)

(u] + iu}) (01 + iv2) + (ug + iu) (v] + iv})

=u'v+uv.

2. Nous pourrions de méme séparer partie réelle et partie imaginaire, mais en a-t-on

vraiment envie ? _
uv
|o|?

. 1 . , .
La fonction W est alors 2 valeurs réelles, et elle est dérivable car v ’est?".
v

A u —
Notons plutdt que — = =uUXTX —.
v [v]?
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facilement — en fonction
0

des parties réelles et imagi-
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.u L, . . u
Donc par produit, — est dérivable. Mais alors u = (—) X v de sorte que
v v

, (U u\ , u\’ u'v —uv’
w=(2)os(2)o e (B) o=t
v v v v
uy, uo—uv
et donc (—) =—
v v .
m] A\ Attention !

De méme, si I et J sont deux intervalles de R, si f : I — J et g: J — C sont dérivables, Ici, f est une bien une fonc-
tion qui va de R dans R, nous

alors g o f est déri‘_’able et (gof) =f"x(g of). ne parlons pas de dériver des
I sufhit pour le voir de remarquer que Re (g o f) = Re(g) o f, et que la méme remarque composées de fonctions de C
vaut pour les parties imaginaires. dans C.

Il suffit alors de dériver des composées de fonctions réelles.

Intégration des fonctions a valeurs complexes

Définition 9.37 = Soit f : I — C une fonction continue. On appelle primitive de f
sur I toute fonction F : I — C, dérivable sur I et de dérivée f.

En particulier, pour trouver une primitive d’une fonction complexe, il suffit de déterminer

une primitive de la partie réelle et une primitive de la partie imaginaire.

Le théoréme fondamental de I'analyse appliqué & Re(f) et Im(f) garantit que toute fonction

continue f posséde des primitives.

Et on prouverait sans difficultés que deux primitives de f different d’une constante?!. 2! Complexe.

Définition 9.38 - Soit f une fonction continue sur I, soit F une primitive de f et
soit (a,b) € I’. Le nombre complexe F(b) — F(a) ne dépend pas de la primitive de

b
f choisie, et on le note / f(t)dt.

SiF est une primitive de f, alors Re(F) est une primitive de Re(f) et Im(F) est une primitive
de Im(f), de sorte que

b b b
/ f(®)dt = [Re(F)](b)-[Re(F)] (a)+i([Im(F)](b)-[Im(F)] (a)) =/ [Re(f)](t)dt+i/ [(Im(f)](2) dt.

Le fait que la formule pour la dérivée d’un produit soit la méme que pour les fonctions
réelles implique que I'intégration par parties reste valable pour les fonctions 2 valeurs

complexes.
De méme pour le changement de variable, du moment que celui est réel*? (3 une variable %2 De toutes faons il est hors
réelle on associe un réel). de question d’écrire une inté-

grale 2 bornes complexes !
Dérivée de e?

Proposition 9.39 : Soit ¢ : I — C une fonction dérivable a valeurs complexes.
Alors e? est dérivable, et (e?)’ = ¢’ X e?.

Démonstration. Notons f = Re(¢) et g = Im(¢), de sorte que ¢ = f +ig.
On a alors, pour tout x € I,

e?) = of (*9(X) = of () (cos(g(x)) +isin(g(x))).

Et donc il vient Re(e?) : x > e/ ™) cos(g(x)), qui est dérivable car produit de fonctions
dérivables, et Re(e?)’ (x) = f’(x)ef ™) cos(g(x)) — ef ¥ g’ (x) sin(g(x)).

De méme, on a Im(e?) (x) = f’(x)ef ™ sin(g(x)) + ¢’ (x)e ) cos(g(x)).

Et donc e? est dérivable, avec

(e (x) = £ (x)eT ™ cos(g(x) - ¢/ g/ (x)sin(g(x)) +1 (1 (x)e’ ™ sin(g(x)) +9' (x)e ™) cos(g(x)))
= /™ (f(x) +ig (1)) ((cos(g(x)) +isin(g(x)) = ¢/ g’ (2)e¥™) = ¢’ ()e? ™.

O
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Corollaire 9.40 — Pour a € C*, une primitive de t +— e*" est t — —e®".
a

Démonstration. 1l sufht de dériver ¢t — e, qui est de la forme de la proposition précédente

avec ¢ : t — at.

... . 1 .
» Une primitive de ¢ > e(1*D? est ¢ ?e(“’)'.
+i
eix +e—ix
» Une primitive de x — cos(x) = — et

Application au calcul de primitives

Cherchons une primitive de ¢ — e sin(t).
Nous savons que e* sin(t) = Im(e*e’*) = Im (e>*)?).
. . 1 .
Or, une primitive de t > e>*? est t > Fe@“)t.
i
Sa partie imaginaire est donc une primitive de t > e* sin(t).
Mais
1 (2+i)t _ 2-1i (2+i)t _
—e =—e =
2+ 5

Sa partie imaginaire est donc

o2t
= (2-1)(cost+isint).

o2t
t = (2sin(t) — cos(t)) .

2t
Ainsi, / e* sin(r) dt = %(2 sint —cost) +C, C € R.

MP2I Lvcie CaampoLLION 2023-2024
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Ceci n’est pas une preuve
du fait que la dérivée de sin
est cos, puisque ceci a été
utilisé dans la preuve de la
proposition précédente.
Tout au plus cet exemple
nous rassure quant a la co-
hérence de cette notation
exponentielle.

M. VIENNEY
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