EQUATIONS DIFFERENTIELLES
LINEAIRES ET SUITES RECURRENTES

LINEAIRES

Un circuit RC est un circuit formé d’un résistor de résistance R et
d’un condensateur de capacité C montés en série.

On ajoute un générateur de courant délivrant une tension sinusoidale e T

E cos(wt).
Sachant que le condensateur est déchargé a I'instant initial (¢ = 0),

peut-on décrire I’évolution de la tension u(#) aux bornes du conden-
E cos(wt)

sateur ?
La loi des mailles nous donne alors u(t) + Ri(t) = E cos(wt).

. . u
Mais aux bornes du condensateur, on a i(t) = CE =Cu'(t).

Et donc la tension u satisfait  I'équation RCu’ (t) + u(t) = E cos(wt).
Cette équation suffit-elle 3 déterminer totalement I’évolution de u au
cours du temps ?

Dans tout le chapitre, en I'absence de précisions, K désigne indifféremment R ou C, et I
est un intervalle de R.

Définition

Définition 10.1 — Soient a et b deux fonctions continues sur I, 3 valeurs dans K.
Résoudre I’équation différentielle y'(¢) + a(t)y(t) = b(t), c’est trouver toutes les
fonctions y : I — K, dérivables, et telles que

Vit el y (t) +a(t)y(t) = b(s).

On parle alors d’équation différentielle linéaire du premier ordre.

Remarques. »L’équation différentielle est dite linéaire, car elle ne fait intervenir que y’(¢)
et y(1), et pas leurs puissances, ou leur exponentielle, ni quoi que ce soit d’autre.

Par exemple, y'(t)° + e¥® 2 = In(t) est une équation différentielle, mais qui n’est pas
linéaire!.

Et elle est dite du premier ordre car elle ne fait intervenir que la dérivée premiere de y (y')
et pas ses dérivées secondes, troisiemes, etc.

» Une solution de y’(t) + a(t)y(t) = b(t) n’est pas seulement dérivable : elle est en plus 6!
sur I. En effet, on a alors y/(¢) = b(t) — a(t)y(t), qui est continue car somme de fonctions
continues.

On abrége «équation diffé-
rentielle linéaire du premier
ordre» en «EDL».

1 Vous reparlerez davantage
de ce type d’équations en
seconde année.
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y'(t) = 2ty(t) = £ est une équation différentielle linéaire du premier ordre.

On note généralement les équations sous forme condensée :y’ — 2ty = t>, ot il est
alors sous-entendu que y est une fonction, et que t est la variable dont dépend la
fonction.

Bien entendu, cette équation se note également y’ — 2xy = x°.

On rencontre souvent des équations sous la forme ¢(£)y’(¢) + d(¢)y(t) = e(t) (E).
Dans ce cas, on se raméne 2 une équation de la forme précédente en divisant par c(t), ce
qui nécessite de se placer sur un intervalle sur lequel ¢ ne s’annule pas.

d
Sur un tel intervalle (E) est alors équivalente® a ’équation v’ (t) + (—t)y(t) _ )

c(t)

= . 2 Crest-a-dire posséde méme
L ) ) c(t) ensemble de solutions.
On parle alors de la forme normalisée de 'équation (E).

1
Considérons 'équation ty’ (¢) — y(t) = .

Sur chacun des intervalles R* et RY, sur lesquels # ne s’annule pas, elle est équivalente

., 1 1
ay'(t) - ;y(t) = 2

Définition 10.4 - Lorsque la fonction b est la fonction nulle, on dit que ’équation
y'(t) + a(t)y(t) = 0 est une équation homogene.

Et de maniére générale, si (E) : v/ () +a(t)y(t) = b(t) est une équation différentielle
linéaire du premier ordre, on dit que '’équation v’ (¢) + a(t)y(t) = 0 est I’équation
homogene associée 4 (E). Dans la suite, nous la noterons généralement (Ey).

Structure de ’ensemble des solutions

Soit (E) : y'(¢) + a(t)y(t) = b(t) une équation différentielle linéaire du premier ordre, et

soit (Ep) P'équation homogene associée. . o
La notation sera en falt mntro-

duite plus tard, mais % (I, K)

Notons ¥ = {y € D(LK) : Vt € I, y'(t) + a(t)y(t) = b(t)} P'ensemble des solutions de (E) désigne Pensemble des fonc-
et de méme, notons Sy 'ensemble des solutions de "équation homogene (Ey). tions dérivables sur I A va-
leurs dans K.

Proposition 10.5 : L'ensemble Sy contient lafonction nulle, et il est stable par com-
binaisons linéaires. Cela signifie que pour tout (u,v) € S7 et pour tout (A,p) € K2,
Au+ po € Fy.

Démonstration. 1l est clair que la fonction nulle est dérivable, et que si on la note f, alors
pour tout ¢ € I, f'(t) + a(t)f(t) =0+ 0 =0, donc f € Fy.

Soient u, v € g, et soient A, u € K. Alors Adu + v est dérivable sur I car somme de fonctions
dérivables, et pour tout t € I,

(Au + po) (1) + a(t) (Au(t) + po(t)) = 2w’ (¢) + po’ (¢) + Aa(t)u(t) + pa(t)o(t)
=AW (1) +a()u(t)) +u (0’ (t) + a(t)o(t)) = 0.

=0 =0

Et donc Au + po est dans Fy. O

On dit alors que y,, est une
solution particuliére de &,
raison pour laquelle on la
note yp,.

Proposition 10.6 : Soit y, € & une solution de Iéquation . Alors une fonction
y € D(IK) est solution de (E) si et seulement si y —y, € Sy, c’est-d-dire est solu-
tion de (Ep).

Ainsi,ona & = {yp + Yy, Yg € yH} .
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Démonstration. Soit y € 9 (I, R). Alors pour toutt € [, ona

(Y —yp)' (1) +a(®)(y —yp) (1) = ' (1) — y, (1) + a(t)y(t) — a(t)y,(t)

=y (1) +a(t)y(1) = (y, (1) + a()yp (1)) = y' (1) + a(t)y(t) — b(1).

Etdonconay'(t) +a(t)y(t) = b(t) & (y—yp)'(t) +a(t)(y —yp)(t) = 0.

Etdoncye ¥ o y-y, € Fu.

Soit encore si et seulement si il existe yy € Sy tel que y —yp, =y © y =y, + yu.
EtdOHCyZ{yp+yH,yH€yH}. O

Ce résultat est trés important, puisqu’il nous dit que pour connaitre toutes les solutions de
(E), il suffit d’en trouver une seule’, et de connaitre toutes les solutions de (Ep).

Le principe de superposition

Lorsque le second membre se présente sous forme d’une somme de deux termes, on peut
se contenter de résoudre deux équations plus simples :

Proposition 10.7 : Soient by et by deux fonctions continues sur I. Soit yy une solution de
(E1) : ' (¢) +a(t)y(t) = by (t) et soit yp une solution de (Ez) : ¢’ (t) + a(t)y(t) = ba(2).
Alors pour tous (A, p) € K2, Adyy + pys est solution de y’ (t) +a(t)y(t) = Aby (t) + pba(t).

Démonstration. C’est un simple calcul : pour ¢ €1,

(Ay1+py2)" (D)+a(t) (Ayr (D) +py2 (1)) = A(y; (D+a(D)y1 (0))+p(y5 (D+a(t)y2(1)) = Aby (1)+ubz(1).

O

Solutions de I’équation homogene

Proposition 10.8 : Soit (Eo) : y'(t) + a(t)y(t) = 0 une équation différentielle linéaire
homogéne, et soit A une primitive de a sur .
Alors les solutions de (Ey) sont les fonctions de la forme t — Ae=4(®), 1 € K.

Démonstration. Commengons par prouver que les fonctions de la forme y; : t - le 2 ) e K
sont solutions de (Ey).
On a alors pour tout ¢ € I, y; (t) = —Aa(t)e "), de sorte que

Y, (1) +a(t)ya(t) = —Aa(t)e @ + Aa(t) 4" = 0.

Inversement, soit y une solution de (E), de sorte que y’(t) = —a(t)y(t) etsoitz : t > y(t)eA®).

Alors z est dérivable sur I, et Vt € I,
Z(t) =y (e +y(a(t)et™ = Y (i (1) + a(t)y(1)) = 0.
Et donc z est constante sur I : il existe A € K tel que pour tout ¢ € I,
y(H)et = 1 o y(t) = 1e AW,
Et donc toutes les solutions de (Ep) sont bien de la forme annoncée. o

Remarque. Notons qu’un bon moyen de se souvenir du résultat, est de remarquer que
’
t
YO _ ),
y(t)
Mais nous reconnaissons 1 la dérivée de ¢ — In(y(t)). Donc In(y) est une primitive de —a,
de sorte qu’il existe C € K tel que In(y(t)) = —A(t) + C.
Et donc y(t) = e™AW+C = € oAl
——
=1
Ce raisonnement manque tout de méme cruellement de rigueur* ! En effet, pour diviser
par y(t), encore faudrait-il s’assurer que y ne s’annule pas.

Et il faudrait une valeur absolue dans le In. Et que dire du cas ot y est a4 valeurs complexes ?

Iéquation y’(¢) + a(t)y(t) = 0 peut également se mettre sous la forme
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3 Qu’on appelera donc une
«solution particuliére».

Une équation homogéne
posséde donc toujours une
infinité de solutions.

Attention : 2 ce stade, nous
avons prouvé que toutes

les fonctions de la forme
annoncée sont solutions,
mais rien n’exclut qu’il y ait
drautres solutions.

4 E¢ n'est donc en aucun

cas une preuve, tout au plus
un moyen de retrouver
rapidement le résultat si vous
’avez oublié.

M. VIENNEY
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» Equations 2 coefficients constants® > Les plus fréquemment
Soit a € R*, et soit I'équation différentielle (E,) :y’ + ay = 0. Alors ses solutions rencontrées en physique.
sont les x — 1e™%, 1 € K.

1
»y’_?y:O,SUI'IZR:OUIZRi.

. 1 .
Ici, a(t) = -7 de sorte qu’on peut prendre A(t) = —In(]¢t]), et donc les solutions
sont les t — Ae=A®) = ||, 1 € K.

Mais si I = R%, alors || = ¢.
EtsiI =R, alors [t| = —t, et donc quitte 4 changer A en son opposé, les solutions
sont donc les t — At, 1 € K.

1
> y’—my:OsurI:RiouI:] —1,0[oul=] —o0,—1].
! 1 1 6 Ou le retrouvons facile-

Nous savons® que =—-— .
t(t + 1) ¢ t+1 ment via une décomposition
1 en éléments simples.
tt+1)

. t
Et par conséquent, les solutions de (Eo) sont les t — Aell#il = 2 |m| A eK.

. t
Et donc une primitive de ¢ — estt > In|t|—Injt+1|=In m|

. . . t .
Notons que sur chacun des intervalles de résolution, 1 est de signe constant,

et donc une fois I'intervalle choisi, il est possible de donner une expression des
solutions ne contenant pas de valeur absolue, ce qui est toujours plus agréable.

Recherche d’une solution particuliére : la méthode de variation de la constante

Revenons 2 présent au cas général d’une équation (E) : y'(t) + a(t)y(t) = b(t) avec second
membre, et notons toujours A une primitive de a.

Grice  la proposition 10.6 et 4 la proposition 10.8, il nous suffit de trouver une solution de
(E) pour toutes les connaitre. La méthode de variation de la constante permet de trouver
une telle solution.

L’idée est de chercher une solution y sous la forme y(t) = A(t)e™4(*), ot1 A n’est plus une
constante, mais une fonction dérivable.

La fonction y est alors dérivable et pour tout ¢ € I, y'(t) = X' (t)e ) — da(t)e=4?). Et
donc y est solution de (E) si et seulement si
Vi ey (1) +a(D)y(t) = b(t) & X (e D — A(B)a(tye ™D + a(D)Mt)e ™D = b(1)
& V(e =b(h)
e N(t) = b(t)et™.

Et donc y est solution de (E) si et seulement si A est une primitive de ¢ > b(t)eA(?).
Mais de telles primitives existent (c’est le théoréme fondamental de I’analyse), ce qui garantit
bien qu’il existe au moins une’ solution de (E). 7 Et donc une infinité.

e 11 )
» Considérons I’équation y’ — TY = 5 sur I=R;.

Nous avons déja prouvé que les solutions de 'équation homogene sont les t > At.
Cherchons une solution particuliére sous la forme y : t +— A(t)t, oil A est une
fonction dérivable sur R.

Alors y est solution de (E) si et seulement pour tout ¢ € R,

1 1 1
XD+ 260 = M0t = 5 < V(1) = .
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1
On peut donc par exemple® prendre A(t) = ~5p
1 .

Et donc y(t) = 5 st solution de (E).

Par conséquent, les solutions de (E) sont les fonctions qui sont sommes de la solution
particuliére et d’une solution de 'équation homogene, donc ce sont les ¢ > At — o
AeR. |

» Soit (E) : y/ — ———y = te! sur R%.

Alors nous savons déja que I'équation homogene associée possede pour solutions les

P> A——o.

t+1
t .
Cherchons une solution de (E) sous la forme y : ¢ /l(t)m. Alors y est solution

de (E) si et seulement si pour tout ¢ > 0,

1T Mot
(t+1)2 tt+1)t+1

A’(t)ﬁ + () tet o V(1) = (t+ 1)t

Procédons alors 2 une intégration par parties® :

/x(t+ el dt = [(t+1)e']* - /xetdt = xe~.

2
. . " t
Et donc une solution particuliére est t — " 1et.
) At >,
Et donc les solutions de (E) sont les t —» —— + ——ef, 1 € R.
t+1 t+1

Terminons par un cas trés particulier ot on peut se passer de la variation de la constante :

celui des équations 2 coefficients constants et 3 second membre polynomial.

Proposition 10.11 : Soit a # 0, et soit P un polyndme. Alors il existe une solution de
(E) =y (t) +ay(t) = P(t) dela forme t — Q(t), avec Q un polynéme de méme degré
que P.

n n
Démonstration. Notons P = Z arX*, avec n = degP, et soit Q = Z beX* un polynéme

k=0 k=0
de degré au plus n.
n n—1
Onaalors Q' = Z bekx< 1 = Z(k + Db X<
k=1 k=0

Et Q est solution de (E) si et seulement si pour tout t € R,

n-1 n n
bt (k + l)tk + az bktk = Z aktk.
k=0 k=0 k=0
Mais deux polynomes sont égaux si et seulement si leurs coeficients sont égaux.
Donc Q est solution si et seulement si ses coefficients by, by, . . ., by, sont solution du systéme :
abo + b1 = ap
ab1 + 252 =a
ab2 + 3b3 =dar
ab,_1+nb, =a,_4
ab, =a,

Ce systeme est triangulaire, et ses coeficients diagonaux sont non nuls, donc il possede
une unique solution.
Et donc il existe bien Q polynéme de degré n solution de (E). i
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811 y a toujours une in-
finité de fonctions A qui
conviennent, mais notre but
est d’en trouver une seule,
donc autant prendre la plus
simple possible.

9 Bien entendu, tous les outils
dont nous disposons pour

le calcul de primitives sont
susceptibles de nous aider

a résoudre des équations
différentielles : intégration
par parties, changement

de variable, utilisation des
complexes, etc

L’hypothese a # 0 n’est pas
vraiment contraignante, pour
a =0, le probléme se raméne
au calcul d’une primitive de
P, ce que I’on sait toujours
faire.

M. VIENNEY
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Soit (E) : y/ + 3y = t> — 1.

Alors il existe une solution particuliére de (E) de la forme t — P(t), avec P un
polynéme de degré 2.

Notons P(t) = at? + bt +c, si bien que P'(t) = 2at + b.

Et donc P est solution de (E) si et seulement si pour tout t € R,

2at +b+3(at’ + bt +¢) =t> — 1 & 3ar’ + (2a+3b)t + (b+3¢) =12 — 1.

3a=1 a:%
Soit si et seulementsi{ 2a+3b=0 &1 b= —%
b+3c=-1 c=-%

2
t 2 7 . TR
Etdonc t — 5 ~ gl 57 estune solution particuliére de (E).

On en déduit que 'ensemble des solutions de (E) est

2
2
{t»—)ﬂe3t+t———t—l

379 27’A€R’}‘

Problemes de Cauchy, ou équations avec conditions initiales

Nous venons de voir qu’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 posséde toujours une
infinité de solutions.

Pourtant, pour un systéme physique dont 'évolution est régie par une équation différentielle'”,
il ne peut y avoir qu’une seule évolution possible, et donc une seule solution.

Ceci tient au fait qu'on connait en général une condition initiale, par exemple I’état du
systeme au temps t = 0.

Proposition 10.13 (Probleme de Cauchy) : Soit ty € I et soit yo € K. Alors il existe
une unique solution a l'équation (E) : y'(t) + a(t)y(t) = b(t) vérifiant y(to) = yo.

Démonstration. Nous venons de voir que les solutions de (E) sont de la forme y : t > Ae™4(®) +y (1),

avec A € K et ol y; désigne une solution particuliére de I'équation.
En particulier, on a y(ty) = Ae=4(0) + y (t;) et donc

y(to) = yo © A= (yo - y1 () .
Et donc il existe bien une et une seule solution vérifiant y(tp) = yo. m

Les courbes représentatives des solutions d’'une équation différentielle (E) sont appelée
courbes intégrales de (E).

. . . 1 1
Par exemple, les courbes intégrales de I'équation y’ - 7Y = osur R* sont les courbes

. . 1
representatives dest — At - _t

Ce que nous dit le résultat ci-dessus, c’est que pour tout point (o, yo) € I X K, il existe une
et une seule courbe intégrale qui passe par ce point.
Et en particulier, deux courbes intégrales ne peuvent jamais se croiser.

Raccordement de solutions

En mettant sous forme normalisée une équation, nous sommes parfois contraints de res-
treindre lintervalle d’étude afin de ne pas effectuer de division par 0.

Par exemple, considérons ’équation (E) : t>y’ — (2t — 1)y = %, d’inconnue y : R > R
dérivable.

.1 e i de s, ., 2t -1
Pour utiliser ce qui a été dit précédemment, et passer par la forme normalisée y’ — y=1,
q p passerp 2

il faut donc restreindre I’étude a I'un des deux intervalles I = R% ou I = R%.
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10py; exemple la décharge
d’'un condensateur 2 travers
une résistance.

Notons qu’on n’a pas besoin
de connaitre nécessairement
y(0), et que la connaissance
de Iétat du systéme 4 n’im-
porte quel instant suffic.
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1 1
FiGure 10.1 - Les courbes intégrales de "équation y’ — V=5

2 1 1 1
Sur chacun de ces intervalles, une primitive de t et t — 2In(|t])+ o= In(£?)+ .

Et donc les solutions de I'équation homogene sont les ¢ - 2eM(*)+7 = 212¢1/7, 3 € R.
Une fonction y : t > A(t)t%e!/* est solution de (E) si et seulement si

2t—1 -1/
X(H)t2elt + (2t = Ve A(t) - t—ztzel/’)t(t) —1 e XN = etz

Et donc A(t) = e~!/* convient, de sorte que les solutions de (E) sur I = R% ou I = R* sont
les t — t2 + At2el/t, ) e R.

Soit 4 présent y : R — R, dérivable et solution de (E).

En particulier, en prenant t = 0 dans 'équation (E) il vient y(0) = 0.

De plus, y est solution de '"équation normalisée sur chacun des intervalles R} et R*. Donc
il existe deux réels A et p tels que pour tout ¢ € R,

) = 24+ M2ett sit>0
= 2+ pt?e'/t sit <0

De plus, y doit étre continue en 0. Il nous faut donc calculer lin01+ t2ellt,
t—

Pour cela procédons au changement de variable x = 1/¢, de sorte que

X
) e
lim t2¢'/t = lim — = +oo.
t—0t X—+00 X

+o0  siA>0
Et donc tli_)nol (Atzel/t + t2) =10 sil=0

—00 siA<0
Donc déja, le seul moyen que y soit continue en 0 est que A = 0.
2,1/t

D’autre part, on a lir(r)l ¢ = 0, et donc quelle que soit la valeur de g, lir(r)1 ut2ellt = 0.
t—0~ t—0~

0 sit=0

Donc les solutions possibles de (E) sont parmi les y, : t > {1t sit >0 avec

pt?et 412 it <0
neR.

Reste 4 vérifier si une telle fonction }f:st bienodérivable en 0.
- h
Yulh) =9, O o esin<o,

1l est clai h>0, li =
est clair que pour h > 0, lim, 7 Jim,

_ 2,1/h o 32
yu(h) - y,(0) _ uh<e ;l +h — phe'/* 4 hel/h — 0.

Et donc yj, est toujours dérivable en 0, avec y;,(0) = 0.
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I est important de noter que
rien n'oblige A et y 2 étre
égaux :l'un vient de la réso-
lution de (E) sur R%, lautre
de la résolution sur R*, et
ces deux résolutions sont
complétement disjointes et
ne supposent rien de la réso-
lution sur lautre intervalle.

Nous venons de procéder

a lanalyse : une solution

est nécessairement de cette
forme.

Reste 4 faire la synthése, 2
savoir vérifier si toutes les
telles fonctions conviennent,
donc sont dérivables sur R
et satisfont (E) pour tout

x € R.

M. VIENNEY
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Ainsi, les solutions de (E) sont exactement les y,,, p € R.

Notons qu’on perd alors I'unicité dans le probléme de Cauchy : il existe une infinité de
solutions de (E) sur R telles que y(1) = 1, puisque toutes les solutions de (E) le vérifient.
En revanche, il n’existe aucune solution de (E) vérifiant y(1) = 2.

__
[\)4
Q)A
\I\
|
N}
I
N

Ficure 10.2 — En bleu (resp. orange) : les courbes intégrales des solutions sur R* (resp.

R).
Pour raccorder ces courbes en la courbe d’une fonction dérivable, il n’y a qu’un choix
possible sur R}, et tous les choix possibles sur R*.

Dans cette partie, nous nous intéressons maintenant a des équations différentielles du type

(E) 2y (1) + ay’ (1) + by(t) = c(t)

oll a et b sont des constantes, ¢ est une fonction continue sur I.

Résoudre I’équation, c’est donc trouver toutes les fonctions deux fois dérivables'! telles que
Vi el y”(t) +ay (t) + by(t) = c(¢).

Une telle équation est appelée équation différentielle linéaire d’ordre 2 4 coefficients
constants.

Notons comme précédemment que si y est solution, alors v’ (t) = ¢(t) — ay’(t) — by sera
automatiquement continue!2.

Définition 10.14 - Une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients
constants est dite homogene si son second membre est nul.

Si (E) : y”(t) + ay'(t) + by(t) = c(t) est une équation différentielle linéaire
d’ordre 2 A coeflicients constants, '’équation (Eo) : y”(¢) + ay’(¢) + by(t) = 0 est
appelée équation homogene associée a (E).

Définition 10.15 - Le polynéme X?+aX+b est appelé le polyndme caractéristique
associé a '’équation y” (¢) + ay’(t) + by(t) = 0.

Structure de I’ensemble des solutions

Soit (E) :  y”(t) +ay’(t) + by(t) = c(t) une équation différentielle linéaire du second
ordre, et soit (Ep) I'équation homogene associée.

Notons & 'ensemble des solutions de (E) et de méme, notons ¥y 'ensemble des solutions
de (Eo)

Nous retrouvons alors les mémes résultats que pour les équations d’ordre 1, et les preuves

MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024

11 Crest le minimum qu’on
puisse demander pour que
le membre de gauche de
Iéquation soit bien défini.

12 0n dit alors que y est de

classe 62.
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des deux propositions qui suivent sont exactement les mémes que dans le cas des équations
d’ordre 1.

Proposition 10.16 : L'ensemble Sy contient la fonction nulle, et il est stable par com-
binaisons linéaires. Cela signifie que pour tout (yi,y2) € 9’13 et pour tout (A, p) € K2,
/ly1 + Uys € yH.

Proposition 10.17 : Soit yp € &. Alors une fonction y deux fois dérivable sur I est
solution de (E) si et seulement si y — yp € F.
Ainsi,ona ¥ ={yp+yu, yu € Su}t.

Résolution de I’équation homogene dans le cas ou K = C

13

Notons r; et r, les deux racines'” complexes du polynéme caractéristique de (Eo).

Proposition 10.18 :

> Siry # ra, alors les solutions de (Eo) sont les fonctions de la forme
t s e + pet, (A, p) € C2.
> Siri =ry, alors les solutions de (Eo) sont lesfonctions de laforme

t > (At+p)et, (A, p) € C2.

Démonstration. Soit y une fonction deux fois dérivable sur I.

Notons alors z : t — e "'y(t). La fonction z est alors deux fois dérivable car produit de
fonctions deux fois dérivables, et on a y(t) = e"?z(¢).

Par conséquent pour tout t € I,

y'(t) =€ (nz(t) +2' (1))
y'() = e (27(0) + 2n2 (1) + 1P2(1)

Et donc y est solution de (Ey) si et seulementsi :

(1) +ay' () + by(t) = 0 & N (z"(t) +2m2 (1) +r22(t) + arz(1) + a2’ (1) + bz(t)) =0

o2/ (t) + 2r +a)Z (1) + (rl2 +ary + b) z(t)[=0

| S —
=0

e ') +2r+a) () =0
o Z”(t) + (2r +a)Z’ () = 0.

Ainsi, y est solution de (Ey) si et seulement si 2z est solution de I’équation différentielle
linéaire du premier ordre (homogene et A coefficients constants)

ff+Q@Cri+af=0 (E).
Souvenons nous que la somme des racines de 'équation caractéristique vaut —a. Et donc
2r1 +a = 0si et seulement si r; = .

» Sir; # ry, alors les solutions de (E}) sont de la forme t > e~ Crit@)t ) e C.

Et donc y est solution de E si et seulement si 2’ est la forme ¢ — Ae~(?11*®? } € C.
Soit si et seulement si z est de la forme le~ "1+t 4 1 (A, ) € C2.

Et par conséquent, en multipliant par e”'?, y est solution de (E) si et seulement si elle
est de la forme

t> e T 4 et = Qe 4 pet, (A, p) € C2.

MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024

13 Eventuellement confon-
dues.

r1 est racine du polyndéme
caractéristique.

Une exponentielle n’est
jamais nulle.

Pour le dire autrement :
I’équation posséde une racine
double si et seulement si cette
racine est _—a.
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» Sir; =rp. Alors 2r; +a =0, et donc y est solution de (E) si et seulement si z”/ = 0.
Soit si et seulement si il existe A € C telle que ¥t € I, z/(¢) = A et donc si et seulement
si il existe (4, ) € C? tels que Vt € I, z(t) = At + pu.

Et donc apreés multiplication par e, si et seulement si y(£) = (At + p)e™’.

Les solutions de y”” — 3’ — 12y = 0 sont les
t— det +pe_3t, (A e Cc2.
Les solutions de y”’ + 4y’ + 4y = 0 sont les

t (At+ e, (A p) € C2.

Résolution de I’équation homogene dans le cas ot K =R

Théoréme 10.20 :

> Si le polynéme caractéristique posséde deux racines réelles distinctes ry et ra, alors les
solutions de (Eo) sont de la forme t — Ae™* + pe™!, (A, p) € R2,

> Si le polyndme caractéristique posséde une racine double!* r, alors les solutions de ¥ Nécessairement réelle.
(Eo) sont de la forme t — (At + p)e™, (A, p) € R2,

> Si le polyndme caractéristique posséde deux racines complexes conjuguées r +iw, alors
les solutions de (Eq) sont de la forme t +— e (Acos(wt) + psin(wt)), (A, p) € R,

Démonstration. Les deux premiers cas se traitent exactement comme dans le cas complexe.
Concentrons nous donc sur le dernier cas : celui ot le polyndme caractéristique posséde
deux racines complexes conjuguées r + iw, avec w # 0.

Soit y une solution de (Ey). Alors y peut étre vue comme une fonction complexe, et donc
d’apres les résultats précédents, il existe deux complexes A1 et y; tels que

Vi eI, y(t) = Ajel ™t 4 pypelr=iolt
Mais y étant 4 valeurs réelles, elle est égale 4 sa partie réelle :
y(t) = Re(y(t)) = Re(A1)e"" cos(wt) — Im(A1)e"" sin(wt) + Re(uy)e™ cos(—wt) — Im(pup)e™ sin(—wt)
= (Re(41) + Re(1)) e cos(wt) + (Im(p1) — Im(Ay)) € sin(wt).

Et donc en posant A = Re(A;) + Re(p1) € Ret p=Im(py) — Im(Ay), y est bien de la forme
annoncée.

1 . . 1 . .
Inversement, on a e™ cos(wt) = —e' (' + ') = 3 (elr+i@)t 4 g(r=i@)t) quj est solution
de (Eo) d’aprés ce qui a été dit dans le cas complexe.

1 . .
Et de méme, t — e sin(wt) = 5 (elr+iet — (r=i©)t) ese solution de (Ep).

Et donc toutes les fonctions'® de la forme t > Ae™ cos(wt) + pe™ sin(wt) sont solutions de 15 Cest une conséquence de
(Eo). o la proposition 10.16.

y” +y = 0. Le polyndme caractéristique est X> + 1 = 0, qui posséde i et —i comme
racines, de sorte que les solutions de I'équation homogeéne sont les

t > Acos(t) + psin(t), (A, p) € R%.

MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024 M. VIENNEY
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Recherche d’une solution particuliere

Le principe de superposition reste valable pour les équations d’ordre 2, avec la méme preuve
que pour les équations d’ordre 1 :

Proposition 10.22 : Soient c¢q et ¢ deux fonctions continues sur 1. Soit y une
solution de (E1) : y”’(t) + ay’(t) + by(t) = c1(t) et soit yo une solution de
(E2) 1y (1) +ay’'(t) + by(t) = c2(2).

Alors  pour  tous (A, p) € K2, Ay1 + py» et solution de
Y’ (t) +ay’(t) + by(t) = Ac1 (t) + pea(2).

Bien qu’il existe une méthode de variation des constantes pour les équations différentielles
linéaires d’ordre 2, celle-ci ne figure pas 4 notre programme, et nous ne saurons donc pas
toujours résoudre une équation avec second membre.

Seuls certains cas particuliers sont 4 connaitre, qui sont tous englobés par la proposition
suivante (qui dépasse légérement le cadre du programme officiel).

Proposition 10.23 (Recherche d’une solution particuliére dans le cas d’'un
second membre de la forme «exponentielle fois polynéme») :
Soit (E) : y”(t) + ay’(¢) + by(t) = c(t) une équation diﬁérentielle linéaire du second
ordre a coefficients constants, oii ¢ est de la forme t — P(t)e™, A € K et P un polyndme a
coefficients dans K. Alors il existe une solution de (E) sous la forme t — Q(t)e*, on Q
est un polyndme a coefficients dans K, avec

» deg Q = degP si A nest pas racine du polyndme caractéristique de (E).

» degQ =degP +1 si A est racine simple du polyndme caractéristique de (E).

» degQ =degP +2 si A est racine double du polynéme caractéristique de (E).

Démonstration. Soit Q un polyndme, et soit y : t — Q(t)e. Alors pour tout ¢ € I,

Y (1) = Q' (H)eM + (1) AeM ety (1) = Q" (1)eM + 20" (1) e + Q' (1) A2eM.

Et donc y est solution de (E) si et seulement si pour tout ¢ € I,
M (Q”(t) + 2+ a)Q (1) + (A +ar+ b)Q(t)) = P(t)e.

Soit si et seulement si Q” + (24 +a)Q’ + (A> +aAl +b)Q = P (E").

n
» Si A n’est pas racine de X2 4+ aX +b, posons P = Z arX*, et cherchons une solution de
k=0

(E’) de la forme t — Q(t), avec Q = Z beXk.

k=0
n n—1
Onaalors Q' = Z kb X<! = Z brs (k + 1)X* et de méme
k=1 k=0

n n—2
Q" = ; bk (k — 1)X*2 = kZ_; brsz(k + 1) (k + 2)X*.

Alors Q est solution de (E’) si et seulement si

(A2 +ad+b)b, X" + [(A2 +ad + b)by_1 + (24 + a)nb,| X"

n-2 n
+ Z [(2% + ad +b)by + (22 + a) (k + Dbyyy + (k + 1) (k + 2)bgn | XF = Z ar Xk,
k=0 k=0

MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024
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Soit encore si et seulement si

(/12 +ald + b)bo + (2). + a)b1 +2by =ag

A +adl+b)bi+ (2A+1)br+6b3 =ay
(A2 +ad+b)b,_1 + (21 +a)nb, =ap_1
(A% +ad + b)by, - ay

I s’agit alors d’un systéme de n + 1 équations en les inconnues by, b1, . . ., bo, triangulaire,
et dont les coefficients diagonaux sont tous égaux a A% +ad+b # 0, donc il posséde une
unique solution, si bien qu’il existe une!® solution de (E) de la forme t — Q(t)e*, avec

degQ =degP.

» Si A est racine simple de X2+ aX +b. Alors A% + aA+ b = 0 et comme nous l'avons vu lors
de la résolution de 'équation homogene, 24 + a # 0.

Donc y est solution de (E) si et seulement si Q”” + (24 + a)Q’ = P.

Autrement dit, si et seulement si Q” est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre
1 a coefhicients constants, et de second membre P.

Mais alors comme expliqué a la proposition 10.11, il existe une solution polynomiale avec
R de méme degré que P.

Et alors toute primitive Q de R est un polynéme de degré degP + 1, et qui satisfait
Q" + (21 +a)Q’ = P, donc avec t — Q(t)e™ solution de (E).

» Si A est racine double de X? + aX + b, alors > + al + b = 0 et 21 + a = 0, si bien que
y 1t Q(t)e est solution de (E) si et seulement si Q" = P.

Mais alors toute primitive d’une primitive de P, qui est un polynéme de degré deg P + 2
convient. o

Les cas particuliers qui nous intéressent (et qui sont a priori les seuls au programme) sont
les suivants :

» le cas d’'un second membre P polynomial qui correspond donc 4 A = 0. La proposition
précédente nous garantit donc I'existence d’une solution de méme degré que P si
0 n’est pas racine du polyndme caractéristique, de degré deg P + 1 si O est racine
simple, et de degré deg P + 2 si 0 est racine double.

» le cas d’un second membre de la forme t — Ae?, (A, 1) € R2, qui correspond donc
a celui ot P est un polyndéme constant. On cherchera donc une solution sous la
forme t — P(t)e’, avec P de degré 0, 1 ou 2 suivant que A n’est pas racine/est racine
simple/est racine double du polynéme caractéristique.

» le cas d’'un second membre de la forme t — A cos(wt) ou t — Asin(wt).

Dans ce cas, on passera par les complexes, et on commencera par chercher les
solutions a 'équation y” + ay’ + b = 1e’*, donc sous la forme ¢ — P(t)e’*, avec P
de degré 0, 1 ou 2, puis on passera a la partie réelle/imaginaire.

>y -2y +y=c¢.

Le polynome caractéristique est X* — 2X + 1 = (X — 1)2.

Donc 1 est racine double, et donc il existe une solution sous la forme ¢ +— Ar2e?.
Posons alors y(t) = At?e’, de sorte que

y' (1) = A(t? + 2t)e’
Y’ (t) = A(t? + 4t + 2)e’.

Onaalors y” — 2y +y = e’ A(t? + 4t + 2 — 22 — 8¢ + t2) = e’ A2¢’, qui vaut e’ si et

. 1
seulementsi A = —.

2, : R
Donc t — Ee est une SOIUUOH partlcullere.

>y’ +y —2y=5e2.

MP21 Lvcie CaampoLLION 20232024

o

16 Unique.

— Astuce
Puisque toute primitive
de R convient, on pourra
se souvenir que celle qui
s'annule en 0 (= celle dont le
coefficient constant est nul)
convient.
Et donc chercher des
solutions sous la forme
t — Q(t)er avec
degQ =degP+1et Q(0) =0.

— Astuce

Comme dans le cas précé-
dent, on peut choisir 'unique
«primitive deuxiéme» de P
dont le coefficient constant et
le coeficient de degré 1 sont
nuls.
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Le polynéme caractéristique est X? + X — 2 = (X — 1)(X + 2), dont -2 est racine
simple.

On cherche donc une solution sous la forme y(t) = Ate™2.

On a alors

Y (1) = AM(=2t +1)e
Y’ (t) = de (=2 + 4t —2) = de 2 (4t - 4).

Et donc y” (t) +y'(t) = 2y(t) = Ae 2! (4t — 4+ 1 -2t — 2t) = —3e~>, qui vaut 5e~
si et seulement A = —=.

. TN 5t
Donc une solution particuliére est t —?e‘Zt .

»y” + 4y = 3sin(2t).

Cherchons donc une solution particuliére de (E) : y” +4y = 3e
d’en prendre la partie imaginaire.

Puisque 2i est racine simple de X2 + 4, on cherche une solution sous la forme
Yt Ate?t,

Onaalorsy’ : t > Ae® (1+2it) ety” : t > e (2i — 4t + 2i).

Et donc y est solution de (E) si et seulement si

2it il suffira ensuite

A A A 3 03
Y’ +4y = 3% o 2e? (4i — 4t +41) 3’ © A = yriiis

3 . 3 -
Donc t +— —Zitez” =t (=i cos(2t) +sin(2t)) est solution de (E).

Et alors en considérant la partie imaginaire, t +— —Ztcos(Zt) est une solution

particuliére de (E).

La proposition précédent nous permet également de traiter par exemple le cas de seconds

membres de la forme e”” cos(wt), ou e’ sin(wt) en utilisant les parties réelles/imaginaires
de erteiwt — e(r+,-a))t

Cherchons les solutions réelles a 'équation
(E) : ¢ (1) + 2y (t) + 2y (t) = 3e~* cos(t) + > —t.

Alors le polyndme caractéristique est X2 42X + 2, dont les racines complexes sont
—1+i.
Donc les solutions de I'équation homogene sont les

t > et cos(t) + pe ! sin(t), (A, p) € R2,

Cherchons 2 présent une solution particuliére de (E). Par le principe de superposi-
tion, il suffit de trouver une solution de (E;) : y”(t) + 2y’ (t) + 2y(t) = e~ cos(t) et
une solution de (Ez) : y” (t) + 2y’ (t) + 2y(t) = t> — t.

» Recherche d’une solution de (E;) : puisque e~* cos(t) = Re(e!~1*)?), cher-
chons une solution de (E}) :y” + 2y’ + 2y = e(=1*)!  sa partie réelle sera alors une
solution de (Ej).

Nous sommes donc dans le cadre de la proposition précédente, avec P le polynéme
constant égal al,et A=-1+iracine simple du polyn()me caractéristique.

Donc nous cherchons une solution sous la forme t — (at + b)e~*)*. Et comme
mentionné dans la preuve de 10.23, il est possible de supposer b = 0.

Soit donc y : t > ate(=1*)?, de sorte que

y' (1) = ae "D (1 40yt + 1) ety (1) = ae 1! ((—1 +i)+(-1+0)t+-1+ i) = ae "1 (224 — 2 4+ 2i).

MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024 M. VIENNEY
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Alors y est solution de (E}) si et seulement si pour tout ¢ € I,
ae " [22ir — 24 2i+ 24 2(—1+ D)t +2t] =T S @2i=1 o a= —%.

Et donc une solution de (E/) est ¢ +— %e‘t (—icost +sin(t)), si bien qu'une solution
te™!

de (E1) estt - sin(t).

» Recherche d’une solution de (E;) : ici le second membre est polynomial de

degré 2, et 0 n’est pas racine du polynoéme caractéristique, donc nous cherchons

une solution sous la forme d’un polynéme de degré 2.

Soit y : t > at” + bt + ¢, de sorte que y’(t) = 2at + b et y” (t) = 2a.

Alors y est solution de (E) si et seulement si pour tout ¢ € I,

2a=l 61:%
2a+4at +2b+2at> +2bt+2c=t> -t & 4 da+2b=—-1 eib=-3
20+2b+2c=0 c=1

1
Et donc une solution de (E5) est t — Etz - Et +1.

Par le principe de superposition, une solution de (E) est donc
3. 1, 3
t —t t+ =t — =t +1.
= Ste sint + 5 5
Et donc I’ensemble des solutions de (E) est

3 1 3
{t > de ' cost+pe !sint + Eteftsint+ Etz - §t+ 1, (A p) € R2} )

Probléme de Cauchy

Comme pour les équations différentielles linéaires d’ordre 1, la connaissance d’une condition
initiale permet de déterminer totalement une solution.

Il y a toutefois une différence : pour choisir une solution d’une équation d’ordre 2, il faut
choisir les valeurs de deux paramétres : ceux que nous avons nommés A et .

Or, la seule connaissance de la valeur de y(#)) ne nous donne qu’une équation, qui ne suffit
pas A elle seule & déterminer les valeurs de A et de p.

Pour garantir l'unicité de la solution, il faut connaitre les valeurs de y et de sa dérivée en f.

Proposition 10.26 : Soit ty € 1. Alors pour tous (yo,y1) € K2, il existe une unique
y(to) = yo

solution de (E) : y” + ay’ + by = c vérifiant {
g y' (1) =

Démonstration. La preuve ne figure pas explicitement au programme, mais donnons-en les
grandes lignes.

Si f est une solution particuliére de E, nous savons qu’il existe deux fonctions u et v telles que
lensemble des solutions de (Eo) soit  {Au + po, (4, p) € K}, de sorte que toute solution
de (E) est de la forme Au + po + f.

Et donc

Au(ty) + po(to) + f(to) = yo

A’ (to) + po’ (to) + ' (t0) = y1

11 faut alors travailler un peu pour prouver que dans tous les cas, ce systeme de deux
équations a deux inconnues!” posséde bien une unique solution. Sans grande surprise, le cas
le plus désagréable est celui ot le polynéme caractéristique posséde deux racines complexes
conjuguées. o

y(to) = yo
y'(to) = y1

MP21 Lvycie CaampoLLION 2023-2024

Si le polyndme caractéris-
tique posséde deux racines
distinctes rq et rp, alors
u:t—elleto:itioe
S’il posséde une racine
double, alors u(t) = e"*
eto(t) = te".

Etc...

rnt

17 Qui sont A et 1.
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Reprenons 'équation v — 2y’ +y = e’.
Les solutions de I'équation homogene sont les t — (A + pt)e’+, (A, p) € R?, et nous
2
. . . R TI . t
avons déterminé une solution particuliére, qui est t — Eet .

Donc ’ensemble des solutions est
;2
{tr—> (/1+,ut+3)et, A p) ERz}.

y(0) =2

Cherchons en particulier 'unique solution y telle que { '0) =0
y =

On a y(0) = A, et de méme, y’(0) = A + .

Et donc
y=2 _ [r=2
y'(0)=0 p==2

Contrairement au cas des équations d’ordre 1, les courbes intégrales d’'une équation difté-

rentielle linéaire d’ordre 2 peuvent donc se croiser!®.

Plus précisément : pour chaque (to,yo) € I X K, il existe une infinité de courbes intégrales
passant par (to,yo) : une pour chaque valeur possible de y'(1).

En revanche, deux courbes intégrales qui passent par le méme point et qui ont la méme
tangente en ce point sont confondues.

Par exemple, nous avons représenté ci-dessous plusieurs courbes intégrales de ’équation
Y’ (1) + 2y’ (1) + 2y(t) = 3e~"(cos(t) + 2) résolue précédemment.

|
—_
N
[\S]
w |
~
u

On considére dans cette partie des suites 4 valeurs dans K, K étant égal 2 R ou a C.

Rappels sur les suites arithmétiques et géométriques

Définition 10.28 = Soit (u,)neN une suite 3 valeurs dans K.

1. Soit g € K. On dit que (u,) est une suite géométrique de raison g si pour
tout n € N, up41 = qup.

2. Soit r € K. On dit que (uy,) est une suite arithmétique de raison r si pour
toutn € N, upe1 = u, +r.

MP21 Lvcie CaampoLLION 20232024

18 Elles peuvent méme se
croiser en plusieurs points.
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Proposition 10.29 : » Soit (un)neN une suite arithmétique de raison r. Alors pour tout
ne N, u, =ug+nr. Cette seconde formule sert
notamment pour deS suites
qui ne démarreraient pas 2
ug.

Plus généralement, pour tout ng € N et pour tout n > ng, Up = Un, + (n — no)r.
» Soit (up)neN une suite géométrique de raison q. Alors pour tout n € N, up, = upq”.
Plus généra/ement, pour tout ng € N el pour fout n > no, up = Upyq" ™.

Démonstration. Par récurrence sur n. O
Suites arithmético—géométriques

Définition 10.30 - On appelle suite arithmético-géométrique toute suite (u,)nen
a valeurs dans K pour laquelle il existe deux nombres a et b dans K tels que

Vn € N, uyy = au, +b.

Remarque. Notons que si a = 1, alors (u,) est une suite arithmétique de raison b, et si b =0,
alors (u,) est géométrique de raison a.

Notons que le casa = 1 n’a

Proposition 10.31 : Soit (u,) une suite arithmético-géométrique, a valeurs dans K, L oema = R
que peu d’intérée, il sagirait

Vérg'ﬁant VneN, upy1 = au, +b, avec a # 1. de celui d’une suite arith-
Soit alors ¢ l'unique solution de équation ¢ = at + b. Alors il existe A € K tel que métique, que Pon sait déja
VneN, u, =1+ Aa". traiter.

Démonstration. Posons v,, = u,, — £. Alors pour tout n € N, on a

Upyl =Upyy —t=aup+b—€=a(v,+f)+b—f=av,+afl —£+D.

—————
=0 Il est facile de vérifier que
la seule valeur de ¢ pour
(. . ) o
Et donc (vy,) est géométrique de raison a : pour tout n € N, v, = vpa”, de sorte que laquelle Ia suie (un +c) est
n géométrique de raison a est
U, =op,+f=~L{+0vpa . c="1.
Remarque : notons qu’on pourrait donner une formule pour le terme général de (uy) -
un = a" |uo = + T mais il n’y a aucun intérét a Lapprendre. o
-a -a
Soit (un)nen la suite réelle définie par uy = 2 et pour tout n € N, up41 = Sup, — 2.
1
Alors ¢ =5t-2 & = —. )
2 | Méthode
Et donc il existe A € R tel que pour tout n € N, u,, = 5t A5". La proposition précédente
garantit l'existence de A, mais
En particulier, 2 = ug = % +tAie A= é Po}l{f détTrminef_ sa Vale“f’don
utilisera le premler terme de
1 3x5" o (i RN
Et donc pour tout n € N, u, = = + . la suite (il faut y voir 13 une
2 2 sorte de condition initiale).

Nous pourrions pousser bien plus loin I'analogie avec les équations différentielles, et cher-
cher, 4 (v,) fixée, toutes les suites (u,) telles que Vn € N, up1 — au, = vp,.

On pourrait prouver alors qu'une telle suite est toujours la somme d’une solution particu-
liere et d’une solution de «’équation homogene» : un.1 — au, = 0.

Or nous savons parfaitement décrire les suites satisfaisant cette relation : ce sont les suites
géométriques de raison a.

Dans le cas ol Vn € N, 0, = b, on peut chercher une solution particuliére sous la forme

d’une suite constante. On trouve alors facilement que la suite constante égale 2 1 est

‘ —a
solution.

MP21 Lvcie CaampoLLION 20232024 M. VIENNEY
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1-a
Si on ajoute une condition initiale, 4 savoir la donnée de uy, alors cela détermine uniquement
la valeur de A, et on retrouve sur expression précédente.

Et donc toute suite vérifiant Va € N, up1 — au, = b est de la forme u, = Aa, +

Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition 10.33 — On appelle suite récurrente linéaire d’ordre 2 toute suite
(tn)nen 2 valeurs dans K telle qu'il existe (a, b) € K2, avec b # 0 tels que

Vn € N, upyo + aupyq + bu, = 0.

Dans ce cas, le polynéme X2 + aX + b est appelé polyndme caractéristique de la
suite (uy).

Remarque. Le cas b = 0 correspond a celui des suites arithmético-géométriques, que nous
savons déja traiter.

Proposition 10.34 (Cas ot K = C) : Soit (uy)neN une suite récurrente linéaire d’ordre
2, a valeurs complexes, et soit P(X) = X2 + aX + b son polyndme caractéristique®, ol
b#0.
» Si P posséde deux racines distinctes ry et rp, alors il existe deux complexes Aetp
tels que pour tout n € N, u, = Arf + prl.
» Si P posséde une racine double r, alors il existe deux complexes A et p tels que pour
tout n € N, u, = (An+ p)r".

Démonstration. L'idée générale est qu’une suite (vy,) qui satisfait 2 la méme relation de ré-
currence :Vn € N, 042 + avy41 +bo, = 0, et qui en plus vérifie vy = v1 = 0 est entierement
nulle :Vn e N, v, =0.

La preuve en est aisée : v = —avy — bug = 0. Puis 03 = —avp — bvy = 0, etc. Une récurrence
facile?® ameéne au résultat.

» Supposons dans un premier temps que P posséde deux racines distinctes ry et ro.
Pour (A, p) € C2, on pose alors v, = u,, — Arl = pr5. Alors

n+1

Upao + AUt + b0y = Upin — Ar{”z - ,urf+2 + aupy + a/hri”l +apry™ + buy, + bAr] +bur}

Upso + Uyl + buy, + Ar?(r% +ar; +b) + ,urg(rg +ary +b)
0+0+0=0.

Notons que ceci reste valable quel que soit le choix de A et .

Peut-on alors choisir A et  tels que vy = 01 = 0, et donc?!' que (v,) soit la suite nulle ?

Cest le cas si et seulement si
uy—A-—p=0 A+p=up

v —Arp+pur, =0 Ary +pry = uy

I s’agit alors d’un systéme de deux équations en les deux inconnues A et y, de déterminant

ri —r2 # 0, donc de Cramer, et qui posséde une unique solution.

Donc il existe (A, p) € C? tels que

n n _ —_ n n
VneN, u, = Ar{ —pry =0 & uy = Ar{ + prj.

» Dans le cas d’une racine double®? r, on pose v, = uy, — (An+p)r". Comme précédemment,
ona

Ons2 + Q0pp1 + b0y = Upyn — (A0 +2) + )r™? + aupey —a(A(n+ 1) +p) r™ ™+ buy, — b (An+p) "

= Upyp + AUpyy + bu, —Ar" ((n +2)r2 +a(n+Dr+ bn) —pur” (r2 +ar + b)

———

————
=0

=0

MP21 Lvycie CaampoLLION 20232024

Notons que le cas b = 0 n’a
pas d’intéré, il sagirait de
celui ot (up)ps1 est géomé-
trique, cas que l'on sait déja
traiter.

19 ce qui implique qu’on
suppose que pour tout n,

Up42 + aupyy + bu, = 0.

20 Mais double.

21 D’aprés ce qui a été dit au
début de la preuve.

Pour l'instant, nous n’avons
vraiment parlé du détermi-
nant que pour les systémes
de deux équations a deux
inconnues réelles, mais ad-
mettons temporairement que
les choses se passent de la
méme maniére en complexe.
Et si vous n’étes pas convain-
cus, prouvez A la main que ce
systeme posséde une unique
solution.

22 Notons que cette racine ne

peut étre nullelhr Vs QRary
hypothése.
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=-Ar" ((r2 +ar+bn+rQ2r+ a)) .

2 23

Mais r étant racine de P, on a r* +ar + b = 0, et puisqu’il sagit d’'une racine double, on a

a
r=- © 2r +a =0, de sorte que vp2 + avp4q + bo, = 0.
Comme précédemment, on cherche alors s’il existe des valeurs de A et y telles que vg = 01 = 0
(et donc v, = 0 pour tout n).
A= Up A= Uup
o

Mais ceci est équivalent a u
H=5—U

A+pr=u

On conclut alors comme dans le premier cas.
Notons que dans les deux cas, nous avons prouvé un peu mieux que le résultat annoncé :
il existe un unique couple (4, p) tel que... i

Proposition 10.35 (Cas ott K = R) : Soif (un)neN une suite récurrente linéaire d’ordre
2, d valeurs réelles, et soit P son polyndme caractéristique.

» Si P posséde deux racines réelles distinctes ry et r», alors il existe deux réels A et p
tels que pour tout n € N, u,, = Arl + prl.
» Si P posséde une racine double r, alors il existe deux réels A et p tels que pour tout
neN, u,=An+pre.
> Si P possede deux racines complexes conjuguées, pe*™®. Alors il existe deux réels
A, p tels que
Vn €N, u, = p" (Acos(nb) + psin(nbh)).

Démonstration. Les deux premiers cas se prouvent exactement comme dans le cas complexe.
Si P posseéde pe*’® comme racines complexes, avec p # 0 et 6 # 0 [r], alors** il existe
deux complexes a et f tels que

VneN, u, = ap"e™® + fpre 0.

Mais alors uy = %y © ap + fip = ap + fip, si bien que a + f = a + f.
De méme, uj = u7 < ape’? + fpe=0 =ape 1 + ppei?.
Et donc

ae’® + e = (a+ f - E)e_i‘g +Bei9 & 2iasinf = ZiEsin 0.

Et puisque sin @ # 0, @ = f, si bien que pour tout n € N,

up = ap"e™ +aphe ™0 = 2p" Re (aei"‘g) = p"| 2Re(a) cos(nf) —=2 Im(«) sin(nd) |.
——— ——
=AeR =peR

O

Aj’imagine que vous aurez reconnu la ressemblance avec les solutions de certaines
équations différentielles d’ordre 2.

Jrattire toutefois votre attention quant au fait que dans le cas de deux racines conjuguées
de P ce sont son module et son argument (p et 6) qui vont intervenir dans les formules,
alors que pour les équations différentielles, il nous fallait mettre les racines de P sous forme

algébrique.

» Soit (uy,) la suite®® définie par ug = 0 et uy = 1 et Vn € N, tps2 = tins1 + uy. Alors

A (. ) . . . 1++5
son polynome caracterlsthue est X° —X — 1, qlll possede pOLlI' racines —— et

1-45
-
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23 Appliquer la formule bien
connue donnant la racine
double dans le cas ot A = 0.

Puisque nous avons supposé
que ¢ # 0, les racines de P ne
peuvent étre nulles, puisque
leur produit vaut c.

24 Une suite 2 valeurs réelles
est une suite A valeurs com-
plexes. On peut donc lui
appliquer les résultats précé-
dents.

25 Dite de Fibonacci

M. VIENNEY
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Donc il existe deux réels A et y tels que pour tout n € N,

[ =%
up = A 5 + .

2
En particulier, on a ug = A x 1+ p x 1, de sorte que A = —p.
1 5 1-+5 1 5
Etonauyy=1=21 +\/_—/1 \/_:A\/g,etdonckz—zi.
2 2 N
- V5 [[1+v5) (1-+v5\
Ainsi, pour tout n € N, u, = = > - > .

» Soit u, vérifiant up = 2 et uy = —1 et pour tout n € N*, up4o = 2upit — 2u,.
Alors son polyndme caractéristique est X* —2X +2, qui posséde 1 +i comme racines.
Clest-a-dire V2e*i%.

Donc il existe deux réels A et y tels que pour tout n € N,

Up = (\/E)n (A cos %I + psin %) .

En utilisant les valeurs de ug et uq, on trouve

A=2 A=2
(=1
Atp=-1 p=-3

n
Et donc pour tout n € N, u, = (\/5) (2 cos % — 3sin %) )

MP21 Lvcie CaampoLLION 2023-2024 M. VIENNEY
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