DAEU-B — Maths LIMITES — CORRECTIONS DES EXERCICES UGA 2020-2021

Limites — Corrections des Exercices

Exercice n® 1
Premiers calculs de limites.

a. Limites en +00 (quand x devient arbitrairement grand).

- . 2 3 . 5
(a) Igmoo202() x (d) xll)r}rnoo3$ + 2z (9) xl_lgpoo 32 +1
1 1 3 5
im — — h) lim — ———2
®) hm om0 =% () xEIPoo 3%+ (h) w23
1 1 - 2
B e 1) lim ————
(C) :chmoo 2020 x (f) x%Jroo 3241 () T—r+00 \/m
Correction :
(a) Er}rl 2020 — z = —oo, car x devient arbitrairement grand, avec un coefficient negatif.
(b) xgrfoo 2020 =2 — 0, car on divise 1 par 2020 — z, une quantité arbitrairement grande (né-
gative).

(¢) lim 2020 — — = 2020, car — dev1ent arbitrairement petit.
x

r—r+00

(d) hrf 322 4 223 = +o0, car on ajoute deux quantités, 322 et 223, qui deviennent arbitraire-
T—r+00
ment grandes.

1
(e) Erf 3224 — = 400, car on ajoute, 3z2, une quantité qui deviennent arbitrairement grandes
x %) €T

1 . . o .
et —, qui devient arbitrairement petit.
x

lim ——— =0, car on divise 1 par 322 + 1, une quantité arbitrairement grande.
z—+o00 312 + 1

(g) hI’JIrl V322 4+ 1 = +o0, car on met dans la racine carrée une quantité arbitrairement grande,
T—r+00
donc cette racine devient elle aussi arbitrairement grande.
3 5 3 5
(h) lim — — - —2 = -2 car les deux quantités — et — deviennent arbitrairement petites,
rz—+00 I T T T

donc tendent vers 0, et seul reste —2.
2
N EToo \/ﬁ = 0, car la quantité 3z — 5 devient arbitrairement grande, donc +/3x — 5

aussi, et donc son inverse devient arbitrairement petit.

b. Limites en —oo (quand x devient arbitrairement grand dans les négatifs).

a 1m T 1m T T im 4+ 1
(o) lim_3a° (@) Jim_3a? - 20° (9) lim_ V322
. 1 3 5

b) 1 2020 — ; 2 4 - 2
(b) lim x (¢) Jlim 32°+ (h) Jim =2
(c) lim 2020 — ~ ) lim — () lim -

T——00 T T——00 3$2 + 1 z——00 /5 — 31

Correction :

(a) lim 322 = +o0, car 22, et donc 322, est positif et devient arbitrairement grand.
T——00
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(b)

lim 2020 — x = 400, car  devient arbitrairement grand dans les négatif, et est multipliie
T—>—00

par un coefficient negatif.

. 1 1 . o .
lim 2020 — — = 2020, car — devient arbitrairement petit.

T——00 €T €T
lim 3x? — 223 = 400, car on ajoute deux quantités, 322 et —223, qui deviennent arbitrai-

T—r—00

rement grandes.

lim 3z2°4+- = 400, car on ajoute, 3:):2, une quantité qui deviennent arbitrairement grandes
T——00 €T

1 . . o .
et —, qui devient arbitrairement petit.
x

lim = 0, car on divise 1 par 322+ 1, une quantité arbitrairement grande (positive).
T —00 312 +1

lim /322 + 1 = +o0, car on met dans la racine carrée 322+ 1, une quantité arbitrairement
T—r—00
grande, donc cette racine devient elle aussi arbitrairement grande.

3 5 3 5

lim — — — —2 = -2, car les deux quantités — et — deviennent arbitrairement petites,
T——00 I T x
donc tendent vers 0, et seul reste —2.

lim ——— = 0, car la quantité 5 — 3z devient arbitrairement grande, donc /5 — 3z

r——00 v/H — 3x

aussi, et donc son inverse devient arbitrairement petit.

c. Limites en un point (quand x tend vers une valeur finie).

(a)
(b)

1 I 1
lim ——— (c) }EI_)H{ 3z +1 (e) lim2— —

252021 2020 — 250 g2
; 2 1 d) li 2 ; 2 3
9161_%31’ +§ ();_{%m (f) 7161_%395 + 2z

Correction :

(a)

lin% 322 + 223 =28, car 3.22 +2.23 =34 +2.8 =28.
T—

1
lim 322 + =~ =4, car 3.12 + 1/1 = 4.

z—1 X

lim V322 +1 =2, car 322 + 1 tend vers 3.12 + 1 =4 et V4 = 2.
T—

. 2 2
lim ———==2,car3r —5tend vers 3.2 -5 =1l et —= =2/1=1.

=2 \/3x — 5 \/I

1
lim —— = —1, car 2020 — X tend vers 2020 — 2021 = —1.
x—2021 2020 —

2

lim 2 — — = +o0, car on divise 1 par z“, une quantité arbitrairement grande positive.

z—0 332

d. Limites a gauche et a droite d’un point.

(a)

1 1 1
li lim —— li 24—
R v (¢) oy (¢) Jim 32"+ -2

1
. li : 2
Correction :
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(a)

(f) lim 322+

im = 400, car 2x—4 tend vers 0 en étant positif, donc
z—2+ 2 — 4 2z —
grand dans les positifs.

1 devient arbitrairement

(b) lim = —00, car 2x — 4 tend vers 0 en étant négatif, donc devient arbitraire-
z—2- 20 —4 2z —
ment grand dans les négatifs.
1
c) lim ————— = +oo, car (2x — 4)? tend vers 0 en étant positif, donc ———— devient
(c) i, oy = o0 car ) v positif 2z — 42
arbitrairement grand dans les positifs.
1 1
d) lim ———— = 400, car (22 — 4)? tend vers 0 en étant positif, donc ———— devient
() Bm oy = Foo car ) v positif 2z —4)2 °
arbitrairement grand dans les positifs.
1
(e) lim 322+ — = +oo0, car 322 tend vers 0, tandis que /Z tend vers 0 en étant positif, donc

z—0t X

1
—— devient arbitrairement grand dans les positifs.

vV

= +00, car 3z2 tend vers 3, tandis que v/1 — x tend vers 0 en étant positif,

1
r—1— vV 1—=x
d 1
onc
VvV1i—=x

devient arbitrairement grand dans les positifs.

Exercice n° 2
Déterminer les limites suivantes aux valeurs demandées.

(1). a. lim =223, pour a = 2, +00 et —oo.

b. lim 3z, pour a = 400 et 4.

Correction :
a. lim —223, pour o = 2, 400 et —o0.
T—

Limite quand x tend vers 2 :

lim 23 = 23 = 8, donc lim —223 = —2.8 = —16.
r—2 r—2

Limite quand x tend vers 400 :

lim 23 = 400, donc, puisque —2 < 0, on a lim —223 = —occ.

T—r+00 r—2
Limite quand x tend vers —oo :

lim 23 = —oo, donc, puisque —2 < 0, on a lim —223 = +o0.

T—r—00 r—2

. g}l—% 3v/z, pour a = +00 et 4.

Limite quand x tend vers +oo :

lim +/z, donc xgrfoo 3z = 4o0.

r—r—+00

Limite quand x tend vers 4 :
lim /7 = v/4 = 2, donc lim 3/ = 3.2 = 6.
z—4 z—4

1
. a. lim 23 4+ =, pour a = 2, +00 et —o0.
T—Q €x
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b. ig%afg + a2, pour o = 2, +00 et —oo.
c. ii_r)ré2a:2 — 3z + /T, pour a = 2 et +oo0.

Correction :

1
a. lim 23 + —, pour a = 2, +00 et —o0.
T—a xT

Limite quand x tend vers 2 :

1 1
lim 23 = 23 =8 et lim — = —, donc lim 23 4+ — = 8 x (—
T2 =2 X 2 T—2 X

)= —4.

Limite quand x tend vers +oo :

. 3 . 1 . 3, 1
lim z° =+4oc0et lim —=0,doncona lim x°+ — = +o0.
T—+00 T—+00 I T—r+00 z

Limite quand x tend vers —oo :

. . 1 . 1
lim 2= —-ocoet lim —=0,doncona lim 2%+ — = —o0.
T——00 T——00 I T——00 x

b. ;g}r&x:} + 22, pour o = 2, +00 et —o0.

Limite quand z tend vers 2 :
lim 23 = 23 = 8 et lim 22 = 4, donc lim 23 4+ 22 = 8 +4 = 12.
T—2 T—2 T—2
Limite quand x tend vers +oo :
lim 2® = +ocoet lim z? =400, doncona lim 23+ 2% = +o0.
T—+00 T—>+00 T—>+00
Limite quand x tend vers —oo :

lim 2® = —coet lim 2?=0,donc lim 23+ 22 meéne & une Forme Indéterminée ’oo —o0’.
T—r—00 Tr—r—00 Tr—r—00

Pour lever cette forme indéterminée, on factorise ’expression et on utilise les régles de limite

d'un produit : 23 + 22 = 23(1 + %) et puisque lim (1 + %) = 1, on obtient lim 23+ 2% =

3141y —
xgr_noom(l—i—x) 0.

: 2 _ _
c. lim 2z° — 3z + v, pour a = 2 et 4o0.

Limite quand x tend vers 2 :
lim 222 = 2.22 = 8, lim —3z = —3.2 = —6 et lim \/z = /2, donc lim 222 —3z+/2 = 8—6+/2 =
T—2 T—2 r—2

r—2

24+ /2.

Limite quand x tend vers +oo :

lim 222 = +o0, lim -3z = —coet lim /z = 400, donc on a une Forme Indéterminée
T—-+00 T—+00 T—+00
00 — o0”.
; 2 ; 2 _ — 2(9_ 3, _1_ ; 2 _
En factorisant par z“, on obtient 2x 3x +x = x (2 <+ xﬁ) Or xgriloox 400 et
. 3 1) . . 2 _
xEToo (2 <+ a;\/i) 2, donc on obtient wgrfoo 20° — 3z + /xr = +0o0

(3). a. lim 23 (% - 1), pour o = 2, +00 et —o0.

T—Q
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lim (32 + 2)(z? = 5), pour a =0, 400 et —o0.

1
lim — (3 — /x), pour a = 2 et +00.

T—a

Correction :

a.

. lim

PG

li_I)Il 3 (% — 1), pour o = 2,400 et —o0.
X (0%

Limite quand x tend vers 2 :

1 1
3 3 _ 93 _ : _ _ 1 : 3(1 _ 1 _ 17
limy ot =20 =t im o —1= 5 1=, donc fimya? (3 —1) =8+ 5=

Limite quand x tend vers +oo :

1
lim 23 = +ocoet lim — —1= —1, donc, puisque —1 <0, ona lim z3 (% — 1) = —00.
r——+00 r——+o00 I r——+00

Limite quand z tend vers —oo :

1
lim 22 = —ocoet lim — —1= —1, donc, puisque —1 <0, ona lim z3 (% — 1) = +o00.
T——00 T——00 I T——00

. lim (3z + 2)(2% — 5), pour a = 0, +0c0 et —oo.

T—Q

Limite quand z tend vers O :
lim 3z + 2 =2 et lim 22 — 5 = —5, donc lim (3z + 2)(z? — 5) = 2.(—5) = —10.
z—2 z—2 T—2

Limite quand x tend vers +o0o :

lim 3z+2=+ooet lim 22 —5=—1,doncona lim (3z+2)(x? —5) = +oco.
T—r+00 T—+00 T—>+00
Limite quand x tend vers —oo :

lim 3r+2=—-coet lim 2?2 —5=+o0o,doncona lim (3z+2)(z%—5) = —cc.

1
. lim — (3 — /x), pour a = 2 et +oo.

T—o

Limite quand x tend vers 2 : .
1 1
lim—:§ et 1111123—\/5:3—\/5, donc lim — (3 — /z) = 3_2‘5.
Tr—

T2 I T2 X

Limite quand x tend vers +oo :

1
lim —=0et lim 3—\/x=—o0l, donc on obtient une Forme Indéterminée 0 x oo’.
T——+00 I r——+00 3 1

1 3 1
En développant, on obtient - (3—r)= s 7 Or xgrfw o= 0 et wll)rfoo NG = 0, donc on
1 3 1

btient li 3 — = — — — = 0, par somme de limites.
obtien $—1>I—ir-loo:z‘( V) 7 par somm imi

8

(-2)
T

2 1
%1_1;% <1I+), pour o = +00 et —0o0.

xT

, pour a = 2,400 et —oo.

1/x

lim , pour o = +00.
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1 _

lim *—
T—o A
x

, pour ov = +00.

202 + 3 +4

im , pour o = 0 et +00.
she 32245 L

Correction :

a.

1

lim x77 pour a = 2,400 et —o0.
z—a 2x + 1

Limite quand x tend vers 2 :

<%_2> 3 3

_ 1 _ _3 : _ : _
_2_5—2——5etglcl_)né2x+1—5,donci1_>r%m——2x5—1—0.

1
= —2
lim %—2:—2et lim 2z + 1= 400, doncona lim u:().

T—+00 T—+00 z—+o00 2x 4+ 1

1
1_9
lim 1 -2=-2et lim 22+1=—00,doncona lim M:o.

T——00 T——00 z——o00 2x + 1

R

lim
r—2

Limite quand x tend vers +oo :

Limite quand x tend vers —oo :

Limite quand x tend vers +oo :

1
1_ 2)
. _ . l _ _ . _ 1 (1.7 = —
IETOO 2r+1=4o0 et xgrfoo =2 2, donc, puisque —2 < 0, on a LA ) 00.

1
= —2
lim 2x+1=—occet lim i — 2 = —2, dongc, puisque —2 < 0, on a lim w = +00.
T——00 T——00 z——o00 2x +1

Limite quand x tend vers —oo :

909

lim 1/x=0et Em 2/\/x = 0, donc on obtient une Forme Indéterminée ’j’. On change
T—r—00

T—+00
donc 'expression de la fonction, en simplifiant la fraction :

Lz o 1

2/Vr  2c 2y
1/x ) 1

On obtient que lim = lim —— =0.
d z—+o00 2/\/T  w—+to0 23/
1_
3 x —
. 3115% —3—» pour a = +00.
Vz
lim 1/z—2=—2et lim =3 = 0. Mais pour déterminer la limite du quotient, nous devons
T— 400 T——00 \/E
étre plus précis, et indiquer le signe du dénominateur : on a toujours \/x > 0, donc \_/?5’ <0, et
tend vers 0 : on note cela lim \_/—?l = 07. Et par les régles de limite de quotient, on obtient :
T——o0 VT
)
lim #—— = +o0.
T—+00 ﬁ
. 2224 3x+4
. ;l_)l’.%[ W, pour o« = 0 et —+00.

Limite quand z tend vers O :



DAEU-B — Maths LIMITES — CORRECTIONS DES EXERCICES UGA 2020-2021

202 + 32 + 4 4

lim 222 + 3z +4 = 4 et lim 322 + 5 =5, donc lim ————— = z-
x—0 xz—0 x—0 322 +5
Limite quand x tend vers +oo :
lim 222 +3x+4=-2et lim 322+ 5= 400, donc on obtient une Forme Indéterminée
T—+00 T—>+00

’227. A nouveau, pour lever I'indéterminée, on change donc I'expression de la fonction ; ici, I'idée
est de factoriser le numérateur et le dénominateur par la plus grand puissance de x :
20 + 3z +4 2?2+ 3/x+4/2%) 2+ 3/x+4/?
32245 223+ 5/22)  3+45/x2

Maintenant, on a lim 2 + 3/z 4+ 4/2?> = 2 et lim 3 + 5/22 = 3, don on obtient que
T—+00 T—+00

. 202 4+3x+4 2
lim ————— = —.
z=+oo 3245 3

Exercice n° 3
Déterminer les limites des fonctions suivantes aux valeurs demandées (en distinguant, si besoin,
les limites a gauche et a droite.

a.

4
flz) = 4_x$ en 0 et en 4.

. . 4.0 0
Correction : ili)% f(z) = i—0-1- 0.
On a lim(4 — z) = 07, tandis que lim(4 — z) = 07. Donc lim f(z) = —oco et lim f(z) = +o0
T—4 z—4 z—4 T—4
>4 <4 >4 <4
(limite de quotient de fonctions).
. g(r)=5r—1+ en +00, en 3 et en —o0.
x p—
Correction : Ona lim =0, donc lim g(x)= £oo.
r—=Foo r — 3 z—+oo
; . 1 . . .
D’autre part, ilg% T3 +o0, et ili)% 3= % Donc ili%g(m) = +o0 et il_)rrég(x) = —00.
>3 <3 >3 <3

1
.h(:v):(\/i—l—i-) en 400 et en 0.
x

Correction : Commengons par noter que cette fonction a pour ensemble de définition ]0; 4o00].
On ne cherchera donc & déterminer que la limite & droite de 0 (car pour x < 0, la fonction n’est
1
pas définie). On a lim — = 400, Donc 1in}) h(z) = +o0.
T—r

z—0 1
x>0 x>0

D’autre part, lim h(x) = +oo.
T—+00

k(z) = (4 —2%)(3z —1) en 400, en 0 et en —oo.

Correction : On a d'une part lim (4 —2?) = —co et lim (4 — 2?) = 4. D’autre part, lim (3z —
T—Fo00 z—0 T—Fo00
1) =tfoccet lim(3z —1) = —1. Ona donc lim k(z)=—oo, lim k(z) = +oo et lim k(z) = —4
z—0 T—+00 T ——00 z—0

(limite de produit de fonctions).

o) = 27 V3

(3—+/x) en9 et en 0.

x
3—v3
Correction : lir%l(x) = 9\[(3 —/9) =0.
T—
D’autre part on a 3 — /3 > 0 et lim (3 — /) = 3 > 0, donc lim I(z) = +oo et lim /(z) = —oo0.
z—0 z—0 z—0

>0 <0

7
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dr —3

f ulr) = ——5 end

Correction : On a lim (4x —3) =13 > 0, et lim (4 — )2 = 0. Donc lim u(x) = +oco (limite de

x—4 z—4 z—4

quotient de fonctions).

. v(x) =22 —1/2% en +o0, en 0 et en —co.
1
Correction : Puisque lim — =0,ona lim o(z)= lim z* = +oco.
a:—):l:ooir T—rF00 x—rF00
Par ailleurs, hm v(z) = lim _—2 = —o0.
—0 z—0
. w(x) = ———= en 400, en 7 et en 0.
(z) x(x—17)

Correction : Ona lim z(x —7) = 400 (limite d’un produit), donc lim w(x) = 0.

T—+00 r—r+00
Puisque z > 0 lorsque z tend vers 7, et que lim = 400 et lim = —o0, on a lim w(x) =
=7 T — =7 T — =7
x>T7 <7 x>7
+o0 et lim w(x) = —oc.
=7
<7
En revanche, puisque z — 7 < 0 lorsque x tend vers 0, on a lir% w(z) = —o0 et lir% w(z) = +o0.
x— z—
>0 <0

Exercice n° 4
Déterminer les limites en +00 et en —oo des fonctions suivantes.

a. f(x)=2—x— 2

Correction : Ona lim z = lim 23 =

r—F00 r—F00

xll)l}_loo flz) = —oo et
lim f(z)= +oo.
T——00

+00. Donc

cg(z) =2*/2 — 2%/4.

Correction : On a une F.I. ‘oo — 00’. Mais

en factorisant : g(z) = 2%( — W) Puisque
cn (Lo 1y 1 4 _
:vgrinoo(Q 4932) 2 (> 0)7 et que xgr:iloox

+00, on obtient lim g(z) = +o0.
r—+o0

. h(z) =107323 — 1052,

Correction : On a a nouveau une F.I. ‘co—

oo’, que l'on contourne, & nouveau, en facto-

risant : h(x) = 23(1073 — 105/2%). Puisque
lim (1073 —105/2%) = 1073 (> 0), et que

r—+o00

lim 2% = 400, on obtient lim h(z) =
r—£o00 T—Fo00
Fo0.

. k(z) = 3z — 23/3.

Correction : Comme précédemment, on

factorise : k(z) = z3(3/2? — 1/3). Puisque

Em (3/2% —1/3) = —1/3 (< 0), et que
lim #3 = +oo, on obtient lim h(z) =
r—3o00 r—3o0
Foo.
3r +1
() = ———.
(%) x?—1

Correction : On a une F.I. ‘co/00’. Mais on
a
3r+1  x(3+1/z) 3+1/z
2—1 z(x—1/z) z-1/z

Puisque 11m 1/ = 0, on en déduit que
r—+

1) =o.

3r+1

. u(r) = p—

Correction : On a
3r+1  x(34+1/z) 3+1/x
r—1 2(1-1/z) 1-1/x

Puisque lim 1/z = 0, on en déduit que
T—F00
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e v(x) = —22 + 1022 + 1 h w(z) = 222 4+ 5678
' 2245 ' ' (x — 3)2
Correction : On a Correction : La méthode est toujours la
—a} 11022+ 1 2?(—x 4+ 10+ 1/2%)  —x+ 10 49w Ona
@?+5  22(1+5/2%) 14+5/a3p2 {5678 2074+ 5678 2+ 5678/

92 T 2 =1 _ 5
Puisque grf 1/2% = 0, on en déduit que (z —3) 2—6x+9 1—-6/x+9/x
x oo

xll}:iloov(x) = xll}liloo —i—i— 10 = Foo. On en déduit que mll)riréo w(z) = 2.
Exercice n° 5 60 — 25
Soit f la fonction définie sur Dy =] — oo; 4[U]4; +o00[ par f(z) = 578"
x N
a. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout x € Dy, on a f(z) =a+ 2 3
x R
20 —8) —1 -1
Correction : On a 6x — 25 = 3(2z — 8) — 1. Donc f(z) = 3(2:13—8)8 =3 r—

b. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Correction : Puisque lim ﬁ = 0, on déduit de la question précédente que lim f(x)=3.
r—+oo “¥ z—Foo

D’autre part on a lim ﬁ = 400 et lim ﬁ = —00, ce qui nous donne que lim f(z) = —oco et
x—4 “TT x—4 “TT r—4
>4 <4 >4

ilg}l f(x) = +o0.
<4

c. En déduire les équations des éventuelles asymptotes a la courbe représentative de f.

Correction : On déduit de la question précédente que la droite d’équation z = 4 est une
asymptote verticale, et que la droite d’équation y = 3 est une asymptote horizontale.

Exercice n° 6 2_ g

Soit f la fonction définie sur Dy =] — 0o0;1/3[U]1/3; 4o00[ par f(z) = g _ L
T —

a. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

2
-6 -6
Correction : On a f(x) = g 7= g Jx
xr— —1/z

. Donc xgrfoof(q:) = +o0.

Par ailleurs, lim 22 —6 = —35/9 < 0, et lim ﬁ = +ooet lim ﬁ = —oo, donc on obtient
z—1/3 z—1/3 9% z—1/3 °F
x>1/3 x<1/3
li =— t 1 = .
que ﬁt_l)r}ﬂ/gf(x) o0 e gg_lga/3 f(z) =400
x>1/3 x<1/3

b. En déduire les équations des éventuelles asymptotes a la courbe représentative de f.

Correction : On déduit de la question précédente que la droite d’équation x = 1/3 est une
asymptote verticale.
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Exercice n° 7
Déterminer la limite en +o0o des fonctions suivantes :

203 — 1 () 4zt — 223 4+ 6
= ——— . :L’ = —-———
52tz —9 @ 9 204 + 222 + 3

f(x) o h(z)=vVz+1-vz ; i(x) = (22+1)*~102%

Correction : Les deux premieres limites se calculent par factorisation et simplification :

223 — 1 , 27 — 1/22
m —= llm ——FF— = +o00.
z—+o0 bx? + 1 —9 a—+oo 5+ 1/ —9/x?
Az =223 +6 . 4—-2/z+6/zt

im ——— = 1m =
400 204 + 222 +3 a4 24+ 2/22 + 3/24
Pour la limite suivante, il faut multiplier par ‘la quantité conjuguée’ et utiliser au numérateur ’identité
remarquable (a — b)(a + b) = a® — b% :

W—\/E:(*/“ ~ Vo) Wr+l4+Ve)  wt+l-x 1 '
Vi+1+ 4z Ve+l+ye Ve+l+yx
. o . 1 _
Onadoncxgrfoox/x—i— —f_xgrfooierﬁ_O

En développant 1’expression de i(x), on obtient
i(z) = (204+1)—102% = (42 +42+1)(22+1) — 102 = (822 +1222 + 62+ 1) — 1022 = 82° +22% + 62+ 1.

On a donc lim (2z + 1)% — 1022 = +oo.

T—+400

Exercice n° 8 \/.17——5

Soit f la fonction définie sur [5;+oo] par f(x) =
T

p 1
a. Démontrer que pour tout x > 5, on a 0 < f(z) < 7
T
Correction : Il y a deux inégalités a démontrer. Premiérement, la fonction racine carrée prend
-5
des valeurs positives, donc pour tout x > 5, on a bien

> 0. Deuxiémement, la fonction

x
racine carrée est strictement croissante sur [0; +o0o[, donc pour tout > 5, on a & — 5 < /z, ce

/T —5 1

qui implique que z < Ve (x € [5; +0o0] est positif). Donc f(z) < —=.

x x o N3

b. En déduire la limite de f en +o00.
1
Correction : On sait que lim — = 0, donc d’apres le théoreme des gendarmes, on a que
T—r+00 \/E

e /) =0

Exercice n° 9
Déterminer les limites suivantes :
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a.

3
lim (2 — 1) ;
T—r—+00 €x

1 1\?
Correction : Ona lim — =0, donc lim (2 - ) =23 =3,
r——+00 I r—r—+00

lim vVa?4+z4+1—x;
T—>+00
Correction : En ‘multipliant par la quantité conjuguée’, on a

M—x—(M—w)(M+x)_(a:2+x+1)_x2_ el
Vil+ax+1+zx VZiatltrs Vidiiiita

On simplifie ensuite cette derniere expression :

x+1 B x+1 B z(1+1/x) B 1+1/x
VeZvz+1+z V(I +1/z+1/22)+2 z(/1+1/z+1/22+1) 1+1/z+1/22+1
Finalement, on obtient lim Va22+2+1—2 = lim 1+1/z =1

T—+00 x—+oo /1+1/z+1/22+1
Note : Dans le dernier calcul ci-dessus, on peut écrire que /x%(1+ ...) = zv/1 + ... car on sait

que z est positif (on regarde la limite en 400).

lim x?2+Vat+5—x;
T—r—+00
Correction : On suit la méme démarche que dans la question précédente (mais les calculs sont
cette fois encore plus compliqués. ..). On commence par ‘multiplier par la quantité conjuguée’ :

(Va2 +vat+5—z) (Va2 +Vat +5+x) 22+ Vol +5— 22

2+ Vat+5—2= —

2+ Vet + 5+ 2+ Vet+ 5+
Dot \/22 + V2 + 5 — 2= ——Y2 45 Puyis on simplifie : V2T + 5 = 22/1 + 5/x*, donc
24z +5+x

4 +5 221+ 5/x% 22\/1+5/x% z\/1+45/z*

2+ vVt +5+x \/962(1—1-\/14-5/:644-:13 z\/14+/1+5/zt+z /14 /1+5/z1+1
Puisque lim /14 +/1+5/2*+1=2(>0)et lim x+/1+5/2* = +oco, on obtient
x—+00 T—+00

lim v/22++vVzt+5—2=+4o00.

T——+00
. cosx — 1
im —.
T——00 €T

Correction : Pour tout z, on a —1 < cosx < 1. Donc on a —2 < cosx — 1 < 0, et finalement :

2 cosr — 1

——<—<0.
T T
. .2 . .. . cosr—1
On sait que lim — =0, donc d’apres le théoréme des gendarmes, on a que lim ——— =0.
r—4oco Tr—400 X
. cos?x—1
lim ——.
T—+00 1‘2
Correction : Pour tout x réel, —1 < cos?z — 1 < 0, donc, pour tout = > 0 :
1 < cos’z —1 <0
x2 = x2 -
.1 . . coslz—1
Or lim = =0, donc le théoréme des gendarmes permet de conclure que lim ——— = 0.
z—oo0 T —00 T2
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Exercice n° 10

x
FEtudier la limite en 0 de la fonction définie sur R* par f(z) = u
x
Correction : D’apres la définition de la fonction valeur absolue :
|z r_ 1, sixz >0,
fla)=—=49 _%
x — =-1, siz<O.

T

Autrement dit, la limite a gauche (resp. a droite) de f en 0 est celle de la fonction constante égale a —1
(resp. a 1) : lir% flz)=—1et lin% f(z) = 1. En particulier, la fonction f n’a pas de limite en 0.

T—r T—r

<0 >0

Exercice n° 11
FEtudier la limite en 400 de la fonction f(x) =

X

Correction : On rapelle que pour tout x, on a E(x) < x
équivalente & x — 1 < E(z). On en déduit que z — 1 < E(z) <
x—1  E(z)

<
x x

<1

Note : Puisqu’on étudie la limite quand = tend vers +o0o, on a en particulier que x est positif : on a
donc pu diviser par z dans I'inequation ci-dessus sans changer le sens des inégalités).

z—1 1-1/z
On sait que lim = lim / = 1, donc d’apres le théoreme des gendarmes, on a que
T—-+00 x T—r400
li =1
i /(@)

Exercice n° 12
On considere la fonction fraction rationnelle

7?24+ 21r -3
) =—77—

Qz)
Correction : On a
Qz) a?+22-3 2*(1+2/x—3/2?) 1+2/x—3/s?

a. Montrer que tend vers 1 quand x tend vers +o00.

r  (z+Dz 221 +1/z) 1+ 1/z
Donc )
1+2/x—
lim Q(x) = lim M - 1.
r—+oo z—+o00 1-+>1/I
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b. Calculer Q(x) — x et chercher sa limite (si elle existe) quand x — +o0.

Correction : On a

2?2 +2r-3 z(z+1) 2*+20-3-22-2 -3

Q) -z = x+1 z+1 - T +1 o4l

Donc
x—3 . 1-3/x

c. En déduire que la droite d’équation y = x + 1 est asymptote au graphe de Q).
Correction : Puisque :EE)I:TI:loo Q(z)—x =1,onaque mg:ﬂtloo(Q(.’IJ)—ZL')—l = IEIEOO Q(x)—(x+1) = 0.
Autrement dit, la droite d’équation y = x + 1 est asymptote au graphe de Q.

d. Calculer Q(x) — (x + 1) et étudier son signe.
Correction : On a

2422 -3 (z+1)? —4

Qz) = (z+1) = c+1  z+1  z+1

On en déduit le tableau de signes suivant :

x —00 —1 +00

0 +
signe de Q(z) — (z + 1) + 0 -

En particulier, on déduit de ce tableau que la courbe représentative de @ est au dessus (resp. en

signe de x + 1 —

dessous) de 'asymptote y = 2 + 1 lorsque = tend vers —oo (resp. vers +00).

Exercice n° 13
Déduire de chacune des limites suivantes (lorsque c’est possible), I’équation d’une asymptote ver-

ticale ou horizontale a la courbe représentative de la fonction f.
a. wl_lgloof(x) = —00.
Correction : On ne peut rien déduire.

b. lim f(x)=2.

r—r—+00
Correction : La courbe représentative admet la droite y = 2 pour asymptote horizontale.

c. ili%f(x) = +00.

Correction : La courbe représentative admet la droite x = 3 pour asymptote verticale.

d. ill%f(a:) =2.

Correction : On ne peut rien déduire.

-13-



DAEU-B — Maths LIMITES — CORRECTIONS DES EXERCICES UGA 2020-2021

e. lim f(x) = +o0.
z——1
z<—1
Correction : La courbe représentative admet la droite x = —1 pour asymptote verticale.

Exercice n° 14
Soit la fonction f(z) = 1 —x — =, de domaine de définition R*. Déterminer [’équation d’une
asymptote oblique a la courbe representatwe Cy de f, ainsi que sa position par rapport a Cj.

Correction : Ona f(z)—(1-2)=1-2—-1—-(1-2)= -1 Donc Erin f(z) — (1 —2) =0. La

droite d’équation y = 1 — x est donc une asymptote oblique a CY.

Pour déterminer la position de la courbe représentative C'; par rapport a son asymptote, on étudie le

signe de f(z) — (1 —z) = —1, qui dépend de z :

— Siz >0, alors f(z) — (1 —z) < 0, donc la courbe est en dessous de 'asymptote lorsque = tend vers
+00.

— Siz <0, alors f(z) — (1 —x) > 0, donc la courbe est au dessus de asymptote lorsque x tend vers
—00.

Exercice n° 15
Donner deuz fonctions f et g satisfaisant les conditions suivantes.

a. lim f(z) = +oo, xgrfwg(x) = +oo et lim (f(z) —g(x)) =0.

T—-+00

Correction : Une solution est de prendre la méme fonction pour f et g, par exemple f(z) =
g(z) = .

b. lim f(z) =400, lim g(z)=+ooel lim (f(x)—g(z))=—o0.
Correction : Une possibilité est de prendre deux fonctions ‘puissance de z’, du type f(z) = 2™
et g(x) = 2™ avec m < n.
Par exemple, prenons f(z) = z et g(x) = 22. Alors f(z) — g(z) = v — 2% = 2%(1/x — 1), donc
. _ _ . 2 _
Jim (f(z) —g(z) = lim — 0.

c. lim f(x)=4o0, xgglmg(x) = +oo el lim (f(z) —g(x)) =1.

T—r—+00

Correction : On peut par exemple prendre f(z) = z + 1 et g(x) = x, on encore f(z) = 22 et
g(z) =22 —1...

d. lim f(z)=+o0, xligloog( x)=0 et hm (f-9)(z) =

T—r+00
Correction : On a par exemple lim 22 = +oc0, lim % =0,et lim 224 = lim 1=0
T——+00 z—+o00 T T——+00 z x—+oo T
e. lim oo, lim g(x)=0et lim (f.g)(xr)= 4o0.
i f(@) = +o0, lim g() =0 et lm () (z) = +
Correction : On a par exemple lim 22 =400, lim 1 =0,et lim 221 = lim z = 4oo.
T——+00 %++a>x T—+00 z T——+00
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f. lim f(z) =0, ml_l}IJpoog(a:) =0 et lim (5) () =0.

Tr——+00 T——+00
1 - 1
. . . 2
Correction : On a par exemple lim 24 =0, lim 1 =0, et 2 = - = = tend vers 0 quand
x ’ T ’ 1 2
T—+00 r—+00 > xT xT

z tend vers —+oo.

. . . . . f .
g. lim f(z)=0, JCl_1>IJPOOg(ac) =0 et xl_l}lgloo (g) (x) =1.

T——+00
Correction : Une solution est de prendre la méme fonction pour f et g, par exemple f(z) =

g(z) =1/x.
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