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Chapitre 1

Groupes

1.1 Définitions, exemples

1.1.1 Rappels

Définition 1.1.1. On appelle groupe tout ensemble muni d’une loi de composition interne,
associative, possédant un élément neutre, et dans lequel tout élément est symétrisable. Le
groupe est dit commutatif ou abélien lorsque sa loi est commutative.

Remarque 1.1.2.

e Un groupe n’est jamais vide : il a au moins un élément neutre. Un gropue est dit
multiplicatif (resp. additif) si sa loi est 4+ (resp. x).

e Si I’ensemble G est fini, on dit que G est un groupe fini, et le cardinal de G est appelé
ordre de G.

e Par abus de langage et lorsqu’il n’y a aucune ambiguité, on dit souvent " soit G un
groupe ... " sans préciser la loi.

e Dans un groupe, tout élément est régulier, puisqu’inversible.

Exemple 1.1.3. Chacun des ensembles Z, Q est un groupe additif abélien et Q* est un
groupe multiplicatif abélien.

Définition 1.1.4. Soit (G, ) un groupe d’élément neutre e. Pour z € G et n € N*,
I’élément :
2t =x kT kKD
n fois

appelé itéré n™¢ de z est défini par récurrence :
¥ =eet 2" =z (2") sin > 0.

Proposition 1.1.5. Soient (G,*) un groupe et x € G.
1. Pour tous m,n € Z, on a :

g™z = 2™ (") =27 et (2™) = 2™, (1.1)
2. Soit y € G un élément commutant avec x. Pour toutn € Z, on a :

(x*xy)" =a" xy". (1.2)

Démonstration. Ces propriétés se démontrent aisement par récurrence si m et n sont des

entiers naturels. Par passage a l'inverse, on en déduit les résultats pour m et n entiers
relatifs quelconques. O
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1.1.2 Sous groupe

Définition 1.1.6. Soit (G, ) un groupe. Une partie H de G est appelée sous-groupe de
G, si elle vérifie les conditions suivantes :

1. La partie H n’est pas vide.

2. La partie H est stable pour la loi *.

3. Pour tout z € H, le symétrique de x appartient aussi a H.

Les conditions 1, 2 et 3 sont équivalentes aux conditions ¢ et i ci-apres :

Proposition 1.1.7. Soit (G,*) un groupe d’élément neutre e. Une partie H de G est un
sous-groupe de G si, et seulement si, elle vérifie les conditions suivantes :

1. L’élément neutre e de G appartient a H.

ii. Pour tous x,y € H, x xy~" appartient aussi ¢ H.

Démonstration. Supposons que H est un sous groupe de G. Soit a € H (condition 1).
Puisque a~! € H (condition 3), alors ¢ = axa~' € H (condition 2). Ensuite, si =,y € H,
alors y~! € H (condition 3), puis  xy~! € H (condition 2).

Supposons que H vérifie i et ii. Puisque e € H, alors H n’est pas vide; donc 1 est
vérifié. Siz € H, 27" = exa~! € H et 3 est vérifiée. Si x,y € H, on a y~' € H, donc
zx(y~ )P =2 xy € H et ainsi H est stable pour x. d

Exemple 1.1.8.

1. Les sous-groupes de (Z, +) sont les nZ = {na | a € Z}.

2. Noter que Z est un sous-groupe de (Q, +).

3. Les ensembles Q7 et {—1,1} sont des sous-groupes de (Q*, x).

4. Dans un groupe G d’élément neutre e, G et {e} sont des sous-groupes de G et {e} est
appelé sous-groupe trivial de G.

Définition 1.1.9. Soient G un groupe et S une partie de G. On appelle sous-groupe de
G engendré par S l'intersection de tous les sous-groupes de G contenant S, et ce groupe
est noté (5).

Si (S) = G, on dit que S engendre G ou est une partie génératrice de G.

Notation 1.1.10. Si S := {a1,as,...,a,} est fini, alors on écrit simplement
(a1,a2,...,a,) au lieu de ({ai,az,...,an}).

Remarque 1.1.11. Soit S une partie d’un groupe G. Le sous-groupe (S) est, pour l'inclusion,
le plus petit sous-groupe de G contenant S.

Proposition 1.1.12. Soient G un groupe et x € G. Alors (x) est formé des puissances
" de x, n décrivant Z.

Démonstration. Posons A := {2 | n € Z}. A est un sous-groupe de G contenant x,
donc A D (z). Or (z) est un sous-groupe de G contenant x, il contient 2™ pour tout entier
n >0.Sin <0, (x) contient x~", donc son inverse z". Ainsi (x) D A. O

Définition 1.1.13. Un groupe G est dit monogéne s'il existe x € G tel que (z) = G. Un
tel x est dit générateur de G. Un groupe monogene fini est dit cyclique.

Remarque 1.1.14. La réunion de deux sous-groupes d’un groupe G n’est pas, en général,
un sous-groupe de GG. En effet, la réunion F' = 27 U 3Z n’est pas additivement stable car
2€Fet3c€ Fmaisb¢F.
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1.1.3 Morphismes de groupes
Définitions et premiéres propriétés

Définition 1.1.15. Soient (G1,*1) et (G2, *2) deux groupes. On dit qu’une application f
de Gy dans Go est un morphisme de groupe de (G1,*1) dans (Ga,*2) si :

V(z,y) € GI, flzx1y) = f(z)*2 f(y)- (1.3)

o Un morphisme bijectif est appelé isomorphisme.
o Un morphisme de (G, ) dans lui-méme est appelé endomorphisme de G.
o Un endomorphisme bijectif est appelé automorphisme.

Exemple 1.1.16.
1. La fonction logarithme est un isomorphisme de (R, x) sur (R, +).
Sa réciproque, I’exponentielle, est un isomorphisme de (R, +) sur (R%, x).
2. L’identité est un automorphisme de (G, x).
3. Soit z € Z.
e L’application Z — Z, n — nz est un endomorphisme de (Z, +).
e L’application Z — Z, n —— 2™ est un morphisme de (Z, +) dans (Z, x).
4. Soit (G, *) un groupe. La régle 2™ z" = ™™ de calcul sur les itérés peut s’énoncer en
disant que l'application : Z — G, n — 2™ est un morphisme de (Z,+) dans (G, *).

Proposition 1.1.17. La composée de deux morphismes de groupes est un morphisme de
groupes.

Démonstration. Soient f : (G1,*1) — (Ga,%2) et g : (Ga,%2) — (G3,%3) deux mor-
phismes de groupes. Pour (z,) € G%, on a :

goflzxry) = g(f(xz*x1y))
g(f(x)x2 f(y))
g(f(x)) %3 9(f(v))

= (9o f)(@)*3 (g0 f)y)

O]

Proposition 1.1.18. La réciproque d’un isomorphisme de groupes est un isomorphisme
de groupes.

Démonstration. Soient f un isomorphisme de groupes de (G1,*;1) dans (Ga,*2) et (z,y) €

GI. Ona f(f~H @)« 7' () = F(f7H (@) %2 F(F7H (W) = 2%y = f(fH(z %2 p)), et
puisque f est injective, on en déduit que f~1(z)x1 f1(y) = f (@ *2 y). O

Proposition 1.1.19. Soient (G1,*1) et (Ga,*2) deux groupes d’éléments neutres respectifs
ey et ea, ainsi que f un morphisme de groupes de G1 dans Go. On a :

1. f(el) = €2.

2. Vo € Gy, (f(z))~! = f(a™1).

3. Ve e G1,Vn € Z, (f(x))" = f(z™).

Démonstration.
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e On a
ez x f(e1) = f(e1) = flerx1e1) = f(e1) x2 f(e1).
En simplifiant par f(e;) qui est régulier dans le groupe Go, on en déduit que f(e1) = es.
e D’autre part
f@) %o fa™h) = flaxa™") = fer) = ea
et de méme

f@™ ) x f(z) = e

ce qui prouve que le symétrique de f(z) est f(z=1).
e Une récurrence permet de prouver la derniére formule pour n € N. Pour n € Z, on écrit
alors

f@)" = (fl@)™ = fla™)7) = fa").
Exemple 1.1.20. Dans le cas particulier de la fonction logarithme, on obtient :

x

Inl1=0et Ve >0, ln(1> =—Inzx.

Noyau, image

Soient G' et G’ deux groupes d’éléments neutres respectifs e et ¢/, ainsi que f un
morphisme de groupes de G dans G’.

Proposition 1.1.21.
1. Si H est un sous-groupe de G, alors f(H) est un sous-groupe de G'.
2. Si H' est un sous-groupe de G’, alors f=*(H') est un sous-groupe de G.

Démonstration. Soit H un sous-groupe de (G,*) et Hy = f(H). Comme H contient 1’é1é-
ment neutre e de G, H| contient ¢/ = f(e) qui est 1’élément neutre de (G’,¢). Soit
(y,9) € HJ. Prenons (z,2') € H? tel que y = f(x) et v/ = f(a'). Alors yoy =
f(z)o f(2') = f(xx2') € H) puisque z x 2’ € H. Aussi y~' = (f(z))"! = f(a™!) € H)
puisque 2~ € H. Donc HY est un sous-groupe de G'.

Soit H' un sous-groupe de G’ et Hy = f~'(H'). Comme f(e) =¢' € H', on a e € Hy.
Soit (z,2') € H3. Alors f(x) € H' et f(2') € H' et puisque H' est un sous-groupe, on a :
flzxa") = f(z)of(z') € H et f(z7') = f(z)~! € H'. Par suite x2 et z~! appartiennent
a Hy. Donc Hy est un sous-groupe de G. ]

Corollaire 1.1.22. Soit f un morphisme de groupes de (G,*) dans (G',©)
1. f(G), image de f, est un sous-groupe de G'. On le note Im(f).
2. L’ensemble f=1({e'}), appelé noyau de f est un sous-groupe de G. On le note ker(f).

Théoréme 1.1.23. Soit f un morphisme de groupes de (G,*) dans (G',o). Le morphisme
[ est injective si, et seulement si, ker(f) = {e}, i.e.

Ve eG, fz) =€ = x=ce. (1.4)

Démonstration.
e La relation (1.4) signifie ker(f) C {e}, ce qui est bien équivalent & ker(f) = {e} puisque
ker(f) étant un sous-groupe de G, il contient I’élément e.
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e Supposons [ est injective. Si z € ker(f), alors f(xz) =€’ = f(e) entraine x = e puisque

f est injective.
e Supposons que ker(f) = {e}. Soit (z,y) € G? tels que f(x) = f(y). Ona f(xxy~1) =
f@)ofly™) = f(x)o f(y) L =¢, ie. xxy~ ! € ker(f). Donc zxy~! = ¢, ce qui donne
x = y. On en déduit que f est injective.
O

1.2 Groupe symétrique

1.2.1 Définitions

Notation 1.2.1. Soit n € N*. On note S, '’ensemble des permutations de I’ensemble
{1,...,n}, i.e. des bijections de {1,...,n} dans lui-méme. Sin =1, on a S,, = {Id}. Dans
la suite, sauf mention contraire, nous supposerons n > 2.

Proposition 1.2.2. Muni de la composition des applications, Sy est un groupe de cardinal
n! et l'on appelle groupe symétrique.

Si (o,7) € S2, le composé ¢ o T est noté o7 et appelé produit des éléments o et T.

Exemple 1.2.3.
1. Etant donnés deux éléments distincts i et j de {1,...,n}, Papplication 7 définie par :

(i) =g, T(j) =i et Vk & {i,5}, (k) =k

est une involution donc une permutation de {1,...,n}; on la note (7,j) ou 7;; ou ;.
Une telle permutation est appelée transposition.
2. (S2,0) est constitué de deux éléments : ’identité et la transposition 71 2. Sa table de
Pythagore est définie par :
o Id T1,2
Id Id T1,2
T2 | T12 | 1d

3. Etant donné un entier p > 2, ainsi que des éléments distincts a1, as, . . ., apde {1,...,n},
I’application o définie par :

Vo & {ai,a9,...,a,}, o(x) =

Vi e {1721 e P 1}7 U(ai) = Q41
olay) = a
est une permutation de {1,...,n} que 'on note (a1, as,...,ap). Une telle permutation
est appelée p-cycle ou cycle d’ordre p. L’inverse du p-cycle (a1, as, ..., ap) est le p-cycle

(ap,...,a2,a1).
Proposition 1.2.4. Sin > 3, le groupe S,, n’est pas commutatif.

Démonstration. 11 suffit de vérifier par exemple

(1,2)(1,3) = (3,2,1) et (1,3)(1,2) = (1,2,3)
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1.2.2 Décomposition d’une permutation en produit de transpositions

Proposition 1.2.5. Toute permutation de {1,2,...,n} est un produit de transpositions.

Démonstration. On montre le résultat par récurrence

1. Sy ={Id, 7'172}. On a Id = 1120712 et 712 est une transposition et donc un produit de
une transposition.

2. Supposons le résultat pour n. Soit o € Sp41.

e Sio(n+1) =n+1, la restriction de o a {1,2,...,n} réalise une permutation de
{1,2,...,n} que 'on note &. Vérifions le.
L’image par o d’'un élément de {1,2,...,n} est un élément de {1,2,...,n + 1} qui
n’est pas n + 1. Donc & est bien une application de {1,2,...,n} dans lui-méme.
L’application & est injective car o l'est. Enfin, tout élément de {1,2,...,n} a un
antécédent par o dans {1,2,...,n+ 1} qui n’est pas n+ 1 ou encore tout élément de
{1,2,...,n} a un antécédent par & dans {1,2,...,n} et & est surjective. Finalement,
o est une permutation de {1,2,...,n}.
Par hypothése de récurrence, & est un produit de transpositions 71, ..., 7 de {1,2,...,n}.

On prolonge ces transpositions a {1,2,...,n+ 1} en posant pour tout i € {1,...,k},
Ti(n + 1) = n+ 1 et on obtient des transpositions de 7y,...,7, de {1,2,...,n+ 1}
telles que o =10+ 0 7y.

e Sio(n+1)#n+1,soit i = o(n+ 1) puis 0/ = 75,41 0 0. L’application ¢’ est une
permutation de {1,2,...,n + 1} qui fixe n + 1. D’aprés le cas précédent, il existe
des transpositions 71, ..., 7 telles que 7,11 00 = ¢’ = 7 0 -+ o 7. Mais alors,
0 = Tin4+1O0T1" " O Tk.

O]

La démonstration précédente fournit une demarche pratique pour décomposer une
permutation en produit de transpositions. On fixe petit & petit les éléments de {1,...,n},
en commencant par n puis en descendant, en composant a gauche par des transpositions.

Exemple 1.2.6. Décomposons en produit de transposition la permutaion

(1t 2345067 .
0—5217634.OUS3VOS

(1234567
T47°9 = {5 9 146 3 7/
o _ (1234567

TBEOTATOC = 5 9 1 4 3 6 7
o _ (1234567
3,57 136 7147 “\3 21456 7]

Ainsi 135 0 36074700 = T1,3. On en déduit que 0 = 74707360 T35 0 Ty 3.

1.2.3 Signature

o(i)=0(i)

Définition 1.2.7. Soient n > 2 puis 0 € Sy,. La signature de o est €(0) = [[1<i< <y .

Remarque 1.2.8. Par convention, on pose (/d) = 1.
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Exemple 1.2.9. On cpnsidére la permutation o = < ; i g 411 ) On a

2—-4 2-3 2-1
X X
1-2 1-3 1-4

= (!
glo) = 1

4-1 3-1
X
2—-4 3-4

4-3
X X
2-3

Définition 1.2.10. Soit o € S,,. On dit qu’un couple (7,7) d’élément de {1,...,n} est
une inversion de o si i < j et o(i) > (). On note (o) le nombre d’inversion de o.

Théoréme 1.2.11. Soient n > 2 un entier et o € Sy,. La signature de o est e(o) = (—1)N
ou N est le nombre d’inversion de o.

Démonstration. Soient n > 2 puis o € S,. Soit N le nonbre d’inversion de o.

o) = I o(i) —o(j) _ Th<icj<n () = 0(]').

1<i<j<n ¢TI [h<icj<ni—1J

Définitions 1.2.12.
e Une permutation paire est une permutation de signature 1.
e Une permutation impaire est une permutation de signature -1.

Proposition 1.2.13. La signature d’une transposition est égale a -1.

Démonstration. il s’agit de compter le nombre d’inversion d’une transposition. Soient 7, j €
{1,2,...,n} tels que i < j et 7 =7 ;.
1. Une paire {k,(} telle que 1 < k <l <mnet {k,1} N{i,j} =0 n’est pas une inversion de
Tcar (k) =k <l <7(l).
2. La paire (i, ) est une inversion de o car 7(i) = 7 > i = 7(j).
3. Il reste a analyser les paires {i,k} ou k ¢ {i,j} et les paires {j,k} ou k ¢ {3, j}.
e Sik <i,alors 7(k) =k <i < j=7(i). Une paire {i, k} telle que k < i n’est pas une
inversion de 7.
e Si k> j,alors 7(k) = k > j = 7(i). Une paire {k,i} telle que k > j n’est pas une
inversion de 7.
o Sii<k<j,alors 7(i) = j > k = 7(k). Une paire {k,i} telle que i < k < j est une
inversion de 7.
Au total, il y a j — 1 — i paires {i, k} telles que k ¢ {i,j} qui sont des permutations
de 7 (y compris si j =i+ 1).
De méme, il y a j — 1 — ¢ paires {j, k} telles que k ¢ {i,j} qui sont des permutations
de 7.
Au total, le nombre d’inversions de 7 est N = 2(j — 1 —4) + 1. En particulier, 7 admet un
nombre impair d’inversions et donc €(7) = (—1)V = —1. O

Théoréme 1.2.14. Si o et 7 sont deuzr permutations de {1,...,n}, on a :
e(or) = €e(o)e(T).

L’application € est donc un morphisme de groupe de S, dans ({—1,1}, x).
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Corollaire 1.2.15. Si o = 712 --- 7, est une décomposition en produit de transpositions
de la permutation o, alors e(c) = (—1)P.

Remarque 1.2.16. Pour une permutation o, il n’y a pas d’unicité de la décomposition en
produit de transpositions. En revanche, la parité du nombre de transpositions intervenant
dans un tel produit est constante.

1.2.4 Groupe alterné
Définition 1.2.17. On appelle groupe alterné A,,, ’ensemble des permutations paires.
Remarque 1.2.18. Le groupe alterné A,, est un sous-groupe de S,,.

Exemple 1.2.19.
1. Ona Sy ={Id,(1,2)}, donc Ay = {Id}.
2. Le groupe S3 est composé :
e de l'identité, qui est paire,
e des transpositions (1,2), (1,3) et (2,3) qui sont impaires
e des 3-cycles (1,2,3) et (3,2,1) qui sont pairs.
Donc Az = {Id, (1,2,3),(3,2,1)}

Proposition 1.2.20. Si 7 € S, est une permutation impaire, alors l’ensemble des per-
mutations impaires est :

A, ={o7r | 0 € A,}.

Démonstration. Sio € Ay, alors e(o1) = £(0)e(T) = —1, ce qui prouve que o7 est impaire.
Réciproquement si o est impaire, alors o7~ ! est paire et donc o = (07717 € A,7. ]

Il y a donc autant que de permutations paires que d’impaires, ce qui prouve :

Corollaire 1.2.21. Le groupe A, est de cardinal %'

1.2.5 Décomposition d’une permutation en produit de cycles a support
disjoints

Définition 1.2.22. Soient n € N* et 0 € S,,. Pour k € {1,...,n}, l'orbite de k sous o est

O(k) = {07(k), j € Z}

Théoréme 1.2.23. Soientn € N* et o € S,,. Tout k de {1,...,n} appartient d une orbite
et une seule, Les orbites sous o forment une partition de {1,...,n}.

Exemple 1.2.24. Reprenons la permutation o = ( ;
Dans l'orbite de I’élément 1, on trouve o(1) = 5, 0%(1) =
o%(1) = 0(3) = 1. On en déduit que O(1) = {1,5,6,3} = O(3) = 0(5 = (’)(6)
Ensuite, 0(2) = 2 et donc pour tout k € Z, 0"(2) = 0

0(2) ={2}.

Enfin, 0(4) = 7 et 02(4) = 0(7) = 2. Donc O(4) = {4,7}.

Définitions 1.2.25. Soit n > 2.
Un cycle de {1,...,n} est une permutation de {1, ...,n} qui admet une orbite et une seule

non reduit a un singleton. Le support de ce cycle est son orbite et la longueur de ce cycle
est le cardinal de son support.
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Remarque 1.2.26. Les transpositions sont les cycles de longueurs 2.
Théoréme 1.2.27. Deuzx cycles a support disjoints commutent

Théoreme 1.2.28. Toute permututation distincte de ’identité se décompose de maniére
unique, a l'ordre prés en un produit de cycles d supports deux a deux disjoints.

Remarque 1.2.29. La décomposition s’obtient en déterminant les orbites

) 123 45 6 7
Exemple 1.2.30. Reprenons la permutation ¢ = (5 91 76 3 4 ) et posons

c1=(1563)et cyg=(47). On en déduit que 0 = ¢ 0co =30 ;.

Théoréme 1.2.31. La signature d’un cycle de longeur | > 2 est (—1)1.

Théoréme 1.2.32. Soinet n > 1 puis o € S,,. Alors, (o) = (=1)"% o0 k est le nombre
d’orbites de o.

1.3 Sous-groupes distingués, Groupes quotients

1.3.1 Classes a gauches

On se donne un groupe multiplicatif (G, -). Si S est une partie non vide de G, on note,
pour tout g € G :
gS={gs | s€S}tet Sg={sg | se S}

Dans le cas ot G est commutatif, on a g5 = Sg.

Théoreme 1.3.1. Pour tout sous-groupe H de G, la relation R, définie sur G par :
G1Reg2 <= g1 'g2 € H
est une relation d’équivalence.

Démonstration. Pour g € G, on a g~'g =1¢ H, donc Ry est reflexive.

Si g1,92 € G sont tels que gl_lgg € H, on a alors (gl_lgg)*1 = g;lgl € H, ce qui signifie
que g2Rg4g1. Cette relation est donc symétrique.

Si g1, 92, 93 € G sont tels que gy 'ga € H et g5 'g3 € H,onaalors g; g3 = (97 *92)(95 293) €
H, ce qui signifie que g1 R4g3. Cette relation est donc transitive. O

Pour tout g € G, on note g la classe d’équivalence de g modulo R, et on dit que g est
la classe a gauche modulo H de g.
On a donc, pour tout g € G :

hege gRheg'he He3keH | h=gke hegl

C’est-a-dire g = gH.

En particulier, 1 = H et § = H si, et seulement si, g € H.

L’ensemble de toutes ces classes d’équivalences est noté G/H et on l'appelle [’ensemble
des classes & gauche modulo H. On a donc :

G/H={g | geG}={gH | g€ G}.
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Remarque 1.3.2. On peut définir, de maniére analogue I’ensemble
G\H ={Hg | g€ G}.
des classes a droites modulo H a partir de la relation d’équivalence :
NReg2 < g19; ' € H

Théoréeme 1.3.3. Si H est un sous-groupe de G, alors I’ensemble des classes a gauche
(resp. a droite) modulo H deuz a deuz distinctes forme une partition de G.

Définition 1.3.4. Si H est un sous-groupe de G, le cardinal de I’ensemble G/H est noté
[G : H] et on l'appelle !’indice de H dans G.

Exercice 1.3.5. Soit H un sous-groupe du groupe G. On considere l'application ¢ :
G/H — G\H, gH — Hg™ 1.

1. Montrer que ¢ est bien définie.

2. Montrer que ¢ est isomorphisme.

On déduit de ce qui précede, card(G/H) = card(G\H).

Théoréme 1.3.6 (Lagrange). Soient G un groupe fini d’ordre n > 2 et H un sous-groupe
de G. Pour tout g € G, on a card(gH) = card(H) et :

card(G) =[G : H]card(H)
donc lordre de H divise celui de G.

Démonstration. Pour g fixe dans le groupe G, la "la translation a gauche" h — gh est
une bijection de G sur G et sa restriction a H réalise une bijection de H sur gH. Il en
résulte que gH et H on méme cardinal.

L’ensemble des classes a gauche suivant H réalise une partition de G et ces classes sont
en nombre fini de méme cardinal égal & celui de H, il en résulte que :

card(G) =[G : H]card(H)
et card(H) divise card(G). O

1.3.2 Sous-groupe distingués

Définition 1.3.7. On dit qu’une relation d’équivalence R sur G est compatible avec la
loi de G si, pour tous g,¢’,h dans G, on a :

gRg = ghRg'h et hgRhg'

Théoreme 1.3.8. Si H est un sous-groupe de G, alors la relation d’équivalence R, asso-
ciée a H est compatible avec la loi de G si, et seulement si, gH = Hg pour tout g € G.

Démonstration. Supposons que R, compatible avec la loi de G. Pour tout k € gH, on a
g_lkRgl et avec la compatibilité a gauche et a droite, on en déduit que g(g‘lk)Rgg et
g(g_lk)g_legg_l, soit k:g_lel, ce qui revient a dire que k € Hg. On a donc gH C Hyg.
De maniere analogue, on montre que Hg C gH et donc gH = Hyg.

Réciproquement, supposons que gH = Hg, pour tout g € G. Si gR4¢' et h € G, on
a alors (gh)~'g’h = h='g~'g'h avec g~'¢’ € H, donc g~'¢g’h € Hh = hH et (gh)~'g'h =
h™lhk =k € H, c’est-a-dire ghR,g'h. Puis avec (hg) ‘hg' = g 'h~thg = g7'¢’ € H, on
en déduit que hgR49'h. Donc R4 est compatible avec la loi de G. 0
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Définition 1.3.9. On dit qu'un sous-groupe H de G est distingué ou normal si on a
gH = Hg pour tout g € G. On note H < G pour signifier que H est un sous-groupe
distingué de G.

Exemple 1.3.10.
e {1} et G sont toujours distingués dans G.
e Si le groupe G est commutatif, alors tous ses sous-groupes sont distingués.

Remarque 1.3.11. Un sous-groupe H de G est distingué si, et seulement si, on a gHg™! =
H ou H = g-'Hg ce qui équivaut a dire que ghg™' € H ou g~ 'hg € H pour tout
(h,g) € HxG.

Théoréme 1.3.12. Si G et G’ sont deuzr groupes et ¢ un morphisme de groupes de G
dans G'. Alors ker(y) est un sous-groupe distingué de G.

Démonstration. Pour (g,h) € ker(p), on a (g~ 'hg) = (g~ e(h)p(g) = w(g)~" -
lgp(g) = 1, i.e. g thg € ker(p). Le sous-groupe ker(p) de G est donc distingué. O

Exemple 1.3.13. Le groupe alterné A,, est distingué dans le groupe symétrique .S,, comme
noyau de la signature.

Théoreme 1.3.14. Un sous-groupe H d’un groupe G est distingué si, et seulement si, il
existe un unique structure de groupe sur l’ensemble quotient G/H des classes modulo H
telle que la surjection canonique w : G — G/H, définie par (g) = g = gker(p) pour
tout g € G, soit un morphisme de groupes.

Démonstration. Si G/H est muni d’une structure de groupe telle que 7 soit un morphisme
de groupes, on a alors nécessairement pour tous g, ¢’ dans G, gg' = w(g)7(¢') = 7(gg') =
99’ L

Pour (g,h) € G x H, on a alors g~lhg = g~'hg = g~ 'g = g~1g = 1 = H, ce qui signifie
que g~ thg € H (on rappelle que § = gH =1 = H si, et seulement si, g € H).

Supposons H distingué. L’analyse que ’on vient de faire nous montre que la seule
loi possible sur G/H est définie par gg' = gg’. Pour montrer qu'une telle définition est
permise, il s’agit de montrer qu’elle ne dépend pas des choix des représentants de g et ¢/,
ce qui résulte du fait R, est compatible avec la loi de G. En effet, si gR491 et ¢'Rg4g], on
a alors gg'Rgg19" et g19'"Rgg191, donc gg'"Rgg19) et g9’ = g1g;-

Il reste a vérifier que G/H muni de cette loi de composition interne est bien un groupe.
e Pour g1, 92,93 € G, on a g1(9293) = 91(9293) = 91(9293) = (9192)93 = 919293 = (9192)73,

on en déduit que cette loi est associative.
e Pourge G,onagl=g-1=g, on en déduit que 1 est le neutre.
e Pourge G,onagg—! = gg—! = 1. On en déduit que tout élément de G/H est inversible
avec (§)" ' =g L
Par définition de cette loi de composition interne, ’application 7 est surjective. O

Remarque 1.3.15. Pour H distingué dans G, le noyau de la surjection canonique est
ker(r) = {g € G | g =1} =1 = H. Comme on a vu que le noyau d’un morphisme
de groupe est distingué, on en déduit qu’un sous-groupe distingué de G est le noyau d’un
morphisme de groupes.

Remarque 1.3.16. Dans le cas ou G est commutatif, pour tout sous-groupe H de G, G/H
est un groupe puisque tous les sous-groupes de G sont distingués. on note alors qu’il est
aussi égal a G\ H.



12 Groupes

Théoréme 1.3.17. Si G, G’ sont deux sous-groupes et ¢ : G — G’ un morphisme de
groupes, il existe alors un unique isomorphisme de groupes ¢ : G/ker(¢) — Im(p) tel
que p =iopom, o i: Im(p) — G’ est linjection canonique définie par i(h') = h' pour
tout b’ € Im(p) et m: G — G/ ker(p) la surjection canonique.

Démonstration. Comme ker(p) est distingué dans G, alors G/ ker(y) est un groupe. Si un
tel isomorphisme @ existe, on a alors, pour tout g € G : p(g) = iopon(g) = iop(g) = P(79).
Ce qui prouve I'unicité P s’il existe.

Vu l'analyse du probléme, on montre d’abord que l'on peut définir @ par B(g) =
©(g) pour tout g € G/ker(p). Pour justifier cette définition, on doit vérifier qu’elle ne
dépend pas du choix d’un représentant de . Si § = h, on a alors g~ 'h € ker(y), donc
(0(9) to(h) = p(g7th) = 1 et ¢(9) = ¢(h). L’application @ est bien définie et par
construction, on a ¢ = iopom. Avec p(gh) = p(gh) = w(gh) = v(g)¢(h) = B(g)®(h). On
voit que P est un morphisme de groupes.

L’égalité p(g) = 1 équivaut & ¢(g) = 1, soit a g € ker(y) ou encore & g = 1. Il est donc
injective et a valeur dans I'm(p) = Im(p), il est alors surjective. O

Corollaire 1.3.18. Soient G, G’ deux groupes et ¢ : G — G’ un morphisme de groupes.
Si G est fini, on a alors card(G) = card(ker(p))card(Im(y))

Démonstration. Comme G/ ker(¢) et Im(p) sont isomorphes, dans le cas ou G est fini,

on a card(Im(p)) = card(G/ ker(p)) = #ﬁﬁ?p))' -

1.4 Ordre d’un élément dans un groupe

Soit G un groupe arbitraire, noté multiplicativement. Si x € G, application ¢ :
(Z,+) — G, n—— z™ est un morphisme de groupe d’image le sous-groupe (x) engendré
par x. Le noyau ker(¢) de ¢, qui est un sous-groupe de Z, est donc de la forme nZ pour
un unique entier n € Z.

Définition 1.4.1. On dit que x est d’ordre fini si ker(y) n’est pas réduit a {0}. On dit
que z est d’ordre infini si ker(y) # {0}.
Lorsque x est d’ordre fini, on appelle ordre de x, 'entier a« € N* tel que ker(p) = aoZ.

Remarque 1.4.2. On dit que x est un élément de torsion de G si son ordre est fini. Dans
ce cas, 'ordre de x est caractérisé par 1’'une des assertions suivantes :

1. Pordre de x est le plus petit entier n € N* tel que a™ = 1,

2. l'ordre de x est 'unique entier n € N* tel que 'on ait :

VkeZ, n|k<d" =1,

Exemple 1.4.3.
1. L’ordre du neutre d’'un groupe G vaut 1.
2. Un élément z non nul du groupe additif C est d’ordre infini.

Théoreme 1.4.4. Soit x un élément du groupe G, d’ordre fini n. Si m € 7Z, l’élément
h = g™ est d’ordre fini 5 ot d = pged(m,n).
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Démonstration. Soient m' = % et n' = %L, alors pged(m’,n’) = 1. On a, d’une part

Y = gdm'n' = (gdnym' — (gmym = 1™ = 1. Donc h est d’ordre fini et son ordre w
divise n/. D’autre part, puisque h* = 1, il s’en suit ¢"“ = 1. Alors, il existe entier k tel
que mw = kn, i.e. m'w = kn’. Puisque pged(m’,n’) = 1, alors n’ divise w. Finallement,
w=n O

Théoréme 1.4.5. Soient g et ¢’ deux éléments commutatifs de G d’ordres finis respactifs
n et n’. on suppose que n et n' sont premiers entre eux. Alors gg’' est d’ordre fini et son
ordre est nn'.

Démonstration. Comme gg' = ¢'g, alors (gg')"™ = g™ ¢ = (¢")" (¢ )" = 1. Donc,
g9’ est un élément d’ordre fini et son ordre w divise nn’. D’autre part, de (¢g¢')* = 1, on en
déduit que 1 = (gg")*“" = (¢’)“™ entraine n’ divise wn, i.e. n’ divise w car pged(n’,n) = 1.
On montre de méme que n’ divise w en considérant (gg’ )‘*’”/. Puisque n et n/ sont premiers
entre eux, w, multiple commun de n et n/, est multiple de leur produit, et en fin de compte
w=nn' O

Théoréme 1.4.6. Soient ¢ : G — G’ est un morphisme de groupes injectif.
1. Six € G d’ordre infini, alors p(z) est d’ordre infini.
2. Six est fini d’ordre n, alors p(x) est fini d’ordre n.

Théoréme 1.4.7. Si le groupe G est cyclique, de cardinal n, alors tout sous-groupe de G
est cyclique, de cardinal un diviseur de n.

Théoréme 1.4.8 (Cauchy). Si G est un groupe fini d’ordre n > 2, alors pour tout diviseur
premier p de n, il existe dans G un élément d’ordre p.



Chapitre 2

Anneaux

2.1 Structures d’anneaux

2.1.1 Définitions et Exemples

Définition 2.1.1. On appelle anneau un ensemble A muni de deux lois de compositions
interne ; une addition (notée en général +) et une multiplication (notée en général x ou
sans symbole) satisfaisant aux axiomes suivants :

1. (A,+) est un groupe abélien (son neutre, noté 0 ou 04 est ’élément nul de A).

2. La multiplication est associative et distributive par rapport a ’addition.

3. La multiplication admet un élément neutre (noté en général 1 ou 1).

Un anneau est dit commutatif si, et seulement si, sa multiplication est commutative.

Exemple 2.1.2. (Z,+, x) est un anneau commutatif non nul.

Proposition 2.1.3 (Reégle de calcul). Dans un anneau A, on a les propriétés suivantes :
1. Vae A,0xa=ax0=0.
2. Y(a,b) € A2, (—a) xb=a x (—b) = —(a x b).

Démonstration. Pour a € A,ona:ax0+ax0=ax(0+0)=ax0=ax0+0.
Puisque (A, +) est un groupe, on peut simplifier par a x 0. Ce qui donne a x 0 = 0. Par
un raisonnement analogue, on montre que 0 X a = 0.

Soit (a,b) € A2, montrons que a X (—b) et a x b sont opposés. On a a x (—b) + a x
b=ax(b—-—0 =ax0=0.Donc ax (—b) = —(a xb) et on prouve de méme que
(—a) x b= —(a x b). O

Remarque 2.1.4. Si dans un anneau A, on a 05 = 15, alors Vo € A, x = 1pax = 0ax = 04
et donc A = {0a}. Un tel anneau est appelé anneau nul.

Proposition 2.1.5 (Distributivité généralisée). Si (a;)icr et (bj)jes sont deuzx familles
d’éléments d’un anneau A, indexées par des ensembles finis I et J, on a :

(59 (50) -, 5

iel (3,4)xIxJ

Proposition 2.1.6. Soient a et b deux éléments d’un anneau A tels que ab = ba.

14
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1. Formule du binéme de Newton :

VneN, (a+b)"=> Cha’b"?.
p=0

2. Pourn €N,
a" =" =(a—b) (@ +a" b+ +ab" ")

En particulier, ces relations sont vraies quels que soient les éléments a et b d’un anneau
commutatif.

Définition 2.1.7. On appelle sous-anneau d’un anneau d’un anneau (A, +, X), un sous-
groupe de (A, +) qui est stable par x et qui contient 14.

Exemple 2.1.8. Z est un sous-anneau de R.

2.1.2 Anneaux intégres

Définition 2.1.9. Soit A un anneau commutatif. On dit que a € A est un diviseur de 0
si a # 0 et §'il existe un élément x de A non nul tel que ax = 0.

Proposition 2.1.10. Un élément non nul d’un anneau commutatif est régulier pour la
multiplication si, et seulement si, ce n’est pas un diviseur de 0.

Démonstration. Supposons a régulier. Si ax = 0, alors ax = a0 et par conséquent x = 0.
Donc a n’est pas diviseur de 0.

Supposons a n’est pas un diviseur de 0. Si az = ay, alors a(z —y) = 0; donc x —y = 0,
i.e. x = y et a est régulier. O

Définition 2.1.11. Un anneau intégre est un anneau commutatif, différent de {0}, et
sans diviseur de 0.

Exemple 2.1.12. L’anneau (Z, 4+, X) est intégre.

2.1.3 Morphismes d’anneaux

Définition 2.1.13. Soient (A, +, x) et (B, +, x) deux anneaux. On dit que ¢ : A — B
est un morphisme d’anneauz si :

L V(z,y) € A%, p(z +y) = (@) + ¢(y),

2. Y(z,y) € A%, p(z x y) = ¢(z) x p(y),

3. ¢(1a) = ¢(1p).

Les morphismes d’anneaux de (A, +, x) dans (B, +, x) sont en particulier des mor-
phismes de groupes de (A,+) dans (B,+). Ils en ont donc toutes les propriétés et on
utilise la méme terminologie : endomorphisme, isomorphisme, automorphisme. On définit

le noyau de ¢ par ker(¢) = o~ 1({0g}).

Proposition 2.1.14. L’mage d’un sous-anneau de A par un morphisme d’anneauxr de A
dans B est un sous-anneau de B.
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2.1.4 Notion d’idéal d’un anneau commutatif

Définition 2.1.15. Soit A un anneau commutatif.
On appelle idéal de A d’un anneau commutatif A, tout sous-groupe additif I de A vérifiant
la propriété suivante, dite propriété d’absorption :

V(u,i) € AX I, ui € 1. (2.1)
Exemple 2.1.16. Les sous-ensembles {04} et A sont des idéaux de A.

Remarque 2.1.17.

a) Si I est un idéal de 'anneau A et si 1 € I, alors I = A. En effet, quel que soit a € A,
onalxa=a€l,donc ACI. Comme on a toujours I C A, alors [ = A.

b) Si I est un idéal propre de 'anneau A, i.e. I # A, alors aucun élément de I n’est
inversible (pour la multiplication). En effet, s’il existe a € I tel que a™~! existe, alors
ala=1€TletI=Adapresa), ce qui est contraire & ’hypothése. Donc a n’est pas
inversible.

Proposition 2.1.18. Une partie I de A est un idéal si, et seulement si, elle est non vide
et vérifie :
V(u,v) € A% V(i,7) € I?, ui+wvj € I.

Démonstration. Le sens direct est clair. La réciproque vient des relations i — j = (1)i +
(—=1)j et ui = ui+ 07. O

Proposition 2.1.19. L’intersection d’une famille d’idéaux est un idéal de A.

Démonstration. Soit I lintersection d’une famille (I,),ex d’idéaux de A. On sait que I
est un sous-groupe additif de A. Soient i € I et a € A; pour tout x € X, on a i € I, et
par conséquent, ai € I,. Ainsi, ai € 1. ]

Proposition 2.1.20. Soient I et J deux idéaux de A. La somme
I+J={i+j | (i,j) e IxJ}
est un idéal de A.

Démonstration. L’élément nul que 'on peut érire 0 + 0 appartient & I + J. Si s et ¢
appartiennent a I+ J, ils s’écrivent s = i+j et t = k41 avec (i,j) € I x J et (k,1) € I x J.
Pour (u,v) € A%, 'expression us + vt = (ui + vk) + (uj + vl) appartient donc & I +.J. [

Proposition 2.1.21. Si ¢ : A — B est un morphisme d’anneauz, le noyauz de ¢ est un
idééal de A.

Démonstration. Nous savons que ker(y) est un sous-groupe additif de A. Si (a,x) € A X
ker(p), I'égalité p(az) = ¢(a)p(x) = p(a)0a = 04 montre que ax appartient a ker(y). O

Remarque 2.1.22. Plus généralement, I'image réciproque de tout idéal de B est idéal de A.
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2.2 Anneaux quotients

Théoréme 2.2.1. Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A. Alors la relation
définie par xRy < x —y € I est une relation d’équivallence sur A, compatible avec les
deuz lois de A. L’ensemble quotient, noté A/I, muni des deux lois quotients est un anneau
aapelé anneau-quotient de A par I. De plus, A/I est commutatif.

Démonstration. Comme I est un sous-groupe du groupe additif A et R est une relation
d’équivallence, on peut définir le groupe additif quotient A/I.

Montrons que la relation R est compatible avec la multiplication de A.

On doit démontrer que les relations z — 2’ € T et y — ¢y’ € I impliquent zy — 2’y € I.
Orsiz—a2'=uelety—y =vel,ona:

r=24uety=y +v
d’ou
xy =2y +2'v+uy +uwv
Comme I est un idéal, 2’v,uy’,uv € I et on en déduit que :
xy—2y =2'v+uy +uv el

On peut donc définir la loi quotient de la multiplication en posant (z+I)(y+1) = zy+ 1
quels que soilent T=x+ I € A/l etg=y+ 1€ A/I. Ainsi, Ty =2y +1 =7y

Cette multiplication de A/I est commutatif. En effet, 7y = 7y = yz = yz.

On vérifie que la multiplication de A/I est associative et distributive par rapport a
l’addition de A/I. Donc A/I, muni des deux lois quotient, est un anneau. O

Par exemple Z/nZ avec n € N est un anneau commutatif car nZ est un idéal de Z.

2.3 Idéaux maximaux et idéaux premiers

2.3.1 Idéaux maximaux

Définition 2.3.1. Soit I un idéal de I'anneau A. On dit que I est un idéal mazrimal si
I # A et si, pour tout idéal J différent de I, I C J implique J = A.

Théoreme 2.3.2. Soit I un idéal d’un anneau commutatif A. Alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

i) L’idéal I est mazimal.

1) L’idéal I est propre et, pour tout x € A\I, l'idéal I + Ax est égal a A.
iii1) L’anneau quotient A/l est un corps.

Démonstration. Si I est maximal et z € A\I, alors I'idéal I + Az contient strictement I,
donc il est égal a A (par maximalité).

Supposons que, pour tout x € A\I, I'idéal I + Ax est égal a A. Soit ¥ un élément non
nul de 'anneau quotient A/I. Alors y € A\I, et, par hypothese, il existe a € A et i € I
tels que i + ay = 1, ce qui entraine que ay = 1 dans A/I. Ainsi, tout élément non nul de
A/I est inversible et cet anneau est un corps.

Supposons enfin que A/I est un corps. Ses seuls idéaux sont {0} et lui-méme. Il I’y
a donc une bijection entre les ideuax de A contenant I et les ideaux de A/I (deuxiéme
théoréme d’isomorphisme pour les anneaux) : le seul idéal propre de A contenant I est
donc [ lui-méme. O
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Corollaire 2.3.3. L’idéal {0} est maximal si, et seulement si, A est un corps. Les idéaux
mazimauz de A/I sont les B/I, ou B est un idéal mazimal de A de A contenant I.

Exercice 2.3.4. Décrire les idéaux maximaux de Z et de Z/mZ avec m € N\{0, 1}.

Théoréme 2.3.5 (Théoreéme de Krull). Soit A un anneau et soit I un idéal de A. Alors,
I est contenue dans un idéal maximal.

2.3.2 Idéal premier
Définition 2.3.6. On appelle idéal premier de A, un idéal propre I de A vérifiant :

Ve,yec A, zye Il = xclouyel.

Théoréme 2.3.7. Soit I un idéal de l'anneau A. Alors, l'idéal I est un idéal premier de
A, si et seulement si, l'anneau quotient A/I est intégre.

Démonstration. Notons T la classe de + € A dans A/I, alors T = 0 si et seulement si
x € I; et tous les éléments de A/I sont de la forme T avec x € A. L’implication de la
définition se réécrit donc : VZ, 5 € A/I, Ty = 0 = T = 0 ou § = 0, ce qui caractérise
l'intégrité de A/I. O

Corollaire 2.3.8.

1. Tout idéal mazximal est premeir.

2. Tout anneau non nul admet des idéaux premiers.

3. L’idéal {0} de A est premier si, et seulement si, A est intégre.

4. Les idéauz premiers de A/I sont les idéaux P/I, ot P est un idéal premier de A.

Exercice 2.3.9. Décrire les idéaux premiers de Z.



Chapitre 3

Corps

3.1 Structures de corps

3.1.1 Définitions et exemples

Définition 3.1.1. On dit (K, +, x) est un corps si (K, +, X) est un anneau commutatif
non nul et dont tous les éléments non nuls sont inversibles pour la multiplications.

Remarque 3.1.2. Un corps est un anneau anneau intégre, puisqu’il est commutatif, non
nul et que tous ses éléments non nuls sont inversibles, donc réguliers.

Exemple 3.1.3.
1. Q, R et C munis des lois usuelles sont des corps.
1. Z muni des lois usuelles n’est pas un corps, puisque seuls 1 et —1 sont inversibles.

Notation 3.1.4. Si a et b sont deux éléments deux éléments d’un corps K, b étant non
nul, on note 7 I'élément a x bl de K

Pour (a,b,a’,b',z) € K> avec b # 0, ' # 0 et x # 0, on a alors les régles de calcul
suivantes :

!
0%:%<:>ab’:a’b.
ar __ a
.E_/b. b/ /b
a a _ ab +4a
RN
a . a _ ad
XY T

1
a _b
oSla#O,(b> =_.

Définition 3.1.5. Soit K un corps. On appelle sous-corps de K un sous-anneau de K
qui est un corps

Exemple 3.1.6. Q, R et C sont trois sous-corps de C.

3.1.2 Corps des fractions

Définition 3.1.7. On dit qu'un corps K est un corps des fractions de 'anneau intégre A
si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

a) A est un sous-anneau du corps K.

b) Pour tout = € K, il existe dans A des éléments a et b tels que z = ab™*.

19
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Théoreme 3.1.8. Tout anneau commutatif intégre A admet un corps des fractions.

Elément de démonstration. Soit E l’ensemble des couples (p,q)oupe A, ge Aet q#0.
Sur E, la relation R définie par (p,q)R(p',q’") < pqd’ = qp’ est une relation d’équivallence.
Soit K l’ensemble quotient E//R ; notons ¢ I'application canonique de E sur E/R.

On définit deux lois internes sur F en posant :

Addition : (p,q) + (r,s) = (ps + qr,qs).
Multiplication : (p,q) - (r,s) = (pr, gs).

On vérifie sans peine que I'addition et la multiplication ainsi définies sont associatives,
commutatives, admettant pour éléments neutre (0,1) et (1,1) respectivement, et que la
multiplication est distributive par rapport a ’addition.

On vérifie également qu’elles sont compatibles avec la relation d’équivallence R.

Dans I'ensemble quotient notons encore + et e les lois quotients. Ces lois sont associa-
tives, commutatives et la multiplication est distributive par rapport a ’addition.

Pour 'addition, ¢(0,1) est 1’élément neutre et ¢(—p, q) est 'opposé de ¢(p,q); donc
(K, +) est un groupe abélien.

Pour la multiplication, (1, 1) est I’élément neutre. Donc (K, +, ) est un anneau com-
mutatif.

En outre, si ¢(p,q) est différent de ¢(0,1), i.e. si p # 0, ¢(p,q) admet pour inverse
©(p,q). En conclusion (K, +,e) est un corps commutatif. O

Théoréme 3.1.9. Soit A un anneau intégre. Si K et L sont des corps des fractions de
lPanneau A, alors K et L sont isomorphes.

Exemple 3.1.10. Le corps des fractions de Z est appelé corps des rationnels et noté Q.

3.2 Anneaux des polynomes

3.2.1 Construction

Définitions 3.2.1. Soit K un anneau commutatif.

e On appelle polynome a une indéterminée a coefficients dans K, toute suite
(ag,a1,...,an,...) d’élément de K nuls a partir d'un certain rang,.
Un tel polyndéme est noté P = (ag,a1,...,an,...) ou P = (an)neN.

e Les a, sont appelés les coefficients du polynéme P ; on dit que a,, est le coefficients
d’indice n; ag s’appelle le terme constant.

e Si tous les coefficients du polydme P sont nuls, on dit que P est le polynome nul et on
le note 0. On appelle mondme un polynéme dont tous les coefficients sont nuls sauf, au
plus, I'un d’entre eux.

Notation 3.2.2. L’ensemble des polyndémes a une indéterminée a coefficients dans I'an-
neau commutatif K se note K[X].

Définitions 3.2.3. Soient K un anneau commutatif et P = (ag, ai,...,an,...) un poly-

nome a coefficients dans K.

e On appelle degré de P, et on note deg(P), le plus grand entier n tel que a,, # 0. Cette
définition s’applique & tout polynéme de K[X] sauf au polynéme nul 0.

e De méme, le plus petit entier k tel que ay # 0, s’appelle la valuation du polynéme P et
se note val(P). Tout polynéme sauf 0 admet une valution
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e On convient de noter deg(0) = —oo et val(P) = +o0.

Exemple 3.2.4. Prenons K = Z et P =(0,1,0,4,0,0,...). On a deg(P) = 3 et
val(P) = 1.

Définition 3.2.5. On dit que deux polynémes P = (ap)nen €t Q = (bn)nen de K[X]
sont égaux si pour tout entier n, on a a, = b,. En particulier P est le polynéme nul si, et
seulement si, pour tout n, a, = 0.

3.2.2 structure d’anneau de K[X]

Dans ce paragraphe K désigne un anneau commutatif sauf mention expresse du
contraire.

Addition de deux polyndémes

Définition 3.2.6. Soient P = (ap)nen €t @ = (bn)nen deux polynomes de K[X]. On
appelle somme de P et @, et on note P+ @, le polynéme dont le coefficient d’indice n est
égal a, + by, i.e.

P+ Q= (ao+bo,...,an+by,...) (3.1)

Théoréme 3.2.7. Le couple (K[X],+) est un groupe abélien.

Démonstration. Comme (K,+) est un groupe abélien, pour tout n € N, a, + b, € K.
Donc (ag + bg, .. .,an + by, ...) est une suite d’éléments de K. Si I'un des polynémes est
nul, P+ @ est égal a 'autre polyndéme, donc la suite (a, + by, )nen posséde un nombre fini
d’éléments non nuls et P+ @ € K[X]. Si aucun des polynémes n’est nul, soient n et m les
dégrés respectifs de P et ) respectivement. Si k > max(n, m), on aura ay = by = 0, donc
ax + b = 0, ce qui montre que P + Q € K[X].

Les propriétés de I'addition dans K[X] se déduisent facilement de celles de ’addition
dans K. Ainsi, pour tout n € N, (a, + b,) + ¢, = an + (b, + ¢,), donc (P + Q) + R =
P+ (@ + R) et pour tout n € N, a,, + b, = b, + a,, donc P+ Q = @ + P. Le polynéme
0 est I’élément neutre pour l'addition dans K[X] et tout polynéme P = (ap)nen a pour
opposé le polynéme, noté —P, tel que —P = (—ap)pen- O

Théoréme 3.2.8. Posons K[X]* = K[X]\{0}. Alors si P,Q € K[X]|* et si Q # —P.

max(deg(P), deg(Q)) (3.2)

<
> min(val(P),val(Q))

Démonstration. 11 existe deux possibilités : deg(P) = deg(Q) et deg(P) # deg(Q).
1. Premier cas : deg(P) = deg(Q) =n
e Sia,+b, =0, alors deg(P + Q) < deg(P), 'inégalité stricte ayant lieu.
e Siay, + b, #0, alors deg(P + Q) = deg(P), 1’égalité ayant lieu dans ce cas.
2. Deuxiéme cas : deg(P) # deg(Q). Nous pouvons supposer que deg(P) < deg(Q).
Alors par définition du dégré et de la somme, on a
deg(P + Q) = deg(Q) < max(deg(P),deg(Q)). Donc I'inégalité (3.3) est vérifiée.
On démontre de fagon analogue 'inégalité (3.3). O
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Multiplication de deux polyndémes

Définition 3.2.9. Soient P = (ap)nen €t @ = (bp)nen deux polynomes de K[X]. On
appelle produit de P et @), et on note PQ), le polynéme dont le coefficient d’indice n est
défini par
n
Cp = Z aibj = Z akbn,k (3.4)
i+j=n k=0
Montrons que I'on définit bien ainsi un plynéme a coefficients dans K. Si a; = 0 pour
i > ng et bj =0 pour j > mg, on a ¢, = 0 pour n > ng + mgp. En effet, si n > ng + mo,
dans chaque terme de c¢,, on a soit ¢ > ng et alors a; = 0, soit j > mg et alors b; = 0;
donc chaque terme de ¢, est nul, et par suite PQ € K[X].

Théoréme 3.2.10.

1. Le triplet (K[X],+,") est un anneau commutatif et le polynome constant (1,0,0,...),
noté 1, est I’élément neutre de la multiplication.

2. L’anneau K[X] est intégre si et seulement si l’anneau K est intégre.

3. Si P,Q € K[X], on a

deg(PQ) < deg(P)+ deg(Q) (3.5)
val(PQ) > wal(P) + val(Q)

Notion d’indéterminée

Définition 3.2.11. On appelle indéterminée le polyndme, noté X, dont tous les coefhi-
cients sont nuls, sauf le coefficient d’indice 1 € N qui est égal a 1 € K :

X = (0,1,0,0,...). (3.7)
L’égalité (3.7) donne aisement :
X% = (0,0,1,0,...)
X3 = (0,0,0,1,0,...)

X" = (0,0,...,1,0,...)

ot le coefficient 1 de X" se trouve au (n + 1)*™° rang.
On voit que pour tout a, € K,

an X" =(0,...0,ay,0,...)
d’ou, si ag,aq, ..., sont des éléments de K et si ap = 0 pour k > n,
(ag,a1,...,ap,0...)=ag+ a1 X + -+ a, X"

Nous écrivons désormais le polynéme P = (ag,a1,0,...) de degré n sous la forme
n
ao—i-alX—l—---—i-anX":Zaka (3.8)
k=0

Lorsque on écrit P sous la forme ag + a1 X + -+ + a, X", on dit que P est ordonné
suivant les puissances croissantes de X. Si on écrit P = a, X" + --- + a1 X 4 ag, on dit
que P est ordonné suivant les puissances décroissantes de X.

Le coefficient a,, est appelé coeffeicient dominant de P. Lorsque a,, = 1, on dit que le
polynoéme P est unitaire ou normalisé.



3.2 Anneaux des polyndémes 23

3.2.3 Propriétés arithmétiques de K[X]

Dans ce paragraphe, on désigne par K un corps commutatif.

Division eucidienne dans K[X]

Définition 3.2.12. Soient A et B deux polynémes de K[X]. On dit que B divise A, et
l'on note B | A §'il existe un polynéome @ de K[X] tel que A = BQ. On dit aussi que A
est multiple de B, ou que B est un diviseur de A.

Théoréme 3.2.13. Soient A et B deux polynomes de K[X] tels que B # 0. Alors il existe
un couple unique (Q, R) de polynomes de K[X] tels que

A = BQ + R avec deg(R) < deq(B).

Q s’appelle le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B. A s’appelle le
divideente, B le diviseur.

Exercice 3.2.14. Diviser A = X% 4+ X? —4X +2par B= X2 +2X + 1.

Polynémes irréductibles

Définition 3.2.15. On dit qu'un polynémes de K[X] est premier ou irréductible sur le
corps K s’il n’est pas constant et si ses seuls diviseurs dans K [X] sont les polynoémes asso-
ciés & P et les éléments non nuls de K. Cette de définitions dépend essentiellement
du corps K.

Remarque 3.2.16. Dire qu'un polynome de K[X] est irréductible revient a dire qu’il est
impossible de 1’écrire comme produit de deux polynémes non constants de K|[X].

Exemple 3.2.17. Tout polynéme P de K[X], du premier degré, est irréductible. En effet,
si P=AB, avec A, B € K[X], on a 1 =deg(P) = deg(A) + deg(B) donc, nécessairement,
I'un des polynémes A ou B est de degré 0 et 'autre de degré un.

Exercice 3.2.18. Montrer que le polynéme X2 — 2 est irréductible sur Q[X].

3.2.4 Division suivant les puissances croissantes

K désigne un corps commutatif. Nous présentons dans ce paragraphe la division suivant
les puissances croissantes. 1l s’agit, étant donnés deux polynomes A et B, de trouver un
polynéme @ tel que val(A — BQ) soit supérieure a un entier naturel fixé a I’avance.

Théoreme 3.2.19. Soient n un entier naturel, A un polynéme quelconque et B un poly-
nome tel que val(B) = 0. Il existe un couple (Q, R) de polynomes de K[X] tels que

A= BQ+ X" R avec deg(Q) < n. (3.9)

Définition 3.2.20. Pour un entier n donné, I’écriture (3.9) s’appelle la division suivant
les puissances croissantes de A par B a l’ordre n. Dans cette division @) est le quotient a
Uordre n et X" TR le reste d l'ordre n.

Exercice 3.2.21. Diviser A = 1+ X par B = 1— X + X ? suivant les puissances croissantes
de X a lordre 2.



24 Corps

3.2.5 Fonction polyndmes, Racines d’un polynéme

Définition 3.2.22. Soient K un anneau commutatif et P = ag + a1 X + - + a, X", un
polynéme de K[X]. On appelle fonction polyndme ou fonction polynomiale associée au
polynéme P, I'application P de K dans K, associant a tout z de K 1’élément

P=ay+aiz+- -+ a,z".

Remarque 3.2.23. La fonction polynoéme associée au polynéome P se note souvent a l’aide
du méme symbole P, mais cette notation est dangereuse a cause des confusions possibles.

Dans la suite, on suppose que K est un corps commutatif.

Définition 3.2.24. Soient P un polynéme de K[X] et a un élément de K. On dit que a
est une racine ou un zéro de P si P(a) = 0.

Théoréme 3.2.25. Soient P € K[X] et a € K. Pour que a soit racine de P, il faut et il
suffit que P soit divisible par X — a.

Démonstration. Si P est divisible par X —a, alors il existe @ € K[X] tel que P = (X —a)Q;
donc, pour tout z € K, on a P(z) = (x — a)Q(z). Si en particulier # = a, on a P(a) = 0.
Donc a est une racine de P.

Réciproquement, supposons que ]5(a) = 0. Effectuons la division euclidienne de P
par X — a. On obtient P = (X — a)@ + R avec deg(R) < deg(X — a) = 1, donc R est
un polyndéme constant. En prenant les valeurs des fonctions polyndémes associés au point
z = a, il vient 0 = P(0) = 0- Q(a) + R. Donc P est divisible par X — a. O

Définitions 3.2.26. a

e Soient P € K[X], a un élément de K et a > 1. On dit que & est une racine d’ordre «
ou de miltiplicité a de P, si P est divisible par (X — a)® sans l'étre par (X — a)®*!.

e On dit que lentier « est la multiplicité ou l’ordre de multiplicité de la racine a.

e Une racine d’ordre 1 est dite racine simple, une racine d’ordre 2 est dite racine double,

Définition 3.2.27. On dit qu'un polynéme P de K|[X] est scindé sur K si P = 0, ou,
dans le cas contraire, si P est décomposable en un produit de facteurs du premier degré
(distincts ou non) de K[X].

3.3 Corps des fractions rationnelles

Soit K un corps commutatif. Nous savons que ’ensemble K[X] des polynémes & une
indéterminée a coefficients dans K est un anneau commutatif integre dans lequel les seuls
éléinversibles sont les polynomes de degré 0. K[X]| n’est donc pas un corps, mais on
peut construire le corps des fractions de K[X]. Ce corps s’appelle le corps des fractions
rationnelles a une indéterminée d coefficients dans K. On le note K(X).

3.3.1 Fractions rationnelles

On pose K[X]* = K[X]\{0}.


null

null
a
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e K(X) est ensemble quotient de K[X]| x K[X]* par la relation d’équivallence R :
(A, B)R(Al, Bl) <~ ABl = AlB.

Une fraction rationnelle F' de K(X) est donc une classe d’équivalence représentée par
un couple (A, B) d’éléments de K[X] dans lequel B # 0. Et un autre couple (Aj, By)
représente la méme fraction I si, et seulement si AB; = A1 B.

e Si (A, B) est un représentant quelconque de F', on convient d’écrire F' = % ; on dit que
A est le numérateur et que B est le dénominateur de la fraction rationnelle F'.

e Dans K[X] x K[X]*, on définit 'addition et la multiplication en posant :

A+C_AD+BC ; A C AC

B"D- BD © B D BD
Les deux lois de K(X) sont les lois quotients , alors le triplet (K (X),+,-) est un corps
commutatif. L’élément neutre pour 'addition est la fraction nulle 0 qui est la classe des

couples (0, B) tels que B # 0. L’élément neutre pour la multiplication, appelée fraction
rationnelle unité, et noté 1, est la classe des couples (B, B) avec B # 0.

Théoréme 3.3.1. Soit F € K(X)\{0}. Si % est un représentant quelconque de F', entier
deg(A) — deg(B) ne dépend que de F. On appelle le degré de la fraction rationnelle F', et
on le note deg(F').

Démonstration. Soient % et % deux représentants de F'. Ona AB; = A; B, donc deg(A)+
deg(B1) = deg(A1) + deg(B). Comme deg(B),deg(B1) € N, puisque B # 0 et By # 0, on
en déduit que deg(A) — deg(B) = deg(A1) — deg(B). O

Comme pour les polynémes, on convient de poser deg(0) = —oo.

Théoréme 3.3.2. i % et % sont des éléments non nuls de K(X), on a

deg(% + %) < max (deg(é), deg(ﬁ))
deg(% . %) = deg(é) + deg(%))

Définition 3.3.3. Soit F' € K(X)\{0}. On appelle représentant irréductible de F ou
forme irréductible de F' toute représentation de F' sous la forme %, ou A et B sont des
éléments de K[X] premiers entre eux.

A

Théoréme 3.3.4. Soit F' un élément de K(X)\{0}. Alors :

o I posséde des représentants irréductibles.

e Si (A, B) est un représentant irréductible de F, les autres représentants irréductibles de
F sont de la forme (MA,AB), ou A € K*, et les représentants de F' sont de la forme
(AC,BC), ou C € K[X]*.

Définitions 3.3.5. Soit F' = g une fraction rationnelle de K (X) écrite sous forme irré-
ductible. On appelle pdle de F' toute racine de son dénominateur. On dit a € K est un
pole d’ordre o de F si a est un zéro d’ordre o de Q). Toute racine de multiplicité k du
polynéme P est dit racine d’ordre k de F'.
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3.3.2 Décomposition d’un fraction rationnelle en éléments simples
Théorémes généraux

Lemme 3.3.6. Soit F' un élément de K(X). 1l existe un unique polynéme E tel que l'on
ait '= FE + R ou R est une fraction rationnelle de degré strictement négatif. On dit que
E est la partie entiere de F'.

Démonstration. Soit % un représentant quelconque de F'. Comme B # 0, on peut effectuer
la division euclidienne de A par B. On obtient

A=EB+ D avec D =0 ou deg(D) < deg(B).

Si D=0, F=F+0 et 'existence est établie. Sinon, on a

Posons R = 5 ; on a deg(R) < 0.
L’écriture est unique car si E' et F; sont des polynomes tels que F = E+ R = E1+ Ry
avec deg(R) < 0 et deg(R1) < 0, on a

deg(E1 — E) =deg((F — E)+ (E1 — F)) < max(deg(F — E), deg(E) — F)).

On en déduit que deg(Ey — E) < 0 car deg(F — E) = deg(R) < 0 et deg(E1 — F)) =
deg(R1) < 0. Donc Fy = E. O

Définition 3.3.7. Toute fraction rationnelle de la forme %, ou B est un polyndéme
irréductible de K[X], o un entier supérieur ou égal a 1 et et deg(A) < deg(B), s’appelle
un élément simple.

Théoréme 3.3.8 (décomosition). Soit F' une fraction rationnelle de K(X) écrite sous

sa forme irréducitble g, Q étant un polynome de degré au moins égal a 1. Si QQ =

MNAYBB ... L7 est la décomposition de Q en facteurs irreductibles, il existe une famille
unique
E A, ...,Aq,Bi,...,Bg, L1, - Ly de polynomes de K[X| tels que

P A Ay A,
- g2,y e
g + Tttt e

By By Bg
5ttt gt

Li Lo L,

+T It T

et deg(A;) < deg(A), deg(B;) < deg(B), ..., deg(L;) < deg(L) pour tout i.

Calculer ces polynomes, c’est décomposer la fraction rationnelle F' en éléments simples.
E est appelé la partie entiére de F

Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle sur C

Les polynémes irréductibles de C[X] sont de la forme X — a, o a € C. Le Théo-
reme 3.3.8 se simplifie de la maniére suivante :


null

null
...

null
+...

null
E est appelé la partie entière de F
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Théoréme 3.3.9. Soit F' une fraction rationnelle de C[X] écrite sous forme irréductible g
telle que deg(@Q) > 1. ST Q(X) = A(X —a1)* (X —az)*? - - - (X —ayn)™" est la décomposition
de Q en facteurs irréductibles, il existe un polynome unique E et une unique famille de
scalaires (bij)i1<i<n, 1<j<a, tels que :

F=E+Z(Z<Xb—>>

Remarque 3.3.10. L’expression
j=1 (X —ai)?’
s’appelle la partie polaire ou partie principale de F relative au pdle a;.

Etant donné une fraction rationnelle F' de C(X), sa partie entiére s’obtient en effectuant
la division euclidienne du numérateur de F' par son dénominateur. Nous supposons dans
la suite que cette opération a été faite et nous ne considérons que des fractions rationnelles
de degré strictement négatif.

a) Partie polaire relative a un pole multiple : Soit F/(X) = %
rationnelle de C(X) de degré strictement négatif admetant a pour pole d’ordre k. On
a P(a) # 0 et Q(a) # 0, et la décomposition de F' s’écrit :

une fraction

b1 by bi; P (X)
F(X) = .
(X) X—a+(X—a)2+ +

Dion, POSONS Y =X-a=> X=Y+i

P(X) = (bg + bp1 (X —a) + -+ 01(X — )" HQ(X) + (X — a)"Pr(X)
Prenons alors le polynéme X —a =Y comme nouvelle indéterminée. On obtient alors
Pla+Y)=(bp+bp1Y + -+ 0 Y" HQ(a+Y) + Y*Pi(a+Y)

La partie polaire relative au pole a apparait ainsi comme quotient de la division suivant
les puissances croissantes de P(a +Y) par Q(a +Y) a Uordre k — 1.

b) Partie polaire relative a un podle simple : Si g est une fraction rationnelle irré-
ductible de C(X) admettant le nombre a pour pole simple, alors en posant Q(X) =

(X —a)@1(X), on a une décomposition de la forme (X—Z()gz(X) = X‘ia + Ci(()(X)) avec

Ql (a) 75 0
P(a)

Multiplions les deux membres par X — a puis faisons X = a; on obtient A = )

Exercice 3.3.11. Décomposer la fraction rationnelle F'(X)

1 /12
x=Tp n éléments
simples sur C.

=~ X(X+1D)
Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle sur R

Dans R[X], les polynémes irréductibles sont les polynémes du premier degré et ceux
du second degré a discriminant négatif.


null
Posons Y =X-a=> X=Y+a
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Théoréme 3.3.12. Soit F' une fraction rationnelle de R(X) admettant un représentant
irréductible g tel que deg(Q) > 1. Si

QLX) = )‘ﬁ(X —a)" ﬁ(X2 +p; X + ;)%
4 =

est la décomposition de Q en polynémes irréductibles, il existe un unique polynéme E et
des familles uniques de nombres réels (Aij)i<i<n, 1<j<a;s (Bhr)i<k<m, 1<r<g, €t
(Crr)1<k<m, 1<r<p, tels que

rery (S ) 5 (S )

Définition 3.3.13. Dans la décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle
de R(X), une fraction de la forme s’appelle un élément simple de premiere espéce,

X—ay

B X+ Chr g ‘appelle un élément simple de deuxiéme espéce.

une fraction de la forme T e X o)

a) Pour la recherche de la partie entiere et les éléments simples de premiere espece, tout
ce qui a été dit dans la sous section précédente reste valable.

b) Pour les éléments simples de deuxieéme espece, les méthodes suivantes peuvent étre
utilisées :

e On écrit la décomposition de F' a 'aide de coefficients indéterminés et on détermine
ces coefficients par des considérations numériques particulieres ; I’examen de la parité
de la fraction rationnelle considérée peut simplifier les calculs.

e On utilise la décomposition dans C(X) puis en regroupant les parties polaires rela-
tives aux poles conjugués, on obtient la décompositions dans R(X).

e Si F' n’admet que deux pdles complexes conjugués, on procede par divisions succes-
sives.

Exercice 3.3.14. Décomposer les fractions rationnelle suivante en éléments simples sur

. — . — X . _ 2X44 X3
R: F(X) = comyeere § O = e s H@) = ez



Chapitre 4

Travaux dirigés

Exercice 4.0.1.
1 2 3 4 5 6 7

8
6 12 1 10 9 11 4 3
1) Décomposer ¢ en produit de cycles a supports disjoints.
2) Décomposer o en produit de transpositions.
3) Déterminer l'ordre, puis 'orbite de o.

4) Quelle est la parité et la signature de o.
5) Calculer o199,

Exercice 4.0.2.

1) Déterminer la table de Pythagore de (S3,0).
1 2 3 2
21 3

On considere la permutation o =

9 10 11 12
9 7 8 5 )deSlg.

2) Quel est l'inverse de pu = (

w
N———

1
3) Déterminer le sous-groupe de S3 engendré par p = ( 9 3 1

4) Déterminer tous les sous-groupes de Ss.

Exercice 4.0.3.
Soit (G, +) un groupe multiplicatif; H et K deux sous-groupe distincts de G d’ordre un
méme nombre premier p > 2. Montrer que H N K = {1}.

Exercice 4.0.4.
Montrer que tout groupe fini G d’ordre p premier est cyclique.

Exercice 4.0.5.
Soit (G, -) un groupe fini d’ordre n > 2 et H un sous-groupe de G d’indice 2. Montrer que
H est distingué.

Exercice 4.0.6.
Déterminer I'ordre d’un élément du groupe multiplicative (C*,-).

Exercice 4.0.7.

On dit qu'un anneau A est un anneau de Boole si, pour tout z € A, 22 = z. On fixe A un
tel anneau.

1) Montrer que pour tout x € A, z = —x.

2) Montrer que A est commutatif.
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