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UNIVERSITE OUAGA | Pr Joseph KI — ZERBO Année 2016
Office du Baccalauréat Session Normale
--------------- Epreuve du 1°" tour
Série D Durée : 4 heures

Coefficient : 05

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2) pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

Exercice 1 (4 points)

On considere le polynéme P défini sur C par
P(z)=z*—4(1+ )z +12iz2+8(1 —i)z— 20

1) a) Ecrire sous forme algébrique (1 — i)? puis en déduire les solutions dans C de
1’équation z? = —2i.
b) Déterminer les nombres b et ¢ pour que, pour tout z € C on ait
P(2) = (z2+20)(z% + bz + ¢)
2) Reésoudre dans C I’équation (E): P(z) =0
3) Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (0 ; u, v), on considére les
points A, B, C et D d’affixes respectives
zZp=1—-i,zg=—-1+1i, zc=1+3i, zp =3+1
a) Faire une figure
b) Onpose Z = “pd
Zpc

c) Interpréter géométriquement le module et un argument de Z.
d) Quelle est la nature exacte du triangle ABC puis du quadrilatéere ABCD ?

- Ecrire Z sous la forme algébrique.

Exercice 2 (4 points)

Dans I’espace muni d’un repére orthonormal direct (0 ;1. E), on considere les
points A(—1;1; —3); B(—2;3; =3); C(—2;1;0).

1) Calculer les coordonnées du vecteur AB AAC
2) Soit I le point de coordonnées (—1;3;0).

Calculer la distance de I au plan (ABC). Ces points A, B, C et I sont-ils coplanaires ?
3) a) Calculer I’aire A du triangle ABC en unité d’aire.

b) Déterminer le volume V (en unité de volume) de la pyramide de sommet I et de
base le triangle ABC.

Probleme (12 points)

On considere la fonction f définie sur R par :
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Inx
fl)=q1+x

ex-1six<1

six=>1

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthogonal (O ; 7,7))
tel que ||7]] = 1 cmet ||J]| = 2 cm.

Partie A

Soit g la fonction définie sur I = [1; +oo[ par g(x) =1+ x —xInx

1) Calculer les limites de g aux bornes de I

2) Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation

3) Démontrer que 1’équation g(x) = 0 admet une unique solution a sur I
Vérifier que a € 13,5 ; 4[

4) Déduire de ce qui précéde le signe de g sur [

Partie B

1) Calculer les limites de f en —oo et en +oo
2) Etudier la dérivabilité de f en 1. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
3) Calculer f'(x) pour x € R — {1} et vérifier que

’ _ g(x)
pourtoutx € I, f'(x) = eREsE
4) En déduire le signe de f'(x) pour tout x € R — {1} puis dresser le tableau de variation

de f
5) Montrer que f(a) = %
6) Construire (C), ses tangentes et ses asymptotes

Partie C
On pose J,, = [, x2(Inx)™ dx pour tout n € N

1) CalculerJ, -

2) Montrer que J, = 0 pour tout n € N.

3) Montrer que (J,,) est décroissante

4) Montrer que (J,,) est convergente.

5) En utilisant une intégration par parties, démontrer que pour tout entier
naturel n : 3J,,,4 + (n + 1)J,, = &3

6) En déduire les valeurs exactes de J; et /.

Données: In(3,5) 21,25 ; In2=07 ; e 1=037
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Année 2016
18" tour
PROPOSITION DE CORRIGE

Exercice 1
P(z)=z*—-4(1+0)z3+12iz2+8(1 — i)z — 20

1) a) Forme algébrique de (1 — i)?
1-i)?=-2i
Déduction des solutions de z? = —2i
2=2ieoz2=»01-i) oz=1-iouz=-1+ioSc={1—-i; -1+1i}
b) Détermination des nombres b et ¢
P(z) = (z2+20)(z% + bz + ) = z* + bz3 + (c + 20)z% + 2ibz + 2ic
Par identification,ona: b = —4(1 + i) etc = 10i
P(z) = (z2+2D)[z* - 4(1 + i)z + 10i]
2) Résolution dans C de I’équation (E) : P(z) =0
z’24+2i=0Sz,=1—i0uz,=—-1+i
z2—4(1+i)z+10i; A'=-2i=(1—-i) )= z;=3+iouz,=1+3i
Sce={1—-i; -1+i;3+i;1+3i}
3) zy=1—-i,zg=—-14+1i, z=1+3i, zp=3+1i
a) Faisons une figure

y|  c

b) Forme algébrique de Z

__Zp—zZp __ 2-2i

7 =

Zc—ZB - 2421 -
c) Interprétation géométrique

|Z| = ﬁ =§ et arg(Z) = arg(ﬁ) = (ﬁ‘), ﬁ)
d) Nature exacte du triangle ABC
|Z] =%= 1< BA=BC; arg(Z) = (BC; ﬁ)z—%@ﬁlﬁ donc ABC est
un triangle rectangle et isocele en B
Nature exacte de ABCD

Zgz = 2—2iet ZC—D’=2—21'
Zgz = Zgp donc ABCD est un parallélogramme
Comme ABC est un triangle rectangle et isocele en B, alors ABCD est un carré.
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Exercice 2
A(-1;1; =3); B(—2;3; =3); C(-=2;1;0).

1) Coordonnées de AB ANAC

-1 -1 6
(2 )i7e( 0 ) A nme3)
0 3 2
2) Calcul de d(I; (ABC))

: _ [(@Brac)-al| _ 12
d(I; (ABC)) = GEad =7

d(l; (ABC)) # 0 donc les points A, B, C et I ne sont pas coplanaires
3) a) Calcul de I’aire A du triangle ABC en unité d’aire.
A= é |AB A AC|| = % unité d'aire
b) Déterminons le volume V
V= é X A X d(l; (ABC)) = 2 unité de volume

Probleme (12 points)

Inx .
— six=>1

flx) =41 » Dr=R
ex1s5ix<1

Partie A

Dy=1=][1; +oo[;g(x)=1+x—xInx

1) Calcul des limites de g aux bornes de I
lirr11+g(x) = 1irr11+1 +x—xlnx=2carln1 =0
X— X—

lim g(x) = xE)Tool +x(1—Inx)=—ococar lim Inx = +oo

x—+00 xX—+
2) Etude du sens de variation de g et tableau de variation de g
g'(x) =—Inx <0Vx € [1; +oo[ donc g est décroissante sur [
X 1 +o0
9' (x) -

2
g(x) \

3) Démontrons que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a sur [

g est continue car dérivable et est strictement décroissante sur [1; +oo[ donc elle réalise

une bijection de [1; +oo[ vers |[—oo; 2] et comme 0 € |—oo ; 2] alors 1’équation

g(x) = 0 admet une unique solution @ € [1; +oo[

Vérifions que a € 13,5 ; 4]

g(3,5) = 0,125 et g(4) = —0,6 < g(3,5) x g(4) = —0,075 < 0 donc @ € ]3,5; 4|
4) Deéduction du signe de g sur I

Vx€e[l; a,gx)>0etVxe]a; +oo[,g(x) <0

—00
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Partie B

1) Calcul des limites de f en —oco et en +o0

1 1
lim f(x) 11m ex1= hmex—lavecX——
X—0 -1
1 . 1 1
lim f(x)= lim —= lim —-——=0car lim —=0¢et lim —=1
x—+00 x—+o00 1+x x—+o0 X 1+x X—+o0 X x—+o00 1+x

2) Etude de la dérivabilité de f en 1

1

lim L9V _ i 20— jim XeX = 0 avec X = —
x—1" x—1 x—1— x—1 X——00 x—1
lim {97 _ o2 1 —car lim % = 1

x—1t x—1 x—1t x—1 1+4+x x—1t x— 1

lim [~/ f(l) % lim 297 gi0r f n’est pas dérivable en 1
x—>1— x— x—1t  x-1

Interpretatlon graphique
Au point de coordonnées (1 ; 0), (€) admet une demi — tangente horizontale a gauche et

une demi — tangente oblique de coefficient directeur % a droite ; le point (1 ; 0) est donc un

point anguleux de (C)
3) Calcul de f'(x) pour x € R — {1}

1
o1 ex18six<1 g(x)
f'(x) = donc f'(x) = Vxel
1+x—xInx . +x)2
—— six21
x(1+x)2

Déduction du signe de f'(x) pourtout x € R—{1}

1

ex1<0

> 1)2>08tex1>0d0u( 1)Zex1>0etdonc—( 2

e Vx>1, x(1+x)%> 0alors f'(x) et g(x) ont le méme signe
Conclusion: ¥V x € |—o0;1[U Ja; +oof, f'(x) <OetVx €]1; a[,f'(x) >0
Tableau de variation de f

e Vx<1,

—00 1 a +o0
f'(x) — 0 1 + 0 -
f()
7 \ / \
4) Montrons que f(a) = 1-
fa )—ln—a,g(a)—O(:)lna——doncf(a)— (H“a) i
5) Construction de (C)
y=1 '
1,,
N ©
f f f f f f \/ f f f f f f
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 y=0
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Partie C
Ju = flexz(lnx)" dx ,n €N

1) Calcul de J, -
e 1 .1° e3-1
= 2 = |— 3 =
Jo f1 x“dx [3 X L 3
2) Montrons que J, = 0 pour toutn € N.
vneNetvx€e[l;e], onax?(Inx)" > 0donc], = flexz(lnx)" dx >0
3) Montrons que (J,,) est décroissante

Jurr —Jn = f *2(n0)" (Inx — 1)dx
1

vneNetvVx€e[l;e], x?(Inx)">0etlnx—1<0= x?(nx)"(lnx—1) <0
= Jpi1—Jn = ff x2(Inx)™ (Inx — 1)dx < 0 et donc la suite (J,,) est décroissante

4) Montrons que (J,,) est convergente.
La suite (J,,) est décroissante est est minorée par 0 donc elle est convergente
5) Démontrer que pour tout entier naturel n : 3/,,,4 + (n + 1)J,, = &3

3Jps1 = ff 3x2(Inx)™*1dx;
{u(x) = (Inx)"*? :{u’(x) =(n+1)

v'(x) = 3x?

(Inx)™
X

v(x) = x3

e
31 = [x3(ln x)n+1] —(n+1) fle x?(Inx)"dx = e3 — J,, et donc
1
3ns1 T (n + 1)]n =e3
6) Déduction des valeurs exactes de J; et /.

2e341
3h+lhh=et=) = 5

5e3-2
27

3h+2h=et o], =
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Office du Baccalauréat Session Normale
--------------- Epreuve du 2™ tour
Série D Durée : 4 heures

Coefficient : 05

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2) pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

Exercice 1 (4 points)

Les documents paléontologiques confirmant 1’idée d’évolution sont nombreux. Parmi les
mieux connus figurent les ossements fossiles des ancétres du cheval actuel. Les longueurs du
crane et de la face pour une série d’animaux représentatifs de la lignée des ancétres du cheval
sont consignées dans le tableau suivant :

Nom Longueur du crane (x;) en cm | Longueur de la face (y;) en cm
Eohippus 7,5 10,7
Mesohippus 11 12,8
Merychippus 14,5 18,5
Pliohippus 15,5 22,5
cheval 21,5 31,2

1) Représenter le nuage de points associé a cette série (x;, y;) dans un repere orthonormé
(0; 7,)) (Unité graphique 0,5 cm)

2) a) Un ajustement affine du nuage de point parait — il possible ?
b) Déterminer les coordonnées des points moyens G, et G, correspondant respectivement
aux trois premiers points et aux deux derniers.
¢) Donner 1’équation de la droite (G;G,) sous la forme y = ax + b ou a et b sont des
parameétres a déterminer. Tracer cette droite.

3) Estimer la longueur de la face d’un descendant du cheval qui aurait dans des millions
d’années, une longueur de crane de 23,2 cm.

Exercice 2 (4 points)
Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct (O ; 7,7). On considére la courbe
paramétrée (T") définie par :

{x(t) =t+In(1-1t) £ €l-o:0]

y(t) = tet

1) a) Etudier le sens de variations des fonctions coordonnées x et y sur I’intervalle |—oo ; 0]
b) Dresser un tableau de variation conjoint de x et y

2) a) Déterminer les équations des tangentes a (I") aux points M(0) et M(—1); M(t) étant
le point de coordonnées (x(t) ; y(t))
b) L’unité étant 2 cm, tracer les tangentes précédentes et la courbe (') dans le repere
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Probléme (12 points)

Partie A

On considere la fonction f définie sur R par f(x) = x(1 + e%7*). On note (C) la courbe
représentative dans un repére orthonormal (0 ; 7,7).

(Unité graphique = 2 cm)

1) Soit h la fonction définie sur Rpar: h(x) =1+ (1 —x)e?™*
a) Etudier le sens de variation de h sur R (On ne demande pas les limites de h).
b) En déduire le signe de h(x) sur R

2) a) Etudier les limites de f en —oco et en 4+

b) Calculer lim %x)puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
X——00

c) Soit (A) la droite d’équation y = x
Calculer 11111 [f(x) — x], puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
X—+00

d) Préciser la position de (C) par rapport a la droite (A).
3) a) Déterminer f'(x) puis étudier son signe.
b) En déduire le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation
c) Montrer que f réalise une bijection de R vers un intervalle J & déterminer.
On note f~1 la bijection réciproque de f
d) f~1 est — elle dérivable en 4 ? Dresser le tableau de variation de f~1.
e) Construire la courbe (C) et (A) puis déduire la courbe (T) de £~ dans le méme repére

Partie B

1) Calculer I’aire A(1) de la partie du plan limitée par (C), la droite (A) et les droites
d’équations x = 0etx = A10u Al € R}.
2) Calculer Alirf A(A) puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
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Année 2016
2nd tour
PROPOSITION DE CORRIGE

Exercice 1
1) Représentation du nuage de points

34t

30+
28+
G
26+
24+
224
20+
18—+
16—+
14+ oG

12+

2) a) La forme du nuage étant allongée, un ajustement affine de ce nuage est possible

b) Détermination des coordonnées des points moyens G, et G,
_ 7,5+11+14,5 15,5+21,5

Xl—Tzll ( ) X, = > = 18,5 ( )
< G,(11;14); < G,(18,5; 27
Y, = 10,7+12,8+18,5 — 14 1 Y, = 22,8:31,2 — 27 2
c) Equation de la droite (G,G,)
14 =11a+b»b 26 76
(G1Gy) 1y = ax+btelsque{27 — 185a+ b ©a=_et b = T
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26 76
(G1Gy) 1y = ITRANET

Tragons cette droite (voir figure)
3) Longueur de la face pour x = 23,2

y=2x232—22=3515cm
Exercice 2

{x(t) =t+In(1-1¢) £ €l-w:0]

y(t) = tet

1) a) Etude du sens de variations de x et y sur I’intervalle |—oo ; 0]
t

{ x'(t) = =
y'(t) = (t+ e’
o VteE]—;0],-t=0etl—t>0alorsx'(t) = 1_—_tt > 0 et donc x est croissante
e Vite€E]-o;0], et > 0alorsy’(t) et (t + 1) ont le méme signe

VteE]-o;—1],y'(t) < 0 ety estdeécroissante

vte]-1;0],y'(t) = 0ety estcroissante

b) Tableau de variation conjoint de x et y

x'(0)=0;y'(0)=1;x(0)=0; y(0)=0

x'(=1) =% ;Y (-1 =0;x(-1) =—1+In2; y(-1)=—e?

, t €]—00;0]

tlirp x(t) = — ; th y(t) =0

t —00 -1 0
0 T ! T 0
y'(t) - 0 + 1
/ 0

x(t —14+1In2

Ol
0 0
_e_l

2) a) Equations des tangentes a (I') :
Au point M(0) ; (Ty) : x =0 etaupoint M(—1); (T_;):y=—e"?
b) Construction de la courbe (I")
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Probléme

Partie A
fx)=x(1+e*™); D =R

1)

2)

3)

h(x) =1+ (1 —x)e?**;D, =R

a) Etude du sens de variation de h sur R
h'(x) = (x —2)e?™™*;
Vx € R,e? ™™ > 0alors h'(x) et (x — 2) ont le méme signe.
Vx€]-oo;2[[h'(x) <0etVx€]2; +oo[,h'(x) > 0.0n en déduit que sur
]—o0; 2[, h est décroissante et sur ]2 ; +oo[, h est croissante

b) Déduction du signe de h(x) sur R
h(2) = 0 est un minimum absolu de h sur R. DoncV x € R,h(x) = 0.

a) Etude des limites de f en —co et en +oo

hm f(x) = hm x(l +e?*)=—oocar lim x = —ooet lim e?™* = +oo

X—>—00 X——00

llm flx) = hm x+xe?™* =+4oocar lim x = +ooet lim xe?™ =0
x—+00 xX—+0o x—+00

b) Calcul et interprétation de lim fx)

x——oco0 X
lim 22 = lim 1+ e2* = +oo alors (€) admet une branche parabolique de direction

x——o00 X X—>—00

I’axe des ordonnées en —oo

c) Calcul et interprétation de lir£1 [f(x) — x]
X—+00

liT [f(x) —x] = lir}} xe? ™ = 0 alors (A) : y = x est une asymptote oblique a (C)
X—+ o0 X—+ 00

en +oo

d) Précisons la position de (C) par rapport a la droite (A).
f(x) —y =xe?* ete?* > 0donc f(x) —y etx ont le méme signe
Vx€]—oo;0[f(x)—y<0etVx€]0; +oof, f(x) —y > 0.
On en déduit que sur |—oo ; 0, (C) est en dessous de (A) et sur |0 ; +oo[, (C) est au
dessus de (A)

a) Détermination de f'(x) et étude de son signe.

ff(x)=1+e?>*—xe>* =1+ (1 —x)e?* = h(x) = 0 d’aprés la question 1)

b) Déduction du sens de variation de f et tableau de variation

Vxe R,f'(x) =0

alors f est croissante sur R ,x —= =
f'(x) +
+o0
—00

c) Montrons que f réalise une bijection de R vers un intervalle J
f est continue car dérivable et est strictement croissante sur R, donc elle réalise une
bijectionde Rvers ] = f(R) = |- ; +oo[

df@=4e fr@=2etf'(f'®W)=f(2=0

Alors f~1 n’est pas dérivable en 4
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Dressons le tableau de variation de f 1 : X —00 +00
Onsait que f~! et f ont le méme sens de f1'(x) +
variation +00
(f_l)(x) /
—00

e) Construction de (C), (A) puis (I")

Partie B

1) Calcul de I’aire A(1)
AQQ) = fo}‘[f(x) — yl dx unité d’'aire ; { u(x) = ;C_ = { uw(x) = i_
v'(x) =e™* v(x) = —e“™*
AQ) = [—xe? ]} - fo}\—ez‘xdx = A1) = e?2 — (A + 1)e?*
2) Calcul et interprétation de Al_i)erA(A)

lim A(1) = e?car lim e?*=0et lim 1e2* =0
A—+00 A—+o0

A—+00
L’aire de la partie du plan limitée par (C), (A) et allant de 0 a +o est égale a e? en unité
d’aire
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UNIVERSITE DE OUAGADOUGOU Année 2015
Office du Baccalauréat Session Normale
--------------- Epreuve du 1°" tour
Série D Durée : 4 heures

Coefficient : 05

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2) pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

Exercice 1 (4 points)

Soit le polynéme P(z) = z3 — (1 + 2i)z2 —3z+2i— 1

1) Montrer que le polyndme P(z) admet une racine réelle z, que I’on déterminera
2) Déterminer trois nombres complexe a, b et c tel que
P(z) = (z— zy)(az? + bz + ¢)
3) Résoudre dans C, I’équation P(z) =0
4) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (0 ; u, v) (unité 2 ¢cm), on
désigne par A, B et C les points d’affixes respectives i, 2 + i et —1.
a) Placer les points A, BetC
b) Soit D I’'image de A par la translation de vecteur BC. Calculer I’affixe de D.

c) Calculer le nombre Z = - ZAZ - Déterminer le module et un argument de Z.
AT 4B

En déduire la nature du triangle OAB

Exercice 2 (4 points)
Dans 1’espace rapporté a un repere orthonormal direct (0 ;1.7 E), on donne les

—4
points A(—2;—1; 2); B(6;-5; 3); C(—1;3;10)etle vecteurﬂ<—7>
4

1) a) Calculer AB A AC et AB - AC
b) Interpréter géométriqguement ces résultats
c) Calculer les distances AB et AC
d) En déduire la nature exacte du triangle ABC
2) Démontrer que les vecteurs 7 et AB A AC sont colinéaires
3) Montrer que ||AB A AC|| = 9|lz|| et en déduire Iaire du triangle ABC en fonction de
la norme de .
4) Soit D(1;1 ;1) un point de I’espace.
a) Lespoints A,B,C,D sont— ils coplanaires ?
b) Calculer d(D ; (ABC)) eten déduire le volume V, en unité de volume, de la
pyramide de sommet D et de base le triangle ABC.

Probleme (12 points)
Partie A

On considere la fonction g définie sur R par g(x) = (1 — x)e* —1
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1) Etudier les variations de g
2) Calculer g(0). En déduire que pour tout x = 0, g(x) < 0.

Partie B

e*—1

f(0)=3
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé
(0 ; 7,)) (unité graphique 2 cm).
On admettra que f est dérivable en 0 et que f'(0) = —%

X
H - 7 - - — 2 . 0
Soit la fonction f définie sur R par : {f(x) Hasix ¥

1) a) Déterminer la limite de f en —co
b) Etablir que —=— = X x —

eX—-1 eX¥ 1-e7¥
En déduire que (C) admet une asymptote horizontale en +co dont on donnera
I’équation.
2) Montrer que la droite (D) d’équation y = —x + 2 est une asymptote oblique a la courbe
(C)en —o

3) Calculer, pour tout x # 0, f'(x) et montrer que f'(x) =

puis déterminer la limite de f en 4o

gx)
(e¥-1)?

4) a) Donner le sens de variation de f

b) Dresser le tableau de variation de f
5) Soit (T) la tangente a (C) au point d’abscisse nulle, écrire 1’équation de (T)
6) Tracer (D), (T) et (C).

Partie C
Soit h la fonction définie sur R par h(x) = f(x) — x

1) Montrer que I’équation h(x) = 0 admet une solution unique « et que a € 12 ;2,5[
2) Onpose I =12;2,5]
a) Démontrer que pour tout x € I,ona: g(x) = —20¢et (e* — 1)? = 40
b) En déduire que si € I, —% <f'(x)<o.
3) Soit (U,) la suite definie sur N par Uy = 2 et U,.,1 = f(Uy,).
a) Montrer par récurrence que pour toutn € N, ona U, € I.
b) Montrer que pourtoutn € N, U, — al < %lUn —aletque |U, —a| < G)n+1
c) En déduire que (U,,) converge vers a.
d) Déterminer le plus petit entier n, tel que pour tout n > n,, on ait |U,, — a| < 1073
Ondonne: In2=0,69 ; In10~23; e?=~739; e*°>~12,18 ; L~ 0,15;

e2-1

L ~0,09; (e2—1)2=~40,83; (e?5—1)%2=~125

e25-1
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Année 2015
1°" tour
PROPOSITION DE CORRIGE

Exercice 1

P(z)=z3—(1+2)z>-3z+2i—1

1) Montrons que, P(z) admet une racine réelle z,
Posonszy =a,a €ER;P(a)=0= (a®—a*—3a—1)+i(-2a*+2) =0
ai—a*—-3a—-1=0 (1)
{—Zaz +2=0 (2)
2):a*=1a=4+1;
13-12-3x1-1=—4%0;(-1)3-(-1)?>-3x(-1)—-1=0
—1 vérifie les équations (1) et (2) alors z, = —1 est la racine réelle de P(z)
2) Déterminationde a, b etc
P(z)=(z+1)(az?+bz+c)=az>+(a+b)z*+(b+c)z+c

a=1 a=1
Par identification : 42 Y4 ="1—20 L)) 5o
b+c=-3 ]
. c=2i—1
c=2i—1

S P(2)=E+D[z2-Q2+2D)z+2i—-1]
3) Reésolution dans C, de I’équation P(z) =0

z+1=0e2y=-1

z2—(2+42)z+2i-1=0;0=1; z1=i; z,=2+i=>Sc={-1;i;2+i}
4) zy=i;2zg=2+1; 2z, =-1

/ y
A B
? | (; | |
-3 -2 -1 0 1 2 X

a) Placons les points A, BetC

b) Calcul de I’affixe de D.
t(A) =D = zp =zy+ 2z = Zp = 24 + 2 — 2 = —3
c) Calculerde Z
_ Zp _ i _ _l .
Z= ZA—ZB Ti-2-i 2l

Module et un argumentde Z : |Z| = %et Arg(Z) = —%[271]

Déduire de la nature du triangle OAB
Arg(Z) = (AB; AG) = —Z alors OAB est un triangle rectangle en A
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Exercice 2 (4 points)

Dans I’espace rapporté a un repére orthonormal direct (0 ; 7,7, k), on donne les

—4
points A(—2;—1; 2); B(6;-5; 3); C(—1;3;10) etle vecteurﬂ<—7>
4

1) a) Calcul de AB AAC et AB - AC

8 1 —36
E(—z}) ;Zﬁ(z}) <:>A_§/\Zﬁ<—63) et AB-AC=8-16+8=0
1 8 36
b) Interprétation geométrique

Comme AB A AC # 0 alors les points A, B et C ne sont pas alignés

Comme 4B - AC = 0 alors AB L AC et le triangle ABC est rectangle en A
c) Calcul Des distances AB et AC

AB=+V64+16+1=9et AC=V1+16+64=9
d) Déduire de la nature exacte du triangle ABC

Le triangle ABC est rectangle en A et AB = AC alors ABC est un triangle rectangle et
isocéle en A

2) Démontrons que les vecteurs % et AB A AC sont colinéaires
AB NAC = —361 — 63] + 36k = 9(—47— 7] + 4k) = 9% alors il et AB A AC sont
colinéaires
3) Montrons que ||AB A AC|| = 91|
4B A AC|| = 19%1| = |91ll]l = 9l
Déduction de I’aire du triangle ABC en fonction de la norme de .
Aire(ABC) = % 4B A AC|| = g Iz
4) a) Coplanarité

_. _ (36 _ (3
ABANAC|—63 |et AD| 2
36 -1

(ABAAC) - AD = —108 — 126 — 36 = —270 # 0 donc D ¢ (ABC) et les points
A,B,C,D nesont pas coplanaires

b) Calcul de d(D ; (ABC))

_ _ |(ABAAC)-AD| _ 270 _ 10
d(D' (ABC)) ~ |[4Brac| — 81 3

Déduction du volume V, en unité de volume
V= é X Aire(ABC) X d(D; (ABC)) = 45 unité de volume

Probléme
Partie A

gx)=A-x)e*-1,D;, =R

1) Etude des variations de g
g'(x) =—xe*;Vx €R,e* > 0alors g’'(x) et —x ont le méme signe
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Vx €]-0;0[,g'(x) >0 etVx €]0; +oo[,g'(x) < 0.On en déduit que sur
]—o0; 0[, g est croissant et sur ]0 ; +oo, g est décroissante
2) Calcul de g(0)
g0)=1+1-0e’=0
Déduisons — en que, pourtoutx # 0, g(x) <0
g(0) = 0 est un maximum absolu de g sur Ralors vV x € R, g(x) < 0 et donc pour
toutx #0,g(x) <0

Partie B
{f(x)=ex_ D, = R
f(0)=3

On admet que f est dérivable en 0 et que f'(0) = —%

1) a) Déterminer la limite def en —oo
lim f(x) = lim
X——00 X——00

+2—+oocar lim x = —wet lim e*—1=-1

ex xX—>—00 X——00

. x 1
b) Etablissons que E =S X1 =
X X X 1

= ~=—=X—
eX—1 eX(1——x) eX* 1—-e™*
e

Détermination de la limite de f en +oo
1

lim f(x)=_lim = x +2=2car lim Z=0et lim e*=0

x—+0o x—+ooeX 1—e™* x—+00 € xX—>+00

11111 fx)=2 anrs (€) admet une asymptote horizontale en +oco d’équation y = 2
X—+00

2) Montrons que (D) : y = —x + 2 est une asymptote oblique a la courbe (C) en —co

lim [f(x) —y]= lim ;exl =0 lim xe* =0et lim e¥*—1=-1
X——00 X——00 -

X——00 X——00

lim [f(x) —y] =0donc (D):y = —x + 2 est bien une asymptote oblique a la courbe
X——00

(C)en —o
3) Calcul de f'(x), pour tout x # 0

e¥—1-xe*  (1-x)e*-1 _  g(x)
1) = (eX-1)2 ~ (eX-1)2  (eX-1)2

4) a) Donnons le sens de variation de f
Vx#0, (e*—1)>>0etg(x) <O0alors f'(x) < 0.Donc f est strictement décroissante
sur ]—oo; 0[ et sur ]J0; +oof
b) Dressons le tableau de variation de f

X
f'(x) -

+oo
fo | T,

5) Equation de (T)
(1) :y=f1(0)(x—0)+f(0) & (T):y=—>x+3
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6) Tracons (D), (T) et (C).

(1)
Q)

Partie C
h(x) = f(x) —x;Dp =R

1) Montrons que I’équation h(x) = 0 admet une solution unique a et que a € 12;2,5[
h est dérivable sur R car f et x — —x sont dérivables sur R et
VxeRRK(x)=f"(x)—1<0carf'(x) < 0etdonc h est strictement décroissante sur
R
h étant continue et strictement croissante sur R, alors elle réalise une bijection de R vers

h(R) = ] lim h(x); lim h(x)[ =]—o00; +ool.

x—+o0o X——0o0
0 € |—o0; 400, donc I’équation h(x) = 0 admet une solution unique @ € R
h(2) =f(2)—-2=——=030>0;

e2-1
h(2,5) = f(2,5) — 2,5 = e% —0,5=~-0,275< 0
Onah(2) xh(2,5) <0alorsa € ]12;2,5]
2) 1=12;2,5]
a) Démontrons que pour tout x € I,ona: g(x) > —20et (e¥ —1)? > 40
La fonction g est strictement décroissante sur I et donc pour tout x € I, ona:
9(25) <g(x) <g(2) & gx) 2 g(25) or
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b)

3) Uo

b)

g(2,5) = —1,5e%> —1 = —19,27 > —20. On a alors g(x) > —20

D’autre part :

2<x<25©oe?<e¥<e?’ o (e?-1)2 < (e¥—-1)%2 < (e?*>—1)%donc
(e*—1)? > (e? —1)%or (e? — 1)? = 40,83 > 40. On a alors (e* — 1)? > 40.
Déduisons --en que si € I, —% <f'(x) <0.

f100) = o

vxel ona:gx)<0etg(x)>-20=0<—g(x) <20

¥ vz 1 1 -g(x) _ 20 —90) 1
(e D =40= (ex-1)2 = 40 (eX-1)2 = 40 (e¥-1)? = 2
2= ()2~ Onsaitdefaque f() SOV ER

DoncV x €1, —% <f'(x)<0

=2etUpy1 = f(Un)

Montrons par récurrence que pour toutn € N, ona U, € I.

Uy=2€l

Supposons que U,, € I pour tout n € N, et montrons que U,,,, €1
Si2<U,<25alors f(2,5) < f(U,) < f(2) car f est strictement décroissante

2,5 _ _ 2 —

f(25) = 5t=+2=222et f(2) = 5—+2 = 2,30.

Onalors 2<222<f(U,)<230<25=2<U,1<25=U, €I
On conclut alors que pourtoutn € N, ona U, €1

Montrer que pour tout n € N,

1
¢ |Upy1—al <3510, —al
Vx€elona: —%Sf’(x) <0=|f'(x)| <

a €letpourtoutn €N, U, €1.
D’apres I’inégalité de la moyenne,

| ' @dx| < 210, - al = |[F 10| < 21U, — a
= |fU,) — f(a)| < % |U, — al|. Comme U, ;1 = f(Uy,) et f(a) = a alors pour tout

N |-

1
n €N, |Un+1—aISEIUn—a|

1\n+1
¢ Wn-al=(3)
Raisonnement par récurrence :
Uy —al=12—aleta €l = -25<—-a<-2=-05<2-a<0

1 0o+ g 1\0+1
=l2-al <3 0r(;)  =;doilly—al<(3)

1 n+1
Supposons que U, — a| < (E) pour tout n € N, et montrons que

1 n+2 . 1 n+1 1 1 n+2
|Upsr —al < (5) Si|U, —al < (E) anrsglUn —a| < (5) etona

1 1\"+2 1\nt2
Ui =l <510 —al < (5) = 1Unss —al < (3)

1 n+1
On conclut donc que pour toutn € N, |U,, — a| < (5)
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c) En déduire que (U,,) converge vers a.

L
lim |[U, —a| < lim (—) X
n—-+oo n—+oo \2

<= tim ()" =oetdonc tim 1U, —al =0

La suite (U, — a) converge vers 0 et alors la suite (U,,) converge vers

. ) .1\t
d) Pour avoir |U,, — a| < 1073, il suffit qu’on ait (5) <1073

n+1
(%) S10‘3:>—(n+1)ln2£—31n10=>n+123111111210
:>n23ln10_1=>n29
In2

Donc le plus petit des entiers n est ny = 9
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EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2) pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

Exercice 1 (3 points)
Soit I’équation différentielle (E) : 9y" +49y =0

1) Résoudre (E)

2) Déterminer la solution f de (E) qui vérifie £(0) =3 et f'(0) =7
3) Montrer que pour tout réel x, f (x) = 2v/3 cos Gx — g)

4) Résoudre dans ]0 ; 2xt[, ’équation f(x) = V6

. - 3m 3
5) Calculer la valeur moyenne 9 de la fonction f sur I’intervalle 1—’: 7"]

Exercice 2 (5 points)

1) Une urne contient 3 boules jaunes, 2 boules rouges et 5 boules noires. On extrait
simultanément 2 boules de I’urne.

Quel est le nombre de résultats possibles ?

2) Le tirage d’une boule jaune fait gagner 2 points, celui d’une boule rouge fait gagner 1
point, celui d’une boule noire fait perdre 3 points. On note X la variable aléatoire
prenant pour valeur le nombre de points obtenu a 1’issue d’un tirage simultané de 2
boules. Déterminer I’ensemble des valeurs que peut prendre X.

3) En supposant tous les tirages équiprobables, déterminer la loi de probabilité de X.

4) Calculer I’espérance mathématique de X.

5) Calculer la variance de X.

NB : On donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles.

Probleme (12 points)

Partie A
—3e
(1+ e—3%)2
On donne une fonction ¢ dérivable sur R et la fonction f déefinie sur R par

fx) =e ()

1) a) Montrer que f est dérivable sur R
b) Exprimer f'(x) en fonction de ¢(x) et de ¢'(x)
2) Sachant que ¢ est une solution de (E),
a) Exprimer f'(x) en fonction de x
e

b) Déterminer I’expression de f (x) en fonction de x si f(0) = 5

On considere I’équation différentielle (E) : y' — 3y =
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Partie B
e1—3x
1+ e™3%

On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé
(0; 1,)) (unité= 2 cm).

Soit la fonction h définie sur R par h(x) =

1) Déterminer les limites de h en —oco et en 4o
En déduire que (C) admet deux asymptotes dont on donnera les équations
2) a) Calculer h'(x) en fonction de x
b) Déterminer le signe de h'(x). En déduire le sens de variation de h.
Dresser son tableau de variation.
3) Tracer (C) et ses asymptotes
4) Pour tout réel @ > 0, on pose I, = foa h(x) dx
a) Donner une interprétation graphique de I,
b) Calculer I, en fonction de «
Déterminer lim I, -

a—+oo

Partie C

Soit (U,,) la suite définie sur N* par U,, = fol h(x) endx ou h est la fonction définie dans la
partie B.

1) a) MontrerquevVn € N, U, >0
b) Etudier le sens de variation de (U,,)
c) la suite (U,,) est — elle convergente ?
1
2) a)Montrerquevn e N, [, <U,<enl;
b) En déduire la limite de la suite (U,,)

Ondonnee ~ 2,7 ; e3 =~ 20.
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PROPOSITION DE CORRIGE
Exercice 1

(E): 99" 4+49y =0

1) Résolution de (E)

2
9" +49y =0 y"+ (1) y=0ey=4Acoslx+Bsinlx; (4,B €R)

2) Déterminons la solution f de (E)
fx) = Acos%x + Bsingx et f'(x) = —gA sin%x +§B cosgx
F(0)=V3e A=+3et f’(O):7<:>§B=7<:>B=3
flx) = \/§cos§x +3 sin%x

3) Montrons que pour tout réel x, f (x) = 2v/3 cos (Zx —g)

f(x)=\/§cos x + 3sin- x—Z\/_(W_cos x+?sm x)

3

—2\/—( cos = x+£51n x)—Z\/—(cos cos = x+sm sin= x)—Z\/—cos( x—z)

4) Résolution dans 10 ; 2[, de I’équation f(x) = \/—

f(x)=\/8<:>2\/§cos( x——) \/_<:>cos(

n') vz
—) =—=C0S—
3 2 4
T T 6km
—+ 2km 4 2kn X=—-+—=
Te_T_)4 o Iy=1T o 4’ 7
XT3 - XS\ =@ T 6km
——+ 2km —+ 2km X=—+—
4 12 28 7
T 31w 551
r=3 X =78 X=78
k=0: T kzlﬁ 25”; k:z: 497
X =— e — = —_—
28 28 28

A

S)o;2n[ = {g ;

. 251
7 28

NE

)

5) Calcul de la valeur moyenne ¥ de la fonction f sur I’intervalle [i—z =

9= ngn f(x)dx = —fgn 23 cos (2x = ) dx = 2 x 2y3 x 2sin (Zx ~ I)[2,

14 14

9= %g [sin (2?”) — sin

Exercice 2

C31lm 491 5511'}

) )

28 28 28

3w

7
31

3
14

()] -2 (2t 2

T 2 2 T

1) Urne : 3 boules jaunes, 2 boules rouges, 5 boules noires
Tirage simultané de 2 boules de I’urne ; soit () I’univers associ€.
Le nombre de résultats possible est Card(Q) = C%, = 45

2) Les résultats possibles et le nombre de points obtenus.

J] = 4 points ; JR = 3 points ; JN = —1 point ; RR = 2 points ;

RN = —2 points ; NN = —6 points
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L’ensemble des valeurs prises par X est : X(Q) = {—6; —2; —1;2;3;4}

3) Laloi de probabilité de X

X=x —6|—-2|-1|2 |3 ]| 4
pr—m | 101015163
45 | 45 | 45 [ 45145 [ 45

4) Calcul de I’espérance mathématique de X
60-20—12+2+18+12 7

EQ0) =~ 45 -5

5) Lavariance de X
V(X) =EX?*) - [EX)]* = =—-

360+40+15+4+54+48 49 521 49

45 25 45 25

Probléme
Partie A

(B): ¥ =3y =it [0 =e 0@

1) a) Montrons que f est dérivable sur R

2605-441

2164

225

225

Les fonctions ¢ et x — e~3* sont dérivables sur R donc f est dérivable sur R comme le

produit de deux fonctions dérivables sur R

b) Exprimons f'(x) en fonction de ¢ (x) et de ¢'(x)

f'(x) = =3e"*p(x) + e >¢'(x) = e *[p'(x) — 3¢ (x)]
2) Sachant que ¢ est une solution de (E),

a) Expression de f’(x) en fonction de x

@ est une solution de (E) = ¢'(x) — 3¢p(x) = ——= et alors

3x)2
_ -3 —3e _ 381 3x
f (x) =e ' X (1+ e—3%)2 = f (x) - (1+ e—3%)2
b) Expression de f(x) en fonction de x si f(0) = 5-
-3x
f'(x) = (1+e—_3x)2 = f(x) =

f(O)_—<:>——+k——=>k—eetdoncf(x)—

~+k;k€eER

1+ e~ 3%

Partie B

1—3x

h(x) = :Dp =R

1+ e~ 3% !

1) Déterminons les limites de h en —co et en 4o
llrn h(x) = hm

—5—o0 1

el—3x

= =ecar lim e3

+ e73% x——oco 1+ xX——00

—3x

lim h(x) = hm e X ~=0 car lim e™3* =0

1-3x

1+ e™3%

x—+00 1+e x—+00
Déduction : 11m h(x) = e alors la droite d’équation y = e est une asymptote horizontale
X—>—00
a(C)en —oo
11111 h(x) = 0 alors la droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale a (C) en
X—+ 00
+oo
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2) a) Calcul de h'(x) en fonction de x

, _ _361—3x(1+ e—3x)+3e—3xel—3x . _361—3x
h'(x) = (1+ e3%)2 T (1+e3%)2
b) Déterminons le signe de h'(x)
1-3x —3x\2 361—3)(.' _3e1—3x
Vx €R,3e >0 et(1+ e™>*)* > 0alors Greomz > 08l =2 <0
Doncvx €eR,h'(x) <0
Déduction du sens de variation de h.
Vx € R,h'(x) < 0 alors h est strictement décroissante sur R
Tableau de variation.
X —00 “+ oo
h'(x) -
e
M | T
0
3) Tracons (C) et ses asymptotes
y
34
y:p
2,,
1+
(C)
2 5 5 ) 0 1 2 3 x

4) Iy= [ h(x)dx;a>0
a) Interprétation graphique de I,
1, représente ’aire, en unité d’aire, du domaine délimité par ka courbe (C), I’axe des
abscisses et les droites d’équations x = 0 etx =
b) Calcul de I, en fonction de «

a e™3% e _ @ e e _
I = [, ex ———zdx = [—Eln(l + e 3")]0 =-In2—->In(1 + e 3a)
Déterminons lim I, -
a—+oo
lim I, ==In2car lim In(1 + e 3% =In1=0
a—+oo 3 a—+oo
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Partie C

Un

1)

2)

= fol h(x) endy 'n € N*

a) Montrerque Vn € N*,U,, > 0
VvneNetVxe[0;1],en > 0eth(x) > 0douh(x)en > 0 et folh(x) endx > 0

Doncvn e N* U, >0
b) Etude du sens de variation de (U,,)

Uper1 — U, = fol h(x) (en_ﬂ — eﬁ) dx ;
vneN,etvVxe|[0; 1] < = en+1 < en DonCen+1 —en <0eth(x)>0

Ona h(x) (eﬁ — en) < 0et fO h(x) (en+1 — en) dx <0 U,y —U, <O0etalors

(U,,) est décroissante
c) convergence de (U,,)

(U,,) est décroissante et est minorée par 0, alors elle converge
1
a) MontronsqueVn e N*, [, < U, <enl;

OSxS1=>0S§S%ﬁ1Se%SeZﬁh(x)Sh(x)egsh(x)eﬁ
Par intégration, on obtient : fol h(x)dx < fol h(x) endx < en fol h(x) dx

1
Onadonc I, < U, <enl;
b) Déduction de la limite de la suite U,)

Ona ; £ lim U, £ lim en I; et lim en I, = L alors lim U, = I,

n—+oo n—+oo n—+oo n—+oo
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UNIVERSITE DE OUAGADOUGOU Année 2014
Office du Baccalauréat Session Normale
--------------- Epreuve du 1" tour
Série D Durée : 4 heures

Coefficient : 05

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2) pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

Exercice 1 (4 points)

Le plan complexe P est rapporté au repére orthonormal (0 ; u, V) ; unité : 2 cm.

On considére 1’application f définie sur C* par f(z) = — i F est ’application du plan P
privé de O dans lui — méme qui a tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe

z' = f(2).

1) Onposez=re, re R**et 6 €R.
Exprimer le module et un argument de f(z) en fonction de r et 6.
2) Onposez =x+iyetZ =X +iY ou Z est ’affixe du milieu I de [MM'] ; x, y,
X ,Y sont des réels.
a) Exprimer X et Y en fonction de x et y
b) Déterminer et représenter 1’ensemble (€) des points M tels que I appartienne a I’axe
(0; W)
c) Déterminer et représenter I’ensemble (F) des points M tels que I appartienne a ’axe
(0; )
3) Onsuppose |z| = 1. Onposedoncz =e'?,0 € R.
a) Calculer Z en fonction de 6
b) Caractériser géométriquement la restriction de F au cercle de centre O et de rayon 1.

Exercice 2 (4 points)
A P’instant t = 0, un corps a température 8, = 60°C est placé dans I’aire ambiant a la
température 8; = 20°C.

Au bout de 10 minutes, la température du corps est 50°C. Sa température a la date t exprimée

en minutes, est solution de I’équation différentielle : di(tt) = —k(6(t) — 6,) ol k est une

constante réelle. On pose ®(t) = 0(t) — 0.

1) a) Quelle est I’équation différentielle vérifiée par & ?
b) Déterminer &.
c) En déduire 8(t) en fonction de k.
d) Déterminer la constante k puis, en déduire 1’expression définitive de 6(t).
2) a) Au bout de combien de minutes la température du corps diminuera —t — elle de
moitié ?
b) Quelle sera la température du corps au bout d’une heure ?
Ondonne:ln2 =~ 0,70 ; ln% =~ —0,29.
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Probleme (12 points)
. _ . fx)=(1—-x)e* six <1
On considere la fonction numérique f définie sur R par : > ]
fx)=+vx*+2x—-3 six>1
On note (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal direct R = (0; 7,)) ;
unité graphique : 2 cm.
Partie A

1) a) Etudier la continuité de f en x, = 1
b) f est —elle dérivable en x, = 1 ? Interpréter géométriquement le résultat obtenu.
2) a) Calculer les limites de f en —co et en 4+
b) Soit f' la dérivée de f. Calculer f'(x) et étudier le signe de f".
c) Dresser le tableau de variation de f.
3) Montrer que la droite (A) d’équation y = x + 1 est asymptote & (C) en +oo.
4) Déterminer une équation de la tangente (T) & (C) au point d’abscisse —1.
(On donne : é =~ 0,36)
5) Tracer (A), (T) et (C).
6) a) Montrer que la restriction de f a |1 ; +oo[ réalise une bijection de J1; +oo[ sur un
intervalle J que I’on précisera.
c) Onnote (C") la courbe représentative de cette bijection réciproque dans le repere
R =(0;1,)). Construire (C").
Partie B
1) Soit a un réel strictement négatif ;
a) A I’aide d’une intégration par parties, calculer I(a) = fc(: xe* dx;
b) On désigne par D, le domaine plan délimité par (C), (Ox) et les droites
d’équations x = ¢ et x = 0.
Calculer, en cm?, la valeur de ’aire A(a) du domaine D,,.
c) Calculer al_i)moo A(a)

2) a) Déterminer les réels a , b et c tels que la fonction F définie sur R par F(x) =
(ax* + bx + c)e?* soit une primitive sur Rde x — (x* — 2x + 1)e?*.
c) Calculer, en cm?3, le volume V(a) du solide S(a) engendré par la rotation
complete de D, autour de I’axe (Ox).
Partie C
On considere la courbe (T') dont une représentation paramétrique est :

2
{x(t) = ost 1 te ]0; E[
y(t) = 2tant 2
1) Donner une équation cartésienne de (T")
2) En déduire que (T") est une partie de (C) que I’on précisera.
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Année 2014
1°" tour

PROPOSITION DE CORRIGE

Exercice 1
f@)=-=;z€C et F:P—{0} =P — {0} ; M(z) — M'(2) tel quez' = f(2).

1) z=re?, reR™* et €R.
Expression du module et un argument de f(z) en fonction de r et 6.

11 |-1 1 1
F@I=|-;|=r =7 arg(F@) = arg (~7) = arg(-1) ~arg(x) =~ 6

2) z=x+iyetZ=X+iY ouZ est’affixe du milieu I de [MM']
a) Expression de X et Y en fonction de x et y

1 . 1 . x—iy
+z! z—, XA XY=z x(xP+y?-1) | L y(xP+yi+l .
Z=ZZ=_Z= xtiy _ x+y=( y )+ly( y )=X+lY
2 2 2 2 2(x2+y?) 2(x2+y?)
_ x(x%+y?-1) _ y(x2+y?+1)
Alors X = 27 1y7) et Y = )
b) Déterminons et représentons 1’ensemble (E)
y(x?2+y?+1)

. 27 — — . . 2 2
Ie(0; W) =>Y=0=> 2 y7) = y=0et(x;y)#(0;0)carx*+y“+1+0

Donc (€) est I’axe (O ; u) privé de O
c) Déterminons et représentons I’ensemble (F)

o _ x(x%+y?-1)
1€(0;v) :>X_O:>—2(x2+y2)

Donc (F) est la réunion de ’axe (0 ; v) privé de O et du cercle de centre O et de
rayon 1.
3) lzl=1; z=¢€",0 €R.
a) Calcul de Z en fonction de

=x=0o0ux?+y?=1et(x;y)#(0;0)

i 1
elt_— i0__—i6
i6 eV —e ..
Z = £ = =isinf
2 2

b) Si M appartient au cercle de centre O et de rayon 1, alors |z| = OM = 1 etdonc z =

; 1 i _
et et Z’=eﬁ=e 0 = 7

Alors la restriction de F au cercle de centre O et de rayon 1 est la symétrie d’axe

(0; u)
y
v
I\
-3 -2 i xr o 2 3 x
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Exercice 2

L0 = —k(8(t) - 6,) : D(£) = 6(t) — 6,

1) a) Equation différentielle vérifiée par @
() =0(t)—0, = D'(t)=0'(t) =—-k(6(t) —0,) = D'(t) = —kd(t)

b) Détermination de ®

d'(t) = —kd(t) & () =re ™ ;re R
c) Déduction de 6(t) en fonction de k

O(t)=60(t) — 6, © 0(t) = D(t) + 0, © 0(t) =re ¥ + 20

0(0) =60 < 1r+20=60<1r=40et0(t) =40e " + 20
d) Détermination de la constante k et déduction de I’expression définitive de 6(t)

9(10) = 50 < 40e"1%* + 20 =50 @ e 1% =3 o g = —Ln (5)
4 10 4

Lln(i)
Onadonc 8(t) = 40et0 \4/ 4+ 20

_ Lin(3) 1 t 3\ _ -20In2
2 A0 =30e"0)=letn®)=2me:c=

In(3)

~ 48 minutes

b) La température du corps au bout d’une heure
3

6
0(60) = 40e5() 4 20 = 40 (%) +20 = 27°C

Probléme

.f(x)=(1—x)exsixS1 D - R
'{f(x)=\/x2+2x—3 six>1" 7

Partie A

1) a) Etude de la continuité de f en x, = 1
lim f(x) = lim (1-x)e*=0; lim f(x) = lim yx*+2x —3 =0 et
x—1~ x—1~ x—1t x—1t
f(1)=(1—-1)e=0.0na lin}_f(x) = lirr11+f(x) = f(1) alors f est continue en 1
xX— xX—

b) Dérivablede f enxy, = 1

. fO)-rf(1) . . fO-f@) . x+3
lim ————= lim —e* = —¢; lim ———= = lim
x—1~ x—-1 x—1~ x—1t  x-1 x—1t Vx*+2x-3

Alors f n’est pas dérivable en x, = 1
Interprétation géométrique : (C) admet au point de coordonnées (1 ; 0), une demi —

= 400

tangente de coefficient directeur — e a gauche, et a droite, une demi — tangente verticale
dirigée vers le haut
2) a) Calcul des limites de f en —co et en +oo
lim f(x) = lim e¥ —xe* =0 et lim f(x) = lim vx*+2x —3 = +o
X——00 X——00 X—+ X—+ 0
b) Calcul de f'(x) et étude du signe de f’
e Vx<1,f'(x) =—xe*;e*>0donc f'(x)et-x ontle méme signe.
Vx€]-00;0[;f'(x)>0etvxe]0;1[;f'(x) <0

. Vx>1,f’(x)=#1_3;\/x2+2x—3>Oetx+1>0d0ncf’(x)>0
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c) Tableau de variation de f

X —00 0 1 400
f'(x) + 0 — —e|l+o +

1 400
£ /' \ /’
0 0

3) Montrons que (A) : y = x + 1 est asymptote a (C) en +oo

[f(x) —y] lim x*+2x-3—(x+1)? - lim -4 —0

x—+00 /x*+2x—3+x+1 x—+00 y/x*+2x—3 +x+1

lim
X—+ oo

Alors (A) : y = x + 1 est asymptote a (C) en +oo
4) Equation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse —1
(M :y=f(DE+D+f(-1) S @) :y=-x+>
5) Tracons (A), (T) et (C)

6) a) Sur |1; +oof, f est continue car dérivable et est strictement croissante, alors la
restriction de f a]1; +oo[ réalise une bijectionde ]1; +oo[ surJ =]0; +oof
b) Construction de (C")
(C") et (C) /11 ; +oo[ SONt symétriques par rapport a la droite d’équation y = x
(Voir figure)
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Partie B
1) a<0
a) Calculde I(a) = f; xe* dx
ulx) =x {u’(x) =1
{v’(x) =e* = v(x) = e*
b) Calcul de A(a), en cm?

Ala) = fo?f(x)dx X 4 cm? = 4f0?(1 —x)e¥dx = 4(]0?6" dx — I)

A(a) = [8 + 4(a — 2)e%*] cm?
c) Calculde lim A(a)

a——oo

lim A(a) =8car lim ae* =0¢et lim e* =0

a——o0 a——00 a——0o
3) a) Détermination des réels a, b et ¢
F'(x) =[2ax? + 2(a + b)x + b + 2c]e?* = (x? — 2x + 1)e?*
o 2ax*+2(a+b)x+b+2c=x*-2x+1
5

Par identification : a = = ;b=—3 c==> et F(x)=(1x2—§x+5)32x
2 2 4 2 2 4

b) Calcul de V(«), en cm3
V(a) = nf:fz(x)dx x 8cm?3 = 8m f;(l —x)%e?*dx = 8n[F(x)]%

=>I=[xex]g—f;exdxzﬂ=—1+(1—a)e“

5 /1 3 5
V(a) =8m |- — (—az —-a+ —) eZ“] = 2n[5 — (2a® — 6a + 5)e?*] cm?

4 2 2 4
Partie C
2
t)=—-—1
{x() cost ,tE]O;E[
y(t) = 2tant 2
1) Equation cartésienne de (I")
2
x=— -1 42 =x+1)? e 12 =1+ tan?t = X
cost cos“t cos“t
— 2 — 2+ T4 =g (et
y=2tant & y? = 4tan’t = 4 (- 1) =4 (- 1)

y2=((x+1)?—-4=x*+2x—-3y=+yx*+2x—3 cary >0
tE]O;§[=>0<Cost<1(=>$>1<=)$>2(=>$—1>1(:)x>1
Donc (M) :y=+/x*+2x—-3;x>1

2) Déduisons-en que (I') est une partie de (C)
(M) :y=f(x); x> 1alors () = () /1; +oof
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EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2) pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

Exercice 1 (4 points)

On considere la courbe (C) dont une représentation paramétrique est :
x(t) = cos(t)

b = sincz) £ € B

1) Etudier la position relative de :
a) M(t+2m)etM(t)
b) M(—t) et M(t)
C) M(m—t)et M(t)

2) a) Montrer quesi t € [O; g] alors (m—t) € E ; n]
b) En déduire qu'il suffit détudier (C) pour t € [0; ]
3) On désigne par (C,) la partie de (C) correspondantat € [0 ; g]

a) Etudier les fonctions : t — x(t) et t — y(t) sur [O ; g] et dresser le tableau de

variation conjoint
b) Tracer (C;), puis (C) en utilisant les résultats du 1)

Exercice 2 (4 points)
L’espace est rapporté a un repére orthonormal direct (O ;L7 E). On donne les points :
A(-1;0;2), B(0;1;3),c(1;3;0)etD(—1; —1;1).

1) Calculer I’aire du triangle ABC

2) a) Calculer la distance du point D au plan (ABC)
b) Les points A, B, C et D sont — ils coplanaires ?

3) Calculer le volume du tétraédre DABC

4) a) Déterminer les coordonnées du point E tel que ABDE soit un parallélogramme.
b) Calculer I’aire du parallélogramme ABDE

Probleme (12 points)

On consideére la fonction £ définie sur R par f(x) = x + 1 + (x + 1)e~2*. On désigne par
(C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormal (O ; 7,7) unité 2 cm.
Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie par g(x) = e?* —2x — 1

1) Calculer les limites de g en —oo et en 4o
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2)

a) Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation
b) En déduire le signe de g(x) pour tout réel x

Partie B : Etude de f et construction de (C)

1)
2)

3)

4)
5)

Calculer les limites de f en —co et en 4o

Démontrer que la droite (A) d’équation y = x + 1 est asymptote a (C) en +oo.
Préciser la position relative de (C) et (A)

a) Calculer f'(x) et I’exprimer a 1’aide de g(x). En déduire le signe de f'(x).
b) Dresser le tableau de variation de f

Calculer lim f&)

H
X ——00 X

puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.

a) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle ] que 1’on précisera

b) Construire dans le repére (0 ; 7,7); (C); (A) et la courbe (I) de f~1, réciproque
de f.

Partie C : Calcul d’aire et de volume

1)

2)

Soit a un réel strictement supérieur a —1.
a) A I’aide d’une intégration par parties, calculer en cm?, I’aire A(a) du domaine
plan limité par (C) , (A) et les droites d’équations :
x=-1et x = a.
b) Calculer ali)rgrlooA(a)
On désigne par (D) le domaine plan limité par (C), ’axe des abscisses et les droites
d’équations x = —1 et x = 0; et par V le volume en ¢cm3 du solide S engendré par la
rotation complete de (D) autour de I’axe des abscisses.
a) Montrer que [f(x)]? = (x + 1)?(1 + 2e72* 4+ e~*¥)
b) Soit H la fonction définie sur R par :
H(x) = §x3 +x*+x— (x2 + 3x + g) e — %(8x2 +20x + 13)e™*

Calculer H'(x) et I’exprimer a I’aide de f(x) ;
c) En déduire le volume V.
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Année 2014
2" tour

PROPOSITION DE CORRIGE

Exercice 1
{x(t) = cos(t)

y(t) = sin(2t) tER

1) Etude de la position relative de :
a) M(t+2m) et M(t)
{ x(t + 2m) = cos(t + 2m) = (—1)? cos(t) = cos(t) = x(t)
y(t + 2m) = sin(2t + 4m) = (—1)*sin(2t) = sin(2t) = y(t)
by M(—t)et M(t)
{ x(—t) = cos(—t) = cos(t) = x(t)
y(—t) = sin(—2t) = —sin(2t) = —y(t)
C) M(mr—t)etM(t)
{ x(m—t) = cos(m—t) = —cos(t) = —x(t)
y(m —t) = sin(2r — 2t) = —sin(2t) = —y(t)

2) a) Montrons que si t € [0; %] alors (m —t) € E ; n]

S M(t+2m) = M(t)

& M(—t) = S (M@)

& M(m—1t) = So(M(t))

te[0;g]:>0Stsgz—gs—tsoz>§sfr—t3n:>(n—t)eE;n]
b) Déduisons —en qu’il suffit d’étudier (C) pour t € [O; g]
VtE[O;g],(Tt—t)EE;Tt]etVtE[O;g]UE;n]z[O; ], —t € [—m ;0]

[-m;0] U [0; m] = [—m; m] est de longueur 2.
Donc on obtient complétement la courbe (C) en tracant la partie de (C) correspondant

ate [O ; g] puis en effectuant une premiére symétrie par rapport a I’origine O du
repére suivie d’une deuxiéme symeétrie par rapport a 1’axe des abscisses

3) On désigne par (C;) la partie de (C) correspondanta t € [0 ; %]

a) Etude des fonctions : t +— x(t) et t — y(t) sur [0 ; g]
{ x'(t) = —sint
y'(t) = 2cos 2t

x'(t) =0=>t=05ur[0; g]

Vte [O; g] ,x'(t) < 0 et x est décroissante
’ _ _I .

y(t)—0=>t—4sur[0, 2]

Vte [O; %] ,y'(t) = 0 et y est croissante

Vte E ; g] ,y' () < 0 et y est décroissante
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Tableau de variation conjoint

T T
t 1o n 2
@ g - -2 - -1
y'(t) | 2 + 0 — -2
1

2 \

0
1

y(t) . / \ 0

y

Exercice 2
A(-1;0;2), B(0;1;3),c(1;3;0)etD(—1; —1;1).

1) Calcul de I’aire du triangle ABC

AB(1)etAC| 3 |=ABAAC| 4
1 -2 1

Aire(ABC) = %”ﬁ AR” = %\/25 +16+1= ?unité d'aire
2) a) Calcul de la distance du point D au plan (ABC)
d(D ) (ABC)) _ |(ABAAC)-AD| _ |-10-4-1| _ 5V42

|[aBAAc|| V25+16+1 14
b) d(D; (ABC)) # 0 alors les points A, B, C et D ne sont pas coplanaires
3) Calcul du volume du tétraedre DABC

V= é X Aire(ABC) X d(D ; (ABC)) = gunité de volume

4) a) Détermination des coordonnées du point E
—-1-x=1 x=-=2
SOitE(x;y;z),ﬁ))zA_ﬁﬁ{—l—y= 1${y: —-2=E(-2; -2;0)
1—-z=1 z=0
b) Calcul de I’aire du parallélogramme ABDE
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AB|1|etAE| -2 ]| = ABAAE| 1
1 -2 -1

Aire(ABDE) = ||Z§ A E” = /2 unité de volume

Probleme

fW)=x+1+x+1e ;D =R
Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire
gx)=e*-2x—-1;D;=R

1) Calcul des limites de g en —oo et en +oo
lim g(x) = +ocar lim e?* =0et lim —2x—1=+o
X ——00 X —>—00

X ——o00

lim g(x) = xl_iglooezx(l —2xe ¥ —e7*) =400

X —+00
Car lim e®* =+o0; lim 2xe™?* =0 et lim e ?*=0
X —+oo X —+00 X —+ 00

2) a) Etude du sens de variation de g et tableau de variation
gx)=2*-1);e**-1>0=x>0donc:
Vx€]-0;0[,9'(x) <0 et Vxe]0;+o[,g (x) > 0.
On en déduit que sur |—oo ; 0[ , g est décroissante et sur ]0 ; +oo[, g est croissante

X —oo 0 400
g'(x) - 0 +

g(x) \ . /

b) Déduction du signe de g(x) pour tout reel x
g(0) = 0 est un minimum absolu de g sur RetdoncVx € R, g(x) = 0.

Partie B : Etude de f et construction de (C)

1) Calcul des limites de f en —oo et en +oo
lim f(x)= lim (x+ 1)1 +e %) =—-o
X ——00 X ——00

Car lim (x+1)=—c et lim e ?* = 4

X ——00 X —>—00
lim f(x) = lim x+1+xe ?*+e 2 =+
X —4 o0 X —+0
Car lim x+1=+400; lim xe™?*=0¢et lim e ?* =0
X —+00 X —+o0 X —+00

2) Démontrons que (A) : y = x + 1 est asymptote a (C) en +oo
lim [f(x) —y]= lim xe ™ +e 2 =0
X —+00 X —+o0
Alors (A) : y = x + 1 est asymptote a (C) en +oo
Position relative de (C) et (A)
fX)—y=(x+1De Pete?* >0Vx€R.
DoncVx € ]|—oo;—1[,f(x) —y<0 et Vx €]-1;+oo[,f(x) —y > 0.
On en déduit que sur |—oo ; —1[, (C) est en dessous de (A) et sur |—1 ; +oo[, (C) est au
dessus de (A)
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3)

4)

5)

a) Calcul de f'(x) et expression a I’aide de g(x).
flfx)=1+e ™ =2(x+1De > =e (e -2x—1) = e g(x)
Déduction du signe de f'(x)
Vx€eER,e ™ >0etg(x) =0alors f'(x) = 0 et f est croissante
b) Tableau de variation de f

X —0o0 + o0
f'(x) +
+co
f(x) /
fx)

Calcul et interprétation de lim ——

X ——00
(14 e7¥) = +oocar_lim T==1et lim 1+e7% = 4o

X ——00 X X ——00

lim

X ——00

lim 2=
x ——00 X
Alors (C) admet une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées

a) f est continue dar dérivable et est strictement croissante sur R, alors elle réalise une
bijectionde RsurJ = f(R) = |—o0; +oo[

b) Construire de (C) ; (A) et (T)
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Partie C : Calcul d’aire et de volume

1) Soita > -1
a) Calcul en cm?, de I’aire A(a)
Al@) = [ [f () —yldx x 4 cm? = 4 [% (x + 1)e % dx

u(x)=x+1 u'(x) =1
v'(x) =e % = v(x) = —%e‘z"
A(a) = [-2(x + 1)e 2|9, + 2 f_ale_zxdx =e? — (a+3)e 2

b) Calculde lim A(a)

a —+oo

lim A(a) =e?car lim 2ae™?*=0et lim e 24 =0

a —+00 a —+00 a —+00
3)
a) Montrons que [f(x)]? = (x + 1)2(1 + 2e72* + e™*¥)
)P =@+ 1?1 +e ) =(x+ 121+ 2e 2 + %)
b) Calcul de H'(x) et expression a I’aide de f(x)
Hx) =x2+2x+1—2x +3—2x>—6x —5)e ¥ —312(16x+20— 32x? —
80x — 52)e~ %
Hx) =x2+2x+1+2(x? +2x+ De 2 + (x2 + 2x + e ™**
H@x) =(x+1D2+2(x+1)2%e 2 + (x + 1)2e %
H(x) = §x3 +x*+x— (xz +3x + g) e X — 3—12(8x2 + 20x + 13)e™**
c) Déduction du volume V

vV =n [’ [f)) dx x 8cm® = 8[H(x)]2; = = (3e* + 48e? — 247) cm?
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Série D Durée : 4 heures

Coefficient : 05

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2) pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

EXERCICE 1 (4 points)

L’espace est muni d’un repére orthonormal direct (0 ;LT E)
Soient A(1,2,3) ; B(3,0,3) et C(3,2,1).
1. Calculer AB ; BC et AB.BC
2. Soit D le point tel que AD = BC. Trouver les coordonnées de D. Quelle est la nature
du quadrilatere ABCD?
En déduire que AC L BD
Déterminer la distance séparant le point O au plan du quadrilatére ABCD;
4. Soit I le milieu de [AC]. Calculer 01, en déduire que I est le projeté orthogonale de O
sur le plan (ABCD).
5. Démontrer que les plans (OAC) et (OBD) sont orthogonaux
6. Déterminer I’aire du quadrilatére ABCD.
7. Déterminer le volume de la pyramide de sommet O et de base, le quadrilatéere ABCD.

w

EXERCICE 2 (4 points)
On considere la suite de terme générale U,, définie par : U,, = % ;n = 3 etparson
n—-1
premier terme U, = 3.
1. Calculer U5 ; U, et en déduire que la suite (U,) n’est ni arithmétique, ni géométrique.
2.
a. Montrer que (U,,) est minorée par 1
b. Montrer que (U,,) est décroissante
c. En déduire que (U,) converge et déterminer sa limite.

Unp+1
3. OnposeV, =—
Up—1

a. Montrer que (1;,) est une suite arithmétique dont on précisera le premier terme et
la raison (On pourra exprimer V,, et V,,_, en fonction de U,,_,)

b. Exprimer V, , puis U, en fonction de n.

c. Déterminer la limite de (U,,)

PROBLEME (12 points)

On consideére la fonction f définie sur R par : {f(x) = xex si x <0
f(x)=xIn(1+x) six=>0

On désigne par (C) la courbe de f dans un repére orthonormal (0 ; 7,J) , unité graphique 2 cm.
PARTIE A

1. Soit g la fonction définie par g(x) = In(1 + x) + ﬁ six = 0.
Déterminer le sens de variation de g sur [0 ; +oo[ et en déduire son signe sur [0 ; +oo|
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a. Etudier la continuité de f en 0
b. Etudier la dérivabilité de f en 0
3.
a. Calculer f'(x) suivant les valeurs de x et vérifier que pour tout x > 0; f'(x) = g(x)
b. Montrer que pour tout x < 0, ona f'(x) > 0
c. Montrer que pour tout x > 0, ona f'(x) >0
d. Calculer les limites de f en —o et en +o0
e. Dresser le tableau de variation de f

4,
a. Calculer lirE % puis interpréter graphiquement le résultat
x. 00 . .
b. Calculer lim [x (ex - 1)] (On pourra poser X = =)
X—>—0 X

c. Montrer que la droite (D) d’équation : y = x + 1 est une asymptote oblique a (C)
en —oo
d. Préciser la position de (C) par rapport a (D) pour x < 0.

1

(On admettra que x (eE — 1) < 1pourx < 0)

5. Tracer ladroite (A):y =x ; (D):y =x + 1et (C) dans le repére orthonormal
(0; 7,)), unité graphique 2 cm.

PARTIE B
1.
a. Déterminer trois réels a, b et c tels que pour tout x de R, ,ona:
2
c
=ax+b+——
x+1 ax x+1

b. Déduire au moyen d’une intégration par parties le calcul de [ 0e—1 f(x)dx
2. Calculer en cm?, 1’aire A de la partie du plan limitée par (A):y = x ; (C) et les
droites d’équations x = 0 etx = e — 1.
3. Soit h la restriction de f a I’intervalle [0 ; +oo]
a. Montrer que h réalise une bijection de [0; +oof sur un intervalle I que I’on
précisera.
b. Construire la courbe (C’) de h=! dans le méme repére (0 ; 7,])
4. Quelle est I’aire A’ en cm? de la boucle délimitée par (C) et (C") ?
PARTIE C
On considere la courbe (I") dont une représentation paramétrique est :

_ 1
*O) =1y

t
ky(t) - In(—t)

1) Déterminer une équation cartésienne de (I')
2) Comment obtient-on (T") a partir de la courbe (C) de f
3) Construire (I') en pointillées dans le repere (0; 7,7))

avect € |—-1;0]
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EXERCICE 1 d(0; (ABCD)) = % = %
A(1,2,3) ; B(3,0,3) et €(3,2,1)

1. Calcul

_ [ 2
AB(—Z )
0

© AB = ||AB|| = VA +4=2V2

(0
BC| 2
-2

& BC =|BC||=va+4=2v2
2 0
E.B_c’=<—z )( 2 >=0—4+0
0 -2

{xl_)_1=0

_

. AD=BCsi{yp—2=2

ZD_3=_2

xD = 1
oonc{yD .

zp =1
Nature du quadrilatere ABCD
AD = BC et AB = BC alors le
quadrilatére ABCD est un
parallélogramme qui a deux cotés non

paralléles égaux.

Par conséquent ABCD est un losange
Déduction

ABCD étant un losange, ses diagonales
[AC] et [BD] sont perpendiculaires d’ou
AC L BD

_ |0d.(aBnap)

. d(0; (ABCD)) = 570

_ {2 (0
AB| -2 )et AD| 2 )
0 -2

4
@ﬁAﬁ(ﬁl)

4
|AB AAD|| = V16 + 16 + 16 = 4V3

OA.(ABAAD) =4+8+12 =24

4. I =milieude [AC] = I (=2 ; Z2; 22)

2
Doncl(2,2,2) et
oI =||0l| =va+4+4=2V3
Déduction
Onad(0; (ABCD)) = OI alors I est
bien le projeté orthogonal de I sur le plan
(ABCD)

5. (0OAC) L (OBD) si et seulement si

(0AA0C).(0OBAOD) =0
Y A | (712
OA/\OC( 8 )et OBAOD< 0 )
—4 12
(0AAOC).(OBAOD) =48+0—48 =0
Alors les plans (0AC) et (OBD) sont
orthogonaux
6. Augcp = |AB AAD|| x ua
Aspcp = V16 + 16 + 16 = 44/3
7. V= % X Anpcp X d(0; (ABCD)) X uv

V=§X4\/§x2\/§><uv=8uv

EXERC ICE 2
3Up_1—1
U,="""—;n>3etlU,=3
Up—1+1
3U,—-1 9-1
1. 3= 2 =3 3 =-—= 2
Up+1 3+1
— 30571 _6-1_5
7 U+ 472417 3

2. Montrons par récurrence que

vn=2U,=>1

a. U,=3et3>=1donclU, =1
SupposonsqueVn > 3,U,_; = 1et

montrons que U,, = 1
_ 3Up—q-1 _ 4

U, =31l 3

1
Up—1+1

U, 121=U, +1>2= g%
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> -2

>1=U,>1

=

<2= -

= 3 —
Un-1

Conclusion: Vn > 2,U,, > 1 et la suite

(U,,) est minorée par 1.
3Up_1—1
b. Up—Unq = Un—11+1 —Up
_ —Unq?+2Unq-1 _ —(Up_4-1)
- Up—q1+1 T Up_q+1
Vn>3,U,4+1>2>0et
—(U,-1—1*<0doncU,—-U,_{ <0

et la suite (U,,) est décroissante.

(U,,) étant décroissante et minorée, elle
converge.

Soit £ sa limite ; on a:

£= lim U, = lim U,_; etdonc? est

n — +oo n — +oo

. . . 3x—-1
une solution de I'équation : x = —— car

x+1
_ 3Up—1-1
Up = Up_1+1
3x—1 ( D2 =0
X = = (x — =
x+1
Sx=1
Donc = lim U,=1
n— +o0
Up+1
Up—1
3Up—1-1
a) 174 Un—1+1 ! _ AUn—1 _ 2Un—
n 3Up—1-1 = = —
Un—11+1_ 1 2Up-1-2 Up-1-1
2U,,_ U,.1+1
V;1_Vn—1=U n_ll_Un 1_1
n-1 n-1
_ Up-1—1 -1
U, ,—1

Ona:V,—V,_; =1alors (V,) estune
suite arithmétique de raisonr = 1 et de
Up+1l _ 3+1

U,-1  3-1

= VZ = 2

premier terme V, =

b) =V, +(n—-2)resV,=n

Up+1

—V,=U, +1

Donc|U,, = —

Donc| lim U, = 1jcar lim 1-0
— +oo n— toom
PROBLEME
{f(x) = xeisix <0 )
f(x)=xIn(1+x)six=0 ’
PARTIE A
X
1. g(x) =In(1+x) +—
Dy =[0; +oof
1 x+2
Tix GiD? _ (xil)?
Vx€[0; +oof,(x +1)2>0etx+2>
Oalorsg'(x) >0
Par conséquent : g est croissante sur
[0; +oof
Déduction

g'(x) =

g étant croissante sur [0; +[,ona
Vx€[0; +oof,g(x) = g(0)org(0) =0
doncVx € [0; +of,g(x) =0

2.

a. Continuitéen 0

1
lim f(x) = lim xex = 0 car
x—0~ x—0~

xll%lj(x) = len(’)lerln(l +x)=0

limx=0
x—07t

cars liml1+x=1
x—07t

In1=0
Ona lim f(x) = lim f(x) = f(0) alors
x—0~ x—0%
f est continue en 0
b. Dérivabilité en 0

lim fC-1O _ lim e§=0
x—0~ x—0 x—0~
lim 1o _w
car{x—07~*
lim eX =0
X——00
x)— (0
lim M = lim In(1+x) =0
x—0t x—0 x—0t
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Donc
f' (%) =ln(1+x)+ﬁ=g(x)Vx20

_ 1
b. Vx<0, f'(x) = (le) ex
1
V x < 0,ex > 0 alors le signe de f'(x)

-1

dépend de celui de ad

X |~ 0 1 +

X - 0 + | +
x—1 - | - 0 +
x—1 + - 0 +

X

Donc Vx <0, f'(x) >0
Vx=0,f'(x) =g(x)etdapresla
question 1), g(x) >0V x> 0etg(0) =
0

DoncVx >0, f'(x) >0

1
lim f(x) = lim xex = —o0
——00 X——00

lim x = —o0

X—>—00

. 1
car lim ==0

lilP f(x) = lilP xIn(1+x) =+

lim x = +o0

X—+00

lim 1+x =+
carq Am 1+ +

lim InX = +4oo

X—+o00

. Tableau de variation de f

LOVIDOC'S Annale de Mathématiques, BAC Série D
lIim1+x=1
car {x—>0+
In1=0 X —00 0 + o0
ona lim f27© _ jim [97©® _ 4 (0 n 0 n
x—0- x-0 x—0t x-0 +o0
alors f est dérivableen 0 et f'(0) = 0 £(x) /
—00
1 !
. Vx<0,f'(x)= x
a X f'(x) (xe ) 4
_ 2 11 ™ _ 1
=ex —x X —ex a) |lim — = lim In(1+ x) =+
X —+4+00 X X—+00
1 : —
Donc |f'(x) = (l—i)eEVx<O b) Car{xgrfool-FX_ to
Vx>0,f ()= [xIn(1+ 0] A InX = too
Interprétation graphique
=In(1+x)+x X )
1+x lim == = +oo alors la courbe (€C) de f

x—+o0o X
admet une branche parabolique de

direction I’axe des ordonnées en +

c) lim [x (ei - 1)] = lim %(ex -1)

X——00 X—0~
. eX-1
= lim
X—0- X
1
Donc| lim [x (ex — 1)] =1
——00

d (D:y=x+1
Jim [fCoO) —y]
= lim [x(e§—1)—1]=1—1=0

X—>—00

lim [f(x) — y] = 0 alors la droite
X——00

(D):y = x + 1 est une asympote oblique
a(C)en—o

e) f(x)—y= x(e%—l)—l

1
En admettant que x (eE — 1) < 1 pour

1

x < 0,0nax(ex—1)—1<0pourx <0

f(x) —y < 0 pour x < 0alors (€) est
en dessous de (D) sur |—o; 0[
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5. Tragons (A):y=x; (D):y=x+1et
©)

PARTIE B

1.

¢ ax?+(a+b)x+b+c _ x?
a. ax+b+— —
x+ 1 x+1 x+1

Sax*+(a@+b)x+b+c=x%
Par identification:

a=1 a=1
{a+b=0 = {b=—1et

b+c=0 c=1

2

X 1_|_1
¥1 = x+1

b. Calcul de foe_lf(x)dx

” f(x)dx = je_ xIn(1+ x) dx
0 0

Intégration par parties

1

{u(x) =In(1+ x) _ u'(x) = 1+
v'(x) =x 1,
v(x) =X

7 F0dx

1 e—1
= [—xz In(1 + x)] -
2 0

1 e—1 x2
= d
zfo x+1

= [lxz In(1 + x) —Ix2 Iy
2 4 2

In(1 + x)]z_l

2

4

e—1 e
f fx)dx =
0

2. Surlintervalle [0;e — 1],
(C) est en dessous de (A).

Donc A = fe_l[y — f(x)]dx X ua

le(fe 1xdx—f f(x)dx>><4cm
- (), -5

A = (e* — 4e + 5)cm?

) X 4cm?

3.

a) h = f restreint a l'intervalle [0; +oo[
h est donc continue car dérivable et est
strictement croissante sur [0 ; +oo]. Par
Conséquent h réalise une bijection de
[0; 4+oo[surl = [f(O); lim f(x)[

X—+0o
DoncI = [0; +oof
b) La courbe (C") de h™! et la partie de (C)
correspondant a [0 ; +oo[ sont
symétriques par rapporta (A):y = x.
(Voir sur le graphique)
4. Lla boucle étant symétrique par rapport a
(A),onaA' =2A
DonclA’ = 2(e? — 4e + 5)cm?

PARTIE C
(&)= —
X =
(D): ln(t—t) avect €]-1;0[
t —
y(t) )
1. Equation cartésienne
1
X = ln( 5 S In(—t) = —(:)—tzex
1
St=—ex
1 1

—1l<—-ex<0=s0<ex<1

=>§<ln1<:>§<0<:>x<0et
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1
—ex 1

t =
Y= &Y= = TXxex

RIFl o

I):y = —xe% ; x<0

2. (N:y=—f(x); x < 0alorslacourbe
(I') s’obtient en faisant la symétrie de la
partie de (C) correspondant a x < 0 par
rapport a I'axe des abscisses.

3. Voir sur le graphique
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EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2) pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

EXERCICE 1 (4 points)
1. Une urne contient 10 boules indiscernables au toucher, dont quatre portent le chiffre 1
et six portent le chiffre 5.
On tire simultanément deux de ces boules.
Calculer la probabilité des évenements :
A: «tirer deux boules portant chacune le chiffre 1 »
B: «tirer deux boules portant chacune le chiffre 5 »
C: « tirer deux boules portant des chiffres différents »

2. On suppose maintenant que 1’urne contient a boules portant le chiffre 1 et b boules
portant le chiffre 5aveca+ b =10(1<a <9)et(1<b <9).
Soit X la variable aléatoire égale au total des points marqués sur les deux boules tirées
simultanément.
a. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
b. Déterminer I’espérance mathématique E (X) en fonction de a.
c. Pour quelles valeurs de a, a-t-on 6 < E(X) < 8?
EXERCICE 2 (4 points)
Le plan est muni d’un repére orthonormal (O ; U, ¥), unité graphique : 2 cm.
1) Soit le nombrez, =1 +i.
a. Montrer que z, est solution de 1’équation (E) définie par
23— (7+0)z>+2(8+3i)z—10(1+i)=0
b. Résoudre I’équation (E) dans I’ensemble des nombres complexes C.
2) On considere les points A, B et C du plan, d’affixe respectives 1 +i,3 +i,3 — i.
A~ ZB

a. Calculer et écrire sous forme exponentielle i—z .
C— 4B

b. En déduire la nature du triangle ABC.
c. Placer les points A, B et C dans le repére (O ; u, V) et compléter la figure au fur et
a mesure.
d. Soit (I") le cercle circonscrit au triangle BAC.
Déterminer I’affixe du centre G et le rayon r du cercle.
3) Soit (A) I’ensemble des points M du plan d’affixe z vérifiant la relation
lz—1—-i|=|z—-3+i]|
a. Caractériser géométriquement I’ensemble (A)
b. Justifier que le point F d’affixe 4 + 2i appartienta (A).
c. Déterminer I’affixe du point E de (A) situé sur I’axe des ordonnées.
4) Quelle est la nature exacte du quadrilatere CEAF? Justifier votre réponse.
PROBLEME (12 points)

PARTIE A
On consideére 1’équation différentielle (E) définie par : (E) : %y' +y=3e"*+2,
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1. Déterminer le réela, tel que la fonction v définie par v(x) = axe?* + 2 soit une
solution de(E).

2. Donner les solutions de I’équation (E’): %y' +y=0.

a. Montrer que u est solution de (E) si et seulement si v — u est solution de (E")
b. En déduire les solutions de (E):
4. Déterminer la solution particuliére h de I’équation (E) vérifiant h(0) = 0.

PARTIE B
f(x)=2Bx—1)e > +2si x<0

xlnx .
flx) = — Six>0

On note (C;) sa courbe représentative dans un repére orthonormal (0 ; 7, )).
Unité graphique : 4 cm.
I. Etude d’une fonction auxiliaire

On définit la fonction g sur ]0; +oof par g(x) =1+ x +Inx

On définit la fonction f sur R par :

1)
a. Calculer les limites de g en 0 et en +o0
b. Déterminer le sens de variations de g
c. Dresser le tableau de variation de g.
2) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans]0; +ool.
Montrer que a appartient a I’intervalle 10,2 ; 0,3].
3) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
Il.  Etude et représentation graphique de f
Etudier la continuiteé de f en 0.
Etudier la dérivabilité de f en 0. Donner une interprétation graphique.

Etudier les limites de f en —co et en +o0

Calculer lim 2 et interpreéter le résultat obtenu.

X— 0

o~ Wbk

Etudier le sens de variation de f sur R.

gx) )
(x+1)2

6. Montrer que f (@) = —a et déterminer le point d’intersection de (Cf) avec I’axe (Ox)
7. Dresser le tableau de variations de f
8. Construire (Cy)
PARTIE C
Soit 2 < 0. On note A(A) I’aire de la partie du plan délimitée par les droites d’équations x =
A,x =0,y = 0etlacourbe(Cy).
1) Onpose F(x) = (ax + b)e~%*. Déterminer a et b pour que F'(x) = (3x — 1)e~?*.
2) Calculer A (A1) en cm?
3) Calculer Al—i>r£100 AR

(On montrera que pour tout x > 0, f'(x) =
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q
Année 2013
2nd - tour
PROPOSITION DE CORRIGE
EXERCICE 1 < 30 < —4a+50 <40
1) SoitQ I'univers des éventualités & —20< —4a<—-10=2<qg<5
— 2 2
CardQ = Cyo = 45 Donc6 < E(X) < 8poura =3 oua =4
Probabilité des événements: EXERC ICE 2
A: « tirer deux boules portant chacune le 1.2o=1+1
chiffre 1 »2 a) Montrons que z, est solution de (E)
P(4) = CC— == d'oll|P(4) = — 203 — (7 + 0)zo% + 2(8 + 3i)z, —
B: « tirer deux boules portant chacune le 10(1 +1)
chiffre 5 » =2i(1+10) = 2i(7+0) + 12i
2 15 I =—-2+4+2-12i+12i=0
— =6 ’A —
P(B) = 2, " s d’ou|P(B) = 3 Alors zy = 1 + i est solution de (E)
C: « tirer deux boules portant des chiffres b) Résolution de (E)
différents » Comme z, = 1 + i est solution de (E)
cixct 24 \ 8 alors on a:
P(C) ==%=== dou|P(C) = —
Clo 45 15 (E):[z— (1 +][az®+ bz + c] = 0 tels
2) a+b=10b=10—-a a=1
a. Loide probabilité de X b-—(1+ida=-7—-i
Les valeurs prises par X sont: 2,6 et 10 que ¢ - 1+ib=16+6i
_ _ cz __a(a—1) —(1 + i)C =-10-—10i
P(x=2) =g =230 a1
_ g\ _ Cixch _ab _ a(10-a) Ona:{b=-6
P(X =6) = 3, 45 45 c=10
P(X = 10) = & _ bb-1) _ (10-a)(9-a) (E):[z— (1 + ][z —-6z+10] =0
o 90 90 S zp=1+iouz*—6z+10=0
I__ 2
X=x 2 6 10 A=—-1=1i
a(a-1) | a(10-a) (10-a)(9-a) Z1 = 34+i ou Zy = 3—1i
PX=x)| °° 45 20 Sc={1+i,3+i,3—-1i)
, - 2.2,=1+i, zz=3+4i , zz=3—1i
b. Espérance ma;chelr;lathue d(eiOX | a. Forme exponentielle iA_jB
_ ala— a —-a C— 4B
E(X)=2zx 90 +6X 45 +10x Zy—zp 1+i-3-1 -2 1
e Zc— 275 3—1—-3—1i —2i i
E(X) = a?-a+60a—6a2+450-95a+5a> Donc % —_ji=e 3
45 C—Zp
_ 36a+450 Nature du triangle ABC
45 Za—2Zp _ it
D'OfJ E(X) — —4al;+50 Ze— 27 =e 2
BA
c. Valeursdeatelqueb6 < E(X) <8 B 1
6<EX)<8eo6<4N g (BC,BA) = =2+ 2kn (k € )

5
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OnaBA = BC et BA 1 BC alors ABC
est un triangle rectangle isocele
c. Placons les points A,B et C

d. Déterminons I'affixe du centre G et le
rayon r de (I)
BAC est un triangle rectangle en B alors
G =milieu de [AC]

25 = zA-Zi-zC _ 1+i;—3—i oty = AZ_C _ |2—2_21| _
22
2
Donc‘zG =2etr= \/ﬂ
3.
a. Caractérisation de (A)
lz—1—-i|l=|z-3+i|le|z—2z
= |z — zc|
S AM =CM
Alors (A) est la médiatrice du segment
[AC]

b. F € (A)siAF = CF
AF:|ZF_ZA|:|4'+21_1_l|

=|3+i| =+v10
= |1+ 3i] =+V10

OnaAF = CF alorsF € (A)

c. E€e(A)etE € (0,¥) © AE = CE et

Zg =1y
|z — 24| = |zg — 24l

e liy—-1—-il =|iy—3+i|
1+ -1)2=9+(y+1)?
S1+y2-2y+1=9+y2+2y+1
Sy=-2
Onadonczg = —2i

Nature du quadrilatere CEAF

Zg—Zc=—21—3+i=-3-1
Zp—zp=1+i—4—-2i=-3—1i

OnaCE = FA et AE = CE alors|le
quadrilatére CEAF est un
parallélogramme qui a deux cotés
consécutifs égaux.
Donc CEAF est un losange.

PROBLEME
PARTIE A

(E):%y’ +y=3e"+2

Déterminons le réel a
v(x) = axe™?* + 2
v'(x) = (—2ax + a)e™%*
%v’(x) +v(x) =3e 2 +2
o (—ax + % + ax)e‘zx + 2
=3e 2 +2
On adonc
§=3 S a=6etv(x)=6xe ?*+2
Résolution de (E")
%y’+y=0(=)y’=—2y
Les fonctions solutions de (E’) sont donc
de la forme: y = ke %%, avec k € R

Supposons que u est solution de (E) et
montrons que v — u est solution de (E")
u solution de (E)

1 _
zzu’+u=33 2x 42

1, 1, .
= Su'+u=_v'+vcarvestaussi
solution de (E)

1 1
z;v’—zu’+v—u=0

=>%(v—u)’+(v—u)=0
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= (v — u) est solution de (E")
Réciproquement :
Supposons que v — u est solution de (E")
et montrons que u est solution de (E)
(v — u) est solution de (E")
:%(v—u)’+(v—u) =0
:%v’—%u’+v—u=0
=>%u’+u=%v’+v
= %u’ +u=3e"?*+2carvest
solution de (E)
= u est solution de (E)
Ainsi u est solution de (E) si et
seulement si v — u est solution de (E')
Déduction des solutions de (E)
Soit u une solution de(E), on sait que v —
u est solution de(E").
Douv—u=ke ?* =u=v—ke ?*
Les solutions de (E), sont donc les
fonctions u de la forme:
u(x) = 6xe ?* + 2 — ke ?*,aveck € R
. Solution particuliére de (E)
h(x) = 6xe™2* + 2 — ke™2*
h(0) =0 k =2
h(x) = 2(3x — 1)e”%* + 2|

PARTIE B
f(x) =2(Bx—1)e™>*+2si x<0
xlnx
f(x):x+1 six>0
D; = R

Etude d’une fonction auxiliaire
1.gx)=1+x+1Inx ; D, =[0; +oof

lim+1 +x=1
car

x—0

lim Inx = —
x—0

lim 1+x =4
car{

a) |lim g(x) = —oo

X—+00

lim Inx = 4+
X—+00

liIP g(x) = +oo

b) Sens de variation de g
x+1

X

g'(x) =

Vx€]0; +o[,x+1>0etx > 0alors
g'(x)>0
Par conséquent : g est croissante sur
10; +oo[

c) Tableau de variation de g

X —00 0 + o
g'(x) + 0 +
+oo
—00

2. Montrons que 1’équation g(x) = 0 admet
une solution unique a dans]0; +oo[
La fonction g est continue car dérivable et
est strictement coissante sur ]0; +ool.
Donc g réalise une bijection de ]0; +oo[
sur g(J0; +oo[) = ]—00; +ool.
Or 0 € |—oo0; +oo[, d’ou I’équation
g(x) = 0 admet une solution unique a
dans]0; +oo.
Montrons que a € 10,2 ; 0,3[
{g(O,Z) =12-In5=-041 <0

g(03)=13+In3—-In2—-In5=0,09>0

Onag(0,2) x g(0,3) <Oalorsa €
10,2; 0,3]
3.g croit sur |0; +oo[ et g(a) = 0 alors:
Vxe0; al,g(x) <0
Vx€la; +o[,glx)>0
Il. Etude et représentation graphique de f
1) Continuité de f en 0
lim f(x) = lim2(3x—1)e > +2=0
x—0~ x—0~
lim 2(3x —1) = -2
x—0~

car{ lim e %* =1
x—0~

—242=0
. 1= xlnx
xll»I})l’rf(x) B xll>l})l+ x+1 0
lim xInx =0

x—0t
car len(}er +1=1

°_ )
1
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Ona xli%l_f(x) = xlilglj(x) = f(0) alors

f est continue en 0

2) Dérivabilité en 0

3)

— _ -2x
lim f)—-£(0) — lim 2(Bx—-1)e %*¥+2

x—0~ x—0 x—0~ x
. X

SoitX = —2x,onax = -3

lim —2x =0% et

x—0~

. —3xeX-2eX+2 eX—-1
lim, 2 gox g (£0)
x—07t —= X

Xlin(”)1+eX =1
= 10 car - X_
lim &t =1
xX—0t X
On adonc lim [OFO _ 10
x—0~ x—0
. f-f0) . Inx
lim ——— =1 = —00
x—0t x—0 xr—0tx +1

lim+x +1=1
car{*°

lim Inx = —
x—0t

Ona lim %=10et

x—0~
lim fe)-f(0) _
x—0*t x—0
dérivableen 0

—oo alors f n’est pas

Interprétation graphique :

(Cf) admet au point de coordonnées
(0; 0) une demi-tangente a gauche de
coefficient directeur 10 et d’équation

y = 10x et une demi-tangente verticale
a droite dirigée vers le bas.

Les limites de f en —oo et en +o0
lim f(x) = lim 2(3x — 1)e ™ 2* + 2
X—>—00 X—>—00

lim f(x) = —o

1_i)rzlw2(3x —1)=-»
car ’ 1_1)111009‘2" = 400
(—O;C) X (+00)+2=—00
i, 700 = i, <= 5

. x
lim —=1
x—+o00o X+1

carqy lim Inx = 4+

X—+00
1X (4+o) =400
4) Calculons lim £
x—+o0 X
lim 22— lim 2% = R X
x—+00 X x—+o00 X+1 x—+o0 X x+1

lim — =1

— 400 Xx+1
. fx) Xt ¥
lim ——=0jcar{ |iu ®™*_ 9

—400 X X too X
1x0=0
Interprétation du résultat
lim 2% = 0 alors (Cf) admet une
X—+o00

branche parabolique de direction I'axe
des abscisses

5) Etude du sens de variation de f

Vx<0,f(x)=2(5-6x)e?*

Vx €]-0;0[e?* >0et5—6x>0
alors f'(x) >0

On en déduit que sur |—0 ; 0], f est

croissante
(1+Inx)(x+1)—-xInx

Vx>0f"(x)= D)2
r _ gx)
DoncVx >0, f'(x) = 1)

Vx €]0; +oof, (x + 1)2 > 0O alors le
signe de f'(x) dépend de celui de g(x)
Par conséquent :
Vx€e|0; al,f'(x) <0

Vx€la; +oof,f'(x) >0
On en déduit que :
Sur |0 ; af, f est décroissante
Sur Ja; +oof, f est croissante

6) Montrons que f(a) = —a

alna

Onaa > 0donc f(a) = —

Orgla)=0=Ina=—-(a+1)
) s _ —a(a+1)
D'ouf(a) = @D

Onadonc f(a) = —a
Point d’intersection de (Cf) avec I'axe des

abscisses:
xInx

[ =00
Slhx=0carx>0=x=1

=0=xlhx=0
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Ainsi (C;) coupe I'axe des abscisses au
point de coordonnées (1;0)
7) Tableau de variation de f

X —00 0 a + o
()| + 10/|-~0 — 0 +
0 + 00
()
flx _Oo/' \ y /'

8) Construction de (Cf)

(ch

-
—
o
w
>

PARTIE C

1. F(x) = (ax + b)e™%*. Déterminons a
et b pourque F'(x) = (3x — 1)e™%¥
F'(x) = (—2ax + a — 2b)e™?* =

(3x —1)e™%*
& —2ax+b—-2a=3x—-1
Par identification : {b_Eaz:—g 1

On adonc:
3

- 2et F(x) = (—;x—i) e 2*
=%
2.AA) = - [} f(x)dx x ua

A1) = 16[—2F (x) — 2x]9
=16 (3w +3)e > -2

A1) = (8 + 324 — 8(64 + 1)e 24 )cm?
3. Calculons Alirzl A(L)

Alir{l A(R)

= lim e~ 2*(8e?* + 321e?* — 561 — 8)

lim A1) = +oo

car i
lim 21e?4 =0

( lim e 24 = 40
lim e?2 =0
A——00
Alirzl — 561 -8 =40
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EXERCICE 1 (4 points)
On considere les équations différentielles suivantes :
(E):y"+4y=0¢et(Ey):y"+y=0

1. Déterminer la solution de 1’équation (E;) dont la courbe représentative dans un repére
orthonormal (0; 7,7) passe par le point A(0; —2) et admet en ce point une tangente
horizontale

2. Déterminer la solution g de I’équation (E,) vérifiant : g G) = —1et QG) =-1

3. Soit (C) la courbe définie par le systéme d’équations paramétriques :

{ x(t) = —2cos2t R
y(t) = cost —sint ’
a. Déterminer la période commune des fonctions x et y ; comparer la position des
points M(t) et (t + m) , puis en déduire un élément de symeétrie de (C). Justifier le
choix de [0; m]comme ensemble d’étude.

b. Etudier les fonctions x et y sur [0; 7] et dresser leur tableau de variations conjoint
c. Représenter la courbe (€) dans un repere orthonormal (0; 1,7)

(unité graphique 2 cm)

On précisera les tangentes particuliéres ainsi que les tangentes en O.

NB:v2 =~ 1,4

EXERCICE 2 (4 points)

On lance un dé tétraédrique dont les quatre faces portent les nombres 1, 2, 3 et 4. On
s’intéresse au nombre porté par la face cachée.

Pour k € {1, 2, 3,4}, on note Py la probabilité d’obtenir le nombre k sur la face cachée. Le dé
est déséquilibré de telle sorte que les nombres P;, P,, P; et P, dans cet ordre forment une
progression arithmétique

1. Sachant que P, = 0,4; montrer que P, =0,1; P, =0,2¢etP; = 0,3

2. On lance le dé trois (3) fois de suite. On suppose que les lancers sont deux a deux
indépendants
a. Quelle est la probabilité d’obtenir dans 1’ordre les nombres 1, 2, 4 ?
b. Quelle est la probabilité d’obtenir trois nombres distincts rangés dans 1’ordre

croissant ?

3. On lance dix (10) fois de suite le dé. On suppose les lancers deux a deux indépendants.
On note X la variable aléatoire qui décompte le nombre de fois ou le chiffre 4 est
obtenu.

a. Pour0 < i < 10, exprimer en fonction de i la probabilité de I’événement (X = i)
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b. Calculer ’espérance mathématique deX. Interpréter le résultat obtenu.
c. Calculer la probabilité de I’événement (X = 1)
On donnera une valeur arrondie au millieme
4. On lance n fois le dé, les lancers étant supposés indépendants. On note u,, la
probabilité d’obtenir pour la premiére fois le nombre 4 au n'®™ lancer.
a. Montrer que (u,) estune suite géométrique et qu’elle converge
b. Calculer S,, = u; + u, + -+ + u,, en fonction de n puis étudier la convergence de
la suite (S,)
c. Déterminer le plus petit entier n tel que S,, = 0,999
NB : On donne (0,6)° ~ 0,00604 ; In(0,001) ~ —6,90; In(0,6) ~ —0,51
PROBLEME (12 points)

Soit f la fonction définie sur R — {1} par: f(x) =

dans le plan muni d’un repére orthonormal (O; 7,]) d’unité graphique 2 cm.
PARTIE A

x+In|1—x]|
1-x

et (C) sa courbe représentative

1. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. En déduire les
asymptotes a (C)
2. Soit £ la fonction dérivée def, calculer f'(x) puis étudier son signe. En déduire le
sens de variation de f
3. Dresser le tableau de variations de f
4. Montrer que le point I(1; —1) est un centre de symétrie pour (C)
5. Tracer (C) et les asymptotes
PARTIE B
Soit els fonctions u et v définies sur |1; +oo[ par : u(x) = ;Tlx etv(x) = ln)(cxf_ll)

1. Déterminer une primitive de chacune des fonctions u et v sur |1; +oo[
2. Vérifier que pour toutréel x > 1; —1 — f(x) = u(x) + v(x)
3. Calculer, en cm?, la valeur exacte de I’aire S du domaine plan compris entre (C) et les
droites d’équations respectives y = —1,x = 2 etx = 3
PARTIE C
Uy =1

On considere la suite (u,,) définie sur N par : { _
Unyr = 4—e

_y,pour toutn € N

1. Montrer, par récurrence, que pour tout entier non nul n,3 < u,, < 4
2.
a. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, u, ,; — u, et u, — u,_; sont de
méme signe
b. Etudier le sens de variation de la suite (u,,)
3. Etudier la convergence de la suite (u,,)
NB : Ondonne:e 3 ~ 0,05ete™* ~ 0,02
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PROPOSITION DE CORRIGE

EXERCICE 1
. (E):y"+4y =0

f(x) =Acos2x + Bsin2x ; (A,B € R)
fFO)=-—2c4=-2
f'(x) = —2Asin2x + 2B cos 2x
f'(0)=0=B=0
Onadonc f(x) = —2 cos 2x

. (E2):y"+y =0
g(x) =Acosx + Bsinx; (A,B €R)

g(3)=-1e8=-1

g'(x) = —Asinx + Bcosx

g(3)=-1=4=1

Par conséquent : g(x) = cos x — sinx
( x(t) =—2cos2t

(©): {y(t) = cost —sint

t + cos 2t est m —périodique
t—costett— sint sont

2w —périodique
Comparons M(t) et M(t + 2m)

x(t + 2m) = —2 cos(2t + 4m)
{y(t + 2m) = cos(t + 2m) — sin(t + 2m)

,tER

{ x(t+2m) = —2cos2t
y(t + 2m) = cost —sint

{x(t + 2m) = x(t)
y(t +2m) = y(t)
S M(t+2m) = M(t)
Alors les fonctions x et y sont
périodiques de période commune 2@
Comparer la position des points
M(t) et M(t + m)

x(t+m) =—2cos(2t + 2m)
{y(t + ) = cos(t + m) — sin(t + m)

{ x(t+m) =—2cos2t
y(t+m) = —cost+sint

{ x(t+m) = x(t)
yE+m) =—y()

Alors M(t) et M(t + m) sont
symétriques par rapport a I’axe des
abscisses
On en déduit que la courbe (€)est
symétrique par rapport a ’axe des
abscisses
Justifions le choix de [0; ]
x et y sont 2 —périodiques donc il faut
choisir un ensemble d’¢tude de longueur 21
Ona:Vvt € |[0; m],(t + m) € [m; 2m] et
[0; 2] = [0; 7] U [mr; 2m]
Alors on peut choisir [0; ] comme
ensemble d’étude de (C) et compléter la
courbe par symétrie par rapport a I’axe des
abscisses
x'(t) = 4sin2t
{y’(t) = —sint — cost
Variation de x

X'() =0 te {o; z n} sur [0; 7]

Vt € [0;%],x’(t) > 0 et x croit sur [O; %]
Vt € E n],x’(t) < 0 et x décroit sur E n]
Variation de y

y'(t) = —sint — cost = —/2 cos (t —%)
y' () =0t =Zsur[0; n]

vVt € [0;‘%”] ,y'(t) < 0 ety décroit sur [0; %’T]

vVt € [%”; n],y’(t) > 0 et y croit sur [“%"; n]

t |0

z — I
YO0 + 0 = —4 = 0
y®O -1 - -1 - 0 + 1
2
\
x(t) 0
—2/ T 2
1\ -1
—1
y(t) \—ﬁ/
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Tracer de (C)
Tangentes :

(Ty):x =-2; (Tg):x= 2;

(Tar)iy =2 (Tyix = =2

A T’origine O du repére on a :

-1+
-2+

x(t) =0 _m, )

{y(t)=0=)t_1’(T§)'y__Tx

EXERCICE 2

. Pp=P,+(k—4)rdouona:
P,=P,—3r; P,=P,—2r; P,
=P —r
PL4+P,+P;+P=1=4P, —6r=1
On en déduit que : r = 0,1 et par suite
P,=01;P,=0,2etP;=0,3

. On lance le dé trois fois de suite

La probabilité d’obtenir dans 1’ordre les
nombres 1, 2, 4 est :
Py xPy,xP,=0,008
. La probabilité d’obtenir trois nombres
distincts rangés dans 1’ordre croissant est :
Py XPyXP3+PyXPyXPy+

Py XP3X P4+ P, xP3xPy=0,05

. On lance le dé dix fois de suite

X suit une loi binomiale de parameétres 10
et0,4

a. P(X =1i)=Cl(0,4)(0,6)1°"
b. E(X)=10x0,4 =4
Interprétation du résultat
En lancant dix fois le dé, on obtiendra en
moyenne 4 fois la face numérotée 4
c. PX=21)=1-PX=0)=1-(0,6)'°
P(X = 1) =0,99396
Arrondi au millieme, on a :
P(X>1)=0,994
4. On lance n fois le dé
a. u, estla probabilité¢ d’obtenir un chiffre
autre que 4 lors des (n — 1) premiers
lancers et d’obtenir le chiffre 4 au n'*™®
lancer ; par conséquent :
u, = (0,6)"1 x 0,4
Ona:u,y; =(00,6)"x04
=0,6 x(0,6)""1 x 0,4 =0,6u,
Un+1 = 0,6u,
Alors (u,,) est une suite géométrique de
raison 0,6 et de premier terme u; = 0,4
Comme 0 < 0,6 < 1 alors (u,,) est
convergente et nl_i)r_rl_looun =0

b. Sn=u1+u2+"'+un

_ n—-1+1
=u1x%= 1—(0,6)
0<06<1et liT (0,6)™ = 0 alors
n— o0
lim S, =1

n— +o

La suite (S,,) est donc convergente
c. S,>0,999 & (0,6)" < 0,001
< nlIn(0,6) <1In(0,001)
"> In(0,001)
In(0,6)
< n=>13,52
Onadonc:S, = 0,999 vn > 14
Le plus petit entier n tel ques,, = 0,999
est donc 14

PROBLEME
fe) === b = R {1)
PARTIE A

x+In(1-x)

1. Vx €]-w; 1], f(x) =
X=1—x
Six > —0X > t+owoet

: Posons
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lim =X X i _1+§+1I;X 1 vx €]0;1[U]1;2[ f'(x) <0
X e Ko7 On en déduit que:

lim f(x) = —1 car Xl_l)r?w} =0 Sur ]—oo; 0[ et ]2; +oo], f est croissante
xX——00 B lim “‘TX =0 Sur ]0; 1] et sur ]1; 2], f est décroissante
— 400 HP

Six o 1-X - 0* et 3. Tableau de variation de f

Y lim (1 - X +1InX) = — x_|—» 0 1 2+
x-0t X X-0* X f'x) |+ 0 - - 0 +

lim 1= 4o 0 4+ -1
i 1 - £

agil}l—f(x) = —wcar{ lim1-X=1 / \ /

i, In X = =0 SEE =x:
. _ x+In(x-1) |
Vx € ]1; 4ol f(x) = 1-x ' 4. I1(1; —1) est un centre de symétrie pour

Posons X =x—1
Six > 1t,X->0%et

lim XX i l(—1 —X—InX) =+4w
X-0t X X-0tX
lim = = 4w
X-0t X
i = lim - 1—-X=-1
J}Ll};rf(x) +oo car n,
lim InX = —w
X-0
Six » +00,X > 4+woet
lim 20X gy -2 X
Xo 4o X X 4o X x
Xlim %: 0
. _ - 400
xl_l)Toof(x) = —1 car mx _ o
X— 40 X

Asymptotes
La droite d’équation y = —1 est une

asymptote horizontale a (€) au
voisinage de — et +oo

La droite d’équation x = 1 est une
asymptote verticale a (C)

) i o (e

(1-x)?
= f0) =G5

Signe de f'(x)

Vx € Dy, (1 —x)* > 0 alors le signe
de f'(x) dépend de celui de In|1 — x|
Infl—x|>0=|1—x|>1
S1l—-x>1oul—-—x< -1
Sx<0oux>2

Par conséquent:

Vx € |—o0; 0[ U ]2; +oof, f'(x) >0
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©sifC-—x)+fx)=-2
fR=x)+f(x)

_2—=x+In|1-2+x| x+In|1—x]

B 1-2+x 1—x

_2—x+Inlx—1] x+In|1—x]

B x—1 1—x

_—2+x—ln|x—1|+x+ln|1—x|

B 1—x

Orlnjx —1| =In|1 —x| d’ou f(2 —x) +
—2+2

fl) === -2

f2—-—x)+f(x)=—-2alorsI(1; —1)
est un centre de symétrie pour (€)
5. Tracons (C)

€

1=!
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PARTIE B

- u(x) = =5 Dy = 11; 4o

Une primitive de u sur |1; +oo[ est par

exemple la fonction U définie sur ]1; +oo[

par: U(x) =In(x — 1)

In(x — 1)
-1

Une primitive de v sur ]1; +oo[ est par

exemple la fonction V définie sur ]1; +oo[

par : V (x) = 2 (In(x — 1))

v(x) = ; Dy =11; +oof

Vx> 1,-1— f(x) = -1 - ZRED
_ 4 x In(x—1)
- 1 1-x x—1
-1 In(x—1)
- 1-x x—1
=u(x) + v(x)

Donclvx > 1,—1 — f(x) = u(x) + v(x)|
. S=uax [(y— f(x))dx car sur

[2; 3], (C) est en dessous de la droite
d’équation y = —1

P -fe0)dx = [X(=1 - f()) dx
= [} (u() +v(x)) dx
= [InGe— 1) + 2 (nGx = 1)?]

=In2+ %(an)2 et ua =4 cm?

$=2In2(2 +1In2)cm?

PARTIE C

Ug =1
{unﬂ _ 4 _ p-un POUrtOULN EN
U =4—e=4—pe1
Onsaitque2 <e <3
1

Sri<el<o—c<—eTl< -
<:>§<4—e‘1<%=> 3,5 <u, <36
Onadonc: 3 <wuy < 4car

13,5;3,6[ c ]3; 4]

Pour tout n non nul, supposons que 3 <
U, < 4 et montrons que 3 < U, < 4
Eneffet:3 <u, <4

= —4<-u,<-3

S et<em<ed

= 4-—e3<4—e <4 —et

= 3,95 < u,q < 3,98

= 3< Uy <4

car ]3,95;3,98[ c ]3; 4|

On conclut donc que : 3 < u, < 4, pour
tout n non nul

Upy1 — Uy =4 —e " — 4 4 g7 Un-1
— e_un—l — e_un — e_un(eun_un—l — 1)

vh=>1,e % > 0.
Alors u,,.; —u, et e¥n"%n-1 — 1 sont de
méme signe
Par ailleurs :
eln7Un-1 —1 > () = e¥n7Un-1 > 1
= U, —Uy_1 >0 et
eginlin-1 — 1 < () = el tn1 <1
> Uu, —U,1 <0
Alors e#n~tn-1 — 1 et u,, — u,,_, sont de
méme signe
On conclut donc que : pour tout entier
naturel non nul n, up,. 1 —u, et u, —uy,_4
sont de méme signe
Par itération du résultat précédent, u,, —
U,_4q et u; — uy sont de méme signe
U —uy=3—-e1>0
Doncvn>1,u,—u,1>0
On en déduit que la suite (u,,) est
croissante

3. (u,) étant une suite croissante bornée,

alors (u,,) est convergente car toute suite
monotone bornée converge
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UNIVERSITE DE OUAGADOUGOU Année 2012
Office du Baccalauréat Session Normale
--------------- Epreuve du 2" tour
Série D Durée : 4 heures

Coefficient : 05

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2)pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

EXERCICE 1 (4 points)
1. On considere le polynéme P défini pour tout Z de I’ensemble C par :
P(Z)=73-6Z*>+12Z — 16
a. Soit Z, € C. Montrer que si P(Z,) = 0 alors P(Z,) = 0 ol Z, est le conjugué de Z,
b. Calculer P(1 + iv/3) ; puis factoriser P(Z)
C. Déduire les solutions de 1’équation P(Z) = 0
2. Le plan est rapporté a un repére orthonormal (0; u, v)(unité graphique 2 cm). Soit 4, B et
C les points d’affixe respectives a = 4; b = 1 + iv/3 et ¢ = b ou b est le conjugué de b
a. Placer les points A, B et C sur une figure que I’on complétera au fur et a mesure
b. Quelle est la nature exacte du triangle ABC?

3. Soit K le point d’affixe Zx = —/3 + i, le point F image de K par la rotation de centre O
et d’angle g et G ’image de K par la translation de vecteur 0B
a. Déterminer les affixes respectives de F et G
b. Montrer que les droites (0OC) et (OF) sont perpendiculaires
4. Soit H le quatrieme sommet du parallélogramme COFH
a. Calculer I’affixe Zy de H puis montrer que le parallélogramme COFH est un carré
b. Quelle est la nature du triangle AGH?

Ondonnev3 =1,7

EXERCICE 2 (4 points)
L’espace est rapporté & un repére orthonormal (0; 7,7, E) On donne les points A(2,0,0) ;
B(0,3,0) et C(0,0,—2)

1. Déterminer les coordonnées du vecteur u défini par i = AB AAC
2. Soit H(a; b; c) le projeté orthogonal de O sur le plan (ABC)
a. Que peut-on des vecteurs AH et U ?
En déduireque:3a+2b—3c—-—6=0
b. Que peut-on dire des vecteurs OH et ?

a=—6t
En déduire qu’il existe un réel t tel que : {b = —4t
c=6t

c. Déterminer la valeur de t puis donner les coordonnees de H
d. Calculer la distance du point O au plan (ABC)
3. Calculer le volume du tetraédre de base ABC et de sommet O

PROBLEME ( 12 points)

On considere la fonction de la variable réelle x définie sur R* par: f(x) =

—In|x|

+x—-2
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On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormal
(0; 1,7) d’unité graphique 2 cm.

PARTIE A
Soit la fonction g définie sur R* par g(x) = —x* + 1 — In|x|

1. Etudier les variations de la fonction g et dresser le tableau de variations
2. Calculer g(—1) et g(1) puis déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x

PARTIE B

1. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. En déduire que la
courbe (C) admet une asymptote verticale

2.

a.
b.

a.

b.

Montrer que la droite (D) d’équation y = x — 2 est une asymptote a (C)
Etudier les positions relatives de (C) par rapport a (D)

Calculer f'(x) et exprimer f'(x) en fonction de g(x) et en déduire le sens de
variation de f
Dresser le tableau de variations de f

Montrer que le point I, intersection des deux asymptotes est un centre de symétrie
pour la courbe (C)
Construire la courbe (€) ainsi que les asymptotes

5. Discuter graphiquement et en fonction du paramétre m, le nombre de solutions de
I’équation dans R, f(x) = m (m € R)

PARTIE C
Soit a un réel tel que —1 < a < 0 et soit (A) la région du plan délimité par la courbe (C), les
droites d’équations respectives x = —1;x = a;y = x — 2

1.

a.
b.

Calculer en fonction de a I’aire A(a) de (A)
Calculer a!'iino A(a) et interpréter graphiquement le résultat
a<0

2. On donne la suite définie pour tout entier n > 0 par : u,, = flnf(x)dx

a.
b.

Calculer u,, en fonction de n
La suite (u,,) est-elle convergente ? Justifier
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PROPOSITION DE CORRIGE

EXERCICE 1

a. P(Zy) =Z, —6Z, +12Z,—16
=7y - 67,2+ 127, - 16
=7,° —6Zy%+12Z,— 16
P(Z,) = P(Zy) .

Par conséquent : si P(Z,) = 0 alors K
P(Z)=0=0
b. P(1+iv3) =(1+iV3) —6(1+

iv3)? +12(1 + iv3) — 16
=1+3ivV3-9-3iV3—-6—-12iV3 + .
18 + 12 + 12iv/3 — 16
=31-31+i(15V3 — 15V3)
P(1+iV3) =0

Factorisation

Zy =14 iV3etZ, = 1 —iv/3 sont des
racines de P(Z) donc :

P(Z)=(Z-1-13)(Z-1+1V3)(aZ+b) |, ca _ -3-i3
— (72 _ " b-a -3+iV3
=(Z 3ZZ+4)(aZ-I;b) _ (3-iB)(-3-i3) _ 6v6iE _ 1 VB iE
P(Z):aZ +(b—2a)Z +(4a—2b)Z+4’b - 12 - 12 T2 lz_e
Par identification on a : ¢4l _1
a=1 b=a
b_za:_6<=>a=1etb:—4 arg(%)zg[Zn]
4a —2b =12 L
4b = —16 PN AC
On a donc (4B; AC) = g[Zn]
P)=(zZ-1-i3)(Z-1+iV3)Z -4 Alors ABC est un triangle équilatéral
c. P2)=0e Z=1+iV3,Z=1-iV3 3. Zy=—V3+i
7 =4, T
o a. Zp=e3Z = (1+ iﬁ) (—V3+1i)
Sc={4;1+iV3; 1 - iV3} 2 2
Sz =—V3-i
_ Zo=Zy+Zss=—3+i+1+iV3
2. a=4b=1+i3etc=b=1-iV3 6~ 7K T %o T
a. Placons les points =EZe=(1-V3)+i(1+3)
b % 1-03 _ (1-iV3)(=VB+) _ 4l _ . if
" Zp —3-i 4 =TT tTe
Zc T — — i
arg (Z—F) =5[] e (OF; 0oC) = > [2]
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Alors les droites (0OC) et (OF) sont

perpendiculaires

. H le quatrieme sommet du parallélogramme

COFH

COFH est un parallélogramme si Zz5 = Zgzz

Zeg =Zmgp © —Z¢ =Zp — Zy

SZy=Zc+7Zp

= Zy = (1-+3)—i(1+3)

Montrons que COFH est un carré

On sait que COFH est un

parallélogramme et OF L 0C

Par ailleurs : OF = |Zp| = 2 et
C=|Z;|=2 © 0OF =0cC

On en déduit que COFH est un carré

. AG =1Z; —Zy| =16 +8V3;
H=1\Zy -7, =16 + 83 et
=1Zy —Z;| =V 16 + 83

AG = AH = GH alors AGH est un triangle
équilatéral

EXERCICE 2
A(2,0,0) : B(0,3,0) et C(0,0,—2)

. -2 . -2
. AB<3>;AC<O>et
0 -2
. —6 —6
AB N AC <—4> donc u (—4)
6 6

. H(a; b; c) projeté orthogonal de O sur le
plan (ABC)
AH et % sont orthogonaux car % L (ABC) et
H € (ABC)

On en déduit que :

1-AH=0< —6(a—2)—4b+6¢c =0
& —6a—4b+6c+12=0

< —2Ba+2b—3c—6)=0

< 3a+2b—3c—-6=0
OH et % sont colinéaires car % L (ABC) et

OH 1 (ABC)
On en déduit que :

Il existe un réel t tel que

. a=—6t
OH =tu & {b = —4t
c = 6t

3a+2b—3c—-6=0

& —-18t—-8t—-18t—-6=0
3

S 44t=6t=——
22

Onen déduit que : H (11 161 %)
d(0; (ABC)) = OH =

B384 2 o 4(0; (4BC)) = 22
121 121 121 11

. Voasc = ;Aire(ABC) x d(0; (ABC))

||u|| m

(== VOABCZEX VZZX%ZZ

VOABC = 2 uv

Aire(ABC) =

PROBLEME
PARTIE A

g(x) =—x*+1—-In|x|; D, =R*
g "(x) = —2x——= _2x2+1
V x € |—o0; 0[x<0et2x + 1 > 0 alors
g x)>0
Vv x €]0; +oo[,x > 0et2x*+ 1> 0 alors
g'(x)<o0

On en déduit que :
Sur |—oo; 0, g est strictement croissante
Sur ]0; +oo[, g est strictement décroissante

X —00 0 400
g'(x) + -
+ o0 + oo
g(x)
—Q0 — OO0

Vx€J]-00;0[g(x) =—x*+1—1In(—x) ;
posons X = —x
Si - —0, X — +ooet
Iim —X°4+1—InX=-—
X — +
lim —X°41=-o

X — o0
Car{ lim InX =+

X — +0o

Alors lim g(x) = —o
X — —00
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Six - 07,X — 0f etXlirr(l)+—X2+1—
lim —X°+1=1

0+

lim InX = —o0

X—ot
Alors lin&_g(x) = 4o
X —

InX = 4oo car {

Vx€]0; +oo[,g(x) = —x*+1—1Inx
lim —x’+1=1

- _ x— 0t
xh—>nol+g(x)_+oo Car{ 11m Inx = —o0
x—0
hrpF —x*’+1=-
_ X — (o)
xl—l>r2w'g(x)_ oocar{ lim Inx = 4o

X — +00

2. g(=1)=0etg(1)=0

Déduction

Sur ]—o0; 0], g est croissante et g(—1) = 0
alors:Vx € |—o0; —1[,g(x) < 0 et
vxe|-1;0,g(x) >0

Sur ]0; +oo[, g est décroissante et g(1) = 0
alors:vxe€]0;1[,g(x) >0et

Vx€]l; +o[,g(x) <0

PARTIE B
f@ =" -2 D =R
Vx€l-o 0L f(x) =2 p x 2,

posons X = —x
Si— —0,X — +owet
lim ‘“—X—X 2=—
X— 400 X
lim lrl—X=0
car X— 4o X
lim —X—-2=-—

X — 400

Alors lim f(x) = —

X — —©
Six - 07,X — 0%et
lim —XlnX X—2=—-—

X —ot
. 1
Im — =400
X—otX
car lim InX = —o0
X —o0t
lm —X—-2=-2
X — 0t

Alors lim f(x) = —o0
x—0~

—Inx
V x € ]0; +oof, f(x) =T+x—2

a. D):y=x-2;f(x)—

{ lim l=+oo
lim f(x) =+ car{ lim Inx = —o0
x —0t

k hm x—2 = -2

X — 0t

lim 2X=0
lim f(x)= +oocary *—+» X
x—+ wf() {lim X—2=+40

X — +00

On en déduit que :
(€) admet une asymptote verticale
d’équation x = 0

im (fe)—y) = lim —==0
lim (f(x)—y)= Ilim _r_p
X — +00 X —

Alors la droite (D) d’équation y = x — 2
est une asymptote oblique a (C) au
voisinage de —oo et 400

. Vx€]—00;0[,—x >0etln(—x) >0

=x<—1
Vx€]0; +oo[,x >0et-Inx >0
=Sx<
Par conséquent :
Vx€]-oo;—1[U]0;1[ f(x) —y >0
Vx€e€]-1;0[U]1; 4o f(x) —y <0
On en déduit que :
Sur |—oo; —1[ et sur ]0; 1[, (€C) est au
dessus de (D)
Sur |—1;0[ etsur ]1; +oo[, (C) esten
dessous de (D)

Lx+Inx

flo) ==——+1

o f (x) _ x? 1+lnx

Onadonc: f' (x) _ 4w

x?

VxE€ Df,x > 0 alors le signe de f'(x)
dépend de celui de — g(x)

Par conséquent, on a d’aprés PARTIEA :
Vx€]—oo;—1[U]1; +oof,f'(x) >0
vxe|0;1[U]0;1[,f'(x) <0

On en déduit que :

Sur |—oo; —1[ et sur |1; +oof, f est
strictement croissante
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Sur |—1;0[ et sur ]0; 1], f est strictement
décroissante
b. Tableau de variation

Sim = -3, f(x) = m admet une solution
x=-1
Sim € |-3; —1], f(x) = m n’admet pas

Je solution

X | =% -1 0 1+ ooL i
)| +0 — =0 + $im = —1, f(x) = m admet une solution
-3 + o0 Joox=1
Sim € ]-1; +oo[, f(x) = m admet deux
f(x) solutions
_% — oo _1q PARTIE C
—-1<a<0

a. I(x=0;y=x—-2) =1(0; —-2)
1(0; —2) est un centre de symétrie pour (C)

si f(—x) + f(x) =—4

f(=x)+ f(x)
—In|—x| — In|x|
= —x-2+ +x—2
—X
In|—x| In|x]|

X X
Or|—x| =|x|dou f(—x) + f(x) = —4

24 |G

-

@)

!

=

On conclut donc que I(0; —2) est un
centre de symétrie pour (C)

Construction de (C)

Discussion sur le nombre de solutions de
I’équation dans R, f(x) = m (m € R)
Sim € |—o0; -3, f(x) = m admet deux
solutions

Version Mobile

S50 = fe))dx = [7)

A(a) = ua x f_al(y — f(x))dx
In(—x) dx

X

~(In(-a))’;

v

b.

ua = 4 cm?
A(a) = 2(In(-a))’
oliino A(a) = +oo car O%il)no In(—a) = —o
a<0 a<0

Interprétation graphique
La région (A) est un domaine illimité du
plan lorsque &« — 0 par valeur inférieur

. un=f1nf(x)dx,n>0

Inx

un=f1n(—7+x—2)dx

= [—%(lnx)2 + %xz - Zx];1

u, =%—%(lnn)2 +%n2—2n

lim u
n—+oo n
2
1 3 Inn 4
= i T f2 (22) 41— 4] = oo
n—+oo 2 n? n + n +
. 1
([ lim =n? =4
n—+oo 2
. 3
lim ==
cars TP
lim —=0
n—+oo N
lim - =0

lim u, = +oo alors la suite (u,,) diverge

n—+oo
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(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

EXERCICE I (4 points)

Dans le tableau suivant figurent les résultats d’une enquéte réalisée dans un magasin pour
déterminer le nombre d’acheteurs potentiels de’un modele de chaussures, en fonction de son
prix de vente.

Prix en francs : x; 350 [400 |[450 |[500 |[550 |600

Nombre d’acheteurs potentiels y; | 140 | 120 | 100 90 80 55

1) Représenter le nuage de points M;(x;, y;) correspondant a cette série statistique dans un
repére orthonormal (O ; T, 7) tel que lem représente 100 francs sur I’axe des abscisses et
1cm représente 20 acheteurs sur 1’axe des ordonnées.

2) On appelle G; et G, les points moyens des sous nuages constitués d’une part par les trois
premiers points et d’autre part par les trois derniers points.

a) Calculer les coordonnées de G, et G,.
b) Placer les points G, et G,sur la figure tracer la droite (G,G,).
c) Déterminer une équation de la forme y = mx + p de la droite (G, G>).

3) Déduire du 2-c) une équation :

a) du nombre d’acheteurs potentiels d’un modele de chaussures vendu 650 F.
b) du prix d’un modéle dont le nombre d’acheteurs potentiel est 150.

EXERCICE 11 (4 points)

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal (O ; U ,V).
V3+1 n i(vV3-1)
4 4

Soient les nombres complexes a = et zo = 6 + 61.

On note A, le point d’affixe z, et pour tout n entier non nul ,on désigne par A,, le point
d’affixe z,, définie par z, = a™z,.

1)
a) Exprimer z; et a? sous forme algébrique. Ecris z, sous forme exponentielle et montrer
1 T
que a? = Eele :
b) Exprimer z; et z, en fonction de z; et a? ; en déduire z; et z, sous forme
exponentielle.
2) Pour tout n entier naturel , on pose |z,| =7, -
n
2
a) Montrer que, pourtoutn €N, n, =12 (\/2——) .

b) En déduire que la suite (7;,),,en €St Une suite géométrique dont on précisera le premier
terme et la raison.
c) Déterminer la limite de la suite (7;,) et interpréter géométriquement le résultat obtenu.
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PROBLEME (12 points)

Soit f la fonction numérique définie par f(x) = :;x et de courbe représentative (C) dans un
repéere orthonormal (O ; 1, 7) du plan (unité graphique 4 cm).

PARTIE A

1)

a) Déterminer I’ensemble de définition de f.

b) Calculer les limites de f en 4+ et en —oo.
2) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
3) Soit A le point de (C) d’abscisse 0.

a) Déterminer I’équation réduite de la tangente (T) a (C) en A.

b) Montrer que A est un centre de symétrie pour (C).
4) Tracer (T) et (C) dans le repére (O ;1,7).

PARTIE B

Soit n un entier naturel. On désigne par D,, le domaine du plan délimité par la courbe (C) et
les droites d’équationsy =1, x =0, x = n.A, désigne I’aire de la région D,, exprimer en
unité d’aire.

1) Hachurer la région D, sur le graphique (pour n = 2).
2) Montrerque 4, =In2 —In(1 +e™) + n.
3) Calculer lim A,.

N>+

PARTIE C

1) Déterminer les nombres réels a et b tels que :
e?x ae* be*
A+er) d+ed)  (dter)
2) Soit a un réel négatif. On note V(a) le volume du solide engendré par la rotation autour
de I’axe des abscisses de la portion de la courbe (C) obtenue pour a < x < 0.
a) Exprimer V(a) en fonction de a.
b) Déterminer la limite de V(a) lorsque a tend vers —oo.

PARTIE D
Soit (I') la courbe paramétrée de représentation paramétrique :
x(t) =Int
1 , t=>1.
t)=——-1
YO =17

1) Déterminer une équation cartésienne de (I).
2) Expliquer comment a partir de (C) on obtient (I"). Construire (I") en pointillés.

Ondomne £ (1) = 0,62 ; f(1) =073 ; f(2) = 0,88.
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EXERCICE 1
1) Représentons le nuage de points

1la0+
140
120+
100+

g0

400+

20+

0 100 200 300 400 500 &00 700 x

2)) Calculons les coordonnées de G; et G, *
xg, = 350+4(3)0+450 — 400 et
Yo, = 14041204100 _ 45
|G1(400;120)
xq, = 5004550+600 _ g o
. = 90+830+55 _ 75
G2(550; 75)|

b) Plagons les points G, et G,. (Voir figure)
c) Equation de (G,G,) sous la forme

y=mx-+p
{120=400m+p
75 =550m +p

m=-0,3 et p=240
(G1G,):y = —0,3x + 240
3) Déduisons du 2-c) une estimation

a) Dunombre d’acheteurs potentiels d’'un
modele de chaussures vendu a 650 F.
x = 650, alorsona:

y =-0,3%X 650+ 240 =45

Il y a 45 acheteurs potentiels pour un
modele de chaussures vendu a 650 F.

b) Du prix d’'un modele dont le nombre

d’acheteurs potentiels est 150.

y = 150,alorsona: 150 = —-0,3 X x +
240 < x =300
Le prix d’'un modéle dont le nombre
d’acheteurs potentiels est 150 est 300F.

EXERCICE 11
a=@+M ; Zog = 6+ 60
4 4
z, = az,
1)

a) Exprimons z; et a® sous forme algébrique
Z1 = azy = [@+@](6+60
=2[V3+1+i(V3-1)](1+1)

z; = 3 + 3iV3
Va1 | i(V3-1)1°
[ 42

a? =
4
- () (150 ()
2 V3 i
a” = i + 2

Ecrivons z; sous forme exponentielle et
.TT
2 _ 1 i
montrons que a” = -e’s

|zl =6;arg(z,) =0

1
cosf =-

«— 2(—)9—E
. V3 3
sinf = —

2
i

Alors|z; = 6e’3
3 0 1(V3 i

@?=241=2(24+7)
4 4 2\2 2
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1 T . . T 1 T
=—(cos—+lsm—) —|a’===e%
2 6 6 2

b) Exprimons z3 et z; en fonction de z; et

73 = a’zy = a® X azy . D'oli g3 = @’z
Z; =a’zy=a® X az,.

Dol |z; = (a®)3z
Déduisons I'expression de z3 et z; sous
forme exponentielle

Z3 ——e6><6e3—3e(76r+g)

— Z :332
T\ 3 , (3T T
1 = T 3 3. ®
Z; = (Eels) X 6e's = Zel(6+3)

P

2) my = |Zn|
a) Montrons que pour toutn € N,

m=12:(3)
Tw = |zp| = |a™zp| = |a|™ X |z,|
=2 et || = 6VZ.
n
D’ou rn=(72) X 612 = ( ) 6\/_><2

n+1

lal?=> & |af
2

Doncpr, =12 (g)
b) Déduisons que (1;,) est une suite

géométrique

 Fpy1 =Ta X _2

Alors (1;,) est une swte géométrique de

.2 .
raison —- et de premier terme

o= 12. (\/Z_E)O+1

= 6V2]

c) Déterminons la limite de la suite (7;,)

lim r, =0/ car 0<2 < 1-

n — +oo

Interprétons géométriguement le résultat

obtenu
= |Zn| = OM,,.
Donc lim b, =0« lim OM, =0
n-— +o n-— +oo

Alors lorsque n = +oo le point M,,
converge vers |'origine O du
repére(0; U, V).

PROBLEME

f( ) T 14ex
PARTIE A

1)
a) Déterminons I'ensemble de définition de

f
Df={x€R/1+e*#0}

1 + e* # 0 est toujours vrai car pour tout
réel x, e* > 0. Donc Df=R
b) Calculons les limites de f en +oo et en

—00
Jm o fQ) = lim
= lim =1

x > +oo e X¥+1

lim f(x)=1car lim e™ =
X > 400 X — 40

li li eX

x—1>rr—loo f(x) o irr—loo 1+e*

lim f(x) =0 car lim e* =
X —> —00 X > — 00

On en déduit que (C) admet deux
asymptotes horizontales d’équations
y = 0 au voisinage de — ety =1au
voisinage de +oo.
2) Etudions le sens de variation de f et
dressons son tableau de variations

x
f'(x) = (1:7)2
Vx € R,e*>0et(1+e¥)?>0,alors
f'(x) > 0.0n en déduit que f et
strictement croissante sur R.

X —00 + oo
f'x) +
1
fw |
0

1
3) 4(03)
a) Déterminons I'équation de la tangente
(Ma(C)enA
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(T):y = f'(0)(x = 0) + f(0)
1

f1(0) =7 et f(0) = ;

2

Donc (T):y=%x+%

b) Montrons que A est un centre de
symétrie de (C).
fQxy—x)+ f(x) = f(—x) + f(x)

_e* e* 1 e*  1+e*

T 1tex 1+e* 1+e* 1+eX  1+eX

fQRxy—x)+f(x)=2x% %: 2y, alors
A est un centre de symétrie de (C).

4) Tracons (T) et (C)

PARTIE B

1) Hachurons la région D, (voir figure)
2) Montrons que
Ap=In2—-In(14+e™)+n
Ap = [y (1—f(x))dx
=[x —In(1 + e¥)]p
=n—In(1+e™) +1n2.
Donc (A, = In2 —In(1+e™ + 1l
3) Calculons lim A,

n-—- 4o
lim A,= lim In2—-In(1+e™) +n
n-— +oo n- +oo
= linl In2 —In[e™(14+e™)]+n
n-—- (o]
= linl In2—Ine™— In(1+e™)+n
n-—- (o]
= lim In2—-n—-In(1+e™)+n
n-— +oo
linl A, =1In2
PARTIE C

1) Déterminonslesréelsaetb

ae* be*  ae*(1+e*) be”*
1+ex+(1+ex)2 T (1+e¥)?2 | (14e¥)?
__ae?*+(a+b)e*

(1+e%)2

a=1 {azl
«—>
a+b=0

X X

Par identification {

2x
e
Donc =

(1+e0)2 ~ 1+e*  (1+e¥)?
2)
a) Exprimons V(a) en fonction de a
_ 0 ;2
V(a) =m X fa f2(x)dx

0 ezx

e e

= X _—
n a (1+eX)2

0/ e* e*
=X fa (1+ex - (1+ex)2) dx

:nx[ln(1+e")+ ! ]Z

1+e*

1
V(a) = [l 2+-—In(1+e% —
(a) =m|In +2 n(1+e% YT

|

b) Déterminons la limite de V(a) lorsque a
tend vers —oo

lim V(a) = lim n[an -
a > —oo a > —oo 2

In(1+e%) — L ]=n(ln2—%)

1+e@

alin_lmV(a) =7 (ln 2 — i)

Car lim e*=0et lim In(14+e%) =0
a — —oo

a > —oo

PARTIE D

x(t) =Int
(T {y(t)=1L+t_1 ,t>1

1) Déterminons une équation cartésienne
de (N
x=Int < t=e*
1 1 e*

y=——1l=———1=—

1+t T 1tex 1+eX
t>1— Int=>=0 < x>0

M:y=- e ;x>0

1+ex ’
2) Expliquons comment a partir de (C) on
obtient (T)
M:y=—=fx);x=0
Donc (T') est la symétrique de la partie de
(C) correspondant a x > 0 par rapport a
I'axe des abscisses.
Construction de (I") en pointillés. (Voir

le graphique)
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EXERCICE | (4 points)
On considere la suite (I,,) définiepar: I, = f;%dx ,(n € N).

1) Calculer I, , I, + I, et en déduire I, -
2) Calculer I, + I,,,4 en fonction de n.
3) Montrer que la suite(1,,) est décroissante et positive.

4) Montrer que I, < ﬁ pour toutn € N,
5) En déduire que la suite (I,,) est convergente et déterminer sa limite.

EXERCICE 11 (4 points)

L’espace est rapporté au repére orthonormal direct (O ;71,7 E) unité de longueur 1 cm, on
considere les points : A(3; 2; 4) ; B(0; 3;5); C(0;2;1);D(3;1;0)etF(1;2;3).

1) Démontrer que ABCD est un parallelogramme.

2) Soit E le point défini par AE = %A_B’ A AD. Calculer les coordonnées de E.

3) Calculer I’aire A en cm? du parallélogramme ABCD.

4) Calculer le volume V en cm? du prissme droit de base ABCD et de hauteur [AE].
5) Le point F appartient-il a la droite (AB)? Justifier la réponse.

PROBLEME (12 points)
Dans tout le probleme, le plan est rapporté a un repére orthonormal (O; T, 7) et I'unité est 2 cm.
On placera I’axe des abscisses au milieu de la feuille et ’axe des ordonnées sur le bord gauche
de la feuille.

PARTIE A

On considere la fonction f définie sur ]0; +oo[ par: f(x) = (2 — %) (Inx — 1).(C) désigne
sa courbe représentative relative au repére (O; 1, J).

1) Déterminer les limites de f en 0 et en +oo.
2) Montrer que fest dérivable sur ]0; +oo[ puis calculer f'(x).
3) Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par: g(x) = 2Inx + 2x — 4.
a) Etudier le sens de variation de g sur ]0; +oo[ puis dresser son tableau de variation.
b) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans [1; 2].
c) En déduire le signe de g sur ]0; +oo.
4)
a) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation sur ]0; +oo].
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b) Montrer que f(a) = _2(0;_1)2-

c) Calculer f(1) et f(e).
5)
a) Etudier le signe de f sur ]0; +ool.
b) Calculer lim %x)et donner une interprétation qu résultat obtenu.

x>+
c) Construire (C). Onprendraa = 1,75 et f(a) = —0,6.

6) Soit h la fonction définie sur ]0; +oo par: h(x) = —f(x), (C') désigne sa courbe
représentative . Sans étudier h, construire (C") dans le méme (O; 1, j). Justifier la
construction de (C").

PARTIE B

Soit F la fonction définie sur ]0; +oof par: F(x) = fle(t)dt. (") désigne sa courbe
représentative dans un repére orthonormal.

1)
a) Que représente F pour f?
b) Sans calculer F(x), donner le sens de variation de F.
c) Que peut-on dire des tangentes a (I") aux points d’abscisses 1 et e?
(On pourra utiliser 4-c) de la partie A)

2)

a) Le nombre x étant strictement positif, calculer flx In t dt (on pourra utiliser une
intégration par parties)

b) Montrer que, pour tout réel x > 0,ona: f(x) =2lnx — 2

¢) En déduire I’expression de F(x) en fonction de x.

3) Calculer I’aire A en cm? du domaine plan limité par (C), (C") et les droites d’équations
x=1letx =e.
Ondonneln2 =~ 0,7 etln2 =~ 1,1.

2x4 22,
X

X
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PROPOSITION DE CORRIGE

EXERCICE I
I, —fo—dx (n€N)

Calculons Iyet Iy + 14
f —dx— [In(1 + x)]3
11 1
10+11 fode'FfOﬁdX:
11+x 1
fomdx fO dx

Déduisons I;
I;,=1—-I,=1—1n2|

Calculons I,, + I, 41 en fonction de n
1 xn 1xn+1

In +In+1 = fO mdx + fO Tt dx =

1 x40+l _ 1x™(1+x) _l.n

Jo—7dx = dx = [ x"dx
1 n+1 !

o Iy = [ 7 ]0
1

I+ Inyq = i1l

Montrons que la suite(],,) est
décroissante et positive
Vx€e[0;1],0<x<1letVneNx">0

n+1 n

X

<—>O<x”+1<x —0<i <X o
1+x 1+x
1x™
< =
0< [0 T f dx

—0<I,,1<1I,
On en déduit que la suite(I,,) est
décroissante et positive.

1
Montrons que [, < —. pour toutn eN
Pourtoutn € N,0 < [,

<—>InSIn+In+1'OrIn+In+1=m'

D'oul, < n—; pour toutn € N.
Déduisons que la suite (I,,) est
convergente et déterminons sa limite
La suite(l,,) étant décroissante et

positive, alors elle est convergente

. 1
Parailleurs 0 < I, < — pourtoutn € N

lim I,=0

m —+ co

) 1
et lim — = 0 alors
n -+ oon+l

EXERCICE 11

1) Démontrons que ABCD est un
parallélogramme

-3 —3
ﬁ(1>etﬁ<1) — AB=DC
1 1

Alors ABCD est un parallélogramme.
2) Calculons les coordonnées de E

AB( 1 ) et AD (—1)
1 —4
. _ {3

«— ABANAD (—12)

3

XE—3=—1
AE=§ABAAD PN {y5—2=—4

—-4=1
Donc|[E(2; =2;5)]
3) Calculons l'aire # en cm? du
parallélogramme ABCD
#=ua x |AB A AD| = 9vZcm?
4) Calculons le volume V en cm3 du

prissme droit de base ABCD et de
hauteur [AE]

V = uv XX ||ﬁ|| = 54cm3
., 2 . -1
5) FA <0> et FB ( 1)
1 2

-1
— ﬁ/\ﬁ(—S)
2

FAAFB + 0 alors les vecteurs FA et

FB ne sont pas colinéaires et donc le
point F n’appartient pas a la droite (AB)
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PROBLEME b) Montrons que I'équation g(x) = 0
PARTIE A admet une unique solution a dans [1; 2]

£ = (2=2) tnx = 1); Dy = 10; +os]

1) Déterminons les limites de f en 0 et en
o0,

lim f(x) = 4o

x—0

. 2 _
lim (2 - 2) = —0
lim(lnx —1) = —o
x—0

car

lilp f(x) = +o0

. 2\
Jim (2-3) =2
lim (Inx —1) = 400

X—+00

car

Montrons que fest dérivable sur ]0; +oo[
puis calculer f'(x)

. 2 , .
La fonction x — 2 — S est dérivable sur

]0; +oo[car elle est dérivable sur R* et la
fonction x — Inx — 1 est dérivable sur
10; +oo[. Donc f est dérivable sur

10; +oo[ comme produit de deux
fonctions dérivables sur ]0; +oo[ et pour
tout x € ]0; +oof

Ona:

f,(x) _ 21nx:22x—4
g(x) =2Inx +2x —4; Dy = ]0; +oo[
Etudions le sens de variation de g sur
]0; +oo[ puis dressons son tableau de
variation

g'(x)=§+2>0v9ce]0; +oof

On en déduit que g est strictement
croissante sur |0; +oo].

lim g(x) = —oo|car limlnx = —o0
x—0 x—0

liIP g(x) = +oocar lim Inx = +o

X—>+00

X 0 +co
g' ) ||+

—/r +00
gx) ||-o

Sur ]0; +[, g est continue car dérivable
et est strictement croissante. Alors g
réalise une bijection de |0; +oo[ sur
]—00; +ool.
Org(1)xg(2)<0(carg(1) = —-2et
g(2) = 21In 2.) Donc I'équation g(x) = 0
admet une unique solution a dans [1; 2].

c) Déduisons le signe de g sur ]0; +oo[
g(a) = 0 et g est strictement croissante
sur ]0; +ool. Alors
Vxe|0; al,g(x) <0Oet
Vx€la,+o[,gx) >0

4)

a) Etudions le sens de variation de f et

dressons son tableau de variation sur
10; +oo[
f,(x) _ 21nx:22x 4 _ g’(cazc)
V x € ]0; +oo[, x* > 0 donc le signe de
f'(x) dépend de celui de g(x). Par
conséquent :
Vx€e|0; al,f'(x)<Oet
Vx€la,+oo[, f'(x)>0.
On en déduit que :
sur |0; a [, f est strictement
décroissante et

sur Ja; +o [, f est strictement croissante.

b) Montrons que f(a) =
fla) = (2 —é) (Ina—1) =
Org(a)=2Ina+2a—4=0

o lna=—a+2etf(a)=w-

2(a—1)(na-1)
a

—2(a—-1)? ]
a

Donc f(a) =
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c) Calculons f(1) et f(e) 6) (C') estla symétrique de (C) par
f(1) = 0let|f(e) = 0 rapport a I’axe des abscisses. Voir le
5) graphique.
a) Etudions le signe de f sur]0; +ool.
F) = (2-2) (nx — 1) = &20en | PARTIEB
V x € ]0; +oo[,x > 0 donc le signe de 1) F(x) = fle(t)dt,x > 0
f(x) dépend de celui de a) F représente I'unique primitive de f qui
2x—=2)(nx—1) s’annule pour x = 1.
x 0 1 e + o b) F'(x) = f(x) d’ou on déduit de la
2y — 2 - 0 + + question 5-a) de la partie A, que :
Inx — 1 — 1 = 0 + sur ]0; 1[etsur ]Je; +oo[, F est
f(x) + 0 — 0 4+ strictement croissante
sur |1; e[, F est strictement décroissante.
Vx€|O; 1[etVx € Je; +oof, f(x) >0 ¢) F'(1)=f(1)=0etF'(e) = f(e) = 0.
Vx €]l el f(x) <0 Alors les tangentes a (T') aux points
b) Calculons lim % et donner une d’abscisses 1 et e sont paralléles a I’axe
X—+00 .
interprétation qu résultat obtenu des abscisses.
lim 2= lim (2-2)(22-2)=0 |2 .
Xote X xote varox a) calculons [ "Intdt, x >0
. f) . Inx — "(t) = 1
l—l>£-nooT =0 Carxl—lgpooT =0. Posons {u(,t()t) _lnlt ona: {u ( ) t
On en déduit que : v(t) =t
(C) admet une branche parabolique de f Intdt =[tInt]] f dt
direction I’axe des abscisses au voisinage f1 Intdt =xInx—x+1
de 4o, b) Montrons que, pour tout réel x > 0, on
Inx
a:f(x —21nx—2—+——2
c) Construisons (C) fe)
flx) = (2 ——) (Inx —1)
d =2Ilnx—-2-2-2242.
lnx

D'ou f(x) =2Inx — 2—+——2 pour

tout réel x > 0.
c) Déduisons I'expression de F(x)

F(x) =[] f(Ddt

1
» (©) =f1 (Zlnt—zln—t+——2)dt
fhm%‘ - =2xIlnx —2x+2+[-(nt)? + 2Int — 2t]f
1 | N “atx 3 < s F(x) =2xInx+2Inx — (Inx)?2 — 4x + 4
f e \“«\@ 3) Calculons 'aire # en cm?
A A=—uax2x [ f(Odt
= —8F(e) = 8(2e — 5)

r L4= 8(2e —5) cm[
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EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2)pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

EXERCICE I (4 points)
Soit(z2) =z3-(1-i)z?+z—-1+1i,z€C.

1) Démontrer que P(z) admet deux racines imaginaires pures
2) Résoudre I’équation P(z) = 0, puis donner les solutions sous forme exponentielle.

3) Le plan est muni d’unrepére (O ;u,v).Onnotea=—i ;b=ietc=1—1.

a) Faire une figure que I’on complétera au fur et a mesure. On notera A, B et C les points
d’affixes respectives a , b et c.

b) Calculer Z—i’ , puis préciser la nature du triangle ABC.

¢) Soit C I’'image du point D par la translation de vecteur AB.
Calculer I’affixe du point D.

d) E est I’image du point D par la rotation de centre O et d’angle % .
Déterminer I’affixe du point E

e) Pour quelles valeurs de n, c™ est-il un réel.

EXERCICE II (4 points)
Une urne contient dix boules : quatre rouges et six blanches.

1) On extrait simultanément trois boules de 1’urne. Soit X la variable aléatoire qui prend pour
valeur le nombre de boules rouges extraites. Déterminer la loi de probabilité de X et
calculer I’espérance E(X) de X.

2) On répéte nfois 1’épreuve précédentes ; apres chaque tirage de trois boules rouges.

a) On suppose n = 5. Calculer la probabilité que 1’on obtienne exactement deux fois un
tirage de trois boules rouges.

b) On prend maintenant n = 2. On note S 1’événement « le nombre total de boules rouges
obtenues apres les deux tirages est 3». Calculer la probabilité de S.

PROBLEME (12 points)

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O ;1,7), |[7]l = |ljll = 2cm.

PARTIE A

On considere les fonctions f et g définiessur Rpar: f(x) = (x + 1) * et g(x) = e™™.

1)
a) Calculer la limite de f en +o0. Que peut-on en déduire pour la courbe (Cf)? Caculer la
limite de f en —co.
b) Calculer f'(x) et étudier son signe.
c) En déduire le sens de variation de f et dresser son tableau de variations.
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2
: a) Calculer la limite de g en —oo et en +oo.

b) Calculer g'(x) , étudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variations.
3)

a) Etudier le signe de f(x) — g(x) et en déduire la position relative des courbes (Cf) et

(C)-

b) Montrer que les tangentes en A(0,1) aux courbes (Cy) et (C,) sont perpendiculaires .

4) Tracer (Cy) et (C,) et leurs tangentes en A,

PARTIE B

1) Déterminer les réels a , b et c tels que la fonction qui a t associe (at’+ bt + ¢)e~t soit
une primitive de la fonction qui a t associe (t*+ 2t)e™¢

2) Soit a un reéel positif
a) Calculer A(a) en cm2 de la région du plan comprise entre (Cy) , (C,) , I’axe des

ordonnées et la droite d’équation x = a. ( On pourra utiliser le résultat précédent)
b) Calculer lim A(a).

x>+

3) Calculer en cm2de la région du plan comprise entre (Cr) , (C,) , droite d’équation x =
—2 et I’axe des ordonnées .

PARTIE C
Soit (U,,) la suite définie sur N \ {0} par U,, = In[f(n)], ou In désigne la fonction logarithme
népérien.

1) Justifier que la suite (U,,) est décroissante.
2) On désigne par S,, la somme des n premiers termes de la suite (U,,) :
Sp=U; + Uy + -+ Uy,
a) Montrer que U,, = —n + In(n + 1).
b) Démontrer que : S,, = 2In[In(n + 1)!] —
Ondonnee ! =0,4.

n(n+1)
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PROPOSITION DE CORRIGE

EXERCICE I
P(z)=z3-(1-Dz"+z—-1+i

1) Montrer que P(z) = 0 admet deux
solutions imaginaires pures
Posons z = ib et P(ib) =0ona:
(ib)> -1 -D@b)?+ib—1+i=0
{—b3—b2+b+1=0 (D

b 2—1=0 (2)
(2) @b =+=+1
sib = —1 alors

—(-1)3-(-1D?*-1+1=0
sihb=1alors —13—1+1+1=0
Donc P(z) = 0 admet deux solutions
imaginaires pures z = —i etz = I.

2) Résolution de I'équation P(z) = 0
P(z)=(z—-i)(z+i)(az+b) =
(z2+1(az+b) =az®+bz*+az+b
Par identificationona:a=1eth =

—1+i dou
P2)=C-Dz+iDz-1+1)
P(z)=0
—z=iouz=—-iouz=1-1.

Sc={=i;i;1- i)
3)a=—-i; b=ietc=1-1
a) Figure

¥
.l

=l

|
S
]
N
8]
()

a—-b

b) Calculons —
a—c

a-b —-2i a—b .|
—_— = = 2i
a—c -1 a—c

Précisons la nature du triangle ABC

=] = a8 _,
a-c PN AC
{arg (Z—:IC’) = g[Zn] {(ﬁ, ﬁ) = 5[211:]

On en déduit que ABC est un triangle

rectangle en A.
c) Calculons I'affixe de D
tiD)=C © zpp = zZz3
—c—d=b—ae—d=c—b+a
—d=1-3i
d) Déterminons I'affixe de E
TT
e=e2xd=id < e=3+i
0 c=[/7 ]
n nm
= =[]
c™ est réel si et seulement si
arg(c™) =km ; keZ
nm

—Tzkn — n=-4k

c" est réel si et seulement si n est un
multiple de 4.

EXERCICE I
E = {4bR;6bB} ; CardE = 10

1) On extrait simultanément trois boules :
__ 10x9%xx8

CardQ = C3, = = 120.

3X2x1
X=nombre de boules rouges extraites :

Les valeurs prises par Xsont : 0, 1, 2, 3.
La loi de probabilité de X :

X=x 0 1 2 3

P(X=x)| 20 | 60 | 36 | 4

120 | 120 | 120 | 120
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Calculons la limite de f en —
P(X = 0) = cxcd lim f(x) = (x + 1)%* =+
lim 79
CixcZ im f(x) =+o0

P(X = 1) = ﬁ — —00 : ,

_ 5y = Gxch m (4 17 = 4o
PX=2="5 A dim e = 4o
P(x = 3) = Sx& e £ () et étudi -

=9 = "% b) Calculons f'(x) et étudions son signe
E(X) = —6°+17220+12 - EX) = g flx) =0 —-x»e™™

Lors d’un tirage simultané de trois boules
la probabilité que I'on obtienne trois
boules rouges est p = %-
On répete n fois cette épreuve :

n=>5

La probabilité que I'on obtienne
exactement deux fois un tirage de trois

5 (12 (293
boules rouges est P(2) = C¢ (=) (=
30/ \30
_10x293 293
T 35x105  35x10%
24389
«—> =
p(2) 2430000
n=2

S ={00:3),(3;0),(1;2),(2; 1)}
Car 0+3=1+2=3

P(S=3) =2x 22 x — 4 2 x 2 x &

120 120 120 120
— P(§=3) =
PROBLEME
PARTIEA

flx)=(x+1%*; DF=R
gx)=e™; Dyj=R

Calculons la limite de f en +o0

lim f(x)

X—+0o0

lim x’e ¥+ 2xe ¥ +e*=0
X—+00

lim x?e ¥ =0
xX—+00
car lim xe_x =0

X—+o00

k lim e™™ =0

X—+co

li /G) = 0

On n’en déduit que la courbe (C;) admet
une asymptote horizontale d’équation
y = 0 au voisinage de +oo -

Version Mobile

Vx €R,e™* > 0alors le signe de f'(x)
va dépendre de celui de (1 — x?) -

Par conséquent :
Vx €]—o0;

vx €]-1;1[ ,f'(x) >0
c) Sens de variation et tableau de variations

de f

sur |—oo;

strictement décroissante.

—1[U]1; 4oof, f'(x) <0

—1[etsur]1; +oof, f est

sur|—1; 1[, f eststrictement

décroissante.

X —00 -1 1 + o
f'(x) — 0 + 0 —
+00 4e~1
F(x) ™~ . 7 \O

2)

a) Calculons la limite de f en —oo et en +o0
lim g(x) = lim e™ = 400
X— —00 X— —00

lim g(x) = 4+

car

lim g(x) = lim e~

X— + oo

liIP gx)=0

b) Calculons g'(x)

X

car {

e‘x—1
{lim e*=0

X— —00

— 400

X

eXx

=0
1

eXx

lim e* = +o

X— + oo

g’ (x) = —e™*

Etudions le sens de variation de g
Vx ERe™*>0;doncg'(x) <0-
On en déduit que g est strictement

décroissante sur

R-
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Tableau de variations de g

X —co + oo

g'(x) -

g(x) "

3

a; Etudions le signe de f(x) — g(x)
f)— g(x) = (** + x)e”
Vx €R,e™ > 0,alors lesigne de
f(x) — g(x) va dépendre de celui de
x* + x - Par suite :
Vx €]-c0; =2[U]0; +oof,
fGx)—gkx)>0
Vx €]-2;0[,f(x) — g(x)<0-
On en déduit que :
sur |—oo; —2[ etsur]0; +oof, (Cf) est
au dessus de (Cg)
sur|—2; 0O[, (Cf) est en dessous de

(Cg) )

b) Montrons que les tangentes en A(0,1) aux
courbes (Cf) et (Cg) sont
perpendiculaires
La tangente en A(0,1) a (Cf) a pour
coefficient directeur f'(0).

La tangente en A(0,1) a (Cg) a pour

coefficient directeur g'(0).
f'(0)xg'(0)=1x(—-1) =-1.

Alors les tangentes en A(0,1) aux courbes

(Cy) et (C,) sont perpendiculaires.

4) Tracons (Cf) et (Cg) et leur tangente en A
La tangente en A(0,1) a (C;) a pour
équationy =x + 1

PARTIE B

1) Déterminons les réels a, b et c.
Posons H(t) = (at* + bt + c)e b et
h(t) = (t* + 2t)e™t
H'(t) = h(t)
& (—at*+ 2a—-b)t+b—clet =
(t? + 2t)et
Par identification :
—-a=1 a=-1
{2a—b=2<—>{b=—4
b—c=0 c=-4
t = (—t?>— 4t — 4)e ! est une primitive
surRdet - (t* + 2t)e™t
2) Soita >0
a) Calculons I'aire A(a) en cm?
A(@) = ua x foa(f(x) — g(x))dx
A(a) = ua X f()a(ac2 + 2x)e *dx
Al@) =4 X [(—x* — 4x — 4)e™*]8
A(a) = 4[4 — (@* + 4a + V) e %] cm?
b) Calculons lim A(a)

a =+
lim A(a) = lim 4[4 —a?e % —
a — +oo a— +oo
4ae™® — 4e™ %]
lim A(a) = 16

a > +00
3) Calculons l'aire de la région du plan
comprise entre (Cf) et (Cg), la droite
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d’équation x = —2 et I'axe des
ordonnées.

A=uax[°(g(x) - f(x))dx
= 4[(x® + 4x + 4)e™¥]°,

PARTIE C
U, =In[f(n)] ,n>0

1) Justifions que (U,,) est décroissante
vneN" ' n+1=>n.

Alors f(n+ 1) < f(n) car f est
décroissante sur [1; +oof -
f(n+1) < f(n)

< In[f(n+ 1] < In[f(n)]

o Uiy = Un

On en déduit que la suite (U,,) est
décroissante.

2) Sy=Uy+ U +-+U,

a) Montronsque U, = —n+ 2In(n + 1)
U, = ln[(n + 1)26_n]
=In(n+1)*+Ine™=2In(n+1)—n
AlorslU, = —n+ 21In(n + 1)|

b) Démontrons que

S, =2In[(n+ 1)!] —
S, =2In(1)—1+4+2In(2) =2+ +
2In(n+1)—n
Sp =2[In(1) +In(2) + --- +
In(n+1)] —(A+2+--+n)
Sp=2In[1x2X:-x(n+1)] -

n(n+1)

n(n+1)
2

n(n+1)

S, =2In[(n+ 1)!] —
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EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2)pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

EXERCICE I (4 points)
Le plan (P) est rapporté a un repére orthonormal (O ; U, V) ; unité graphique 2 cm. On désigne par A,

B et C les points dont les affixes respectives sont : 2i, -1 et i. Soit f ’application de (P)\ {4} dans (P)
z+1
z-2i .

qui, a tout point M d’affixe z (z # 2i) associe le point M d’affixe z' tel que z' =

1) Placer les points A, B et C. On compleétera la figure dans la suite.

2) Déterminer I’affixe du point €', image de C par f. Quelle est la nature du quadrilatére ACBC' ?

3) Montrer que le point C admet un unique antécédent " par f. Quelle est la nature du triangle
BCC".

4) Donner une interprétation géométrique de |z'| et arg(z’).

5) Déterminer les ensembles suivants :
a) L’ensemble (E) des points M dont I’image par f a pour affixe un réel strictement négatif.
b) L’ensemble (F) des points M dont I’image par f a pour affixe un imaginaire pur non nul.
c) L’ensemble (D) des points M dont I’image par f a pour affixe un nombre complexe de

module 1
6) Construire ACBC', BCC" , (E), (F) et (D) dans la figure.

EXERCICE II ( 4 points)
Une entreprise fabrique des vétements. Dans le tableau suivant , on a indiqué pour les sept premiers
mois de I’année 2008 la production journaliére moyenne de pulls.

Mois Janvier | Février Mars Avril Mai Juin Juillet
Rang du moi x; 1 2 3 4 5 6 7
Production 200 210 260 265 270 300 315
journaliére y;

La direction devra fermer I’atelier de fabrication de pulls si la production moyenne journaliere
n’atteint pas 350 pulls a la fin de I’année 2008.
On considére le nuage de points M; (x;, y;) associé au tableau ci-dessus, relativement & un repére

orthonormal (O ;T,7), prendre pour unité :en abscisse 1 cm par rang de mois ; en ordonnée 1cm pour
20 pulls produits.

1)
a) Représenter le nuage de points dans le repére (O ;1,7).
b) Calculer les coordonnées du point moyen G et placer ce point.
2)
a) Calculer les coordonnées du moint moyen G, associé aux quatre premiers points du tableau ,
puis celles du point moyen G, associé aux trois derniers points.
b) Déterminer une équation de la droite (G,G,) et la tracer.
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3) On admet que (G,G,) réalise un ajustement du nuage de points.
a) Déterminer par le calcul la production journaliére moyenne de pulls en décembre 2008.
b) Comment peut-on retrouver graphiquement ce résultat ?

4) L atelier de fabrication de pulls a-t-il été fermé en fin décembre ? justifier votre réponse.

PROBLEME (12 points)
PARTIE A
Soit u la fonction numérique définie par u(x) = 1 — xe™ .

1) Etudier le sens de variation de u (on ne demande pas ni les limites ni le tableau de variation)
2) En déduire le signe de u(x) suivant les valeurs de x.
PARTIE B

On considére la fonction f de la variable réelle x définie par :

{ fx) = G R ]—o0; —1]

X

f)=+1)A+e™) six €[—1; +of

et on désigne par (C) sa courbe représentative dans un plan rapporté a un repére
orthonormal (O ;T,7), (unite: 2 cm).

1)
a) Vérifier que f est continue en -1.
b) Etudier la dérivabilité de f en -1. Interpréter graphiquement le résultat.
c) Calculer la limite de f aux bornes de son ensemble de définition. Préciser les éventuelles
asymptotes a (C).
d) Montrer que la droite (D) d’équation : y = x + 1 est asymptote & (C). Etudier la position
relative de (C) et de (D) sur ’intervalle [—1; +ool.
2)
a) Vérifier que pour x < —1,f'(x) = w-
b) Etudier les variations de f sur ]—oo; —1[, puissur [—1; +oo[ et dresser le tableau de
variations de f.
C) Montrer qu’il existe un point d’abscisse supérieur a -1 ou la tangente (T) a (C) est paralléle a
la droite (D).
3)
a) Montrer que la courbe (C) est située au dessus de I’axe des abscisses.
b) Tracer la courbe (C) et ses asymptotes, puis la tangente (T) a (C).
PARTIE C

1) Soit A un nombre réel supérieur a -1.
a) Calculer les intégrales I = f__el ln(;x) dx et J(1) = f_’ll(x + 1)e *dx.
b) On note A(1) I’aire en cm?, de la partie du plan au dessus e ’axe des abscisses, délimitée par
la courbe (C), I’asymptote (D) et les droites
d’équations : x = —e et x = 1. Montrer que A(1) = 8 + 4e — 4(1 + 2)e~%.
2) Calculer la limite de A(A) lorsque A tend vers +o.

PARTIE D
Soit (') la courbe dont une représentation paramétrique est donnée par le systeme suivant :
x(t) = —e7t
t<o0
{ y(t) = 4tet ( )

1) Montrer que (I') est I’'image d’une partie de (C) par la symétrie orthogonale d’axe (O ;7).
2) Construis (I') en pointillés dans le méme repere que (C).
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Année 2010
2" tour
PROPOSITION DE CORRIGE
EXERCICE I 7! =ZM"%B
ZM—ZA

1) Plagons les points A, Bet C

2) Déterminons I'affixe du point C’
_ Zc+1 _ .
Zor = p—y — Zo=—-1+1i

Nature du quadrilatére ACBC’
Zc—Zy = —1 — =

{ ¢ "™ "« AC =BC
Zp — Zgr = —1i

On en déduit que ACBC’ est un

parallélogramme.

3) Démontrons que le point C admet un
unique antécédent C"' par f

f(zem) = z¢
ZCII+1 B 1
-=1 ZCII = —
ZC/I—Zl 1-i
1 i
Z 1 = = —
4 213

Nature du triangle BCC"
Zen 7% _ L s (CB;CCT) == [2n]
Zg —Zc 2 2
On en déduit que BCC"' est un triangle
rectangle en C.
4) Donnons une interprétation géométrique
de |z'| etarg(z")

2| =22

arg(z') = (MA; MB)[2n]

5) Déterminons les ensembles suivants :
a) z' estun réel strictement négatif si et
seulement siarg(z') = n[2m]
arg(z') = n[2n] < (m, W)
= m[2m]
(E) est 'ensemble des points du segment
[AB] privé des points A et B.
b) z' est unimaginaire pur non nul si et
seulementsiarg(z’) = %[Zn]
arg(z)) =3 2n]
(MA; MB) = ~[2n]
(F) est ’'ensemble des points du cercle
de diamétre [AB] privé des points A et B.

c |Z'|=1 B
AM

BM = AM

(D) est 'ensemble des points de la

médiatrice du segment [AB].

6) Construction (voir la figure)
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EXERCICE 11 — a=175et b=190
1 (6,G,):y = 17,5x + 190
a) Représentons le nuage de points dans le Tragons (G Gz) (voir le graphique)

3)
a) Déterminons la production moyenne
journaliere de pulls en décembre 2008
x=12 &
y(12) = 17,5 x 12 + 190 = 400
En décembre 2008, la production

repere

420+
EELY

380+

journaliére est de 400 pulls.

b) Il faut déterminer I'ordonnée du point
d’intersection de (G,G,) et de la
verticale x = 12.

(Voir le graphique)

4) 400 > 350 donc I'atelier n’a pas fermé

en fin décembre 2008.

360+

340+

300+

aa0r

PROBLEME
PARTIE A

60T

240+

ulx)=1—xe™

1) Etudions le sens de variation de u.
D, =R
w(x) = (-1+x)e”
Vx € R,e™* > 0.Donc le signe de u'(x)
dépend de celuide (—1 + x).

b) Calculons les coordonnées de G Par conséquent : V x € |—o0; 1,
X _28_ 4y u'(x) <0etVxe]l;+oof,u'(x) > 0.
1820 — [G(4;260) On en déduit que : sur |—oo; 1|, u est
Yo = —— =260 strictement décroissante et sur
Plagons le point G (voir le graphique) ]1; +oo[, u est strictement croissante.
2) 2) Déduisons le signe de u(x) suivant les
a) Calculons les coordonnées de G; et G, valeurs de x
Xg, = % =25 u admet un minimum absolu en 1. On en
« déduit :
Yo, = > = 233,75 edurt que
Vx € R, ulx)=u(l).
G1(2,5;233,75)] oru(l)=1—-e"1>0.
18
x62=?=6 DoncVx € R, u(x) > 0.
"l o [G2(6:295)
Yo, = — =295 PARTIE B
b) Déterminons une équation de (G,G,) —4In(—x)
GGy = an s b fo) = ik el -]
{2,561 + b = 233,75 f@=@+1DA+e™*) six €[-1; +oof
6a + b = 295
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Dy = (]- 0[Nn]—o; =1 U d) Montrons que la droite (D) d’équation :
(R Nn[-1; +»[) =R y = x + 1 est asymptote a (C)
1) Jm[f) -yl = lim (x+1)e™ =
a) Vérifions que f est continue en —1 lim xe™*+e™*=0
. s —-4In(-x) _ —4In(1) _ x—.>+ o
Jm fO) = lim = =0 dim [f -yl =0

xlirpl+f(x) =f(-1D)=0
lim f(x) = lim f(x)=f(-1).
x--1" x-—-1%
Alors f est continue en —1.
b) Etudions la dérivabilité en —1.

FE-f-D) _ ~4In(-x)
x->-1" x—(-1) x—»—1— x(x+1)
Posons X = —x

lim X =1*et lim — =- Inx _ —4 car
x—->-1" x-1t X X-1
lim InX _ 1.
x -1t X-1
Alors lim G G —4,
x->-1— x—(-1)
f(x)_f(_l)_ llm 1+e X — 1+e
x >—1t x—(-1) X —>—
f)-f(-1) + lim F)—-f (- 1)_Alors

x->-1" x-(-1) x-—-1t x-(-1)

f n’est pas dérivable en —1.

Interprétation graphique des résultats

Au point de coordonnées (—1;0), (C)
admet deux demi-tangentes d’équations :
(T1):y = —4x — 4 agauche et
(T):y=A+e)(x+1).

Le point de coordonnées (—1; 0) est donc

un point anguleux pour (C).
c) Calculons la limite de f aux bornes de

son ensemble de définition
41In(-x)

A, )= lim == =l 4
InX _ o

X

: - im X _

l})lpoo fx)=0 caerl)rJrrlo0 ~ = 0.

lim f(x) = +oo

lim (x+1) =+

X —+ oo

lim e *=0
X >+ ©

On en déduit que (C) admet une

car

asymptote horizontale d’équation y = 0.

lim xe™ =0
X >+ oo

lim e *=0
X >+ oo

Alors la droite (D) d’équation: y = x + 1

car

est asymptote a (C).

Etudions la position relative de (C) et de
(D) sur l'intervalle [—1; 4+ oo
fx)—y=x+1e™

Vx€[-1; +oof,(x+1)=>0et e™* >
0;donc f(x)—y =0.

On en déduit que sur [—1; +oo[,(C) est
au dessus de (D).

2)
a) Veérifions que pour x < —1,
4(1 ( ) 1)
frx) = L
Pour x < 1
—4- = x+4ln( x) —4+41n(—x)
flx) = - L
Donc pour x < —1, f'(x) = X222

X
b) Etudions les variations de f

Pourx < —1,x> > 0et4> 0; alors le

signe de f'(x) dépend de celui de

In(—x) — 1.

In(—x)—1>0 oIn(—x)>1e
—x>ee x<-—e

Pour x € |—oo; —e], f'(x) > 0 et pour

x€l-e—-1[, f'(x) <O.

Pour x € |—1; +o0],

ff(x) =1—xe ™ =u(x) > 0dapresla

partie A.

On en déduit que :

sur |—oo; —e|, f est strictement

croissante

sur |—e; —1], f est strictement

décroissante
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sur |—1; +oo[, f est strictement
croissante.

Tableau de variations

PARTIE C
1) 1>-1
a) Calculons les intégrales I = f__elln(;x) dx

X —o0 —e -1 + oo
f'(x) + 0 — —414+e +
z e
. O/ \0/

c) Montrons qu’il existe un point d’abscisse
supérieur a -1 ou la tangente (T) a (C)
est paralléle a la droite (D).

{f’(xo) =1
Xo > —1
1—xpe ™ =1 x5=0care ™ % 0.

Alors au point (0; 1) la tangente (T) a
(C) est paralleéle a la droite (D).

3)

a) Montrer que la courbe (C) est située au
dessus de |’axe des abscisses

D’apreés le tableau de variations de f ;
f (J—o0; +[) = [0; +oo[. C’est-a-dire
pour tout x € R, f(x) = 0.0n en déduit

'
4

@

que (C) est située au dessus de I'axe des

abscisses.

b) Tragons la courbe (C) et ses asymptotes,
puis la tangente (T) a (C)

b)

et J(A) = f_'ll(x + 1)e *dx
[ = f—lln(—x) dx = E (ln(_x))z]:l

—e x

[=-2
2

JO) = [* (x + De~*dx
ux)=x+1
v'(x)=e*
{ w® =1
v(x) = —e™*
J@A) = [=(x + De ™12, + [ e ¥dx
=[—(x + e *]*,

Posons {

JD=e—(1+2)e 4

Montrons que
A =8+ 4e — 41+ 2)e

AQ) = ua x (f__elf(x)dx +

JA (@) = y)dx)
=a(f) -4 " 2ax 4 [ (x +
1)e‘xdx)

AR) = 4(-41+](D))
A(D) =8+4e—4(A+2)e ¥

2) Calculons la limite de A(4) lorsque A

tend vers +oo.
lli&n A(A) =8+ 4e

car lim le™* = lim e*=0
A -+ A-+ 0
PARTIE D
x(t) = —et
t<o0
{y(t) = 4tet <0

Montrons que (T') est I'image d’une partie
de (C) par la symétrie orthogonale d’axe

(0;1).
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x=-et o t=—-In(-x)ety=

—41In(—x) X (_ %) _ 4In(=x0)

X

=—f(x)
t<0 o—t>0elf>10x<-1
\(l‘):y == —f(x) avec x < —1|

On en déduit que (T') est I'image de la
partie de (C) correspondanta x < —1

par la symétrie orthogonale d’axe (0 ;1).

Construisons (T') en pointillés dans le
méme repére que (C)
(Voir le graphique)
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UNIVERSITE DE OUAGADOUGOU Année 2009
Office du Baccalauréat Session Normale
--------------- Epreuve du 1°" tour
Série D Durée : 4 heures

Coefficient : 05

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2)pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

EXERCICE I (4 points)
Le plan est rapporté a un repére orthonormé (o ; u ; v) d’unité graphique 2cm. Soit (I) la
courbe paramétrée définie par :

x(t) = t(3 — t?)
b = (2t €022
1°) Comparer M(t) et M(-t) pour t € [-2 ; 2] et en déduire que 1’on peut restreindre le domaine
d’étude de (') a [0 ; 2].
2°) Etudier le sens de variation de x sur [0 ; 2]

3°) a) Montrer que pour toutt € [0 ; 2], In( %) >0

b) Etudier le sens de variation de y sur [0 ; 2].
4°) Dresser le tableau de variation conjoint de x et y.
5°) Déterminer les points d’intersections de (I') avec 1’axe des ordonnées.
6°) Tracer (I).
Ondonne: In5=1,60;In2=0,69;In(2++3)=131; V3 =173
EXERCICE II (4 points)
Dans le plan complexe P muni d’un repére orthonormé direct (o ; U ; V) on considere les
points A,B,C,D d’affixes respectives zp =-2i;zg =4 —2i;zc =4 +2i;zp = 1.
1°) a) Placer les points A,B,C et D.
b) Calculer ZZIZ_TZ: et en déduire la nature exacte du triangle ABC.

2°) On désigne par f 1’application qui a tout point M # A d’affixe z de P associe le point M’

z— 4 —2i
d’affixe z' = -
z+ 21

a) Déterminer les images B’ et C’ des points B et C par f

b) Ecrire I’affixe zg' de B’ sous forme trigonométrique.
c¢) Déterminer et construire I’ensemble (E) des points M d’affixe z tel que |z'| =1
3°) a) Montrer que pour tout complexe z distinct de -2i, (z’-1)(z + 2i) = -4 - 4i.
b) Montrer que pour tout point M # A
)M’ #D
i) DM’XAM = 4+/2
5

iii) mes(d ; DM’ ) + mes( U ; AM) ::”
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PROBLEME (12 points)

On considere la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par f(x) = :::1.

représentative dans le plan rapporté a un repere orthornomé (o ;1 ;J) (unité graphique : 4cm)

On désigne par (C) la courbe

PARTIE A : Etude d’une fonction auxilliaire.
Soit g la fonction définie sur [0 ; +oo[ par: g(X) =x + 2 - e*
1°) Etudier le sens de variation de g sur [0 ; +oo[ et déterminer la limite de g en +oo
2°) a) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans [0 ; +oo[ et que
1,14 <a<1,15.
b) En déduire le signe de g suivant la valeur de x.
PARTIE B

e*g(x)
(xeX+1)2

b) En deduire le sens de variation de f sur [0 ; +oo[.

1°) a) Montrer que pour tout X € [0 ; +oo[ f’(x) =

2°) a) Montrer que pour tout X € [0 ; +oo[ ; f(X) = e

b) En déduire la limite de f en +oo. Interpreter):g:ai)hiquement le resultat trouvé.
3°) a) Montrer que f(a) = F11

b) En utilisant I’encadrement de a établi dans la question A) 2) donner un encadrement de
f(a)) d’amplitude de 1072
4°) Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse 0.

5°) a) Etablir que pour tout X € [0 ; +oo[ f(x) =x + %
b) Etudier le sens de variation de la fonction u sur [0 ; +oo[. En déduire le signe de u(x).
c) Déduire des résultats précédents la position de (C) par rapport a (T).

PARTIE C

1°) Déterminer une primitive F de f sur [0 ; +oo].

On pourra utiliser I’expression de f(x) etablie dans la question B) 2).

2°) On note D le domaine délimité par (C) ; (T) et les droites d’équations x =0 et x = 1.

Calculer en cm?, ’aire A du domaine D.

avec u(x) = e*-xe* -1

3°) Pour tout entier n on pose V,, = fnnﬂ f(x)dx

a) Calculer V,, V; et V,

b) Interpréter graphiquement V,

¢) Montrer que pour tout n > 2 ; f(n+1)< f;“ f(x)dx < f(n).
En déduire que pour toutn>2; V,,; <V,

d) Déterminer la limite de (V,,)
Ondonne:e~272;el* ~312; el ~ 3,16
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Année 2009
1¢" tour
PROPOSITION DE CORRIGE
EXERCICE 1
x(t) = t(3 —t?) : ]
(T): ,t €1-2;-2
y(t) =tin (g)

1°) Pour toutt € [-2; 2]
x(-t) = ()3 = (=1)?) = -t(3 - t?) = x(t)

3-t 3+t 3-t 3+t

y(‘t) = (-t)In( —3+t)—t|n(;) = y(t) ; ( car |n(m) =- In(;) )
{X(_t) — donc les M(t) et M(-t) sont symétrique par rapport a I’axe des ordonnées
y(=t) =y(® :

Sit€e[0; 2] © -t€[-2;0]doncon peut étudier (I') sur [0 ; 2] et compléter la courbe par
symétrie d’axe (oy)
2°) Pour tout t € [0; 2] ; X'(t) = 3(1 - t2) = 3(1-t)(1+t). Le signe de x’(t) dépend de celui de(1-t).
Par conséquent :

Site[0;1]x'(t)=0;etSite[1;2]x(t)<O0.
On en déduit que : x est croissante sur [0 ; 1] et décroissante sur [1 ; 2]
3°) a) Montrons que In( %) >0

Pourtoutte[o;z],ss3+t§5et1s3-ts3=>§ sﬁ <1

3<3+t<5 et
D At
3 3—-t

wlw

=1 (en faisantle produit membre a membre de ces

deux égalités). On en déduit que : In( %) =In1 =0,D’ou le résultat.

b)Variations de y
Vte[0;2],y(t) =tIn(=—)

e 3+t 6t a1, 3+t 6t
V' (t) =In( P ) + B0G = 0 pour toutt € [0; 2] ; (car In( — )=0et GoeD = 0).
On en déduit que y est croissante.
4°) Tableau de variations conjoint de x et y
t 0 1 2
x'(t) 3 + 0 - -9
2
x(t)
0 -2
y'(t) 0 + %+ In2 + 1—52+ In5
y(t) / In2
0
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5°) Points d’intersection de (') avec I'axe des ordonnées :
x(t)=0=1t(3-t?)=0=t=00out=v3out=-V3
y(0) =0 y(v3) = y(=V3) =V3In(2 + v/3)

Les points d’intersection de () avec I’axe des ordonnées sont les points (0 ; 0) et

(0;3In(2 +/3).

M(3)
¥
M)
M) |
S z x

Mt-2)

EXERCICE 11
1°) a) Figure

Version Mobile Page 95



LOVIDOC'S Annale de Mathématiques, BAC Série D

Zpa—7
b) Calcul de 2—=
Zc-Zp
Za-Tp _ —4 Za=T5 _
Zc—Z1p T4 Zc—1g B

On en déduit que (ﬁf ; ﬁ) = g et BA = BC donc ABC est isocéle et rectangle en B.

2°) a) Calcul des affixes des points B’ et C’ images respectives de B et C par la transformation
F.

Zp—4—2i _ 4 —2i—4-2i

Zc—4-21 _
Zp+2i | 4 -2i+2i -

Zc+2i

ZB’ =

(=4 ZB’ == _i H ZC’ =

B’ et C’ sont les points d’affixes respectives zg =-i et z./ =0
b) Forme trigonométrique de Zp,

Zp' = COS( — g) +isin(— g)

c) détermination de I'ensemble (E) :
=1l

Z— Zc
Z—Zp

Donc (E) est la médiatrice de [AC].

3°) a) Pour tout z # -2i ; montrons que (z’-1)(z+2i) = -4 - 4i
z—4-21 — —4-4i

z'-1= 5 1= 5 donc (z’-1)(z+2i) = -4 - 4i.D’ou le résultat.

b) Démonstration des proprietés pour M# A:

|Z'| -1 |Z—ZC|_

1M1 o am=cm
AM

|z—zal

)M+ A © z #-21 © z4+2i+#0.0r (Z-1)(z+2i)=-4-4id'ou z’-1= %_;i # 0 c’est a dire
z # 1.0n en déduit que :[M#= 4 & M %D,

i) (Z-1)(z#2)) =-d-die |2 — 1| X |24+ 2i| = |z' — zp| X |z — 24| = |—4 — 4i| = 42
(-1)(z+2i) = -4 -4i & DM’xAM = 4+/2|

iii) (z’-1)(z+2i) = -4 -4i pour tout z # -2i

(Z-1)(z+2i) = -4 -4i & arg(z’-1) + arg(z+2i) = arg(-4 -4i)

& arg(z’-zp) + arg(z - z,) = arg(-4 -4i) = %[21‘[]

(2-1)(2+2i) = -4 -4i & (U;DM )+ (u;AM )= %“[211]

PROBLEME

PARTIE A

1°) Etude du sens de variation de g.

g est dérivable sur [0 ; +oo[ et

VXE[D;+o[; e¥*>e’=1 & 1—e* < 0. g’(x) <0 donc g est décroissante sur [0 ; +oo[

. . 2 eX . X . 2 .
lim g(x) = lim [x(1 +- -e—)] =-0o (car lim - —=-c0; lim ==0et lim x = +oo)
— 400 X—>+oo X X X—+oo X X—+oo X X—+oo

2°) a) g’'(x) < 0sur]0 ; +o=[ donc g est strictement décroissant sur [0 ; +o<[ et realise une

bijection de [0 ; +o=[ sur ] xl_i)rgloog(x) ; 8(0)[=]-00;1]

0 €] -o0; 1] donc I’équation g(x) = 0 admet une solution unique a € [0 ; +oo[

De plus g(1,14)xg(1,15) < 0 (car g(1,14) = 0,02 et g(1,15) =-0,01) ; d’ou 1,14 < a < 1,15
b) Signe de g(x)

VX€E[0;a],g(x)20et VXE[a;+oo[,g(x)<0
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PARTIE B
1°) a) Etude des variationsdef: f(x) = c -1
xeX+1
f est dérivable sur [0 ; +oo[ et V x €[0 ; +oo[
£7(x) = e*(xe*+1)— (e*+ xe¥)(e¥—1) _xe? 4 e¥—e?* + e¥—xe?*+xe*  e*(2+4x-e¥) _ e¥g(x)
X)= (xeX+1)2 - (xeX+1)2 T (xeX¥+1)2 (xeX+1)2
eX , a .
b) V x €E[0; +oo[ ; P > 0 donc f’(x) est du méme signe que g(x).

Donc, Vx €[0; al, f’(x)20etV x €[ a; +oo[, f’(x) < 0. Par suite f est croissante sur [0; a]

et décroissante sur [ a ; +oo[.

1—eX

X +e X

eX—1  eX(1-e™X) 1-e7X 1-e7X
xeX+1 - eX(x +e™X) - X+ e X + Donc f(X) =
b) Déduisons la limite de f lorsque x tend vers +oo :

1—e™X
x+e X

2°) a) montrons que f(x) =

V x €[0; +oo[, f(x) =

X + e~X|

lim f(x) = lim ( )=0(car lim (1—e™)=1et lim (x + e7%) =+0)
X—+00 X—+00 X—+00 X—+00

lim f(x) =0
—+00

Interprétation graphique

La droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale a (C) au voisinage de +co
o -
3°) a) Montrons que f(a) = el

D’aprés 2°) a) g(a) =0donce“=o + 2

fla) = e*-1 _(e*+2)-1_  a+1 _ o+l _ 1
T ae®+1 a(a+2)+1 o+ 2a+1 (a +1)2 T a+1
1
Donc ff(a) = —

b) Encadrement de f(a) :
D’apresA.2°) 1,14<a<1,15

1,14<0<1,15©214<a+1<2,15 & —< <— 10,46 < f(a) < 0,47
215 a+1 2,14
4°)Equation de la tengante a ( C) au point d’abscisse 0 : f(0) =0 et f’'(0) =1 donc|(T) : y = x

(x+1).ux)

o, - avec u(x) =e*-xe*-1

5°) a)Montrons que f(x) =x +

Pour tout x €[0 ; +eo],
x+Du(x) _ x(xe*+1)+ (x+1)(e* —xe* - 1) x%e* +x +xe*—x%e¥ -x +e¥ —xe*—1  e*-1
xeX+1 xeX+1 B xeX+1 T xeX+1
(x+1).u(x)

xeX+1

=f(x)

Doncff(x) =x +

b) u est dérivable sur [0 ; +oo[ et U’(x) = e* - *- xe* = -xe*

u’(x) <0V x €[0; +oo[, donc u est décroissante sur [0 ; +oo[

Déduction du signe de u(x)

u(0) = 0 et u est décroissante sur [0 ; +oo[ donc u(x) < 0V x €[0 ; +oo[
c) Position de (C) par rapport a (T)

V x €[0 ; +oo[, f(x) - x = % < 0 (car u(x) < 0) donc (C) est en dessous de (T)

6°) Voir figure
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PARTIE C
1°) Détermination d’une primitive de f: f(x) = ):ee__x .
Posons @(x) =x+ e~ *,ona:f(x) = %(XX)) et @ strictement positive sur [0 ; +eo[ donc

F:x—In(x + e™) est une primitive de f sur [0 ; +oo[
2°) Calcul d’aire: (C) est en dessous de (T) ; donc :

A=1[f, (x — f(0))dx]xu.a= x? - In(x + e™)]} X16 cm?= [ - In(1 + e71)] x16 cm?

A=(8-16In(1 +-)) cm? & [A=(24-16In(1 + €)) cm?

3°)a) Vp= [ f(x)dx = F(n+1) - F(n)
Calcul de Vy; Vet V,:

[Vo=In(1 + e D)

=2
Vi=In@+e?) —In(l+e ) & V=)

-3
V=@ +e?) —In2+e ) & Vy=po)

b) Interprétation graphique de (V,) :
(V,,) est I'aire en u.a du domaine plan, compris entre (C), I'axe des abscisses et les droites
d’équations x=netx=n+1

c) Montrons que pour toutn = 2 : f(n+1)< V,, < f(n)
f est décroissante sur [ a ; +oo[ et a < 2 donc pour tout n = 2 ; f est décroissante sur
[n; n+1]. Par suite f(n+1)< f(x) < f(n) ,V x € [n ; n+1]. En appliquant I'inégalité de la moyenne
on obtient : f(n+1)< f;”l f(x)dx < f(n) c'est-a-dire f(n+1)<V, < f(n).
DéduisonsqueVn=>2, V., <V,:

V n =2, f(n+2)< Vy,q < f(n+1) <V, < f(n) donc

d)Calculons lim V, :
X—>+00

Ona:f(n+l) <V, <f(n) et lilP f(n+1) = liIP f(n) =0 donc lil}l V,=0
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UNIVERSITE DE OUAGADOUGOU Année 2009
Office du Baccalauréat Session Normale
--------------- Epreuve du 2" tour
Série D Durée : 4 heures

Coefficient : 05

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2)pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

EXERCIE I (4 points)

L’espace est muni d’un repére orthonormal (O ; T, 7, K), unité graphigue 2 cm.
Soient les points A (-2, 1, -4) ; B(2, 3,1) ; C(2, 2, -1) et D(-3, -1, 3).

Soient les points E, F, G et H tel que ABCDEFGH soit un parallélépipéde.

1) Déterminer les coordonnées du point F.

2) Calculer AB A AC. En déduire Iaire du parallélogramme ABFC et du triangle ABC en cm?.

3) Calculer la distance d du point D au plan (ABC).

4) Calculer en cm? le volume V de la pyramide de sommet D et de base ABFC.

5) Calculer le volume V' du parallélépipéde ABFCDEGH.

EXERCICE II (4 points)

Le Tableau suivant donne le montant des préts octroyés par une banque a des associations féminines
entre 2002 et 2007.

Année 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007
Rang de I’année x 1 2 3 4 5 6
Montant des préts en 45 5 5,2 5,8 6,3 7,1
millions de francs CFA y

1) Représenter le nuage de points M;(x;, y;) associé a cette série statistique dans un repere
orthogonal.
On prendra 1cm pour une unité en abscisse et 1cm pour un million en ordonnée.

2) Soit (A) la droite d’ajustement de Mayer obtenue par regroupement des trois premiers points et des
trois derniers points du nuage.
Soit G, le point moyen des trois premiers points et G, celui des trois derniers points du nuage.
a) Calculer les coordonnées de G, et G,.
b) Construire la droite (A).
c) Déterminer une équation réduite de (A).

3) On suppose que I’évolution du montant des préts faits aux associations féminines reste la méme
aucours des années a venir.
A partir de quelle année le montant des préts sera —t-il strictement supérieur au double de celui de
2009 ?

PROBLEME (12 points)

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; T, 7) (unité 2 cm).
PARTIE A

Soit g la fonction numérique définie sur |-, 0[ par g(x) = cos? x + cosx — 1.

1)
a) Montrer que g est dérivable sur |-, 0[ et que g'(x) = —sinx (2 cos x + 1).
b) En déduire que g'(x) < 0 pour tout x € ]—n,—%”] et que
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g'(x) = 0 pour tout x € [—2?”; 0[
c) Dresser le tableau de variation de g.

2)
a) Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique 8 € ]—n , 0[ et
e pe]-5-1]
b) En déduire le signe de g sur |-, 0[.
PARTIE B

__ 2sin(2x)
f(x) ~ 1+cosx

flx) = 2_e3:+1 six>0

. . o +5 six€l-m,0]
Soit f la fonction numérique définie sur |- , +oo| par : z

On note (Cy) la courbe représentative de f.

1) Etudier la continuité de f en 0.
2) Etudier la dérivabilité de f en 0 et en déduire une interprétation géométrique des résultats obtenus.
3)
a) Calculer lirB f(x)
X— +oo

4 sinx cos x(1—cos x)

b) Montrer que pour tout x € ]—n; 0 [on a:f(x) = + % et en déduire que
lim f(x) = +o.
X— —T

c) En déduire les asymptotes de la courbe (C).

1—-cos?x

4)
a) Calculer f'(x) pour tout x € ]0; +oo[ et en déduire le sens de variation
de f sur ]0; +oof.
b) Montrer que f'(x) =
]—n; 0 [
c) Dresser le tableau de variation de f sur |-, +oo|.
5) Construire (Cr) , ses asymptotes et ses demi-tangentes au point d’abscisse 0.
PARTIE C

On admet que pour tout x € [1,5;2],0 < f'(x) <

4g(x)
1+cosx

pour tout x € |- ; 0 [ et en déduire le sens de variation de f sur

N | =

(€)

1) Soit h la fonction définie sur [1,5; 2] par h(x) = f(x) — x.
Etudier les variations de h et en déduire que I’équation f(x) = x admet une solution unique a €
[1,5;2].
2) Soit (U, ) la suite numérique définie par U, = 1,5 et U,,; = f (U, ) pour toutn € N.
a) Montrer par récurrence que pour toutn € N, U,, € [1,5;2] en utilisant (e).
b) Montrer que pour toutn € N*, |U,, — a| < %lUn_1 — al et que

U, —al < G)n |Up — a| < (%)n+1 pour tout n € N.

c) En déduire que la suite (U,, ) est convergente.
d) Déterminer I’entier naturel n, tel que Uy, soit une valeur approchée de  a 10 prés.

Ondonne : h(1,5) = 0,46 ; h(2) = —0,007 ; In10=230 ; In2=0,69
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PROPOSITION DE CORRIGE

EXERCICE I
1) Déterminons les coordonnées de F
CF = AB car ABFC est un parallélogramme

xF—Z 4 XF=6

(yF—2)=<2) <—>{yp=4 et F(6;4;4
ZF+1 5 ZF=4‘

2) Calculons AB A AC

AB (2) et AC (1) donc |AB A AC( 8)
5 3 —4

Déduisons 1’aire du parallélogramme ABFC et du triangle ABC en cm?
Aire(ABFC) = 4cm? x ||[AB A AC|| = 36 cm?
Aire(ABC) = 5 x Aire(ABFC) donc [Aire(ABC) = 18cm]
3) Calculde d
d = d(D; (ABC)) =

|04 (ABAZO)| _ las| _ ¢
TaBrac] 9
4) Calculons en cm? le volume V de la pyramide de sommet D et de base ABFC
V=uv x% x Aire(ABFC) x d ;uv = 8 cm® <V =120 cm?
5) Calculons le volume V' du parallélépipede ABFCDEGH

V' =uv x Aire(ABFC) x d & V' = 360cm?

EXERCICE 11

1) Représentons le nuage de points M;(x;, y;)

Mantart des préis en

1 weidtions de FOFA

- . 0 1 2 ] 3 5 & 7 =] =] 1I|:|
Version Barg de Nannde
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Année 2009
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2)
a)

b)
c)

3)

1)
a)

b)
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Calculons les coordonnées de G, et G,
1+2+3 4+5+6
X = =5 =2 _ X, =5 =9
4545452 - 64(24.9) ; 6.646,347.1 — [62(5;6,4)

Ve = 3 =49 Y6, = 3 =64
Pour le tracer de (A) voir la figure
Equation de (4)
(A):y=ax+b

49 =2a+b _ _ ——
{6’4 _tq4p & @=05ceth=39etdonc (A):y=0,5x+3,9

2009 = 2001 + 8 donc le rang de I’année 2009 est x = 8 et y(8) = 7,9

y>2Xy(B) < 05x+39>158«<— x>238

On peut donc prendre x = 24 et 2001 + 24 = 2025

Le montant des préts sera strictement supérieur au double de celui de 2009 a partir de
2025.

PROBLEME
PARTIE A

g(x) =cos’x+cosx—1; D, =|-m,0]

Montrons que g est dérivable sur |-, 0[ et que g'(x) = —sinx (2 cos x + 1)

x = x?+ x — 1etx - cos x sont dérivables sur R donc g est dérivable sur R comme
composée de deux fonctions dérivables sur R.

Par conséquent g est dérivable sur |-, 0] et:

g'(x) = —2sinxcosx —sinx & |g'(x) = —sinx (2cosx + 1)

Déduction

Vx € |-m,0[,—sinx > 0; alors le signe de g'(x) dépend de celui de 2 cos x + 1.

2cosx+1=>20 <> cosx = —%
On en déduit que :
g'(x) < 0 pour tout x € ]—n,—%”] et

g'(x) = 0 pour tout x € [—2?”; 0[

1
-1 N

* Dressons le tableau de variation de g

! * 2m . ~ 2m ~

Sur]—n,—?] g décroit et sur [—?;O[gcrmt.

' X |-or _zr 0
i ; :

4 g (x) - 0 +

e _1\ 5 /'1
2) *

a) Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique g € |-, 0[
Sur]—n,—z?"],g <0Ocar g(x) € ] —%; —1]
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Sur [— 2?"; 0[, g est déerivable donc continue et est strictement croissante. Alors g
réalise une bijection de [—2—"; O[ sur [—5; 1[. Oroe [—5; 1[ ; d’ou I’équation
3 4 4

g(x) = 0 admet une solution unique B € |-m,0[ et B € [—2?"; 0[.

Montrons que B € ]—g; — %[

b4 1
g(-%)=-%<o0
e el <ommmpe] 5
g(-5)=-3+3>0
b) Déduisons le signe de g sur |-, 0].
vxe|]-m, B,g(x) <0 etvxe]p;0[g(x)>0.

PARTIE B
2 sin(2x) 1 .
flx) = 1‘11:0;; +5 six E]—n,O]
f(x)=2—83x+1 six>0
Dy = |-, +oo]

1) Etudions la continuité de f en 0
1

lim_f(x) = £(0) =3

2

. . 3 3 1
Jim fe) = Jim (2-z5)=2-5=3

lin%_ flx) = lin(1)+ f(x) = f(0) ; alors f est continue en 0.
X = X —
2) Etudions la dérivabilité de f en 0

sinx

: (x)-f(0) : 2 sin(2x) sinx  cosx lim =1
lim i: ———=4X X ———=2car{ x—~0" X
x->0" x=0 x — 0~ x(1+cosx) x 1+cosx lim cosx = 1
x—-> 0"
3 3
. (x)—£(0) . 2 3%i1 . 3e3%¥_3 ) 3 e3%_7 3 9
lim [97O gy 2o gy ——— = lim =X —— ==
x-0t x-0 x>0+t X x - 0+ 2x(e3%+1) x o0+ 2 3x e3%11 4
3x
. oe3¥-1
lim =1

car { x—o0* 3«
lim e3* =1

x—-0
lim 279 o iy OTO ; alors f n’est pas dérivable en 0.
x—->0" x=0 x->0t x-0

Interprétation graphiqgue du résultat

Au point de coordonnées (0; %) (Cr) admet deux demi-tangentes d’équations :
(T)):y = 2x +>agauche et (T;):y = ~x + adroite

. 1 .
Le point (0; E) est donc un point anguleux pour (Cr).

3)
a) Calculer lim f(x)
X— +©

A

xETw fe) = xl—lr-{loo 2= e3r41

lim f(x) =2 car lim e3* = 4o
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4sinx cosx(1—cosx) n 1

b) Montrer que pourtoutx € |-7; 0[ona: f(x) = —
2 sin(2x) 1_ 4cosxsinx(l—-cosx) , 1

Pourtoutx € |-m; 0 [; f(x) = =——=+-= 41

1+cosx 2 (1+cosx)(1—cos x) 2

Donc pour tout x € |-7; 0[ona:

4sinxcosx(1-cosx) , 1
f(x) =

1—cos?x 2|

Déduisons lim f(x) = 4o
X— —TC

4sinx cosx(1—cosx) 1 4 sinx cosx(1—cos x) 1

lim f(x) = lim +-= lim : +-=
Xo —1r X— —Tr 1-cos?x 2 xo-1 sin? x 2

. 4 cosx(1—cosx) 1 -8 1

lim ———+-=—+-=+4w
X —TC sinx 2 0 2

lim f(x) = +o

c) Déduisons les asymptotes de la courbe (Cr)
(c f) admet deux asymptotes : une horizontale d’équation y = 2 et une verticale

d’équation x = —m.
4)
a) Calculons f'(x) pour tout x € ]0; +oo[
3x
Pour tout x € 10 ; +oo[; [f (x) = 9e—2
(e3*+1)

Déduisons le sens de variation de f sur ]0; +oo[

Pour tout x € 10 ; +oo[ ; (€3* + 1)? > 0 et 9¢3* > 0 donc f'(x) > 0.
On en déduit que f est strictement croissante sur |0 ; +oo].

b) Montrons que f'(x) = —29_ nour tout x € |-7; 0]

1+cosx

Pour tout x € |-7; 0 [;

f’(x) __ 4cos2x(1+cosx)+sinx(2sin2x) _ 4(2cos? x—1)(1+cosx)+4(1-cos? x) cos x

(1+cosx)? (1+cosx)?
_ 4(cos®x+2cos?x-1) _ 4(1+cosx)(cos? x+cosx—1)
- (1+cos x)? - (1+cosx)?

D’ou f'(x) = % pour tout x € |-m; 0 [ car g(x) = cos®?x + cosx — 1
Déduisons le sens de variation le sens de variation de f sur |-; 0 [.

Pour tout x € |-7; 0 [; 1 + cosx > 0 et4 > 0 alors le signe de f'(x) dépend de celui de
g(x).

D’aprés la partieA, Vx € |-, B[, f'(x) <0 etV x €] B;0[ f'(x) > 0.

On en déduit que :

sur |-m, B[, f est strictement décroissante et

sur | B; O[, f est strictement croissante.
c) Dressons le tableau de variation de f

x -1 B 0 +o0
J€)) -0+ 2[]2 4+
40 2
) \ % /
_
fB)
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5) Construisons (Cy) , ses asymptotes et ses demi-tangentes au point d’abscisse 0

Loy

¥

PARTIE C

On admet que pour tout x € [1,5;2], 0 < f'(x) < %

1)

Etudions les variations de h

Pourtoutx € [1,5;2]; h(x) = f'(x) —1<0car0 < f'(x) <

h(x) = f(x) —x; D, = [1,5; 2]

(€)

N |-

On en déduit que h est strictement décroissante sur [1,5; 2].

X 1,5 2
h'(x) -
0,46
oo | T~
—0,007

Déduisons que I’équation f (x) = x admet une solution unique a € [1,5; 2].
Sur [1,5; 2], h est dérivable donc continue et est strictement décroissante telle que
h(1,5) X h(2) < 0 ; alors I’équation h(x) = 0 admet une solution unique a € [1,5; 2].
On en déduit que I’équation f(x) = x admet une solution unique a € [1,5; 2] car
I’équation h(x) = 0 est équivalente a I’équation f(x) = x.
2) Uy =1,5etU,,; = f(U,) pourtoutn € N
a) Montrons par récurrence que pour tout n € N, U,, € [1,5; 2] en utilisant (e).
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Uy = 1,5 € [1,5;2]
Supposons que U,, € [1,5; 2] pour tout n € N et appliquons 1’inégalité des accroissements
finis sur I’intervalle de bornes (U, ; 2). On obtient :

0= f(2)~fUn) S5~ Uy)
SUn +f)=1 <fU) <R
~Up +0993 < f(Uy) <1,993

~X15+0993 <-U, +0,993 < f(Uy) < 1,993 car U, <15.
1,5< 1,743 < f(U,) < 1,993 < 2.

OrUpy1 = f(U,) 00 1,5 < Upyy <25siU, €[1,5;2]

En conclusion pour toutn € N, U,, € [1,5; 2].

Montrer que pour tout n € N*, |U,, — a| < % |Up—1 —al

Pour tout x € [1,5;2],0 < f'(x) < |f ()] <

L’inégalité des accroissements finis sur (U,_4 ; @)donne pour tout n € N*:
|f W) = F@] <5 |Unoy =@ .OF f(Up—y) = Uy et fa) =@
Donc pour toutn € N*, |U,, —a| < %IUn_l - al

1 n 1 n+1
Montrons que |U,, — a| < (5) Uy — a| < (E) pour toutn € N

Réécrivons I’inégalité précédente pour n = 1, 2,---,n. On obtient :
1

U —al < 2{up —af
1

Uy — «af 55|U1 —af

1
Uy —al <2|U; —al

1
|Un - (Xl < ElUn—l - C(l
Le produit membres a membres de ces n inégalités donne aprés simplification :
1 n
Up —al < (3) 1Us—al
15<a<2 & —2<-a<-150 —05<Us—a<0e |[Uy—al <3

Onacone 0, — el = (3" 100 a1 = (3 x 2= ()"

c) Déduisons que la suite (U,, ) est convergente
im () = 0caro<i<iet U < (=
im (—) =0car0<-<1le In—al_()

n- +owo \2 2

n+1

Alors la suite (U,, ) converge vers 0.

d) Déterminer I’entier naturel n,
ng +1

Uy, —a| < G)no+1 donc onaura |U,, —a| < 1073 si G) " <107

(ng +1)In2 >3In10 & n, >3m0 ng =9 et

In2
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UNIVERSITE DE OUAGADOUGOU Année 2008
Office du Baccalauréat Session Normale
--------------- Epreuve du 1°" tour
Série D Durée : 4 heures

Coefficient : 05

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2)pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

EXERCICE I (4 points)
On considére dans le plan muni d’un repére orthonormal (O ; T;7) d’unité graphique : 2cm, la
courbe ( I") de représentation paramétrique :
{x(t) =™ R
y(t) = cost
1) Montrer que les fonctions numériques x ety de la variable réelle t, sont périodiques de
période 2.
2) a) Comparer les points M(t) et M(wt-t) ou M est un point de (I').
T 3w

b) Montrer que pour tout t € [—%,%} , (m-t) € [5,7} et en déduire que I’on peut

restreindre le domaine d’étude a [— % ; %} .

3) Etudier et dresser le tableau de variations conjoint des fonctions x et y pour tout t
. T

appartenant a [— o E} .

4) Tracer la courbe (I').

Ondonne e=2,72 ; e *=0,37.

EXERCICE II (4 points)
Le plan complexe ( P ) est rapporté a un repére orthonormal direct (O ; U ;) ayant comme
unité graphique 1cm.
On note A et B les points d’affixes respectives : i et -4 —2i .
— Z+4+2i .
Z—i
1) Donner une interprétation géométrique de I’argument et du module de Z’.
2) Déterminer et représenter I’ensemble E des points M plan complexe ( P ) d’affixe Z tel que
Z’ est un nombre réel.

3)OnposeZ,=Z—i etZ, =Z—i.

Soit Z un nombre complexe différent de i, on pose : Z’

Montrer que Z; Z, = -3 + 4i .Calculer z,Z}.

4) a) Prouver que si M appartient au cercle ( C ) de centre A d’affixe i etderayonr,r>0,
alors M’ appartient a un cercle ( C’ ) de centre A .
b) Déterminer r pour que (C) =(C’).
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PROBLEME (12 points)
On considere la fonction f définie sur IR par :
f(x)=x+2+x473 six <2

f(x) = Vx*—3x+2six>2
On désigne par ( C ) la courbe de f dans un repére orthonormal (0;7;7) ;
unité graphique : 2cm.
PARTIE A
1) a) Etudier la continuité de f en 2 ;
b) Etudier la dérivabilité de f en 2 puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
2) Calculer les limites de f en - oo et en + oo.

3) a) Montrer que la droite (D4 ) d’équation : y = X + 2 est une asymptote a (C ) en - .
Préciser la position relative de (C ) etde (D ).

b) Montrer que la droite (D, ) d’équation:y =X - g est asymptote a (C ) en + oo.

Préciser la position relative de (C) etde (D;).
4) a) Etudier les variations de f sur ]-o0 ; 2] etsur]2;+oo .
b) Dresser le tableau de variations de f .
5) Tracer (D) ;(D,) et (C).
6) a) Soit h la restriction de f a ’intervalle J- o0 ; 1 ].Montrer que h réalise une bijection de ]-
oo ; 1] sur un intervalle J que 1’on précisera.
b) Construire la courbe (I') de h~* dans un méme repére que (C).

PARTIEB

1) Calculer en cm?, I’aire A du domaine plan limité par (C) , (D) et les droites
d’équations : X =-3et x =0.

—-1<x<2

0<y< f(x)

Calculer en cm?, le volume V du solide S engendrer par la rotation compléte du domaine
( A) autour de I’axe des abscisses.

2) Soit ( A) le domaine plan défini par : {

( On pourra remarquer que 8x+16 _ 8+ 40 ).
Xx—3 X—3
PARTIE C
Soit ( I') la courbe dont une représentation paramétrique est :
x(t)=t+3 >l
y(t)=+t?2+3t+2

Montrer que ( I") est une partie de ( C).
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Année 2008
18" tour
PROPOSITION DE CORRIGE

EXERCICE I
1°) Montrons que les fonctions numériques X et y sont périodiques.
— p,sint
) {x(t) = telRr
y(t) = cost

Les fonctions t — sin tet t = cos t sont périodiques de période 2. Par suite
x(t+2 7)) = x(t) et y(t+2 ) = y(t). D’ou x et y sont périodiques de période 2 7.
2°) a) Comparaison de M(t) et M(n-t)
X(-t) = eS1M(T=0 = eSint = x(t) et y(n-t) = cos(m — t) = - y(t) = les points M(t) et M(n-t)
sont symétriques par rapport a I’axe (ox)
b) Montrons que pour tout t € [-= ; 7, (w-t) €[ 5 ;%]
T.m T ¢< ™ L T
Pour toutt € [-5 ; Z],ona. S S tS oW -oSAt<w A o
Dout (n-t) € [ 3 ;3]
11 suffit donc d’étudier la courbe sur [- g ; g] puis par symétrie par rapport a I’axe (ox), on
obtient la courbe sur [- - ; %] d’amplitude 2 ©
3°) Variations et tableau de variations
{x(t) = esint _[¥@®©= cos teSint
y(t) = cost y® = —sint
Pour tout réel t, eS¢ > 0 ; le signe de x’(t) dépend de celui de cos t sur [—%,%] Par
conséquent :
Pour t € [- 7 ; 7], X’()= 0.0n en déduit que x est croissante sur [- > ; 7].
On sait que sin t est négative sur [—% ; O] et positive sur[O; g] Par conséquent :
Pour t€ [-g 0], y’(t) =0
Pourte[0;7],y’ ()< 0.

On en déduit que y est croissante sur [- g ;0] et décroissante sur [0 ; g].

t I 0 i
2 2

X’(t) 0 + 1 + 0
e

x(t) .

V(1) 1 ¥ 0 - 1

1
0 0
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4°) Représentation graphique
Equations des tangentes

(T—Tn):y:e‘l; To):y=1]; (T;):yze
’ M)
B (r)
g

EXERCICE 11
1°) Interprétation géometrique
24420 _ i Z-(-4-2) _ . Z-Zp

=== Z—i z-2
- - —Z4A
- . Z-Zpy _ . v T o ——
arg(Z’) = arg( 1Z_ZA) =arg(i) + arg(Z_ZA)@arg(Z )=+ (MA ; MB)
w— |.2=zs| _ . o |Z-2B| _ |Z-Z5 ,1_ MB]
2] = |lZ—ZA = il |Z—ZA o |Z—ZA < |21= MAl

2°) Détermination de ’ensemble E
7’ réel = arg(Z’) =k m avec (k € Z). D’ou (m ; Wa’) =- g +kn

L’ensemble E est ’ensemble des points du cercle de diamétre [AB] privé des points A et
B.

3°) Montrons que Z,Z'; = -3 + 4i

2,7y = (Z - ) - ) =iZ -2+ 4i-iz+ 2= -3

+4i © [1,2'1 =-3 +4i

Calcul de |Z,Z',|

Z,Z'1| = | -3 + 4i| = /(=3)? + 4*; donc

12,2111 =9

4°) a) Montrons que si M € (C) alors M’ € (C”)

Me(C)e AM=r

Or|z,Z| = 5e|Z—i|x |2 —-i|=5&
AM X AM'=5 d’ou

rxAM'=5 & A ’=5=r',doncM’E(C’)

r

i ]
»

b) Détermination de r pour que (C) = (C’)

(C):(C’)@r=r’@r=§@r2=5<=>r:r’=\/§,carr>0
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PROBLEME

X+2+i six< 2
X—3

VX2 —3x+2six>2

On note (C) la courbe de f dans un repere orthonormé (o;1;7), unité : 2cm
I- 1°) a) Etude de la continuité de f en 2

mf(x) = lim (x+ 2 + —) =0; limf(x) = limVx2 —3x+2=0;
x—2~ x—-27 x-3 x—-27t x—-2%
f2)=2+2+-=-=0
lil%l_f(X) = lig;rf(x) = f(2). f est donc continue en 2
xX— x—

b) Etude de la dérivabilité de fen 2

4
lim fx)—f(2) _ = lim X2t s lim %72 _ 'mﬂ—-?: fg(Z)

x—2~ X—2 x—2~ X— x—2~ (x 2)(x— 3) x—2— X3

_ Vx2
lim f(x)—f(2) _ - lim X2 —3x+2 (x-2)(x-1) — 4o, (carx 2>0)
x—>2+ X=2  xo2t  x-2 x—>2+\l (x-2)? x—>2+‘\JX—

lim =@ _
x-2t  x-2
Donc f n’est pas dérivable en 2
(C) admet a gauche du point d’abscisse 2 une demi-tangente de coefficient directeur -3 et
a droite une demi-tangente verticale ; le point (2 ; 0) est un point anguleux de (C) .
2°) Calcul des limites de f en -0 et en +oo.

On considere la fonction f définie sur IR par : f(x) = {

llm f(X)— llm (X+2+—)—-oo (car llm X+2 = -0 et lim ﬁ:O)
X—>—0

11111 f(x) = -
lim f(x) = lim Vx2 —3x+ 2=+00 (car lim (X2-3x+2)= +ooet lim x =+o)
X—+w X—+0 X—~+0 X—+w0

liIP f(X) = +oo
3°) a) Montrons que (D;) : y =X + 2 est asymptote a (C) en -
lim [f(x)-(x+2)] = lim % = 0. D’ou le résultat.

X—>—0 xX—>—w X—

Position de ( C) par rapport a (D) :
Si x22, x-3<0et % < 0. (C) est en dessous de (D) .

b) Montrons que (D,) :y =X - % est asymptote a (C) en +oo

2
(X —3X+2) (X—g) l -1
= 11im
Vx2—-3x+2 +X—— X—+00 4Vx2 —3x+2+ 4x— 6

Tim [f()-(x - 3 = lim

(D3) est donc asymptote a(C) en + oo,
Position de ( C) par rapporta ( D,) :

. -1
Si x> 2, 4x - 6>0 donc
4/x2-3x+2+ 4x—6

4°) a) Etude des variations de f sur J-oo ; 2[ et sur ]2 ; +oo|

2_
Six <2, f’(x)=1- ():3)2 (X(X3)3)24 & (f)(;z” £*(x) a le signe de (x — 5)(x — 1) car

(x-3)2 > 0. par conséquent sur |—oo; 2] on a :
Pour X € J-0 ; 1], £ ’(x)>0

< 0. (C) est en dessous de (D)
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Pour x€]1;2], f’(x)<0et £’(1)=0
On en déduit que : f est croissante sur]-oo ; 1[, décroissante sur]l ; 2] et passe par un
maximum en 1

2x-3

SlX>2,f’(X):m .
Pour tout x de ]2 ; +oo[ 5 £ °(x) > 0. On en déduit que f est croissante sur ]2 ; +oo].
b) Tableau de variation de f

f’(x) est du méme signe que 2x — 3. Par conséquent :

X -0 1 2 +00

F°® 3[[+=

o

5°) Tracons (D,), (D,) et (C)

6°) a) h est la restriction de f a]-oo ; 1]. Montrons que h réalise une bijection de
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]-00 ; 1]sur un intervalle J que 1’on précisera.
h est continue, strictement croissante de]-o ; 1] sur]-o ; 1]. h réalise donc une bijection
de J]-o0;1]surJ=]-w;1]
b) Explication de la construction de (I')

(') est le symétrique de la branche de (C) correspondant a x €]-c ; 1] par rapport a la
droite (D) : y = x.
I1) 1°) Calcul en cm? de I’aire A du domaine plan limité par (C), (D) et les droites
d’équations x =-3etx =0
Si x €]-o0; 0], (D) est au dessus de (C) : A= [ [(x + 2) — f(x)]dx. UA ;
UA = 4cm?
SO+ 2 = fG)dx = [, — ——dx = [-4In | x-3]1°,
= -4In3 + 4In6 = -4In3 + 4In(3x 2)=4In3 + 4In3 + 4In2 = 4In2
Donc |A = (16In2) cm?

-1<x<2

29 & :{0 <y <f(x)
Calculons-en cm? le volume du solide engendré par la rotation compléte de (A) autour de

I’axe des abscisses
V=n [° [f(x)]?dx.UV [f()]2 = (x + 2)2 +

8(x+2) + 16

s o Alors
4

2=x2 20 16 = 2 40,16
[f(x)]* =x tax+4+8+ — =Xt Ax 124 2t

J2 [fG017dx = Zx342x? + 12x + 40In|x — 3] - =12 =2+ 48-(- - - 6+ 80In2)= 57 — 80In2
UV = 8cm? on a doncV = 8a(57 — 80In2) cm?
1)

L x(t) =t+3
Soit (I): {y(t) T t
Montrons que (I') est une partie de (C)
t+3=x © t=x-3. Alors t? — 3t + 2 = (x — 3)? — 3(x — 3) + 2 = x?-6X+9+3x-9+2
t2—3t+2=x?>—-3x+2.Deplust>-1 & t+3>2
Onadonc:‘(r):y:VX2—3x+2,x>2‘

(I') est la partie de (C) correspondant a x > 2.

>-1
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UNIVERSITE DE OUAGADOUGOU Année 2008
Office du Baccalauréat Session Normale
——————————————— Epreuve du 2" tour
Série D Durée : 4 heures

Coefficient : 05

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2)pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

EXERCICE I (4 points)

Un sac contient six boules numérotées de 0 a 5. On extrait simultanément deux boules , qui
portent respectivement les numéros x et y. A chaque tirage, on associe la variable aléatoire X
définie de la fagon suivante :

- - +
- six ety sont pairs, X prend la valeur xz—y .

- six ety sontimpairs, X prend la valeur @

- si x ety sont de parité différentes on attribue a X la valeur 0 (zéro). (On rappelle que O est
pair).

1)
a) Déterminer les valeurs prises par X.
b) Etablir la loi de probabilité de X.

2) Calculer I’espérance mathématique de X.

3) On extrait dix fois de suite deux boules simultanément avec remise. Quelle est la
probabilité d’obtenir exactement sept fois x et y de mueme parité. (On exprimera le
résultat sous forme de puissances de 2, 3 et 5).

EXERCICE II (4 points)
Un bloc de métal est déposé dans un four dont la température constante est de 1000°.
La température 6 est une fonction du temps t (en heures) qui vérifie 1’équation différentielle

(E): 0'(t) = k(1000 — 6(¢)) , k € R;.

1) On pose y(t) = 6(t) — 1000.

Ecris une équation différentielle (F) satisfaite par y.
2) Résoudre (F) , puis (E).
3) Le bloc initialement a 40°C est déposé dans le four au temps t, = 0. Sa température est de

160°C au bout d’une heure.

En déduire I’expression de 6(t) en fonction de ¢t uniquement.
4)

a) Calculer la température du bloc au temp t = 3.

b) Déterminer le temps T a partir duquel la température du bloc dépassera 500°C.

3
On donne (Z) ~07 : Inl=~ —013; InZ=~—0,65.
8 8 48

PROBLEME (12 points)
Soit la fonction f définie sur R par :
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2x

six<0

f@) =—
f(x)=x—xInx six>0
On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O ;7,7) ; unité

2cm.
PARTIE A

1) Etudier la continuité de f en 0.

2) Etudier la dérivabilité de f en 0. (On rappelle que )1{13%% = 1) et interpéter
graphiquement le résultat.

3

a)) Etudier les variations de f.

b) Dresser le tableau de variations de f.

4) Calculer lim IO ot fim L2 interpréter graphiquement les résultats obtenus

x— —wo X x> +w X

et tracer (C).

5)

a) Soit h la restriction de f a I’intervalle [1; +oo[. Montrer que h réalise une bijection de
[1; +oof surunintervalle J que I’on précisera.

b) Construire la courbe (I') de A~ dans le méme repére que (C).

PARTIE B

Soita unréeltelque 0 < a <e.Onpose:I(a) = f;f(x) dx.

1)
a) A l’aide d’une intégration par parties calculer f; xInxdx.
b) En déduire I(a).
2)
a) Donner une interprétation graphique de I(a).
b) Calculer 0113(1) I(a).
3) En déduire en cm? I’aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C), les axes du
repere et la droite d’équation : x = e.
. , . (-1<x<0
4) Soit (E) I’ensemble des points M (x,y) tels que : {f(x) <y<0

Calculer en cm® le volume du solide engendré par la rotation compléte de (E) autour de
I’axe des abscisses.

PARTIE C
Dans le plan rapporté a un plan orthonormal (O ;T,7) , on considére la courbe (I") dont une
représentation paramétrique est :
x(t) = In(cost) -
2¢ avect € [0; -
y(t) — cos“t—-1 ] 2[

cost

1) Montrer que (I")est une partie de (C).
2) Déterminer les coordonnées du vecteur vitesse a I’instant t = % .
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Année 2008
2nd tour

PROPOSITION DE CORRIGE

EXERCICE 1

E=1{0,1,2,3,4,5}

On extrait simultanément deux boules.

Les résultats possibles sont :

0 1 2 3 4 5

(LO)O
(2'0)1 (211)0
(3;0)0 (311)1 (312)0
(4‘;0)2 (4‘;1)0 (412)3 (413)0
(5,000 [ 5,12 | (52)¢ [ (5,3)1 [ (54)¢

GBI WIN PO

Les valeurs prises par X sont: 0, 1, 2, 3.
La loi de probabilité de X

X=x 0 1 2
PX=0 | 9 | 3| 2
5 15 5 15

=
=

Espérance mathématique de X
E(X) =
Lorsqu’on extrait simultané deux boules, la probabilité d’obtenir x et y de méme parité est

p=1-P(X=0)==
En répétant dix fois de suite cette épreuve avec remise, la probabilité d’obtenir exactement
sept fois x et y de méme parité est :

3 27x33 210534

P =l (3) (5) =120 x5 = =5

EXERCICE II
(E):0'(t) = k(1000 — 0(1)), k € R}

On pose y(t) = 6(t) — 1000. Ecrivons une équation différentielle (F) satisfaite par y
6(t) = 1000 + y(t) & 8'(t) =y'(t)

6'(t) = k(1000 — (t)) «— y'(t) = k(1000 — 1000 — y(t))

(F):y'(t) = —ky(t)

Résolvons (F) puis (E)

(F):y'(t) = —ky(t)

y(t)=C.e ¥, CeR

Or 6(t) = 1000 + y(t), donc|@(¢) = 1000 + C.e ¥, C € R]

0(0) = 40 et (1) = 160. Déduisons I’expression de 6(t) en fonction de t uniquement.
0(0) =40 < 1000+ C = 40.Donc C = —960 et (t) = 1000 — 960e <t

6(1) = 160 « 1000 — 960e™* = 160
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—k 7 7 tan 7 t
e®=I.Donc k=—InZ et A(t) = 1000 — 960¢‘"™ < B(£) = 1000 — 960 - (5)

Calculons la température du bloc au temps t = 3.
7 3
6(3) = 1000 — 960 - (2)
0(3) =328
La température du bloc au temps t = 3 heures est 328°C

Déterminons le temps T a partir duquel la température du bloc dépassera 500°C
T 1 25
01 2500 & (1) sZoTmismZorzg=s
8 48 8 48 lng

Le temps a partir duquel la température du bloc dépassera 500°C est T = 5 h.

PROBLEME
e?*—1
flx) = pr: six<0 . D, =R
f(x)=x—xInx six>0
PARTIE A
Etudions la continuité de f en O
2X_

lim f(x) = lim ©“—==0=f(0)

x—-0" x—->0" €
lir‘%+x =0

. _ . _ — X -

len(1)+f(x) B xh_)ng)fx xInx =0 car lir‘%+xlnx =0
X =

lin(}_f(x) = lin(}+f(x) = f(0) , alors f est continue en 0.
X = X —

Etudions la dérivabilité en 0
ox ox lim e =1
— —_ _ x—->0"
lim L2927 i s i S x 2 =2 car 2y
x—-0- x=0 x -0~ xeX x—0" 2x eX lim =1
x—-0" 2Xx
lim fQ=O _ lim 1 —Ilnx =40 car lim lnx = —0
x—>0+t x—0 x -0t x -0t

Interprétation graphique du résultat

(€) admet au point de coordonnées (0;0) deux demi-tangentes : une demi-tangente a gauche
d’équation y = 2x et une demi-tangente verticale a droite. Le point (0;0) est donc un point
anguleux pour (C).

Etudions les variations de f

f(x) = eZ:x six <0

f'(x)==Inx six>0
Vx<0e*>0ete?*+1>0.Douf(x)>0,Vx<D0.
Vx>0,—Inx>0<x<1.DouVx€e]0;1f (x)>0etVxe]l;+of,f (x) <O.
On en déduit que :

sur |—oo; 1[, f est strictement croissante et sur ]1; +of, f est strictement décroissante.

lim f(x) = ;—: = —0
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lirr_l+ x = +o0
. _ . _ — X - 4+
xliqwf(x) N lerr-ll-oOx(l Inx) * Car{ lini Inx = 4o
X = o0
Tableau de variation de f
X —0 0 1 + o0
JC) + 2l[+o+0 -
1
—00 —00
Calculons lim @et lim [
X —> -0 X X > 40 X 2 0
lim e<* =
2X _ _
lim L% = jim & =2t car| X7 X _ e
Xm0 X X o o0 x€% 0 lim xe* =0
X > —©
lim [ _ lim 1—Ilnx =—wcar lim Inx =+
X > 400 X X = 4+ X - 4o

Interprétation graphique du résultat

(€) admet une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées au voisinage de —oo et au
voisinage de +co.

Tracer de (C):

a) h(x) =f(x); D, =1[1; +oof

Sur [1; +oo[, h est dérivable donc continue et est strictement décroissante.
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h réalise donc une bijection de [1; +oo[ sur J = ]—o; 1].

Sur [1; 4o, (I') et (C) sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.
(voir le graphique.)

PARTIE B

Soitaunréeltel 0 < a <e.Il(a) = f;f(x)dx

Calculer f:xlnx dx
u'(x) ==
Posons {u(x) =Inx o 1"
v(x) =x v(x) =522

e I F! e el B 1 ¢
J, xnxdx = [Elenx]a — [, Fxdx = [Elenx 4x2]a

e 1 1 1
[xInxdx=Ze’—-a’lna +-af
[24 4 2 4

Déduisons I(a)
I(a) = f;f(x)dx = f;(x —xInx)dx = f:xdx - f:xlnxdx

1 1 3
[(a) =.e’+ - a’lna—-aj

Interprétons graphiquement I(a)
I(@) est I’aire en unité d’aire du domaine plan limité par (C), I’axe des abscisses et les

droites d’équations x = a et x = e.

. 1 .
lim I(a) =>ejcar lim a’lna = 0.
a—0 4 a—-0
Déduisons [’aire en cm?

A = 4cm? X lim0 (o) &
a—
Calcul en cm® du volume
_ 0 _ 0 —X\2 g0 — 0, 2 —2x1\2
V=uvxm[ fA(x)dx=8n[_(e*—e™)?dx=28m[_ (e’ —2+e *)%dx

0
V =8n Eez’f —2x — %e-“] o V=an(e’—e?— 4)cm’|

PARTIE C

x(t) = In(cost)
y(t) _ cos?t—1

cost

avect € ]0; %[

Montrons que (I') est une partie de (C)

e?X_1

x =In(cost) & cost=e* et y=—

te]O; g[ o 0<cost<1l olIn(cost) <0 ox<0
(D):y = f(x) avec x < 0|
On en déduit que (T) est la partie de (C) correspondant a x < 0.

I3 . , . \ . Vs
Déterminons les coordonnées du vecteur vitesse a 1’instant t = "

x'(t) = —tant x'(5) = -1 ~ =1
{y’(t) _ —Sint(l-:foszt) avec t € |0; g[ o y(g()‘})_ s =V (E)< 3&)
Cos - -

2
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EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2)pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

EXERCICE 1 (4 points)
Soit P le polyndme de la variable complexe z défini par :
P(z)=z3-5(1-1i)z?-2(1-9i)z+16 - 8i
1°) Montrer que I’équation P(z) = 0 admet une solution imaginaire pure z, que 1’on
déterminera.
2°) Résoudre dans C, I’équation P(z) = 0. On désignera par z, et z, les deux autres solutions
telles que Im(z,) < Im(z,), ou Im(z) désigne la partie imaginaire de z.
3°) Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (o ; U ; v). Unité : 1cm.

a) Placer les points A, B et C d’affixes respectives z; ; z, et Z, ou z, désigne le conjugué
de z,.

b) Calculer 2= %L

Zo— Z1
¢) En déduire la nature du triangle ABC.
4°) Soit t la translation de vecteur AB. M et M’ sont les points d’affixes respectives z et z’ tels
que M’ soit I’image de M par la translation t.
a) Exprimer z’ en fonction de z.
b) Calculer I’affixe du point D image du point C par t.
c) Donner la nature exacte du quadrilatere ABDC. Justifier
EXERCICE 11 (4 points)
Soit (V,,) la suite numérique définie sur IN* par V; = % et V1= nzinlvn.
1°) Calculer V,, V5 et V,
2°) a) Démontrer que pour tout entiern>0,onaV, >0
b) Démontrer que la suite (V,,) est décroissante.
c) En déduire que la suite (V,,) est convergente.

3°) Soit (U,)) la suite numérique définie par U, = % vn>0
a) Montrer que la suite (U,) est geométrique. Préciser la raison et le premier terme.
b) Exprimer U, puis V, en fonction de n.
c¢) Calculer lim U, et lim V,

n—-+wo n-+ow
PROBLEME
PARTIE A
On consideére la fonction numérique g définie sur]0 ; +oo [par : g(X) = x2 + 2 - 2Inx.
1°) Déterminer x]l)r(l)’l_'_ g(x) et xlirfw g(x)

2°) Etudier le sens de variation de g et dresser le tableau de variation de g.
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3°) En déduire que pour tout x > 0 on a g(x) > 0.
PARTIE B
2ln

Soit f la fonction numérique définie sur ]0 ; +oof par : f(X) = x + % . On considere par (C) sa
courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormal (o ; T;J) (unité : 2cm)
1°) Calculer lir(lgl+ f(x) et lirP f(x).

X— X—+0o0

En déduire que (C) admet une asymptote verticale dont on précisera 1’équation.
2°) a) Calculer f’(x) et montrer que f ’(x) a le méme signe que g(x).

b) En déduire le sens de variation de f puis dresser son tableau de variations.
3°) a) Montrer que la droite (D) d’équation y = X est asymptote a (C). Préciser la position de
(C) par rapport a (D)

b) Déterminer les coordonnées du point B de (C) en lequel la tangente est paralléle a (D).
4°) Soit (T) la tangente a (C) au point A d’abscisse 1.

Déterminer une équation de (T).
5°) a) Démontrer que f est une bijection définie de ]O ; +oo[ sur IR.

b) Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet une solution unique o E]% 1L

c) Construire (C). (On placera les points A et B et les tangentes a (C) en A et en B).
6°) Construire dans le méme repére, la courbe (C’) de la fonction f~1 réciproque de f.
7°) Calculer ’aire S en cm? du domaine plan délimité par la courbe (C) et les droites
d’équations y=x;Xx=1letx =e.

PARTIE C

Soit (') I’ensemble des points M(x(t) ; y(t)) tels que :
x(t) = et

{y(t) =e' + 2te”t’

1°) Montrer que (I') est une partie de (C) que 1’on précisera.

2°) Tracer en pointillé (I') sur le méme graphique que (C).

t>0.
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PROPOSITION DE CORRIGE

EXERCICE I
Soit P le polyndme, de variable complexe z défini par :

P(z) =z3-5(1—1i)z? - 2(1 - 9i) + 16 - 8i

1°) Montrer que 1’équation P(z) = 0 admet une solution imaginaire pure z,

Posons z, = ib. On a P(z,) = P(ib) =0

P(ib) = 0 & (ib)3 - 5(1 —i)(ib)% - 2(1 — 9i)(ib) + 16 - 8i =0

& (5b% - 18b + 16) +i(-b% + 5b% - 2b—8) = 0 @{ 5b% — 18b + 16 =0 (1)

—b3 4 5b% — 2b- 8 =10(2)

Résolvons 1’équation (1)
5b — 18b + 16 =0 ; A=1;b=Zoub=2

Vérifions 1’équation (2) pour chaque valeur de b.
—-512 320 16 _ —312

ih=2 - (83 8v2 _ 98y _ q_ 512 320 16 o _ —312
Slb—sona. (5) +5(5) 2(5) 8—125+25 . 8 125¢O

Sib=2,0na:—(2)® + 5(2)2 — 2(2)-8=-8+20-4-8=20-20=0
b = 2 vérifie les équations (1) et (2), on en déduit que
2°) Résolution dans C de I’équation P(z) = 0.
P(2i) =0 © P(z) = (z - 2i)(az? + bz + c), avec a, b et ¢ des nombres complexes a déterminer.
M¢éthode d’identification
P(z)=z3-5(1-1i)z?-2(1-9i)z+16-8i
P(z) = (z - 2i)(az? + bz + ¢)= az3 + bz? + cz — i2az? - i2bz — i2c
P(z) = az? + (b —i2a)z? + (c — i2b)z — i2¢c
Par identification on a:
a=1
b - i2a=—-5—15i
c—i2b=-2+18i
—i2c =16 — 8i
P(z2)=0&ez=2iouz?+(-5—3i)z+4+8i
z2+(=5—-31)z+4+8i=0 ; A=-2i
SoitsEC/5=x+iy et °=A=-2iona:

a=1
< b=—5—3ietP(z)=(z—2i)(z2+(—5—3i)z+4+8i)
c=4+ 8i

XZ_y2=0 X2_yZ=0
xX2+y?=|Al=2e1 x2+y?= 2
2xy = =2 xy <0

Xx=xlet y= %l ,avecxy<Odonc 6=1-1 ou d=-1+1
z=3+i0uz=2+2i
Sc=1{2i;3 +1;2 + 2ijjaveczy =2i;z, =3 +ietz, =2 +2i
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3°) a) A(z;) ; B(zg) ; C(z). Plagons les points A ; Bet C

y b) Calcul de 2= 2L
34 Zo— 721
Z7—2, _ 2-2i-3—1i _ —1-3i _ 143i _ (1+3i)(3+i)
B Zo—7,  2i-3-i  —-3+i  3-i 10
ey Z_leg:i@E_Z1:i
A Zo— Z1 10 Z0— 21

c) Nature du triangle ABC

Loz :1@gzl@AC:AB

Zo— Z
tx 0_21_21 T _— — P
arg(Z=—2) =2+ 2k n (k€Z) © (AB; AC) == +

Zo— Z1 2 2

2k 1t (KEZ) < AB L AC
AB = AC et AB L AC, alors ABC est un triangle
rectangle isocele en A.

4°) a) Exprimons z’ en fonction de z.

72 =72+Zyg Ol Zzg =Zp-2Zpo =Zg-21 =21 -3 —-i1=-3+i

b) Calculons I’affixe du point D image de C par t.
ZIp=2Zc-3+tiezp=7,-3+i=2-2I-3+i &

c) Nature exacte du quadrilatere ABDC.

D’apres 3°) ¢) il suffit de montrer que le quadrilatere ABDC est un parallélogramme.

ABDC est un parallélogramme si et seulement si AB=CD
Ort;z(C)=D e CD = AB donc ABDC est un parallélogramme

Par ailleurs AB = AC et AB L AC donc le quadrilatere ABDC a 4 cotés egaux et 4 angles
droits.
Conclusion : Le quadrilatere ABDC est un carré

EXERCICE 11
On considere la suite (V,,) définie sur IN*, par : V, = % et V1= HZ—J:VH , pour tout n € IN*
1°) Calcul deV,, V5 et V,

1+1 1
V2:7V1:V1®V2:E
2+1 3 3
Vo=—V, ==V, & |V, =5
3T ox2 2 T 42 37 g
341 2 1]
V,=—V, ==V, |V, =+
47 )x3 37373 4™ 4

1°) a) Démontrons que pour tout entiern >0, V, >0
Démonstration par récurrence

Pour tout entier n > 0, posons P(n) la propriété : V, >0

i) Vérifions P(n) pourn=1

Pourn=1,V; = % > 0, alors pour n =1, P(n) estvraie

ii) Pour tout entier n > 0, montrons que si P(n) est vraie alors P(n+1) est vraie également.
Supposons que pour tout entiern >0, V, >0
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n+1 n+1

vV, >0<:>—V >0; (carvn>0, —>O)

V,>0& Vn+1 > 0 ; alors pour tout entier n > 0, si P(n) est vraie alors P(n+1) est vraie.
Conclusion

i) et ii) montrent que pour tout entier n > 0, P(n) est vraie c'est-a-dire :

pour tout entier n >0, V,, > 0.

b) Démontrons que (V,,) est décroissante.

Pour tout entier n >0, calculons (Vos1- Vi)
n+1

Vor1= Vo ===V - Vo = — —v,
vn> 0, T 2<0etV, >0, alors V,, ;- V, <0. On en déduit que (V,) est décroissante.

c) Deduisons que (V,,) est convergente.
Pour tout entier n > 0, V,, > 0 alors (V,,) est minorée par 0.
(V,) étant décroissante et minorée, elle converge.

3°) On poseUn:%,Vn>0
a) Montrons que (U,) est une suite géométrique.

_n+1
Vas1= 5 Vi

=V oty o 1 1o Ve g Ve =1
UrH'1_n+1__ 2n VnXn+1 an’orn _UnalorSUn+1 ZUn

(Up) est une suite géométrique de raison % et de premier terme U;=V; = %
b) Exprimons U,, puis V, en fonction de n

1 \n-1 - (Ln

Qe Uy =)

1
Un = 2—n
V,=nxU, &V, =~
c) Calculons lim U, et lim V,

n—+ow n—+oo
lim U, = lim in—O@ lim U, =0(car0<1< 1)
n—+oo n—+ow 2 m—+ow
21‘1
— =4 =
nlLerVn nliToo on Of nll)rllw — = +oo donc llm V,=0
PROBLEME

PARTIE A
On considere la fonction numérique g définie sur]0 ; +oo [par :
g(x) = x? + 2 - 2Inx
1°) Déterminons lim g(x) et lim g(x)
x—-0% X—+0

lim (9 =+ (car lim, In(x) = -=0)

2Inx
x2 )

lim g() = lim x? (1+ -
X—+o0 xX—

. 2 1
lim g(x) = +od (car lim x®=+o0; lim ==0et lim — =0)
-4+ X—+ow0 x—> +o0 X X—+o0w X

2°) Sens de variation et tableau de variation
2x%-2 _ 2(x*-1)
X - X

VX€]0;+OO[,g’(x):2X-§:
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VX €] 0;+oo [, lg(x) = w

Signe de g’(x) et sens de variation
VX€E]O;+wo[,x>0etx+ 1>0, alors le signe de g’(x) dépend de celui de (x-1)
Par conséquent :
Pourx€]0;1[,g’(x)<0,
Pour x €] 1 ; +o [, g’(x) > 0.
g est strictement décroissante sur ] 0 ; 1 [ et strictement croissante sur] 1 ; +oo |[.
Tableau de variation

X 0 1 +o0
g’ (x) - 0 +
+o0 +00
g(x)
3

3°) Déduisons que pour tout x >0, g(x) > 0
D’apres le tableau de variation,
Pour tout x > 0, g(x) = 3 or 3 >0, alors pour tout x > 0, g(x) > 0.

PARTIE B
Soit f la fonction numérique definie sur]0 ; +oo [ par : f(X) =X + —
1°) Calculons lim_ f(x) et lim f(x).

x—-07t X+

Zlnx

lim f(x) = lim L (X + E X Inx)
x-0% x—

lim f(x) = -od (car lim x =0; llm -=+owet lim Inx = -o0)
-0+ x—0t -0t X x—0%
- 21
lim f(x) = +oof (car lim x =+ et lim === 0)
>+ xX—+00 x—+0 X

Déduisons que (C) admet une asymptote verticale.
lugl f(X) = -0, alors (C) admet une asymptote verticale d’équation x = 0
X—

2°) a) Calculons f ’(x)

2-21 24+2-21
Pour toutx >0, f’(x) =1 + nx _ x? + nx

x2 x2

x% 4+ 2 - 2Inx

Fo) =2 x>0

Montrons que f’(x) a le méme signe que g(x).

2 —
‘s7’x>0,f’(x)=xJFZX—ZZlnX g(X)carg(x) x2 + 2 - 2Inx

Pour tout x > 0, x? > 0 d’ou f ’(x) et g(x) ont le méme signe

b) Déduisons le sens de variation de f

D’aprés PARTIE A 3°) Pour tout x > 0, g(x) > 0 ; par suite f ’(x) > 0 pour tout x > 0. On
en déduit que f est strictement croissante sur]0 ; +oo [

Version Mobile Page 125



LOVIDOC'S Annale de Mathématiques, BAC Série D

Tableau de variation

X 0 +00
f’(x) +
+00
f(x)
-00
3°) a) Montrons que la droite (D) : y = x est asymptote a (C)

2lnx

liT (fx)-y) = liT —= 0, alors (D) : y = x est asymptote oblique a (C) au voisinage de

+00
Position de (C) par rapport a (D)
Etudions le signe de (f(x) —y)

2lnx

f(x) -y = 2=
vV x>0, (f(x) —y) ale méme signe que In x. Par conséquent

Pourx€]0;1[, f(x)-y<0,

Pour x €] 1 ; +o [, f(x) —y > 0. On en déduit que :

Sur]0; 11, (C) est en dessous de (D) et sur] 1 ; +o [, (C) est au dessus de (D).
4°) Déterminons les coordonnées de B

(Tg) : y =1 (x)(X — xp) + f(xp)

(Tg) | (D)(:)f’(xB):1(:>XBZ+;%:1@Z—21nXB:0 olnxg=1oxs =6
v = f(xp) = f(e) = 22 = [Ble; =25

4°) Equation de la tangente (T) a (C) au point A d’abscisse 1.
(M:y=f"()x-1)+f1) ; £’(1)=3;f1)=1alors (T):y=3x-2

5°) a) Démontrons que f est une bijection de]0 ; +oo [ sur IR.

D’apres le tableau de variation, f est continue et strictement croissante sur

10 ; +oo [. Elle réalise donc une bijection de]0 ; +oo [sur

f(]0 5 +o0 [)=]-0 ; +o [ =IR.

b) Montrons que 1’équation f(x) = 0 admet une unique solution o et que o €] % ol

f réalise une bijection de ]0 ; +oo [ sur IR qui contient 0, alors ’équation  f(x) =0
admet une unique solution a dans]0 ; +oo |

Montrons que o €] % |

f(%) = % -4In2<0etf(1)=1>0alors f(%) x f(1) < 0, alors a E]% 1
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¢) Construction de (C)

7°) Calcul de S

(C)

S = [ (f(x) —y)dx. UA = [T Z2dx. UA = [72 x Inxdx. UA = [[(Inx)?]'dx. UA

1 x

S = [(Inx)*]¢ & S =4(Ine)*cm?® = 4cm? &

PARTIE C

Soit (I'), de représentation paramétrique {

_ ot
x(t)=e (>0

y(t) = et +2te™t’
1°) Montrons que (I') est une partie de (C)

Posons x = x(t) = e', Vt>0,et>1doncx >1

y=y(t) =e' + 2te”"
X=etot=Inx

- 1
y=x+2lnxe ln"=X+21nx><elTx:x+

2Inx

(D) :y=x+22;x>1

2lnx

X

(I') est la partie de (C) correspondant a x > 1

2°) Voir graphique
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EPREUVE DE MATHEMATIQUES
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EXERCICE 1 (4 points)

Dans I’espace muni d’un repére orthonormal (O ;71,7 _12) , on considere
les points A(Z, 0, 0) ; B(0, 2, 0) et C(0, 0, 3).

1) Calculer les coordonnées du vecteur AB AAC . Soit | le point de coordonnées (1, 2, 3).

2) Calculer la distance de | au plan (ABC). Les points A, B, C et | sont —ils coplanaires ?

3)

a) Calculer A; I'aire du triangle ABC en unité d’aire.

b) Déterminer le volume V (en unité de volume) de la pyramide de sommet | et de base le
triangle ABC.

4) Soit D le point de coodonnées (1, -2, 3).

a) Quelle est la nature du quadrilatére ABCD ?

b) Calculer I’aire A, du quadrilatere ABCD .

EXECICE 1l (4 points)

La constitution d’un groupe de trois éléves devant représenter leurs camarades a un expose

sur I’environnement est soumise a une expérience aléatoire.

On lance trois fois une piéce de monnaie. Un garcon est désigné a chaque apparition de pile et

une fille a chaque apparition de face. Un groupe constitué de filles et de garcons est appelé

« groupe mixte» et un groupe constitué uniquement de filles ou uniquement de gargons un

«groupe non mixte ».

On désigne par M I’événement «le groupe est mixte » et par M 1’événement contraire de M

1) Calculer les probabilités des événements M et M.

2) A I’intérieur de la salle ou se tient I’exposé, le groupe de trois €éléves recoit en cadeau
trois tee-shirts par filles présente au sein du groupe. Soit X la variable aléatoire égale au
nombre de tee-shirts recus.

a) Quelles sont les valeurs prises par X ?

b) Déterminer la loi de probabilité de X.

c) Déterminer la fonction de répatition F de X.

d) Construis la représentation graphique de F.

e) Calculer I’espérance mathématique E(X) de X.

3) Les tee-shirts regus sont répaties de maniére équitable a tous les membres du groupe.
Quelle est la probabilité que chague membre du groupe reparte avec au moins deux tee-
shirts.

PROBLEME (12 points)
PARTIE A

On considére I’équation différentielle (E):y +y =x — 1
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1)
2)

3)
4)
5)

Trouver deux réels a et b tels que U(x) = ax + b soit une solution de (E).

Démontrer que la fonction V' est solution de (E) si et seulement si (V — U)est solution de
I’équation différentielle (E*) 1y +y = 0.

Résoudre (E’) .

En déduire les solutions de (E) ;

Déterminer la solution h de(E) vérifiant h(0)=1

PARTIE B
Le plan est muni d’un repére orthonormal (O ;7,7 ) ; (unité graphique : 1cm).
On considere la fonction f définie par f(x) =e™* +x — 2

1) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition

2) Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variations.

3) Soit (D) la droite d’équationy = x — 2 :

a) Montrer que (D) est asymptote a (C;) en +oo.

b) Préciser la position de (C;) par rapport a (D).

4) Calculer xlirpw% puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.

5) Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet deux solutions « et  telles que —1,2 < a <
-1,1et1,8<pB <1,9.

6) Construis (Cy).

7) Déterminer graphiquement suivant les valeurs de m le nombre de solution de 1’équation :
me* — xe* + 2e* — 1 = 0 ou m est un parameétre réel .

PARTIE C

Soit A la partie du plan limitée par (Cy), la droite (D) et le sdroites d’équations x = 2 et x =
A ou A est un réel strictement supérieur a 2 .

1)

a)
b)

2)

a)
b)

Calculer I’aire A(1) en cm? de A en fonction de A.
Calculer lim A(A).

x>+

Désignons par V le volume en cm?® du solide obtenu par rotation autour de 1’axe des
abscisses du domaine limité par (C;) , I’axe des abscisses et les droites d’équations x = 2
etx =4.

A T’aide d’une intégration par parties, calculer I = f:(x —2)e *dx

Calculer V

Ondonne e'? =332 ; e =3,00; e =0,15; e 2=0,14 ; e%=730.
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a)
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PROPOSITION DE CORRIGE

EXERCICE I
Calculons les coordonnées Du vecteur AB A AC

. -1 . -1 - 6
AB( 2) et AC( 0) donc AB/\AC<3>
0 3 2

I(1; 2 ;3). Calculons la distance de I au plan (ABC).
_ _ |1A-(aBaac))|
Al (ABO)) = —mag

TA-(AB NAC) = —12 et |AB AAC|| = V36 +9 + 4 = 7 donc |d(I; (ABC)) = =

On en déduit que les points A, B, C et | ne sont pas coplanaires
puisque d(I; (ABC)) + 0.

Calculons I’aire A; du triangle ABC
ABANAC 7
A1=—” 5 ||; A, = Jua

Calculons le volume V de la pyramide de sommet | et de base le triangle ABC.

V'=3x 4, xd(; (ABO));
D(1;-2;3)
Nature du quadrilatere ABCD

-1 -1

ﬁ( 2) et D_C’< 2) : AB = DC , alors ABCD est un parallélogramme
0 0

Calculons I’aire A, du quadrilatere ABCD

A, =24, ; [A; = Tud

EXERCICE 11

Calculons les probabilités des évenements M et M
i = ((P,P,P); (F,F,P)}: PG = (2) + (2)
P(M) = et |P(M) =1

X = nombre de tee-shirts recus

Les valeurs prises par X sont : 0, 3, 6, 9.

La loi de probabilité de X

X=x 0 3 6 9
Pa=n | 1 [ 33 [1
8 8 8

n1

rer=0=c2 () () pex=3=c: ()

2

Pa=6=cz()) () i pa=9=c2(2) ()
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c) Déterminons la fonction de répartition F de X
six <0, Fx)=0

si0<x<3 F(x)=

si3<x<6, F(x) =

INCcol» |

si6<x<9, F(x) =

six=>9, F(x)=1
d) Construction de la représentation graphique de F
1 cm pour une unité sur I’axe des abscisses

1 , .
1lcm pour 5 sur I’axe des ordonnées

0,375

o, 754

0, 8625+

e) Calculons I’espérance mathématique E (X) de X

E(X) — 9+188+9 ; E(X) — g
3) Soit A I’événement : « Chaque membre du groupe repart avec au moins deux tee-shirts.»
calculons P(A).
A={X=6); (X=9)}
3+1 |

P(4) =22 P(4) =5

PROBLEME
PARTIE A
(E):y +y=x-1

1) Trouvons les réels a et b
Ux)=ax+b;U(x)=a
UX)+Ux)=x—-1 <—ax+a+b=x-1
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Par identification

{ a=1 ;Ontrouvea =1eth=—2etlU(x) = x -2

at+b=-1
2) Montrons que la fonction V est solution de (E) si et seulement si (V-U) est solution de
(EN:y +y=0.
Si IV est solution de (E) on a:
{V’(x) +V(Hx)=x—-1

, car U est solution de (E).
Ux)+Ux)=x—-1 (E)

V-U)(x)+ (V—-U)(x) =0.Alors (V — U) est solution de (E").
Reéciproquement:

Si (V — U) est solution de (E’), on a:

V-0 + -U)x)=0

V) —=U@+VHx) —-Ukx)=0

V(x)+V(x)=U'(x)+ U(x)

V'(x)+V(x) =x—1;car U(x)+ U(x) = x — 1. Alors  est solution de (E).
En conclusion V est solution de (E) si et seulement si (V — U) est solution de (E").
3) Résolvons (E):y +vy = 0.
y'=-y
e =ke *;kER

4) Déduisons les solutions de (E).
Soit VV une solution de (E)

V(ix)—U(x) = ke™
V(x) = U(x) +ke™
Vx) =ke*+x—2:keR
5) Déterminons la solution h de (E) vérifiant h(0) = 1.
h(x) =ke ™™ +x—2
h(0)=1— k=2 et h(x) =2e*+x—2

PARTIE B
fx)=e*+x—-2

1) Déterminons les limites de f aux bornes de son ensemble de définition
Dy = R = ]—00; 4oo[
lim f(x) = lim e *4+x—-2= lim e ™*(1+ xe* —2e*) = 4w
X — —0 X = —©

X > —©

lim e ™ = 40

X = —0

lim f(x) = +odcar { lim xe* =0
X~ X = =0

lim e* =

X — —o0
lim f(x) = lim e™*+x—2=+x
X = 4w X = +oo

lim e™* =0
= _ X >+

xll)n}oof(x) =19 AT im x— 2 = 4

X = 4o
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Etudions le sens de variation de f et dressons son tableau de variations
Dérivée

f(x)=—e*+1]|

Signe de f'(x)

—e*+1>0 o e¥<l e —x<0 - x>0

Vx€]—wo;0[, f(x) <0 et Vx€]0;+owf, f (x) >0

On en déduit que :

sur |—oo; O, f est strictement décroissante

sur 0; +oof, f est strictement croissante.

X —o0 0 400
f'x) - 0 +
+o0 +o0
f ()
\ ) /
D):y=x—-2

Montrons que (D) est une asymptote a (Cy) en +oo
lin}r fFx)—y) = lin}r e *=0.
X — 40 X =+

Alors (D) est une asymptote oblique a (Cf) en +oo

Position relative de (C;) par rapport & (D)
f(X)—y=e*>0Vxe R AlorssurR,(Cy) est au dessus de (D).
Calculons lim fx)
X —> -0 X
lim f& _ lim Lx+1—E
X —> -0 X X - —ooXe X
lim xe* =0
lim = o car {777,
xo-—0 X lim - =

Interprétation graphique
La courbe (Cf) admet une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées au
voisinage de —oo.

Montrons que 1’équation f(x) = 0 admet deux solutions « et .
Sur ]—o0; 0, f est dérivable donc continue et est strictement décroissante. Alors f réalise une

bijection de |—oo; O[ sur |—1; +oof -
Or 0 € |—1; 4+, d’ou I’équation f(x) = 0 admet une unique
solution a dans |—«; 0] -
Montrons que —1,2 < a < —1,1

f(-=1,2)=0,12>0
{f(—l,l) =-01<0
Sur ]0; +oof, f est dérivable donc continue et est strictement croissante. Alors f réalise une
bijection de ]0; +oo[ sur |—1; +oo[ -
Or 0 € |—1; +oo[, d’ou I’équation f(x) = 0 admet une unique
solution B dans ]0; +oof -

o f(-1,2) x f(-1,1) < 0-Alors -1,2 < a < —1,1.
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Montronsque 1,8 < £ < 1,9

{f;(li83):=_()06()53><00 — f(1,8) x f(1,9) < 0-Alors1,8 < 8 < 1,9.

Construisons (Cy)
¥l 7. Discutons graphiquement suivant
les valeurs de m le nombre de
5+ solutions de 1I’équation me* — xe* +
2e*—-1=0
() T me* —xe*+2e*—-1=0

om=e*+x—-2 o f(x)=m
On en déduit que :

z+ sim € |—oo; —1[, ’équation n’admet
pas de solutions
;j‘ sim = —1, ’équation admet une

solutionx =0

1)
a)

b)

2)
a)

b)

sim € |—1; +oo[, I’équation admet
deux solutions.

[
o
I |
L
[
K
~l
|_I..1
L
()
o
n
-

—2K
r@/—ﬂ--
PARTIE C

Calculons A(A) en cm?

A1) = ua X f;[f(x) — yldx = ua x f;e"xdx =ua x [—e *]4
L‘l(/l) =(e2—-e?) cmz‘

Calculons Ali—>n-l',-ooA(A)

lim A(Q) =e % car lim e*=0
= o) A - 4w

Calculons I a I’aide d’une intégration par parties
4 _ u(x) =x-—2 u'(x) =1
I = —2)e *dx ; Posons { ) ona:{
fz (x Je rdx vix)=e™* v(x) = —e™*

I=[-(x=2)e ™ + [} e *dx = [-(x — De™]3

I=e?2—3e"

Calculons V en cm?®

V =uv XmX f24f2(x)dx =1 X f:(e‘zx +2(x—2)e ™ + (x — 2))dx

4 -4
V=uvXxmXx ([—%e‘zx +§(x— 2)3] + 21) = 7t[§—67(e“L — 4e? + 11)] cm3
2

V = 8,94cm’|
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UNIVERSITE DE OUAGADOUGOU Année 2006
Office du Baccalauréat Session Normale
--------------- Durée : 4 heures
Série D Coefficient : 05

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2)pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

EXERCICE | (4 points)
Le plan complexe est muni d’un repére R = (O ; U ;V) ; unité graphique 2cm
iz+ z' =-2V3
Z7—iz = -2
2°) Soient les points A ; B d’affixes respectives Z, = -1 +iv3 ; Zg= -3 — i
a) Ecrire Z, ; Z et Z,. Z sous forme trigonométrique.
b) Montrer que Z,> est réel et Z* est imaginaire pur

1°) Résoudre dans C x C le systeme : {

3°) Soit r la rotation de centre 0 et d’angle _7”

a) On pose r(A) = C. Calculer Z- de C
b) On pose r(C) = D. Calculer Z, de D
c) Placer les points A; B ; C; D
4°)
a) Montrer que O est le milieu de [AD] et [BC]

b) Calculer le module et I’argument de j—A
B

c¢) En déduire la nature du quadrilatere ABDC

EXERCICE 11 (4 points)

Le tableau suivant donne les résultats d’une étude réalisée sur un produit P ; X représente le
prix de vente unitaire du produit exprimé en FCFA ; y représente la quantité du produit
disponible sur le marché, exprimée en milliers

Xien FCFA 30 |35 |45 |60 |80 100
Yienmilliers | 125|133 |13 |15 155 | 16

1°) On considére I’ensemble des points Mi de coordonnées (xi ; yi)ou 1 <i<6

a) Construire le nuage de point Mi (1,5cm représente 10FCFA en abscisse et 1cm
représente 1000 en ordonnées)

b) Un ajustement affine de ce nuage semble-t-il raisonnable ? Justifier la réponse.
2°)

a) Construire la droite (A) d’ajustement affine obtenue par la méthode de MAYER. On
prendra pour premier sous-nuage les trois premiers points et pour le deuxiéme les trois
derniers points.

b) Déterminer I’équation de (A) sous la forme y = ax + b, a et b étant des réels a préciser.
3°) En utilisant 1’équation de la droite (A), estimer
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a) La quantité du produit P disponible sur le marché pour un prix de vente de 150F
b) Le prix de vente si la quantité du produit P disponible sur le marché est de 20 000F

PROBLEME (12 points)

On considere la fonction définie sur [0 ; +oo[ par f(x) = e *sin(x) et Cf sa courbe
représentative dans un repéere orthonormé R = (O ; 1)) ; unité graphique : 2cm en abscisse et
10cm en ordonnées.

PARTIE A ; Etude de f
1°) Montrer que pour tout x >0, -e ™ < f(x) <e™*. En déduire I’existence d’une asymptote a
Cfen +oo
2°) Déterminer les abscisses des points d’intersection de Cf avec I’axe des abscisses.
3°) On se propose d’étudier fsur [0 ; m].
a) Btablir I"égalit¢ : cos(x) —sin(x) = V2 sin(5 — x) pour tout réel x
b) Calculer f’(x) et étudier son signe sur [0 ; m].
c) Dresser le tableau de variations de f sur [0 ; m].
4°) On appelle (C1) la portion de (Cf) déterminer par les points dont les abscisses dans

I’intervalle [0 ; 7] . Tracer (C1). On prendra les abscisses respectives : 0 ; % ; % ; %ﬂ etm

PARTIE B : Calcul d’aire et de volume
1°) a) Veérifier égalité : £’(x) +2f°(x) +2f(x)=0

b) En déduire une primitive F de fsur [0 ; +oo[
2°) On désigne par D le domaine du plan délimité par (C1) ; (ox) et les droites d’équations
x=0 et x=m. Calculer en cm?, la valeur de 1’aire du domaine D.
3°) Soit ¢ la fonction définie sur [0 ; 7] par @(x) = e ~2*c0os(2x)

a) Vérifier I’égalité : ¢*’(x) + 49’ (x) + 8 p(x) =0

b) En déduire une primitive @ de ¢ sur [0 ; 7r].

c) Calculer, en cm3le volume V du solide engendré par la rotation compléte du domaine D
autour de I’axe (0x)

PARTIE C : Etude d’une suite
On considere la suite (U,,) définie sur N par : Un:fon e ¥ sin(nx) dx

1°) a) A I’aide de deux intégrations par parties successives, monter que :
—_n _ LT

U,= T (1- e ™cos(nx))

2n

1+n2

b) En déduire que, pour tout n |U,| <
2°) Calculer lim (U,)
X+

3T

On donne e—% =0,46 ; e—§ =0,21:e + =0,09
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Année 2006

PROPOSITION DE CORRIGE

EXERCICE I

1°) Résolution dans C x C

{iZ+ z' =-2V3 - {iz+ z'= —2_\/§ <:>{iz+ z' = -2v3
z—iz' = =2 z+iz' = =2

z—1z' = =2
Méthode des déterminants

D=|i 1,|=—2,DZ=|_2‘/§ 1,|=-2i«/§+2
1 i —2 [

D= i _2‘/§I=-2i+2\/§
1 —2
— D= —2i
Z’=S=2\/§221 :-\/§+i (:>ZI='\/§'i

Scxc={(-1+iV3;-V3 i)}
2°) Zy =-1+3;Zg=-/3-i

a- Forme trigonométrique de Z4; Zg; Zy4.Zg

|Z4l=2;arg (Zy) = 2?"+ 2km(k€EZ) & |Zy= 2(cos(2?") + isin(z?"))

|Z5] =2 arg (Zg) === + 2k w (K€ Z) & |Zp = 2(cos () + isin(—0))

1Zp-Zp| = |Za| X |Zp| =4

arg(Zy.Zg) =arg (Zy) +arg (Zg) =_?n+ 2k (k€ Z) = |Z4.Zg =4(cos (_?n) +

isin(—"))

b- Montrons que ZA3 est réel et ZB3 est imaginaire pur
Arg (ZA3) =3Xxarg(Z,) =3x 2?”= , alors ZA3 est réel

Arg (Z33) =3 Xarg(Zg)=3 X (—Ts;r) = _75" = _7” , alors 233 est imaginaire pur.
3°) rest la rotation de centre 0 et d’angle _7” .

a- Calculons I'affixe Z, de C
r(A)=C o Ze=e 22, & Zc=—i(-1+V3) & |[Z=V3+i

b- Calculons I'affixe Zp, de D

Q) =D & Zp=e 27, = Z, =—i(V3 +i) <

c- Construction des points A ; B; C; D.
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y 4°) a- Montrons que O est le milieu
A de [AD] et [BC]
O est milieu de[AD] et [BC]si et
seulement si
11F C @:ZO et ZB;_ZC=ZO
7 ZA-;ZD _ -1+ i\/§2+ 1-iv3 -0=2,
Zp+Zc _ —\/§—i+\/§+i

- =0=Z,,alorsO
71 2 x 2 2 °
est le milieu de [AD] et [BC]

- Calcul du module et I'argument de ;—A
B
Z_A = @ = E = 1 et
Zgl |zpl 2
Z
o arg (;°) = arg (Z5) - arg (Z,)

a4

arg(g—;}) ="+ 2k 7 (k € Z)| Donc |§—’; =1 et arg(g—:) =2+ 2km (k€EZ)

c- Nature du quadrilatére ABDC
D’aprés a-) les diagonales [AD] et [BC] se coupent en leur milieu O donc ABDC est un

parallélogramme.
Par ailleurs d’aprés b-) OA = OB et (OB ; 0A4) = _7” +2k 7 c'est-a-dire OA=OBet 0A L
0B par conséquent les diagonales [AD] et [BC] ont méme longueur et sont
perpendiculaires .

Conclusion : ABDC est carré.

EXERCICE Il
1°) a- Construction du nuage de points

e

Vi exn milliers

xien FORA

10 z0 30 40 S0 o0 7o S0 Q0 100 110 120 x
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b- Un ajustement affine est raisonnable car le nuage de points a un aspect rectiligne.
2°) Méthode de MAYER

a- Soit G; et G, les points moyens respectifs des deux sous nuages

30+35+45 12,5+13+13
6 =———=367; y; =————=128
G1(36,7 ; 12,8)
60+ 80+100 15+15,5+16
sz =f=80; sz =f= 15,5

G,(80; 15,5)

La droite de Mayer est la droite (G;G>)

b- Equation de (A) sous la forme y=ax+b
(A) = (G,G,) < a=22"201 _ 006

XG,— XG4
(A) Passe par G, < y;,=0.06xg, +b
< 15,5=0.06 X80 + b
< b=155-0.06X80 < b=10,7
(A) :y=0.06x + 10,7,

3°) a-) (A):y=0.06x+ 10,7

y(150) = 0,06%x150 + 10,7 = 19,7

la quantité du produit P disponible sur le marché pour un prix de vente de 150 FCFA
est 19700.

Résolvons I'équation : 0.06x +10,7 = 20

20-10,7
=155
0.06

Le prix de vente si la quantité du produit P disponible sur le marché est de 20.000 est 155
FCFA

Ona x=

PROBLEME
On considére la fonction définie sur [0 ; +o<[ par f(x) = e "*sin(x)

PARTIE A : Etude de la fonction f
1°) Montrons que pour tout x € [0 ; +oo[ ,-e™* < f(x)<e™
On sait que pour tout x € [0 ; +oo[ ; -1 < sin(x) < 1.
-1<sin(x) <1< -e ™ <e ¥ sin(x) <e ™ (car e ™ >0)

o e ' f(x)se™

d’ou \pour tout x € [0; +oo[ , -e™* < f(x) < e‘x\

Déduisons que ( ~ f) admet une asymptote en +oo

lim (-e™) = lim (e™*) =0, alors lim f(x) =0
—+00 X—=+ 00 X—>+00

lil_gl f(x) = 0, alors ( ¥) admet en +o0 une asymptote horizontale d’équation
X—+00

y=0
2 °) Déterminons les abscisses des points d’intersection de ( ~f) avec I'axe des abscisses
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f(x) =0 < e *sin(x)=0< sin(x)=0 car e *>0< x=4m (kez)

Les points d’abscisses x =41 (%£€Z) sont les points d’intersection de ( £f) avec I'axe

des abscisses
3°) On se propose d’étudier f sur [0 ; 7]

Etablissons I’égalité : cos(x) —sin(x) = /2 sin( g - X)
1

cos(x) —sin(x) = V2 ( %cos(x) - ﬁsin(x) ) =2 ( gcos(x) - g sin(x) ) < cos(x) -

sin(x) = V2 (sin % cos(x) - cosg sin(x) )

Donc pour tout x € [0 ; +oo[ cos(x) —sin(x) = V2 sin( % - X)
f(x) = e *sin(x), calculons la dérivée f' de f

f'(x) = e *(cos(x) —sin(x) ) =v2e*(sin( % - X))

f(x) = V2e *(sin( — x))
Tableau de variation de f sur [0 ; 7]
Pour x €[0;m],v2e *>0, alors le signe de f'(x) dépend de celui de

. Vi

sm(z— X)
pour x € [0;71];(%— X) € [-%ﬂ ; %]

. VA T s 3
—sm(z— x)20<:>(z— x)E[O,Z]<:>xE[O,Z]

., T T 3w s
—sm(z— x)<0 <:>(Z— X) € [—T,O]c>xe [Z,n]
Par conséquent :
Pour x €[0;7], F(x) =0, etPourx€ [ Z;m] F(x)<0.
f est croissante sur [0 ; %] et f est décroissante sur [ %; n].

Tableau de variation

X 0 /4

f'(x) + 0 -

0,32
0
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4 °) Construction de ( ~f)

] 'l ] ]
T L} T T T

-1 o &1 2 3 3 x

PARTIE B : Calcul d’aire et de volume

1°) a- Vérifions I'égalité : f’(x) + 2f’(x) + 2f(x) =0

f(x) = e *sin(x) ; f'(x) = e *(cos(x) —sin(x) ) ; f’(x) = -2e™* cos(x)

f’(x) + 2f'(x) + 2f(x) = e7*(-2 cos(x) + 2 cos(x) -2 sin(x) +2 sin(x) ) = 0 par suite
f’(x) + 2F(x) +2f(x) =0 (CQFD)

b- Déduisons une primitive F de f sur [0 ; +oo[

f7(x) + 2f'(x) + 2f(x) =0 < f(x) = w o fx) = -f (x)2—2f(x)],

On en déduit que

F(x) = M est une primitive de f sur [0 ;+o<[ le calcul donne

F(x) = — ? ( cos(x) + sin(x) )
2°) Calcul de I'aire A
A= [T (x)dx X U.A = [F(x)]g x U.A = ( F() —F(0) ) X U.A

1

On trouve A= +;_ X U. A U.A = 2cm X 10cm =20cm? et Donc

A=10(1+e™ ™) cm?
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3°) On donne &(x) = e ?*cos(2x)

Vérifions I'égalité : ¢”(x) + 4¢’(x) + 8 P(x) =0

d(x) = e **cos(x) ; d’(x) = -2e~2*(cos(2x) + sin(2x)) ;
¢”’(x) = 8e~2* sin(2x)
" (x) + 4¢’(x) + 8 d(x) = e ~2¥(8 sin(2x) - 8 sin(2x) - 8 cos(2x) +8 cos(2x)) = 0
Par conséquent : ‘d)"(x) +44¢’(x) + 8 p(x) = 0‘
Déduisons une primitive @ de ¢ sur [0 ; ]
¢”(x) +4¢’(x) + 8 d(x) =0

—-@"(x)—-4¢@’(x

d(x)= @"( )8 @' (%)

On en déduit que
-o'x)—4p(x

O(x) = @'( )8 9 (%)

dlx) = [FEE10)

et

est une primitive de ¢ sur [0 ; ] le calcul donne

D(x) =- %Zx (cos(2x) - sin(2x) )

Calcul du volume V
1-cos(2x)

V=7Tf0nf2 (x)dx .UV =7Tfone_2xsin2(x)dx. UV=7thne_2x( ——)dx. UV
-2x -2x —2x
Var (- B gy gy = [ - 22 T xuv

V= %(3-6‘2”).UV
Supposons que l'espace soit muni d’un repere orthogonal (O ;i’,]_,’l_c)) tels que

II7]l = 2cm ; [I7]] = 10cm ; ||E|| =1cm alors UV = 2cmx10cmXx1cm = 20 cm?

_sr
)

V =2=(3-e27) cm?3

PARTIE C
On pose Un=f0” e ¥ sin(nx) dx

1°) Montrons que : U, = #( 1- e "cos(nx))

Un=f0" e ¥ sin(nx) dx

Premiére intégration par parties

u'(x)=e* { ulx) = —e™

v(x) = sin(nx) v'(x) = ncos(nx)

Un=[-e ™ sin(nx)] 5 +n f: e *cos(nx)dx=n fon e *cos(nx)dx
Deuxiéme intégration par parties

p'(x) =e™* { p(x) = —e

(x) = cos(nx) q'™ = —nsin(nx)

Posons{

—-X

Posons{
q

Un=n[—e cos(nx) ] 7 -n® fon e~ sin(nx) dx

=n(1- e "cos(nm)) - n2U,

(1+n?) U,, = n(1- e "cos(nm)) < U,= #( 1- e "cos(nm))
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2n
14+n?

pourtout n€N;,-1<cos(nx) <1 < le"<1l—-e™cos(nx) <1+e™"
Onadoncpourtoutn€N,0< 1—e " cos(nx) < 2 par conséquent si

b- Déduisons que : pour tout n € N; |U,,| <

n+#0,alorsona:

n -z 2n TV T ART _
0<— (1—e™cos(nx)) < o & 0< Uy <5 I'égalité a lieu pour n=o.
2 "
On conclut donc pourtoutn€N,0< U,, < 1:12 c’est-a- dire :
2
pourtoutne N; |U,| < 1+1:l£
2°) Déduisons que la suite ( U,,) est convergente
lim =% = lim ——=0
n-ooo 14?2  notoo n(1+n—12)

Alors la suite ( U,,) est convergente et li1+n (U,) =0 (Théoreme de
X—+00

Comparaison
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UNIVERSITE DE OUAGADOUGOU Année 2005
Office du Baccalauréat Session Normale
--------------- Durée : 4 heures
Série D Coefficient : 05

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2)pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

EXERCICE | (4 points)
1°) Calculer (2 + 4i)?
2°) On considere dans C des nombres complexes, 1’équation
(E):z3 +(3-8i)z% - (13+12i)z+9+20i=0
a) Montrer que (E) admet une solution réel que 1’on déterminera
b) Résoudre dans C 1’équation (E).
3°) On donne dans le plan les points A, B et C d’affixes respectives Zy =-3+2i;Zg =1
Zc=-1+6i
a) Calculer ﬁ En déduire la nature du triangle ABC.
b) Le point D est I’image du point B par la translation de vecteur U d’affixe, 2 + 4i
Calculer I’affixe Zp du point D
c) Déterminer la nature du quadrilatere ABCD

EXERCICE 11 (4 points)
Le plan étant muni d’un repére orthonormé (o ; 1;7) (|[7|| = 1em et ||j || = 3cm). On considére
la courbe (C) dont une représentation paramétrique est :

x(t) =t—2sint
{ y(t) = cost
A tout instant t, M(t) est le point de (C) de coordonnées (x(t) ; y(t)).
1°) Montrer que le point M(t + 2m) est ’image du point M(t) par une translation dont on
précisera le vecteur de translation.
2°) Montrer que M(t) et M(-t) sont symétriques par rapport a 1’axe de ordonnées.
3°) Calculer x’(t) et montrer que :

x(t) < 0 pourt € [0; g]

{X'(t) > 0 pour t E]g;n]

4°) Etudier les variations de x et y et donner leurs variations dans un tableau commun, pour
t € [0; 7]

5°) Tracer la partie (C1) de (C) correspondant & t € [—m; @]

6°) Dire comment a partir de (C1), on peut obtenir la courbe (C2) de (C) correspondant a

t € [~m;3x]. Ondonne>-2~-04;et --V3~-0,68

PROBLEME (12 points)

On considére la fonction numérique f définie par : f(x) = 2x + 1 - xe*~1. On note (Cf) sa
courbe représentative dans un repére orthonormé (o ; 7;7) d’unité graphique 2cm.

(teR)
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PARTIE A
Etude de f et construction de (Cf)
1°) Calculer les limites de f en - et en +oo
2°) Démontrer que la droite (A) d’équation y = 2x + 1 est une asymptote a la courbe (Cf) en
-oo et préciser la position de (Cf) par rapport a (A).
3°) a) Calculer la dérivée premiére f’° et la dérivée seconde £’ de f.

b) Etudier les variations de f ’ et dresser son tableau de variations.

c) Calculer £’(1) et en déduire le signe de f ’(x) pour tout réel x.

d) Dresser le tableau de variation de f.
4°) Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet deux solutions a et 3 tels que 1,9 <a <2 et
-0,6 <p<-0,5.
5°) Calculer la limite de @ quand X — oo puis tracer (A) et (Cf)
PARTIE B (Recherche d’une approximation de o)
On considere la fonction g définie sur I’intervalle] O ; +oo [par
g)=1+In(2+2)
1°) Démontrer que I’équation f(x) = 0 équivaut a g(x) =x sur] 0 ; +oo [
2°) Etudier les variations de g
3°) Soit1=[1,9; 2].

a) Montrer que pour tout x € I, g(x) € |

b) Montrer que pour tout x € 1, |g'(x)| S%

4°) Soit (U,) la suite numérique définie par : Uy= 2 et U,,,= g(U,) pour tout n de N.
a) Montrer que pour toutnde N ; U, € I.

b) Démontrer que pour toutnde N ; |[Uppq —af < % |U, — al, puis, que
1 1
[Un —af < Q"5
c) En déduire que la suite (U,) converge et préciser sa limite.
PARTIE C (Calcul d’aire)

1°) En intégrant par parties, Calculer J = | fxex‘l dx
2°) a) Calculer en unité d’aire (ua), I’aire A de la portion du plan limitée par la courbe (Cf) ,
I’axe des abscisses et les droites d’équations x =1 et x = a

b) Montrer que A = (o.— 1)( a - i)
On donne e~2,72; e%9=2.46; e 1°=0,22; e 160,20 ; In(g) ~0,92 et ln(g) ~0,93.
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Année 2005

PROPOSITION DE CORRIGE

EXERCICE |
1) Calculons (2 + 4i)?
(2 + 4i)%= 4 + 16i -16 = -12 + 16i & (2 + 4i)? = -12 + 16i
2) (E) : z3 + (3-8i) z% - (13 + 12i)z + 9 + 20i = 0
a- Montrons que (E) admet une solution réelle.
Soit z, une solution réelle de (E) ; posons z, =a;a€ IR
Ona:a3+ (3-8i)a?-(13+12i)a+9+20i=0
& (@® +3a%-13a+9) +i(-8a®-12a+20)=0
@{a3 +3a2 —13a +9=0 @{a3 + 3a% — 13a + 9=0(1)
—8a? — 12a + 20=0 2a2+3a—-5=10(2)
Résolution de I’équation (2)
2a®+3a—-5=0
A=49 &VA=7
a=loua= —;
Vérification de I’équation (1)
Poura=1,0na: (1)® + 3(1)?2-13(1) +9=13-13=0 < poura=1; (1) est vrai

Poura:—g, ona: (—%)3 + 3(—%)2— 13(—%) +9:%7ﬁ0<=poura:—§, (1) est fausse

On déduit donc que 1 est solution de (1) et (2) d’ot a =1 et
b- Résolution de 1’équation (E)
Notons P(z) = z3 + (3-8i) z? - (13 + 12i)z + 9+ 20i =0
D’aprés a) on a P(1) =0, d’ou P(z) = (z — 1)( (az?+ bz + c), avec a, b et ¢ des complexes a
déterminer.
P(z)=(z—-1) (az?+ bz +c)=az + (b-a) z2 + (c-b)z—c¢
Par indentification, on a:
a=1

. a=1
b=a=3-8 ) p=4-si
c—b=-1-12i c=—9_ 20
—c =9+ 20i B

P(z) = (z—1)(z%+ (4 - 8i)z -9 -20i)

(E): (z—1)(z*+ (4-8i)z-9-20i)=0

& z=1ouz?+ (4-8i)z-9-20i=0

Résolution de 1’équation : z2+ (4 - 8i)z -9 -20i = 0
A= (4- 8i)"-4(-9 - 20i) = -12 + 16i = (2 + 4i)?
Les racines carrées de A sont :2 + 4i ou -2 — 4i

74 — —4+8i2—2—4i — _3 +2| , Z, — —4+8i+2+4i — _1 +6|

2
Sc={1; -3 +2i; —1 + 6i}
30)ZA='3+2i;ZB=1;ZC='1+6i
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Zc—7
a) Calculons =2
Zp—Za
Zc—Z 14+2i 51 . Zc—1 .
ey R ey
Zg—7Zp 2-i 5 Zp—7Zx

Déduisons la nature du triangle ABC

|M|:|i|:1<:>£:1<:>AB:AC
Zp—Za AB

arg(%):arg(i):g+2kn(keZ)@(ﬁ;ﬁ):g+2kn(k62)

AB = AC et AB 1 AC & ABC est un triangle rectangle isocele en A.
b) Calculons I’affixe du point D
D est I’image de B par la translation de vecteur u d’affixe 2 +4i. Ona:

Ip=Zp+2+4i=1+2+4i=3+4i & [Zy=3+4i

c) Nature du quadrilatéere ABDC
Montrons d’abord que ABDC est un parallélogramme
ABDC est un parallélogramme si et seulement si AB = CD
Zag=Zp—Zp=1+32i=4-2i
Zeg =Zp—Zc=3+4i+1-6i=4-2i
Iis=1gp © AB =CD et par conséquent ABDC est un parallélogramme.
Par ailleurs AB = AC et AB L AC, on en déduit que ABDC est un quadrilatére qui a 4 cotés
égaux et 4 angles droits.
En conclusion le
quadrilatere ABDC est
un carré.

EXERCICE II
©) {X(;)(S t:_cf):‘t“t (teIR)

1°) Montrons que M(t + 2m) est ’image de M(t) par une translation.
M(t + 2m) = tz(M(t)) si et seulement si M(t)M(t + 2x) =U
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X(t+2n) =t+ 21— 2sin(t+ 2n) = 2n + t — 2sint = 21 + x(t)
y(t + 2m) = cos(t + 2n) = cost = y(t)
M()(X() ; Y1) ; M(t+2m)( 27 + x(1) ; y(1))

M(OM(t + 2n) (2";(1‘)(?;(1‘)“)) o M(OM(t + 2m) (%) Par conséquent

M(t + 27w) est ’image de M(t) par la translation de vecteur ﬁ(z:).
2°) Montrons que M(t) et M(-t) sont symétriques par rapport a I’axe des ordonnées.
M(-t) _{x(—t) = —t— 2sin(—t) = —t + 2sint = —x(t)
' y(—t) = cos(—t) = coost = y(t)
M(t)(x(t) ; y(t)) et M(-t)(-x(t) ; y(t)), alors M(t) et M(-t) sont symétriques par rapport a
I’axe des ordonnées.
3°) Calcul de x’(t)

x(t) =t — 2sint & x’(t) = 1-2cost

X' () <0 e 1-2cost<0

1
:)costzg

M(t + 2m) :{

x’(t)>0 & 1-2cost >0

1
& cost < -
2
¥
/3 ¥

/3

=te[0; g]
Par conséquent :
xX’(t) <0 pourte[0; g] et x’(t) > 0 pourt e]g;n ]
4°) Etude des variations de x et y sur [0 ; 7]
- Variation de x
X est décroissante sur [0 ; g] et croissante sur ]g ;]
-Variations de y
y’(t) = -sint
pour t €[0 ; m], sint > 0 & y’(t) = -sint < 0, alors y est décroissante
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Tableau commun des variations

t 0

X (0) 1

YO o

X(t) / n
V3

y(t)

Tangentes

(To) 1y =1;(Te) : X =33 (Ty) 1y =-1

5°) Construction de (C,)

Point d’intersection de (C;) avec 1’axe des abscisses

{ x = x(t)
y=y®) =0
yt) =0 cost=0e=1t=

X=x()=7-2

~+km(keZ)et="siteo;n]

(g — 23 0) est le point d’intersection de (C;) avec I’axe des abscisses

On construit la partie de (C;) pour t € [0 ; wr] puis on effectue la symétrie par rapport a (oy)

pour obtenir (C,).

¥
M)
1 ‘:'7'-',_\—}
| ".
i
M(—mf3)
1!
!
-t :¥ II:['_: III ] ] ]
1z ix % 5 'E:‘b; 7 8 9 10x
!
h
s
r Ay
™
s n
o ~
a e
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6°) Comment obtenir la courbe (C,)
[-7;3n] = [-n; 7]U [n; 3m]
Pour obtenir (C,), il suffit de faire la translation de (C;) de vecteur ﬁ(z(;‘).

PROBLEME

f(x) = 2x + 1- xe* 1!

PARTIE A : Etude de f et représentation

1°) Calcul des limites de f en - et en +oo

xl_i)mq)f(x) = xlimw(Zx +1-xe¥ 1) = xl_i)moo(ZX +1- xe*xe™1) = -0

lim 2x+1) = —
car

X——00

lim f(x) = -9

lim xe* =0

X——ow0

lim f(x) = lim (2x + 1- xe*™1) = 4o0-00.( FI)
X—+o0 X—+o0

Levons I’indétermination

lim f(x) = lim x(2+ ;1 - xe¥xe™1) = -0

xX—+w xX—+0
lim x = +©
lim f(x)= -oo car { *7**
—+4x© ( ) hm eX = 400
X—+0

2°) Démontrons que la droite (A) d’équation y = 2x + 1 est une asymptote a la courbe (Cf) en
=00
xl_i)rrgo(f(x)-y) = xl_i)moo(-xex‘l) = xl_i)moo(- xe*xe~1) =0, alors (A) : y = 2x + 1 est une
asymptote oblique a (Cf)
Position de (Cf) par rapport a (A)
Etudions le signe de (f(x)-y)
f(x)-y = -xeX71
Vv x € IR, eX71>0, alors le signe de f(x)-y dépend de celui de —x. Par conséquent
-sur ]-oo ; 0[, (Cf) est au dessus de (A)
-sur ]0 ; +oof, (Cf) est en dessous de (A)
3°) a) Calcul de la dérivée f’ et la dérivée seconde £ ° de f
fPx)=2-eX1l-xeX1=2_(x+1)ex?
freo=2-(x+1) e
fx)=-eX1-(x+1)eX1=-(x+2)ex?
fr()=-(x+2) e
b) Variations de f’
f°x)=-(x+2)ex?
V X € IR, e¥71>0, donc le signe de £ *’(x) dépend de celui de —x-2. Par conséquent
Pour X €]-o0 ; -2[, f ’(x) >0,
Pour x €]-2 ; +oo[, f ’(x)<0 .
f’ est strictement croissante sur |- ; -2[ et strictement décroissante sur ]-2 5 +oo[ .
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Tableau de variation

X -00 -2 +o0

(%) ¥ i -
2+e”3
P \
2 -00

c¢) Calcul de f’(1) et déduction du signe de f ’(x).
f’(1)=2-2=0doncf’(1)=0
-Pour x €] 3 1, f’(x) €10; 2+e 3 [’ (x)> 0
-Pour x €]1 5 +o[, f’(x) €E]-0 ; 0] & f’(x) <0
-Pourx=11f’x)=0

d) Dressons le tableau de variation de f

X -00 1 +00

£ (x)

+ 0 -
2

4°) Sur]-oo ; 1[, f est dérivable et strictement croissante. Elle réalise une bijection de
]-o0 ; 1[sur]-co ; 2[ qui contient 0 donc 1’équation f(x) = 0 admet une unique solution f dans

Jroo; 1[.

Sur] 1; +oo [, fest dérivable et strictement décroissante. Elle réalise une bijection de
]1; +oo [ sur ] -0 ; 2[ qui contient O donc I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a

dans] 1; +oo [

Montrons que 1,9 <a<2et-0,6 <p<-0,5

[1,9;2] c]1; +o [ et f(1,9)=+0,126 ; f(2) = -0,44
f(1,9)x f(2) <0, alors 1,9< a <2.

[-0,6 ; -0,5] € ] ; 1[ et f(-0,6) = -0,08 ; f(-0,5) = 0,11
f(-0,6) x f(-0,5) <0, alors -0,6 < p<-0,5

. f
5°) Calcul de lim 69
x—+w X
. f . 2x+1—xeX1 . 1 _
lim 0=y Z2EIX - iy 2+=-eX1)=-0
x—+0 X x—+0 X x—+w0 X

>+ X

lim ©® = , alors (Cf) admet une branche parabolique de direction (Oy).
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Tracée de la courbe (Cf) et (A)

(£)

=
"L
)

PARTIE B : Recherche d’une approximation de a
On considére la fonction g définie sur ’intervalle] 0 ; +oo [par

g)=1+In(2+-)
1°) Démontrons que f(x) = 0 équivaut a g(x) = x sur] 0 ; +oo [
Pourtout X €] 0; +oo [, f(x) =0 © 2x + 1-xeX 1 =0

— — 1 1
o xeX 1 =2x+ 1o eX 1:2+; ©x=1+In2+-)

Orgx)=1+In(2+ i) .Donc pour tout x €] 0 ; +oo [, f(x) = 0 équivaut a g(x) = x]

2°) Etude des variations de g
v -1 _ -1
g’'(x)= x(2x+1)  2x2+x
sur] 0 ; +oo [.
3°)Onpose 1=[1,9; 2]
a) Montrons que pour tout x € 1, g(x) € |
g()=9([1.9;2D) =19(2) ; 9(1.9)] = [1,92;1,93] = [1,9 ; 2]
g(l) c I, alors pour tout x € I, g(x) € I

< 0 pour tout x €] 0 ; +oo [, alors g est strictement décroissante

b) Montrons que pour tout X € I, |g'(x)| Sg
g’x)= % > 0, pour tout X €] 0 ; +oo [ ; alors g’ est strictement croissante sur] 0 ; +oo [.
On adonc
g=¢g(1,9;2D)=[g(1,9);¢(2)]=[-0,109; ;—;], donc pour tout x € |,

-0,109<g’(x)< = d’oit pour tout x € I, |[g'(x)| 0,109, or = 0,111>0,109
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On conclut donc que : pour tout x € I, |g'(x)| 5% (CQFD)

Uy=2
4°) On définie la suite (U,,) par :{ 0 , pour tout n € IN.
) (Un) P Un+1 = 8(Un) P

a) Montrons que pour toutn € IN, U, € |
Démonstration par récurrence
Pour tout n € IN, désignons par P(n) la propriété : U,€ |
Vérifions que pour n = 0, P(n) est vraie
Pourn=0,ona: U, =2 € |, alors pour n =0 P(n) est vraie
Montrons que si pour tout n € IN, P(n) est vraie alors P(n+1) est aussi vraie
Supposons que pour tout n € IN, P(n) est vraie c'est-a-dire pour tout n € IN, U, € I.
U,€l < g(U,) € I (car pour tout x € 1, g(x) € I). Or g(U,) = U, donc
U,€l & U,,,€ | ;d’ou le résultat.
Conclusion
Pour n =0, P(n) est vraie, et si pour tout n € IN, P(n) est vraie alors P(n+1) I’est aussi ,
par suite pour tout n € IN, P(n) est vraie c'est-a- dire > pourtoutn€IN,U, €l.

b) Démontrons que pour toutn € IN, |U,,; —a <= |U —al
Appliquons le théoréme des accroissements finis :

Pour tout x € I, |g(x) - g(a)l |x — a]. Comme pour tout n € IN, U, € I, posons x = U,,.

Ona:|g(Uy) -g(w)| < 6 U, — al or g(Up) = U4 et g(a)= o, alors

pour toutn € IN, |Up4q — a|< U, — af

, 1 1
Démontrons que pour toutn € IN, |U, —a] < (E)HXE
Démonstration par récurrence

Pour tout n € IN, désignons par P(n) la propriété : |U, — a| < (%)‘“X%
Vérifions que pour n = 0, P(n) est vraie
Pourn=0,|Uy—a|l=1[2—al,or1,9<a<2 e 0<2-a<0,1

<2 —al<0,1 soit [Uy — al< % On en déduit :

|Up — o] < (%)"xl—lo , donc pour n =0 P(n) est vraie.
Montrons que si pour tout n € IN, P(n) est vraie alors P(n+1) est aussi vraie.
Supposons que pour tout n € IN, P(n) est vraie c'est-a-dire pour tout n € IN,

Uy —a] < (5 )“x— alorsona:
U, —al < (g)nx |U —al < (= )“+1>< . Or pour tout n € IN,
|Upsqr — af <1|U —al,alorsona: Uy, — al <= |U —a| < (= )““x c'est-a-dire

Uy —al < (2 )““X1 ; d’ou le résultat.

Conclusion
Pour n =0, P(n) est vraie, et si pour tout n € IN, P(n) est vraie alors P(n+1) I’est aussi ,
par conséquent pour tout n € IN, P(n) est vraie c'est-a-dire :

pour toutn € IN, |U, — «| < (%)“x%
c) Déduisons que (U,,) est convergente
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Pour toutn € IN, |U, — o] < (i)nxl_lo

lim (%)“X% =0car0< % < 1, On en deduit que la suite (U,) est convergente et

n-o+w

lim U,=«

PARTIE C
1°) Calcul de J = [ xe*~* dx
Intégration par parties
u(x) = et {u(x) = X1

v(x) =X vix)=1
J=[xe*']7- fla e tdx=[xe*" -1 ] & U=ae? 1 —e?1=(0—1)e]
2°) a) Calcul de I’aire A
A=['f) dxx UA= ['(2x +1— xe* ) dx x U.A

=[f{(2x + Ddx-J]xUA=(x*+x]!-J)xUA
A=(@®+a-2—(a—1)e* 1) x UA

b)f(0) =0 & 2a +1— ae? =0 et =2+~

A= +a-2-(a—1)(2+2)=(a—1)(@—2)-(a—1)(2+-)

A=(a—1(a+2-2- é)(:)A(a):(a—l)(u-i)

Posons : {
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UNIVERSITE DE OUAGADOUGOU Année 2004
Office du Baccalauréat Session Normale
--------------- Durée : 4 heures
Série D Coefficient : 05

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2)pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

EXERCICE | (4 points)
Le plan complexe est muni repére orthonormé (o; U ; V). Soit P(z) le polyndme défini par :
P(z) = z3 + (1-5i) z2 - 4z + 16 ou z désigne un nombre complexe.
1°) a) Montrer que I’équation P(z) = 0, admet une solution imaginaire pure z.

b) Achever la résolution de 1’équation P(z) = 0. On appelle z;, z, les deux autres racines,
avec la partie réel de z, négative

c) Ecrire z,,z,, et z, sous forme trigonométrique.
2°) Soient A ; B et C les points d’affixes respectives z;, z,, et z,. Déterminer en radian la

mesure de ’angle orienté (AC ; AB), puis en déduire la nature du triangle ABC
3°) Soit r la rotation de centre O et d’angle - g .

a) Calculer z,' ; I’affixe de A’ tel que A’ =r(A)
b) Quelle est la nature du quadrilatére OACA’

EXERCICE 1l (4 points)
Un sac contient 5 jetons Rouges et 2 jetons blancs tous indiscernables au toucher. Un jeu
consiste a tirer au hasard un jeton du sac. Si le jeton est Rouge, le jeu s’arréte ; Si non on tire
un second jeton sans remettre le premier dans le sac. La mise est de SOF. Le tirage d’un jeton
blanc rapporte 200F, tandis que celui d’un jeton Rouge ne rapporte rien.
Soit X la variable aléatoire réelle qui, a chaque jeu associe le gain algébrique du joueur.
1°) a) Quelles sont les valeurs possibles de X ?

b) Déterminer la loi de probabilité de X

c) Déterminer la fonction de répartition de X puis la représenter graphiquement.

2°) Soit A I’événement : < Le joueur a un gain positif >>. Montrer que P(A) :é

3°) Un joueur joue successivement, de facon indépendante, 5 jeux. Il remet a la fin de chaque
jeu les jetons dans le sac. Soit Y la variable aléatoire réelle qui, a ces 5 jeux associe le nombre
de fois ou I’événement A est réalisé.

Justifier que Y suit une loi binomiale et calculer la probabilité que le joueur obtienne au
moins une fois un gain positif au cours des 5 jeux.
PROBLEME (12 points)

On considere la fonction Numerique f définie par : f(x) = 14:; et on désigne par (Cf) sa
courbe représentative dans un repére orthonormé (o; 1 ;3) unité : 4cm
PARTIE A

1°) a) Justifier que f est définie sur R
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b) Calculer xlirpoo f(x) et xlirfm f(x)
2°) a) Justifier que est dérivable sur R et calculer pour tout réel x 1’expression f “(x)

b) Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variations.
3°) a) Montrer que la fonction f réalise une bijection de R vers un intervalle J que 1’on
précisera. Expliciter la bijection réciproque =1

b) Construire dans le méme la courbe (Cf) et la courbe représentative (I') de f 1. On
justifiera le tracé de (') sans étudier les variations de f~1.
4°) a) soit A > 0, calculer en cm?, I’aire A(L) de la partie du plan limitée par la courbe (Cf) et
les droites d’équations x =0etx =Aety=0

b) Calculer xl_i)eroo A(L)
PARTIE B
Soit la fonction h définie par : h(x) = 1- xe* — x
1°) Calculer pour tout réel x, les expressions h’(x) et h’’(x) de la dérivée premicre et la
dérivée seconde de h
2°) Etudier le sens de variation de h’ et calculer h’(-2). En déduire le signe de h’
3°) a) Quel est le sens de variation de h ? Dresser son tableau de variations.

b) Montrer que 1’équation h(x) = 0 admet une solution unique o

et vérifier que a € [0 ; 1]

4°) Montrer que a est solution de 1’équation f(x) = x.
5°)soit 1 =[0; 1].

a) Montrer que pour tout x € [0; 1], f(x) est élément de |

b) Montrer que si x € [0; 1] alors (1 + e™)?< (1 +e™*)2 <4

¢) En déduire que pour tout x de I, ' (x)|< ()
6°) Soit (U,)y, 5o la suite numérique définie par :

Unt1= f(Up), neN
a) Montrer que pour tout n de N, U,, est élément de |
b) On pose k = i , montrer en utilisant 1’inégalité de la moyenne que pour tout réel x de
I, [f(x) — a|<k?|x — al.
¢) En déduire que pour tout nde N ; |U, 44 — a] < k?|U, — a| puis que |U, — al< %kzn
d) En déduire que U,, est convergente et préciser sa limite.
On donne ex~2,72 e 1~0,37 e % x=0,61 e% =~ 1,65
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Année 2004
Corrigé
PROPOSITION DE CORRIGE

EXERCICE |
On considere le polynéme :
P(z) =z3 + (1-5i) z% - 42+ 16
1°) a- Montrons que 1’équation P(z) = 0, admet une solution imaginaire pure z,
Posons z, = ib, ou b est un réel non nul a déterminer.
Ona: P(z,) =P(ib) =0
P (ib) = 0 & (ib)3 + (1-5i) (ib)? - 4(ib)+ 16 = 0= (-b% + 16) +i(-b3 +5b% - 4b) =0
{ —b%+ 16 =0(1)
=
—b3 + 5b% — 4b=0(2)
(1) =b?>+16=0 @b=4+4 S, ={-4;4}
(2) -b®+5b%-4b=0<b(b?>-5b+4)=0 < b?-5b+4=0carb+0
A=9 & JA=3:b=1loub=4 o 5,={1;4)}
SiNS,={4} & b=4
On en déduit que
b- Achévement de la résolution de I’équation P(z) =0
P(4i) =0 & P(z) = (z-4i) (az% + bz + ¢) ; a, b et ¢ des complexes a déterminer.
Méthode d’identification des coefficients
P(z) = (z-4i) (az? + bz +c)
=az3 + (b —ida) z? + (c — idb)z — i4c
Par identification on a:
a=1 { a=1

b-i4a=1-5i et-idc=0 = {pb=1-1i
c-idb = —4 c=4i

P(2) = (z-4i) ( 2% + (1-i)z + 4i)

P2)=0&1z=4i ouz?+ (l-i)z+4i=0

z2+(1-)z+4i=0 ;A=-18i

Soit § =x+iy/&2=-18i.0Ona:

x2 —y?2=0 X = 13
x2 +y2 =18 '::}a{y=i3 Donc 6 =3-3i ou 6§ =-3+3i
xy < 0 xy <0
Zl:#;gm; 22=$=1-i [Se=1{4i; —2+2i;1-1i}

c-) Forme trigonométrique de z, ; z;; z, .
Z = 4i Slze = 4( COSE + ising)

2, = 2421 & |z,| = 2VZ ; arg(zy) = = 42k (KEL S 2y = 2V2 (cos () + isin (5) )
2, =11 S 2|5 V2 arg(z;) = — = +2kn (kEZ)& [z, = V2 (cos(—7) + isin(=7) )

2°) Soient A ;B ;C les points d’affixes respectives z;; z,. et z,
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Déterminons en radian la mesure de I’angle orienté (E; ﬁ)
(AC; AB) = arg(z" Zl) arg(—l) < |(AC; AB) =~ +2k m (KET)
Déduisons la nature du triangle ABC

(AC; K§)22+2kn(kEZ)<:>_AEJ_K§.

On en déduit que ABC est un triangle rectangle en A.

3°) Soit r la rotation de centre O et d’angle - g .

a- Calculdez,.
A=A ©zy=e 22, & 7, =-i(-2+2i)=2+2i

S py=2+2

b- Nature du quadrilatére OACA’

Comme A’=t(A),ona: OA=0A’et (OA; OA)=-Z1I
suffit donc de montrer que OACA’ est un
parallélogramme.

OACA” est un parallélogramme si et seulement si

0A =AC

Zox = Ia =21 =-2420; Zgg =zZc-Zy =41 —(2+21)=-2+ 2i

0A AC
' | — —
-z -1 x Zgg = Zz¢ © OA =A'C ,alors OACA’ est un

14 parallélogramme.
D’autre part, OA = OA’ et (ﬁ; @) =- g donc le
quadrilatere OACA’ a 4 cotés égaux et 4 angles droits
Conclusion
Le quadrilatére OACA’ est un carré

EXERCICE 11

Premier essaie :

Rouge (R) : P(R) =5/7

Blanc (B) : P(B) = 2/7

Si le premier essaie donne un jeton blanc, alors le joueur a droit a un deuxieme essaie
Deuxieme essaie :

Rouge (R) : P(R) = 5/6

Blanc (B) : P(B) = 1/6

Les résultats possibles de ce jeux sont donc : R ; BR ou BB

1°) a- Les valeurs prises par X sont :

Q={R;BR;BB} ; X(Q)={-50; 200; 400}
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b- La loi de probabilité de X
P(R)=2;P(BR) =2 x % P(BB)=2 x:

X; -50 150 350 Total
P(X:Xi) E i i 1
7 21 21

c- Fonction de répartition de X
Pour tout X € R ; F(x) = p(X<x)
-pour X € -0 ; -50[ ; F(x) =0

- pour x € [-50 ; 150[ ; F(x) =

o o

- pour X €[150 ; 350[ ; F(x) = ﬁ

- pour X € [350 ; +oof ; F(X) =1

Représentation de la fonction de répartition

1 1 i 1 1 1 Il Il Il Il Il
-150 -100 =50 u] a0 100 150 200 250 300 350 400 x

2°) A K Le joueur a un gain positif >
A=(X= —50) & P(A)=1-P(X=-50)=1- 2

Donc |P(A) =3 CQFD

3°) Un joueur effectue successivement de facon indépendante 5 jeux.
Justifions queY suit une loi binomiale.

Un jeu est une épreuve de Bernoulli, le succes est I’événement A et I’échec A

Y suit donc une loi binomiale de parametre 5 et ;
Calculons la probabilité que le joueur obtienne au moins une fois un gain positif. C’est la
probabilité de I’évenement (Y>1).
P(Y>1)=1-P(Y<1)= 1-P(Y=0)=1- cg(§)°(§)5 < P((Y=21)= % =~ 0,814
PROBLEME
On considere la fonction f définie par : f(x) =

PARTIE A
1°) a- Justifions que f est définie sur R
Df:{XE]R/l‘Fe_X-'/: 0}

e—X
1+e~X
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1+ e # 0 estvraie pour tout X € R donc D = R
b- Calcul des limites

. T e X41-1 _ .. 1 . . — . 1 _
Jim ) = Jim == lim (-5 [ImfG =1 (car lim (725)=0)
. _ - X - . - - . —X:

A f)= i pew=00 [Im () = (ear lim e =0)

2°) a- Justifions que f est dérivable sur R.
f étant le quotient de deux fonctions dérivable sur R et D¢ = R alors est dérivable sur R .

Pour tout x € R ,|P(x) = - =

b- Sens de variation de f

VER,e*>0et(1+eX)2>0donc f(x) <0 et fest strictement décroissante sur R
Tableau de variation

X -00 +00
(%) -
1

) \
0

3°) a- Montrons que f réalise une bijection de R sur un ensemble J.
f est continue sur R, car dérivable sur cet ensemble et est strictement décroissante, elle réalise
une bijectionde Rsur J=f(R) =]0;1[
Explicitons la fonction réciproque f~1
Soity €] 0;1[,fx)=y < —yes (ly)e*=y

@X:-]n(%) @x:ln(?):f_l(}’)

—X

e
1+e7X
SeX= %
f71:]0;1[ >R
x> £71(x) = In( =)
b- Construction de (Cf)etde (I')

Asymptotes

lim f(x) = 1, alors la droite d’équation y = 1 est une asymptote horizontale a (C f)
X—>—00
liT f(x) =0, alors la droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale a (C f)
X—>+o0

Points d’intersection avec 1’axe des ordonnées

{y’ffﬁ,) @{;i%@ (ChN(oy)= {(0; )}

Tangente a (C f) au point (0 ; %)
(M:y=0)x-0)+f0) (T);y:-%,ﬁ%

Unité graphique 4cm
(Cf) et (I') sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x
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H

jl | f

4°) a- Calcul de I’aire A (L)

AQ) = fox f(x)dx. UA = f(f 1:; dx.UA =[—In(1+ e"‘)]f)‘- UA

A = (-In(1 +e™) +In2). UA = In(—=—). UA

A
UA = 4cm x dem = 16cm? & |A(R) = 16In(——) cm?

b- Calcul de la limite de A (L) quand A — ~+oo.
lim A = lim 16ln(——) =162 <
A—>+o0 A—>+o0

1+e >

lim A(A) = 16In2
Ao+

PARTIE B

On considere h(x) = 1- xe* - X

1°) Calcul de h’(x) et h’’(x) pour tout x € R
h’(x) =-1— (x+1) e¥ et h”’(x) = -(x+2) ¥

2°) Vx € R, e* > 0 donc le signe de h’’(x) dépend de celui de (—x-2) .
On en déduit que

h’ est strictement croissante sur ]-co ; -2[ et strictement décroissante sur ]-2 ;+oof
h’ atteint son maximum pour x = -2 donc

Pour tout € R, h’(x) <h’(-2) or h’(-2) = e™2 — 1 < 0 alors pour tout x € R, h’(x) < 0.
3°) a- Sens de variation de h

X € R, h’(x) <0, alors h est strictement décroissante sur R .
lim h(x) = 400 et lim h(x) = —©
X—>—00 X400
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Tableau de variation

X | =00 +00
h’(x) -
+00

h(x)  »

h est continue et strictement décroissante sur R, elle réalise une bijection de R sur
h(R) =]-00 ; +oo[. 0 € ]-00 ; +oo[ donc I’équation h(x) = 0 admet une solution unique o dans
J-00 5 +oof .

Vérifions que a € [0 ; 1]
[0; 1] c]-0 ; +oo[ et de plus h(0) =1, h(1) = -e! c'est-a-dire h(0) x h(1)<0, alors a € [0 ; 1].
4°) Montrons a est solution de 1’équation f(x) = x

— =X e X=x+xe ¥ e *-x-xe ¥ =0 e7¥(1-xe* -x) =0
=1-xe*—x=0(care ™™+ 0)
f(X) =x < h(x) =0, d’ou les deux équations ont méme solution . On en déduit que a est
solution de I’équation h(x) = 0.
5)1=[0;1]

a- Montrons que pour tout x € I, f(x) €l
f() =f([0; 1)) =[f(2) ; f(0)] = [ et ] =1[0,27 ; 0,5] € I donc pour toutx € I, f(x) € I.

b- Montrons que six € |, (1 + e‘l)zs (14 e™*)%<4

x€E[0;1] ®0x<le-1<x<0o e <e X1 1+e <1 +e7¥<2

Xx€E [0;1] & (1+e H2<(1+e¥)2<4 CQFD
c- Déduisons que :

Pour tout x € I, |f'(x)|< (m)2

f'(x) = m e [fx]= m
x€[0;1] ©®-1<x<0&e el<e™<1 (1)
— — 1 1
x€E[0;1] ®(1+eHi<(1+e¥)?<4 &-< (1+e_x)2 S Doty
En faisant le produit membre a membre des egalltes (1)et(2)ona:

el e X 1 1 e? 2 )
—< < = =
4 — (1+e—X)2 - (1+e—1)2 (1+%)2 (1+ e)z ( ) dOI’]C Pour tOUt X € I |f (X)'_ (1+e)

)

1
6°) Soit (Up,), 50 , la suite définie par : { Uo=73
Un+1=f(Un),n EN
a- Montrons que pour toutn € N, U, €|
Démonstration par récurrence
Pour tout n € N, notons P(n) la propriété : U, € |
i)VVerifions que pour n = 0, P(n) est vraie

Pourn=0,U, = % € | ;alors pour n=0, P(n) est vraie

i) Montrons que si pour tout n € N, P(n) est vraie , alors P(n+1) est aussi vraie.
Supposons que pour tout n € N, P(n) est vraie . On a pour toutn € N :
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U, €letf(U,) =U,y,

U,elef(Uy)el (carv xel, f(x)el); Orf(U,) =Uptq

U, €l < U,,1 €1;dou le résultat

Conclusion

Pour n =0, P(n) est vraie et si pour tout € N, P(n) est vraie , alors P(n+1) I’est aussi par
conséquent pour tout n € N, P(n) est vraie c'est-a-dire pour toutn € N: U, € |

b- On pose k = ﬁ
vx€e[0;1], [f®|£E0)? e |f(|<k?

1+e
Inégalité des accroissements finis

vx€e[0;1], |f(x)— f(a)|<k?|x— al,orf(e) =a alors
Ona:Vx€e[0;1], |f(x)—al<k?|x— a]
c- Déduisons que pour toutn € N, |U,,,; — a] <k?|U, — a puis que |U,, — a|< %kzn

- Montrons que pour toutn € N, |Uy4; — of <k?|U, — qf
Pour toutn € N, U, € |, posons x = U, , dans la relation précédente. On a :
|f(Un) - alszlun - 0(|, Or f(Un) = Un+1 , alors
pour toutn € N, |U,;; — o <k?|U, — «af
-Montrons que pour toutn € N, |U, — a|< %kzn
Démonstration par récurrence

Pour tout n € N, notons P(n) la propriété : |U, — a|< %kzn
Vérifions que pour n = 0, P(n) est vraie

Pourn=0, |U, —af = |§—a|
aEf0;1] - -%S%-af% S Uy — qaf S%(kz)o , alors pour n =0, P(n) est vraie
Montrons que si pour tout n € N, P(n) est vraie , alors P(n+1) est aussi vraie.

Supposons que pour tout n € N, P(n) est vraie c'est-a-dire pour toutn € N, |U, — aIS%kzn .
Ona: |U, — al< sk & K2|U, — al< sk2+2 = 220D
Or |Uy4; — af <k?|U, — «f ; on en déduit que pour tout n € N,
Uns1 — al SK2|U, — al< S K2E+D | doi le résultat.

Conclusion
Pour n =0, P(n) est vraie et si pour tout € N, P(n) est vraie , alors P(n+1) I’est aussi par
conséquent pour tout n € N, P(n) est vraie c'est-a-dire
VvneN:|U,— alsékzn

d-Déduisons que (U,,) est convergente
lim k?" = lim (k®)" =0 car 0 <k?< 1, par suite

n—-+oo n—-+oo
lim U, = «
m—>+co
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UNIVERSITE DE OUAGADOUGOU Année 2003
Office du Baccalauréat Session Normale
--------------- Durée : 4 heures
Série D Coefficient : 05

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2)pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

EXERCICE 1 (4 points)
Dans une famille donnée, on admet qu’une naissance donne un garcon, une fille ou des
jumeaux. Une naissance donne dans 30% des cas un garcon et dans 50% des cas une fille. On
admet que le sexe de I’enfant ne dépend pas des naissances précédentes.
1°) a) Quelle est la probabilité pour qu’une naissance donne des jumeaux dans la famille ?
b) Calculer la probabilité pour que les trois premieres naissances donnent des filles et la

quatrieme donne un gargon.
2°) On suppose qu’il y a n naissances dans la famille.

a) Calculer en fonction de n, la probabilité P, d’avoir au moins une naissance donnant
des jumeaux.

b) Déterminer le nombre minimale n, d’enfants pour que P, soit supérieur ou égal a
0,97
3°) On suppose qu’il y a trois naissances dans la famille et I’on désigne par X la variable
aléatoire égale au nombre d’enfants possibles issus des trois naissances.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer I’espérance mathématique, la variance et I’écart type de X

On donne 1223 15,95.
In(0,8)

EXERCICE 11 (4 points)

1°) Soit A ; B ; C trois points non alignés de 1’espace

Déterminer I’ensemble des points M tels que AB A AM = AB A AC

2°) Soient (A) et (A”) deux droites de méme vecteur directeur U et H un point de (A)

On désigne par H’ le projeté de H sur (A’)
a) Démontrer que pour tout point A de (A) et tout point A’ de (A”), AA'AG =HH AU
b) En déduire que : HH’= %

c) Application numérique : soient A (-1;2;5)et A’(4;-1;9) ; soient (A) et (A’) les
droites de vecteur directeur u (-2 ; 2 ; 1) contenant respectivement A et A’. Calculer la
distance de (A) a (A”).

PROBLEME (12 points)
PARTIE A
1
- =X

On considere la fonction f définie sur R par : f(x) = (x+4)e™ 2" et (C) sa courbe représentative
dans le plan muni d’un repére orthonormé (0; 7 ;7) ; unité graphique : 2cm
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1°) a) Calculer lim f(x) et lim f(x)
X——0 X—+w

Préciser les asymptotes s’il y a lieu.

Calculer lim % ; quelle interprétation géométrique peut-on en faire ?

X—+w©

b) Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variations.
¢) Montrer que (C) coupe I’axe des abscisses en un point unique.
Préciser I’abscisse de ce point
2°) a) Donner une équation de la tangent (T) a la courbe (C) au point d’abscisse 0
b) On veut préciser la position de (C) par rapport a (T). On pose y = 1’équation de (T) et
on pose h(x) = f(x) - ¢(x)
Calculer h’(x) et h”’(x)
Etudier les variations de la fonction h’ et en déduire le signe de h’(x) ; puis par un
raisonnement analogue, déterminer le signe de h(x).
Préciser alors la position de (C) par rapport a (T)
3°) a) Calculer f(2) et f(4)
b) Tracer (T) puis construire (C)
PARTIE B
1°) Déterminer les réels a et b pour que la fonction F définie sur R par :

1
F(x) = (ax + b) e” 2 soit une primitive de f sur R
2°) Soit A un réel supérieur ou égal a -4. Calculer en cm?, Iaire A () de la surface limitée par
(C), ’axe des abscisses et les droites d’équations

X=-4etx=»_A
Calculer xlirP AN)

3°) a) Déterminer les réels o ; B ; y pour que la fonction G définie sur R par :
G(x) = (0x? + Px + y)e™* soit une primitive de g définie sur R par :
g(X) = (x2 + 8x + 16)e~*

b) Calculer en cm? le volume V(}) du solide engendré par la rotation de la surface définie
autour de I’axe des abscisses.
Calculer lim V(A)

x>+

PARTIE C
Soit k la fonction définie sur R par : k(x) = |x + 4|e_%
1°) Expliquer comment obtenir a partir (C) de la courbe représentative (C’) de k. Construire
(C’) dans le méme repére que (C). (On représentera (C’) en pointillés.)
2°) A I’aide du graphique, donner en fonction du parametre m le nombre de solutions de

X

1
I’équation dans R, |x + 4]e™2* =m

Ondonne:e=~2,7 ; e =04 ; e2=0,13 ; e?>=73
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Année 2003
Corrigé

PROPOSITION DE CORRIGE

EXERCICE I
1°) a- La probabilité pour qu’une naissance donne des jumeaux est : 0,2
b- La probabilité pour que les trois premiéres naissances donnent des filles et la quatrieme
donne un garcon est : (0, 5)3 x 0,3 = 0,375
2°) On suppose qu’il y a n naissances dans la famille
a- Calcul de la probabilité P, d’avoir au moins une naissance donnant des jumeaux
Soit A I’événement : << Aucune des naissances ne donne des jumeaux >
P,=1-P(A)=1-C2(0,2)°(0,8)" & [P, =1-(0,8)"|
b- Déterminons le nombre minimal n, d’enfants pour que P, soit supérieur ou égal a 0,97.
P,>097 < 1- (0,8)"> 0,97 (0,8)" < 0,03 nln(0,8) < In(0,03)

In(0,03) —
en> 1111(0,8) car In(0,8) <0< n> 15,95
3°) La loi de probabilité de X

Valeurs prises par X. On suppose qu’il y a 3 naissances successives dans la famille.
Nombre de naissance donnant des jumeaux 0 1 2

Valeurs de X 3 4 5 6
P(X=3) =€3(0,2)°(0,8)3 = 0,512
P(X=4) = C1(0,2)*(0,8)2 = 0,384
P(X=5) = C2(0,2)2(0,8)* = 0,096
P(X=3) = €3(0,2)3(0,8)° = 0,008

Loi de probabilité de X

X; 3 4 5 6 Total
P(X=x;) | 0,512 0,384 0,096 0,008 1

w

b- Calcul de I’espérance mathématique, la variance et 1’écart type de X.

; V(X) = E(X?) - (E(X))? = 13,44 - 12,96 =
ox = VX) =048 = |22 ooy = 23

100 5

EXERCICE 11
1°) A, B, C sont trois points non alignés de 1’espace

Déterminons 1I’ensemble des points M tel que : AB A AM = AB A AC
SiABAAM =AB A AC, alorsona:

(AB A AM). AM =( AB A AC). AM , or (AB A AM). AM =0 car

(AB A AM) L AM par suiteona:

(AB A AC). AM =0 < M € (ABC)

L’ensemble des points M tel que AB A AM = AB A AC est alors le plan (ABC).
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2°) (A) et (A’) sont deux droites de méme vecteur directeur U et H € (A)
a- Démontrons que pour tout point A de (A) et tout point A’ de (A’)
AA' AU =HH AT ; H’ est le projeté orthogonal de H sur (A).
D’apres la relation de Chasles on a :
AA’= AH + HH' + H'A donc
AA AT = (AH +HH + HA) AT
= AH AU+HH AU+HA Ad Or
AH Ad=0et HA' AU =0 car les vecteurs AH et & sont colinéaires de méme que H'A’
etu.
Par suite [AA’ A = HH' A4 (CQFD)
[AA" A ]
Iint]
AA' AT =HH AU < |[AA A = |[HH A
& |[AA' AE|| = ||HH|| x |Id]l x sin( HH'; W) or HH LU

b- Déduisons que : HH’=

Donc |[AA' AT|| = |[HH| x IGll = HEC x @] & = A AT

(Il

c- Application
A(-1;2;5);A°(4;-1;9);u(-2;2;1)
Calculons la distance de (A) a (A’)
Soit H un point de (A), H’ son projeté orthogonal sur (A”)

: ,_ |AA AT
a((a); ()= =122l
(5 -2\ A A 1 .
AA' | =3 ];Ul 2 |; AAAU = |5 _3 4| AA"AU=-111-13]+ 4k
4 1 -2 2 1

AR A = V306 =3V34; [[dll =v9=3 < [d((A); (4) =34

PROBLEME
PARTIE A

f(x) = (x+4)e™ X , définie sur R, (C) sa représentation graphique dans un repere orthonormé
(0;7,7) ; unité graphique : 2cm
1°) a- Calcul des limites
lim (x +4) = —©
limf(x) =-o car{ 1
— lim e 2 = +o

X—>—0

lim f(x) = +o0 x 0 (F.I)
X+

Levons I’indétermination
1 .
PosonsX=—5x,ona:x=-2X lim X = -

X—+®0

) o Jim XeX =0
Jm f(x) = Jim (-2X+4)e” = lim -2Xe™ +4e™; M T6) =G can®y Fex = g

X—-—
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Asymptote éventuelle

lirP f(x) = 0, alors la droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale a (C) au
X—+00

voisinage de +co.

Calculons lim f&

xX—>—o X

lim &2 — 1
X =
lim 22 = jim & e ;  lim =t0 car{ 7 S
x->—o X x—->—owo X x—->—o X llm e—EX = 4o
X——00
Interprétation géométrique
lim % = +o0, alors (C) admet une branche parabolique de direction (oy) au voisinage
X—— ©
de -oo.
b- Etude du sens de variation de f

X—2

fx)=(ED)e
Sens de variation
Signe de f'(x)
Pour tout x ; e~ %X> 0 donc le signe de f'(x) dépend de celui de (-x-2). Par suite :
Pour x€]- ; -2[, f'(x) >0,
Pour x€]-2 ; +oo[ , f'(x) < 0.
Sens de variation de f

f est strictement croissante sur]-oo ; -2[ et strictement décroissante sur ]-2 ; +oo |
Tableau de variation

X | -o0 -2 +00
f'x) + 0 -
2e
-0 0

c- Montrons que (C) coupe ’axe des abscisses en un point unique
Sur]-oo ; -2[, f est continue et strictement croissante , elle réalise une bijection de ]-oo ; -2[ sur
]-o0 ;2¢[ . 0 € ]-0 ;2¢[ , alors I’équation f(x) = 0 admet une unique solution dans ]-oo ; -2] .
Par ailleurs pour tout x € [-2 ; +oo[ , f(x) € ]0 ; 2e] < f(x) # 0 d’ou (C) coupe ’axe des
abscisses en un unique point dont 1’abscisse est dans J-o ; -2[ .
Calculons I’abscisse de ce point

f(x):0<:>(x+4)e_%":0 <:>x+4:00are_%";é0 & x=-4
L’abscisse de ce point est -4. (C) N (ox) = {(—4;0)}
2°) a- Equation de la tangente a (C) au point d’abscisse 0
(T) : y=1(0)(x-4) + f(0)
PO)=-1et f0)=4 et |T):y=-x+4
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b- On pose ¢(x) =-x + 4 et h(x) = f(X) - (x)
Calculons h’(x) et h”’(x).

W) =) +1 S hE) =1-(

1
e

—-x—2
2

1
X)) =) oh’x)=le
Etude du sens de variation de h’ et signe de h’ puis sens de variation de h et signe de h.

1
VX ER, e 2 >0, alors le signe de h>> dépend de celui de z
- Pour x €]- ; 0[, h”’(x) <0,
-Pour x €] 0 5 +oo [, h>’(x) > 0.
h’ est strictement décroissante sur]-c ; O et strictement croissante sur] 0 ; +o [.

X -00 0

b (0 : 0 :

h’(x) \ /
0

h'(x) + 0 +

h(x) /
0

h(x) - 0 +
- Pour x €]~ ; O[, h(x) <0
-Pour x €] 0; +w [, h(x) >0 et h(0) =0
Position de (C) par rapport a (T)
Sur]-eo ; 0 [, (C) est en dessous de (T)
Sur] 0 ; +o [, (C) est au dessus de (T)
3°) a- Calcul de f(2) et f(4)
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PARTIE B

1°) Détermination des réels aetb

F est une primitive de f sur R si et seulement si F’(x) = f ’(x)
1
F(X)=(ax +b) e”2* & F’(x) =(

—ax+2a-b

_1
e s
Par identification
—a_
2 a= —2 _ _ 1)
s = {b: T, et =(2x-12)e

2°) Calcul de I’aire A (L)

AW =[", f(x)dx x UA= [F(x)]_k4 x UA = (F(\) — F(4)) x UA
A(N) = (4e?-2(L+6) e~ %) x 4cm? ;

A()) = (16€2- 8(A + 6) e~ 2) cm?

et lim A()) = 16e?
3°) a- g(x) = (x% + 8x + 16)e™* , G(X) = (ox? + PX + y)e™X

Déterminons o ; B ; y pour que G soit une primitive de g sur R
G est une primitive de g sur R si et seulement si G’(x) = g(x).
G’(x) = (—ox? + (20 — B)x + B-y)e ™™ = (x* + 8x + 16)e™™
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Par identification

—a=1 o= —1

{Za -p=8 < {B = —10 etG(x) = (—x%- 10x -26)e7¥

B—y=16 y= —26
b- Calcul de volume V(})

V) =rf", f2(x)dx x UV =xf", g(x)dx x UV = n[a(x)]f4 x UV

V) =n (2e* - (A% + 104 + 26)e™) x 8cm?3
V(W) = = (16e* -8 (A% + 10 A + 26)e M) cm?

lim V() = 16we*

PARTIE C

K(X) = [x + 4]e ¥
1°) Expliquons comment obtenir a partir de (C ), la courbe (C’ )
—f(x)sif(x) <0
k() =GOl = { f]gc))si szgc))z 0
D’apres la représentation graphique de (C )
f(x) < 0Pour x €]-w ; -4]
f(x) = 0 Pour x €[-4 ; +oo|
—f(x)six €] —o; —4]
f(x)six € [—4; +oof
Par conséquent :
-sur]-oo ; -4], (C ) et (C’ ©) sont symétrique par rapport a I’axe des abscisses
-sur [-4 5 +oof, (C ) et (C’ ©) sont confondues

Donc k(x) = {

1
X

2°) Résolution graphique de I’équation, x € R, |x + 4le 2" =m

1
|x +4le 2*=m e Kk(X)=m

Le nombre de solution de cette équation, est le nombre de point d’intersection de (C’ ) avec
la parallele d’équation y = m

-pour m €] — oo ; 0[, ’équation n’a pas de solution

-pour m = 0, ’équation a une solution ;

-pour m €]0 ;2e|, ’équation a 3 solutions ;

-pour m = 2e , I’équation a 2 solutions ;

-pour m €]2e ; +x[, I’équation a une solution
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Série D Coefficient : 05

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2)pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

EXERCICEI (4 points)
Le plan complexe P est rapporté a un repere orthonormé direct (O ; u,v) d’unité graphique
2cm . On désigne par A le point d’affixe 2, par B le point d’affixe 2i et par € le point d’affixe
1+ 1. On considére I’application f qui, a tout nombre complexe z différent de 2, associe le
iz+2
z-2
1)Onposez=x+iyet f(z)=X+1iY avecx,y, X, Y réels
a) Exprimer X et Y en fonction de x et y
b) En déduire I’ensemble des points M d’affixe z tel que f(z) soit réel et représenter cet
ensemble.

nombre complexe : f(z)=

2) Soit C I’image de A par la rotation de centre O et d’angle — 37” .

a) Déterminer I’affixe Z du point C

b) déterminer une mesure en radians de I’angle (O—Q) ; W) En déduire que les points Q ; O ;
C sont alignés.

3) On pose z’ = f(z)

a) Vérifier que i n’a pas d’antécédent par f et exprimer pour z’ différent de i, z en fonction
de z’.

b) M est le point d’affixe z ( z différent de 2 ) et M’ celui d’affixe z’ ( z’ différent de 1).
Montrer que OM = 2% ou D et E sont les points d’affixes respectives -1 et i .

c) Montrer que, lorsque le point M décrit le cercle de centre O et de rayon 2 privé du point
A, son image M’appartient a une droite fixe que 1’on définira graphiquement.
EXERCICEII (4 points)

Une urne contient n boules noires et 3n boules blanches.
1) On tire simultanément deux boules de I'urne . On suppose qu’il y a équiprobabilité des

tirages possibles. Calculer la probabilité P, de tirer une boule de chaque couleur.

2) On tire une boule de I’'urne , on I’y replace ; puis on tire a nouveau une boule de 1’urne ; on
suppose qu’il y a équiprobabilité de tirages possibles . Calculer la probabilité de tirer une
boule de chaque couleur.

3) Quelle est la limite de P, lorsque n tend vers + oo. A partir de quelle valeur de n la

différence P, ~3 est—elleinférieura - 2
8 100
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PROBLEME (12 points)

x—xln(—x);six <0
Soit f la fonction définie sur IR par: f(x) = 0 ;15 ix=0

xe x;8ix>0

On note ( Cf ) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O ;7;j).Unité
graphique 2cm.
PARTIEA
1) Montrer que la fonction est continue sur IR
2) Etudier les limites de f en - coeten + oo .
3) Etudier la dérivabilité de f en 0.Donner une interprétation graphique de ce résultat.
4) Etudier les variations de f ;

5) a) Etudier la limite de ) en - oo . Que peut on en déduire pour la courbe (Cf ) ?
X

b) Montrer que la droite ( D ) d’équation y = x-1 est asymptote a la courbe ( Cf ) au

voisinage de + co. ( On pourra poser X = — 1 ).

6) Construire la courbe (Cf ) et la droite ( D ). On prendra le tangentes et demi-tangentes aux
points d’abscisses : —e ; -1 ; 0).
PARTIE B

—e
Pour tout entier naturel n, on pose U, =J-_1 f(X)iX.
n

1
1) En étudiant le signe de f sur {—e;—ﬂ, montrer que U, >0 ; pour tout ne IN .

2) Sans calculer explicitementU,,, déterminer le signe de U, ., U, . En déduire que la suite

(Un) est croissante.

3) A l’aide d’une intégration par parties, montrer que :

e e2 1 In(n
I_E X |n(— X):ix = Z+E+ 2E]2). En déduire I’expression de Un en fonction de n.

n

Donner une interprétation graphique de U, .

4) Calculer la limite (si elle existe ) de U, quand n tend vers + oo.

En déduire I’aire , en cm?,de la partie du plan délimitée par ( Cf ), les axes des coordonnées et
la droite d’équation x = - € .

PARTIE C

On considere le mouvement d’un mobile m dont les coordonnées en fonction du temps sont :

x(t) = <
ot t>0
y(t) = —
1) Déterminer 1’équation de la trajectoire du mobile M ;

2) Construire ( en pointillées) dans le méme repére que ( C) la trajectoire du mobile M. On
donne: e=2,72:e2=7,39; limxinx =0; lim =1

x—0 x—->0 X
—
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Année 2002
Corrigé

PROPOSITION DE CORRIGE

EXERCICE |
ZA:Z;ZB:ietZQ:].'l'i
Pour tout z # 2, f(z) = ;ij

1°)Onposez=x +iy, f(z) = X +1Y ; X, y, X, Y des réels
a) Expressions de X et Y en fonction de x et y
Pour tout (X ;y) #(2;0),0ona:
f(z) = i(x +iy)+2 _ (~y+2) +ix _ [(-y+2) +ix][(x - 2) - iy] _ 2y+2x—4+i(y?— 2y+ x2-2x)

x+iy—2  (x-2)+iy (x-2)"+y2 (x-2)"+y?
2y+2x—4 . y2—2y+ x%-2x .
f(z) = + =X+iY
( ) (x—2)2+ y2 (X—2)2+ y2
- z_ Z_
Don X = =X et [y = X222 | (x1y) £ (250)

(x—2)2+ y2 (x—2)2+ y?
b) Déduisons I’ensemble des points M d’affixe z tel que f(z) soit réel.
f(z) est réel si et seulement si Im(f(z)) =0

2_ 2_
IM(f(2)) =0 & Y =0 & L BEX 22X
(x-2) +y2
2
e (y-1) + (x—1)?2=(2)?
L’ensemble des points M d’affixes z tel que f(z) soit réel est I’ensemble des points du
cercle de centre Q et de rayon /2 privé du point A.

=0 y? — 2y + x2—2x=0car (X;y)#(2,0)

2°) Soit C I’image de A par la rotation de centre O et d’angle - %

a) Déterminons I’affixe z¢ du point C

.31
zc=evzp= (-2 1D)2) oz = V2L + )

b) Déterminons la mesure en radians de I’angle (@ ; R)
(0Q ; 0C) = arg(2€), or %€ = -2 d’ou arg( =£) = n[2x].
ZQ ZQ ZQ

On en déduit que (0 ; OC) = n[2x]
(0Q ; 0C) = n[2x], alors les points Q ;O ;C sont alignés

3°) a) Vérifions que i n’a pas d’antécédent par f
iz+2
zZ—2

7z =1(z)=1 & —ieiz+2=iz-2i
& 2 = -2i est impossible, donc i n’a pas d’antécédent par f
Exprimons z’ en fonction de z pour z’ # 1

. iZ+2 . : .
Pourz’;él;on:Z’Z;ZTZ(:)Z’(272)=|Z+2@z’szZ’=1z+2(:)z(z’71)=2z’+2

_2(z'+1)

ro.
Z —1

= [Z

; 20 #1

b) Montrons que : OM = 2.% aveCzp =-1;zg =i

o OM=2.MP
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¢) M décrit le cercle de centre O et de rayon 2 privé de A. Déterminons 1’ensemble décrit par
M’ :
M#AetOM=262=2"22 =16 MD=ME
ME _ ME
M’ décrit la médiatrice du segment [ED]

EXERCICE 11
1°) Calculons la probabilité P, de tirer une boule de chaque couleur ; tirage simultané de deux
boules

_ 2 _  (4n)!  _ 4nx(4n-1) _ -
Card(Q) = Cin = 5,55 . 2n(4n - 1)
p :CrllXCén: nx3n _ 3n2 __3n
N gn2_2n 8n2-2n 8n2-2n 8n-2

3n
N7 gn-—2

2°) Tirage successif de deux boules avec remise
Calculons la probabilité de tirer une boule de chaque couleur.
Card(Q) = (4n)? = 16n?
Soit A :« Tire une boule de chaque couleur >
2xnx3n _ 6n? 6 3
P(A): 16n2 :167:1_6; P(A):§
3°) Limite de P, lorsque n tend vers +oo

lim P, :%

. . N . Py 3 s L1
Déterminons la valeur de n a partir de laquelle la différence P,- 5 est inférieur a 5

pn_§<L@pn<L+§ & P, < 0,385 3 <0385 o 30703856n72)
8 100 100 8 8n — 2 8n — 2
3n-308n4077 _ o ., Z0.081+077 _ o
8n —2 8n —2
< —0,08n + 0,77 <0 (car 8n—2 > 0 pour tout n non nul.)

0,77
on>— ©n >9625
0,08

N . iz 3 . e - L1
La valeur de n a partir de laquelle la différence P,- g est inférieur a Tog ESEN =10.
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PROBLEME

x— xXIn(—x) six < 0
Soit f la fonction définie sur IR par: f(x) =<0 six=10

Xxe x six >0
PARTIE |

1°) Montrons que f est continue sur IR

f est continue sur IR*, étudions la continuité de fen 0.
lim f(x) = lim (x — xIn(—x))

x—0~ x—0~

Posons X =-x; lim X = 0+

xlirgn_ f(x) = XlLr(r)1+ (=X +XIn(X)) =0

1
lim — == —

1
llm f(x) = llm xe x =0car{x>0" X
lim e* =0

X—>—0o0

lim f(x) = lim f(x) = f(0), alors f est continue en 0.
x—0~ x-0*
On n’en déduit que f est continue sur IR.
2°) Etudions la limite de f en -oo et en +oo.
lim f(x) = lim (x — xIn(—x)) = lim (=X + XIn(X)) = lim X(-1+InX)
X——0 X—>—0 X—+o0 X—>+

lim X = 4o
car { Xt

lim (=1 + InX) = 4o
X—+0

lil}l f(X) = +

1
lim f(x) = lim xe x =+o0 x 0 F.I

X—+o0 X—+w

Changement de variable

1 1 . —
Posons X = — - XE— o lim X=0
X ' xo+w
1 -
lim f(x) = lim - 2 eX — = +o0, alors | lim f(X) = +og
x40 X—-0 X 0~ -+

3°) Etudions la dérivabilité de f en 0.
lim 101 _ lim (1-In(-x)) = Jim (1~ InX) = +o0

x—0~- X-—-0

Tt O lmex—O f4(0)

x-0t x-0 x—-0%

lim "= o jim IO o606 £ nvest pas dérivable en 0.
x-0~ x-0 x-0t x-0

Interprétation géométrique de ce résultat
lim (%= f(O)
x->0" X-—
d’équatlon x=0
f;(0) = 0, alors (Cf) admet a droite de 0 une demi-tangente d’équation y = 0.
Le point (0 ;0) est un point anguleux de (Cf).
4°) Etude des variations de f
Six<0,f’(x)=1-In(-x) -1 =-In(-x) & f’(x) =-In(-x)
Signe de f’(x)
f’x)>0 -In(-x)>0<In(-x) <0 & x<lex>-1
-Pour x €]-1 ;0[, f’(x) > 0, et Pour x €]- ;-1[, f’(x) <0.

= +o0, alors (Cf) admet a gauche de 0 une demi-tangente verticale
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Sens de variation de f pour x <0
f est strictement croissante sur]-1 ;0[ et strictement décroissante sur ]-co ;-1].

1
Six>0,f’(x)= %e_I > 0, pour tout x > 0, alors f est strictement croissante sur ]0 ; +oo[

En conclusion
f est strictement croissante sur ]-1 ;0[ et sur ]0 ; +oo[ et strictement décroissante sur
J-o0 5-1[

4°) a) Calculons la limite en -oo de "2

x

. f(_x): . B : — i B -

xl_l)rzloO " xl_l)rzloo(l In(-x)) Xll)r}-lw(l InX) = -0
lim ©& =
x—-—oo X

b) Montrons que (D) : y = X — 1 est une asymptote au voisinage de +oo.

-0 (Cf) admet une branche parabolique de direction (oy) au voisinage de -

. L -2 e 1l x 1
xlir-}:loo fx)—-y) = xll)Too(Xe x+1)= }}_r)%( et 1)
1 il A — ﬁ = - =
Jim (f(x) —y) = lim(= =—+1)=-1+1=0
lirP (f(x) —y) = 0, alors (D) : y = X — 1 est une asymptote oblique a (Cf) au voisinage de +o
X—+0

6°) Construction de la courbe de (Cf).
Tangente au point X = -e
f'(-e)=-lne=-1,f(-e) =0 o (T):y=-1(x+e)e [T):y=-x—¢

¥ .
(L)
2_
(1)
1z
7
-3 -3 - ™o 2 3 x
14
PARTIE Il

Pour n € IN, on pose Uy, = [ 1 f(x)dx

1°) Montrons que U, > 0, pour tout n € IN
D’apres la représentation graphique de (Cf), on remarque que pour x €[- € ; 0], f(x) <0.

Pour toutn € IN, [-e; —%] c [-e; 0], alors pour tout x € [-e ; —%], fix)<0d’ou

) 1
f__eﬁ f(x)dx<0 & U, = f__g f(x)dx = _f—_e; f(x)dx >0
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Donc U,, > 0, pour tout n € IN.
2°) Déterminons le signe de U, ., - U,

Upsr - Un =[5 f)dx - [T1f(x)dx = [~51 f(x)dx + f__e%f(x)dx

n+1 n n+1
1 1 1

Uppr-Uy = f_lf(x)dx = -f_ IH(x)dx > 0 car f_ {H(x)dx <0
n+1 n n

Par conséquent pour toutn € IN, Uy, 1 - U, >0
On en déduit que la suite (U,,),en €St croissante.

3°) Calculons [ 1 xIn(—x)dx a I’aide d’une intégration par parties.
n

POSOHS{

v(x) = In(—x) V(%) =

u'(x) =x u(x) = Xj

JZExin(=x)dx = [ In(=] 7§ - 3 [ 5 xdlx

=[S In(—0 -%17%

1 1
A, n(n)
4n2 2n2

— 2
f_gxln(—x)dx = % +

Déduisons I’expression de U,, en fonction de n
U, = f__f f(x)dx = f__f(x — In(—x))dx = [ 1xdx - [ 1 xIn(—x)dx

ln(n)) U, :f_i_ln(n)

ARG

Interpretatlon qraphique de U,

U, = [T fx)dx=-[" nf(x)dx f n —f(x)dx

U, est I’aire en unité d’aire du domaine plan délimité par la courbe (Cf), ’axe des abscisses et

les droites d’équations x =-e et X = —%

4°) Calcul de la limite de U,, quand n tend vers +oo
lim U,
Mm—-+o00

Déduisons 1’aire du domaine hachuré

1
A:-fo f(x)dx x U.A = lim —f_;f(x)dxxU.A: lir}rl [T f(x)dx x U.A
n-+w "4

A= (thn)xUA——xUA . U.A = 4cm? et donc

n—--+oo

PARTIE 111

ﬂg:%

y) =—
1°) Equatlon de la trajectoire du mobile M

1
-z 1 1

X = x(t)-—@t-—,y y) =SF=xex © |y=xe xavecx >0

X

2°) La trajectoire du mobile M est la partie de (Cf) correspondant a x > 0
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UNIVERSITE DE OUAGADOUGOU Année 2001
Office du Baccalauréat Session Normale
--------------- Durée : 4 heures
Série D Coefficient : 05

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2)pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

EXERCICEI (4 points)

Une masse m, mobile sur un axe ( O ;7)) a sa position représentée sur cet axe par le point M.
Cette masse est soumise a une force d’attraction F telle que ’abscisse y(t) du point M
exprimée comme fonction du temps, vérifie I’équation différentielle :

. I* 0
y A y=
1) Donner la solution générale de cette équation différentielle.
2) a) Montrer que la solution vérifiant les conditions initiales y(0) = 1 et y’(0) = - 37” ,

i 3 . (37
s’exprime pour t >0 par : y(t) = CO 7t —sin 7t .
b) Déterminer le nombre réel a compris entre 0 et 1 et que pour t >0,
3
y(t) = «/Ecos[f (t+ a)}

3) En utilisant la question 2)b.

a) Donner la valeur positive de t pour laquelle le point M passe pour la premiere fois au
point O.

b) Combien de fois le point M passe t-il en O dans I’intervalle de temps [0 ; 4 ].

EXERCICEII (4 points)
Dans une loterie, on distribue deux séries de billets : A et B.
La série A comporte 12 billets dont 4 gagnants.
La série B comporte 15 billets dont 5 gagnants.
Une personne achéte 3 billets dont 2 de la série A et 1 de la série B. On suppose tous les choix
équiprobables.
1) Quelle est la probabilité qu'un seul des 3 billets soit gagnant ?
2) Quelle est la probabilité que 2 au moins des 3 billets soient gagnants ?
3) Tout billet gagnant de la série A gagne 2500 F et tout billet gagnant de la série B gagne
5000 F. On Désigne par X la variable aléatoire qui associe a I’achat de 3 billets (2 de Aet 1
de B) le gain réalisé.
a) Quel est I’ensemble des valeurs prises par X ?
b) Déterminer la loi de probabilité de X.
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c¢) Calculer I’espérance Mathématique E(X) et la variance V(X) de X.
Déduisez-en 1’écart type.
PROBLEME (12 points)

3 X
Soit 1 IR 2IR, X {_x+5_x2+1

(x—1De**six € J1; 4o

;Six € |—o0; 1]

PARTIE A

~1)-2x2+x-3)
ey, f()=
1) a) Montrer que pour toutx de] -0 ; 1 [, f(x) 2(x2+1)

b) Résolvez dans IR 1’équation : f(x) = 0.
2) On admet que f est dérivable sur J-oo ;1 [etsur] 1;+ o[

a) Justifier la continuité de f sur IR.

b) Etudier la dérivabilité de f au point 1. Interpréter graphiquement ce résultat. Sur quel
sous ensemble D de IR f est —elle dérivable ?

¢) Calculer f’(x) pour tout x de D.

d) Etudier les variations de f. Calculer les limites de f en - oo et en + oo , puis dresser le
tableau de variation de f.
3) a) Montrer que (Cf ) admet une asymptote oblique (D) en - co dont vous préciserez une
équation.

b) Etudier la position de (Cf ) par rapport a (D) sur ] -o; 1].
4) a) Donner une équation de la tangente ( T ) a ( Cf ) au point A d’abscisse 0.

b) Etudier la position de ( Cf ) par rapporta ( T ) sur | -o0; 1].

c) Déterminer le point B de ( Cf ) d’abscisse a, a <1 , en lequel la tangente ( A ) est
parallele a la droite (D).
5) Dans le repére (O ;7;J), placer les points A et B. Tracez les tangentes a ( Cf ) au point
d’abscisse 1, puis tracez (D) ; (T ); (A)et (Cf).
PARTIE B
Soit g la restriction de f a I’intervalle ]- o ; 1].
1) a) Montrer que g est une bijection de ] - oo ; 1 ] sur un intervalle que vous préciserez.

b) Sans expliciter la bijection réciproque g ~* de g, dresser son tableau de variations.

2) Construisez dans le repére (O ;7;j) la courbe (Cg,l) de g*, en expliquant la construction.

3) Calculer en cm? I’aire de la partie du plan délimitée par ( Cf ), la droite d’équation
X = % et les axes du repére.
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Année 2001
Corrigé

PROPOSITION DE CORRIGE

EXERCICE |

2
+ %y =0
1°) Donnons la solution générale de cette équation différentielle
y = Acos(=-t) + Bsin(="t) (A etB des réels) ; t>0

2°) a) Montrons que la solution veérifiant les conditions initiales : y(0) =1 et y’(0) = - % est

y(t) = cos(%t) - sin(%t) ;>0

y(O)—l@A—l
y(t)—-—Asm( 1) +—Bcos(—t)
y(0)=-= B—-7”<=>B—-1

y(t) = cos(Tt) - sm(Tt) ;>0

b) Déterminons le réel a compris entre 0 et 1 tel que, pour t > 0, y(t) = \/Ecos[%(tJr o)]
Pwﬂ>aw0—w%—o mm—o-fifwﬂ—o Ssin(50]
—\/_[— t)-— m( “1) ] —\/_[cos cos(—t) sin— sm(—t)]
=2 cos(? Z) donc y(t) = VZcos[2x(t+ )] ; t>0 d’oit o=

3°) a) Donnons la valeur positive de t pour laquelle M passe pour Ia premiére fois au point O.
M passe au point O si et seulement si y(t) =0
2k

yt)=0& \/_cos[—(t+ —)] 0 cos[—(t+ —)] =0 —(t+ —) == + kn t+ == 5 =

ot=i+2
6 3

t>0 o %2% <:>4k2-1<:>k2_71;kétantunentier,alorskeNdonc t:%+% k €N

M passe par O pour la premiére fois si k =0
Sik=0,t=>

b) Déterminons le nombre de fois que le point M passe par O dans I’intervalle de
temps [0 ; 4]
t€[0;4]<:>051+§§4@'15§§4'1 -—§E<—® 1<4k<23

6 3 6~ 3 6 6= 3 6

©-1<k<Z ©-0255k<575 ©Ke{0;1;23;45)
te[0;4] e ke{0;1;2;3;4;5}
Le point M passe 6 fois par le point O dans P’intervalle de temps [0 ; 4]
EXERCICEII
1°) la probabilité pour qu’un seul des 3 billets soit gagnant.
Card(Q) = C2, x Cis =990
Soit P; cette probabilité
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P, = Ci C5CIoCQ +CaCTCECY _ 390 _ 39 _ 13, 13
1= 990 T 990 99 33
2°) La probabilité pour que 2 au moins des 3 billets soient gagnants
Soit P, cette probabilité
p.= C% C3CIoC3 + Cf CigCa+ CHCRCECT, _ 450 _ 45, [ _ 5
2" 990 " 990 99’ 11
3°) a) Ensemble des valeurs prises par X.
X(Q) ={0;2500;5000; 7500; 10000}
b) La loi de probabilité de X

c3cici,c? 280 _ 28

P(X=0) = 990 990 99
1,101 0
P(X=2500) = < dems = 28 - 32
2-~00,1 0 0,200 1
P(X: 5000) — C4C8C10C59';;:4C8C10C5 — % — g
1 101,00
P(X= 7500) = "=t = S8 = 22
200,10
P(X=10000) = ===t = 28 = 2
X; 0 2500 5000 7500 10000 Total
P(X=x;) 28 32 20 16 3 |1
99 99 99 99 99

3°) Calculons E(X); V(X) et oy.

10.000]
E(X) = 2=
1.900.000.000  ,10.000 800.000.000
V(X) = E(X?) - [E)]? = 208000 (18202 o v(x) = ZETR0
20.000 |2
ox = JV(X) & |ox = 3 \/;
PROBLEME
PARTIE A

(x—1)(-2x%+x-3) |

1°) a-Montrons que pour tout x de] -0 ; 1 [; f(X) = . pour tout x de]-o0 ;1 [;

2(x%2+41)
f(x) = X + 3 x  _ —2x(x?+1)+3(x%+1)-2x _ —2x3-2x+3x2+3-2x _ —2x3+3x%—4x+3
2 x%+1 2(x2+1) 2(x2+1) 2(x2+1)

Factorisons par —2x3 + 3x% — 4x + 3
—2(1)3+3(1)2-4(1)+3=-2+3-4+3=-6+6=0, alors 1 est une racine de ce
polynéme.
Division euclidienne.
—2x3+3x%2—4x+3 x-1
2x3 — 2x? —-2x%>+x-3
x? - 4x +3
-x% + X
-3x+ 3
3x-3
0
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On en déduit que : —2x3 + 3x? —4x+ 3 =(x — 1)(—2x* + x — 3)

y A _ (x=1)(-2x%+x-3)
D’oi f(x) = 25

b) Résolution dans R de 1’équation f(x) =0
— —_ox2 —

fx) =0 & ”;(XZSX D=0 (x—1)(-2x2+x—3)=0car2(x2 + 1) £ 0
©x—1=0o0u—-2x*4+x—-3=0x=1 ou—2x>+x—3=0
A=-23<0,alors —2x* + x — 3 # 0, pour tout x de R. Donc f(x) =0 & x=1 et [S={1}
2°) a) Continuité sur R.
f est continue sur] -0 ; 1 [et sur]l ; +oo [car par hypothése, elle est dérivable sur chacun de ces

intervalles. Il suffit donc d’étudier la continuité au point 1.

f(l):_l+§_i:l_l:0

2 141 2 2

X —
X2+1) =0

lim f(x) = lim(x-1)e™**1 =0e° =0
x-1t x-1

i £60) = lim (-x + 2 -
Y 00 Jim (x+

liIP_f(X) = 1ir1n+f(x) = f(1), alors f est continue au point 1. Par consequent f est continue
X— X—

sur R.
b) Dérivabilité au point 1.

m =0 = Jim (—2x2 +x — 3) = -4, alors £ (1) = -4

x-1" x—-1"

m W — i e =x+1 = 1 alors f'q(1) = 1
x-1t  x-1 x—>1*

f'g(1) =-4#f'4(1) =1, alors f n’est pas dérivable au point 1
Interprétation graphique de ce résultat

f'g(l) = -4, alors (C f) admet a gauche du point 1, une demi-tangente de coefficient
directeur -4. (Ty) 1y =-4x+4
f'q(1) =1, alors (C f) admet a droite du point 1, une demi-tangente de coefficient
directeur 1. (Tg) :y=x-1
Le point (1 ; 0) est un point anguleux pour (C f)

Déterminons 1’ensemble D de dérivabilité de f
D’apres les résultats du b)
D =] -00; 1 [U]1;+oo [=R\{1}

c¢) Calcul de f°(x) pour x € D

X

Pour x €] -oo;l[;f(X)Z-X+%-

x2+1
£o(x) =-1 x?+1-2x? _ —(x?41)?=(-x?+1)? _ —x*-2x?—14x?-1 _ —x*—x%-2
(x2+1)2 (x2+1)2 - (x24+1)2 T (x241)2
)
. _  XTAXT42) .
f’(x) 12 i X €] -o0;1]

Pour x €] 1 ; 4o [, f(x) = (x-1)e **1
f’(X) - e—x+1 _ (X_l)e—x+1 - (1_X+1)e—x+1
\f ’(x) = (-x+2)e Xt | x €] 1; +oo [
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d) Etude des variations de f
Signe de f’(x) sur D

) s _ xt4x242
- POUI’X E] -0 ] 1 [ ) f (X) - (X2+1)2
x*4+x%242
V X €] -0 ; 1[,(x* + 1)? >0, x*>0, x2>0 et 2>0, alors f ’(x) = — (x2+1)2 <o

x*+x2+2

f’(X)=—(XZT)2<O,VXE]-00;1[

- Pour x €] 1; +oo [, £ ’(x) = (-x+2)e **1
V X €] 1; oo [, e **1>0, alors le signe de f ’(x) dépend de celui de —x + 2. Par conséquent :
Pour x €] 1;2 [, f°(x) > 0
Pour X €] 2; +o [, f°(x) <0
Sens de variations de f
f est strictement décroissante sur] -co ; 1 [puis sur] 2; +oo [ et
strictement croissante sur ]1; 2 [.
Calcul des limites

. _ pin T2X343x%-4x43 . o-2xd L o . : —
A ) = i e T e R = alors [im 160 =+
lim f(x) = lim (X-1)e™**1 =400 x 0 F.I
X—+0o0 X—+o0
Levons I’indétermination
Posons X = x-1; “T X =+
X—+0o0
lim f(x) = lim Xe X =0, alors |lim f(x) = 0
X—+ow X—-+x© —+00
Tableau de variation
X -0 1 2
“+00
f°(x) - 4] 1 + ) -
+00 e_l
f(x)
0 0

3°) Montrons que (C f) admet une asymptote oblique (D) en -

X
X2+1

Au voisinage de -oo, f(x) = -X + 2 -

Soit (D) : y = -x + 2. Calculons lim (f(x)-y)
X—>—00

—X

I e N
X2+1) B xll}zloo(;) B xl—l}zloo(y) =0

lim (f(x)-y) = lim (
X—>—00 X——0
lim (f(x)-y) =0, alors (D) : y =-x + % est une asymptote oblique a (C f) au voisinage de -

X—>—0o0

Etudions la position de (C f) par rapport a (D).
Etudions le signe de (f(x)-y) sur ] - ; 1]

(x)-y = ==

X2+1
V X €] -0 ; 1], x? + 1>0, alors le signe de (f(x)-y) dépend de celui de —x. Par conséquent :
Pour x €] -0 ; O[, f(x)-y >0 et pour x €] 0 ; 1], f(x)-y <0
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On en déduit que :
Sur] - ; O[, (C f) est au dessus de (D) et sur] 0 ; 1], (C f) est en dessous de (D)
4°) a) Equation de la tangente (T) @ au point A d’abscisse 0

(T):y=£’(0)(x-0) +f(0); £°(0)=-2; f(0) :2 et (T):y= -2x+;
b) Position de (C f) par rapport a (T)
Etudions le signe de (f(x)-y) avec y = -2x + 3

X 3 b'e x34 x—x
+2X-2=X- = —
X2+1 2 X2+1 X2+1

-y =X+ -

f()-y = 5 x €] -0 ; 1].
V X €] -0 ; 1], x2 + 1>0, alors le signe de (f(x)-y) dépend de celui de x3. Par
Conséquent : Pour x €] -oo ; O, f(x)-y <0 et Pourx €] 0; 1], f(x)-y >0
On en déduit que : Sur] - ; O[, (C f) est en dessous de (T)

Sur] 0; 1], (C f) est au dessus de (T)

¢) Déterminons les coordonnées du point B d’abscisse a ou la tangente (A) a
(C 1) est parallele a (D).
(A):y=f’(a)x-a)+f(a);a<l

W 1(D) & (@)=L — T2
o at+a?+2-a*2a%-1=0=-a%+1=0=a=+1;ora<ldonc a=-1
f(a) = f(-1) = 3

On en déduit que :

Construction de (C f)

=-lo a*+a?+2-(a%2+1)?=0
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PARTIE B
g est la restriction de f sur] - ; 1].
1°) a) Montrons que g est une bijection sur] - ; 1].
D’aprés 1’étude de la partie A, g est continue et strictement décroissante sur
] -0 ; 1], alors elle réalise une bijection de] -oo ; 1] sur f(] -oo ; 1]) =[ 0 ; +oo[.
b) Tableau de variation de g~
g et g~1 ont le méme sens de variation, par conséquent, g~ est strictement décroissante sur
[0 ; 400 [car g est strictement décroissante sur]| -co ; 1]

X 0 +00
€ H® -

+00

(8709  »
1

2°) Construction de (C g™?1)

(C g™ 1) et (C f) sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice sur
] -0 ; 1]. Voir graphique.

3°) Calcul d’aire

A= f03/2 f(x)dx x UA = (fo1 f(x)dx +f13/2 f(x)dx) x UA

1 1 3
Jo fOdx = [ (—x + > — ——
[y f(x)dx =1-In2

f13/2 f(x)dx = flg/z(x — e **1dx
Intégration par parties

u®) =x-1 @{ u'(x) =1

V'(X) — e—x+1 U(X) — _e—x+1

3/2 f(x)dx = [—(X — 1)e—x+1]3/2+ 3/2 e—x+1 4y
1 1 1

ff/ “f0dx = [~ (x — 1)e ¥ - e P2 = [(—x + 1 — 1)e ¥+

2
) dx = [ =+ 2 --In(x? + D]}

Posons {

_ 3 _1
= [-xe 1]}z —Ze7z + 1
1 2
_1
1 4—In2-3e 2

A=(1-5In2—Zez+1) UA= x UA: UA = 4cm? alors

1
A =2(4 —1In2 — 3e” 2) cm?
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UNIVERSITE DE OUAGADOUGOU Année 2000
Office du Baccalauréat Session Normale
--------------- Durée : 4 heures
Série D Coefficient : 05

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte deux (2)pages
(Les calculatrices ne sont pas autorisées)

EXERCICE 1 (4 points)
Le tableau suivant donne pour chaque année, le nombre de naissances enregistrées dans une
Mairie :

Années 1988 | 1990 | 1992 | 1994 | 1996 | 1998

Rang de I’année x; 1 2 3 4 5 6

Nombre de naissancesy; | 374 | A | 334 | 312 B 266

Lors d’un déménagement de cette mairie, les registres des années 1990 et 1996 ont été égarés,
de sorte que le nombre de naissance de ces années restent introuvables. Mais un stagiaire qui
¢tait affecté avant la perte des documents avait permis d’obtenir par la méthode de MAYER
par regroupement des trois premiers points et des derniers point du nuage, la droite
d’ajustement de y en fonction de x d’équation : y = -22x +397.
1) A combien peut on estimer le nombre de naissances lors de I’année 1995 ?
2) On suppose que 1’évolution des naissances reste semblable au cours des années a venir.

a) Quel sera le nombre de naissances au cours de I’année 2000 ?

b) A partir de quelle année y aura- t-il deux fois moins de naissances qu’en 1988 ?
3) Déterminer A et B .
EXERCICEII (4 points)
Dans le plan muni d’un repére orthonormé ( O ; U,v ) on donne les points A et B d’affixes

Zno=2+2i et Zy=(+3)+i(3+3).

. Z o
1) Ecrire le nombre complexe Z = Z—A sous forme algébrique.
B

2) a) Déterminer OA et AB. Vérifier que OB = 2(1+ \/é)

b) Déterminer en radian, la mesure principale de (i ; ﬁ) et de (u :0B ). En déduire

une mesure en radians de I’angle (O—A ;07?)

3) En utilisant les questions précédentes, donner les valeurs exactes de cos% et de sin% :

4) a) Déterminer I’affixe du point D image de A dans la rotation de centre O et d’angle
o= 2(0—A> ;O—Lf)
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b) Quelle est la nature du quadrilatere OABD ? Justifier votre réponse. ( pour la figure on

prendra V3 =17).

PROBLEME (12 points)

PARTIE A

X

Soit la fonction numérique g définie sur] 1 ; + oof par: g(x) = 1
X_

—In(x-1) ou, In

désigne la fonction logarithme népérien.

1) Etudier le sens de variation de g.

2) a) Montrer que I’équation g(x) = 0 a une unique solution oo dans ] 1 ; + oo .
b) Montrer que 2 < a<3.

3) En déduire le signe de g sur] 1 ; + oof.

PARTIE B

On considére la fonction f sur ] 1 ; + oof par f(x)= w Soit ( C) la courbe
X2 — X

représentative de f dans un repére (O ;7 ;7 ) .Unité graphique : 2cm sur (x’O x) ;
et4cm sur(y’Oy).
1) Calculer les limites de f en 1 et en + co. Interpréter les résultats .

2) a) Montrer que pour toutxde]1;+ o[, f(x)= Mx g(x) .

)

En déduire les variations de f.

2
b) Montrer que f(a) = WZO&—].) et dresser le tableau de variation de f.
3) Construire la courbe (C).
PARTIE C

On se propose de donner un encadrement de 1’aire A exprimer en cm? de I’ensemble des

5
<x<-2
pointsM(x;y)teIsque:{ 2sxsy
0<y<f(®
1) a) Mont tt>2'1<2<l
a) Montrer que pour tout x > Ona.(x-l)z_xz—x_x—l
In(x -1 In(x -1
b) En déduire que pour tout x > 2, ( )< f(x) < ( )

5
2) a) Calculer | = IZMX.
2 (x-1)
. o : °In(x-1)
b) En utilisant une intégration par parties, calculer J = LZ (—1)2dx.
X_

5
3) a) Déduire de ce qui précede un encadrement de K = E f (x)dx .

b) Exprimer A en fonction de K, puis en déduire un encadrement de A.
On donne In(2) = 0,69 et In(3) = 1,09, a = 2,85 et f(a) = 0,25
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Année 2000
Corrigé

PROPOSITION DE CORRIGE

EXERCICE |

1°) I’estimation du nombre de naissances lors de I’année 1995.
445

X=22=45;y(45)=-22x4,5 + 397 = 298

Le nombre de naissances lors de I’année 1995 peut étre estimé a 298

2°) a) Nombre de naissances au cours de 1’année 2000

X=7;y(7)=-22x7 + 397 = 243

Le nombre de naissances au cours de I’année 2000 est 243

b) Calcul de I’année a partir de la quelle il y aura deux fois moins de naissances qu’en 1988
Le nombre de naissances en 1988 est 374

2y<374 & y<t o y< 1876 22x+397 <187 & 22x <-210
ex>22 ©x29540x=10

Calcul de I’année :

1986 + 2x10 = 2006

C’est a partir de I’année 2006 qu’il y aura deux fois moins de naissances qu’en 1988
3°) Calcul de AetB

A=-22x2+397 & [A=353 ; B=-22x5+397 &

EXERCICE 1l

Zpa=2+2i; Zg = (1+V/3) +i(3+V3)

1°) Ecrivons le complexe Z = ;—A sous forme algébrique
B

7= 2 +2i _ @+ 2D[(1+V3)-iB+V3)] _ (2 + 2D)(1+V3)- i(2 + 21))(3+V3)
(1+V3) +i(3+V3) (1+v3)2 + (3+/3)2 16+8V3
_ 2+2V3+ 2i+i2v/3-1(6+2V3+61+i2V3) _ 2+2v/3+2i+i2V3 — 61 — i2V3+6+2V3)
- 16+83 B 16+83
_ 2+2y/3+6+2v/3+i(2V3- 6-2V3+ 2)
B 16+8v3
_ 8+4V3-4i
T 16+8V3

_2+V3-i_ 2+V3  i(4-2v3) _1 -i( 4—2\/5)
T a+2v3  22+V3) 16-12 2 4
R NSO 3
Z_E-I(1_7)_2+|(2 1)
x/§—2)

Z=%+i(T

2°) a) Déterminer OA et AB
OA=|Zxl=[242i|=V22 +22=4/8 < DA=2/2
AB = |Zg — Zp| =|(-1 +V3) +i(1 +V3) | :\/(—1+\/§)2 + (1+V3)2 =V8
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Vérifions que OB = 2 (1+ v/3)

OB =|Zg| = |(1 +V3) + i(3+\/§)|=\/(1+\/§)2+ (3 +V3)2
0B=116 + 8v3 =24+ 2v3=2|(1 +v3)2 = 2|1 + V3| 0B =2 (1+V3)

b) Déterminons en radians, la mesure principale de (3 ; OA) et (4 ; OB)
(4; OA) = arg(Zy) = arg(2+2i) = = + 2k = ( keZ)
(i; OA) = 7[2m]

cos0 = 1+3 1
= _ T 2(1+/3) 2 _=
(u; OB)=arg(Zg) =06 & o 3 _E@G—S
T 2(1+V3) 2

(u; OB) =arg(Zg) =% + 2k ( keZ)
(u; OB) = 7[2n]
Déduisons une mesure en radian de( OA ; OB)
(0A;O0B) = (0A ;W) + (U; OB) =-(U; OA) + (U; OB)
= — 2+ 2=2+ 2k 1 (KET)
4 3 12
(OA; OB) = — + 2k  (KEZ)

3°) Déterminons les valeurs exactes de cos— et sin——

y 1o _Za_ 1, (V32
Dapresl)Z—ZB—2+|( 2)

D’apres 2°) arg(Z) = (@) ; FA} = -(ﬁ ; @) =- 1—n2 + 2k n (KEZ)

|Z|_Z_A_% 22 _V2(1-V3) _V2-+6
" zg OB  2(1+V3)  1-3 -2

2
La forme trigonométrique de Z s’écrit :

2= (cos(~ L) + isin(-2))

La forme algébrique de Z s’écrit: Z=- + (

V3- 2)
2
Par identification des deux formes d’ ecrltures ona:

\/_\/_

(_E)__ (V6 - \/_)cos(——)—l
\/_zfsin(— %) = —\/52_2 (V6 — V2) sin(— —) =3-2
m 1 Ve+V2
cos( = E) T Ve-vz | a
= WF-2)(6+ VD) _ V218
sin(— 12) a 4 4
n_ V6+V2
T b T b COSE - 4
Or cos(— —) = cos—et sin(——) = —sin—; donc
12 12 12 12 si % _ \/E:/E
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4°) a) Déterminons I’affixe du point D image de A par la rotation de centre O et d’angle
a=2( 0A; (_)T?;)
GZZ(E&;(—)T_);) ZZX%ZE
Zp= eiEZA = (cosg + isin g)(Z +20)
=@+ he+2)=v3+iv3+i-1

Zp= (V3-1) +i(1+V3)
b) Nature du quadrilatére OABD

D est I’image de A par une rotation de centre O,
alors OA = OD.

D’aprés 2°) a) OA = AB =2+/2, alorsona:
OA=AB=0D =2V2.

Calculons BD:
BD=|Zp—Zg|=|-2-2i| =22
D’otona: OA=AB=0D =BD. Les 4 cotés
du quadrilatére sont égaux par conséquent
OABD est un losange.

PROBLEME

PARTIE A
. X _ . - .
Soit g(x) = Py In(x —1);Dg =] 1;+oo]
1°) Etude des variations de g.
Dérivée
. _2x—1—2x_L_ -1 _L
gx)= (2x-1)2  x-1  (2x-1)2 x-1
s _ —(x-1)-(2x-1)% _ —x+1— 4x%+ 4x—1
gx)= x-1)(2x-1)2 (x—1)(2x—1)2
yron _  —4x%43x
g'(x)= (x—1)(2x-1)2
Signe de g’(x) sur]l ; +oo [
V X €]1 ; +oo[, x — 1>0 et (2x — 1)%>0, alors le signe de g’(x) dépend de celui de
— 4x% + 3x.. Par conséquent :

X —0 1+o0

-4x2+3X - 0 +

orlw

g (x) -

VXE]Ll;+o[,g(x)<0
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Sens de variations
Sur] 1; +oo [, g est strictement décroissante.
2°) a) Montrons que 1’équation g(x) = 0 a une unique solution o dans] 1 ; +oo [
D’apres 1°) g est continue et strictement décroissante sur | 1 ; +oo [, elle réalise une bijection
de]l;+oo[surg(]1;+o[)=] 11m g(x) limg(x) [ ]-oo +o0[

x-1+

Carona: 11m g(x) =-c0; et limg(x) = +oo
x-1+

0 €] - ; +o [, alors I’équation g(x) =0 a une unique solution o dans] 1 ; +oo [
b) Montrons que 2 <o<3

g(2):§>0;g(3):§-ln2<0

g(2) x g(3) <0, alors 2 <a<3

3°) Deduisons le signe de g sur]l ; +oo [
Tableau de variations

X1 a +o0
g () -

+00

9 (X) \Q\

Pourx€]l;a[,g(x)>0 et PourXxE€]a;+owo [,g(x)<0
PARTIE B

On considere f(x) =

=00

21n(x 1)

Df—]l +OO[

1°) Calculons les hmltes de fen I et en +oo.

2In(x—-1) _ 2 —
xlir1n+f(x) = xl_)1+ = xl_)1+ ==X In(x—1) =-
lim 2 = —+ = 4w
lim f(x) = -oo| Car X1+ X5ox 0
=1+ lim In(x—1) = lim InX = —o,avecX =x—1
x—-1+ x—0+
lim () = lim 252 = lim 2x 222 =0
X—4o0 >+ X2—X x—>+ooX x—1
lirP 3X= 0
lim f(x) =0 Car I
=40 limmz limm—XzO;sz—l
x—>+w X—1 X-o4w X

Interprétation des résultats

lml f(X) = -0, alors la droite d’équation x = 1 est asymptote verticale de (C f)
x—)

lim f(x) = 0, alors la droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale de (C f)
X—+o0

2°) a) Montrons que pour tout x de] 1 ; +oo [, £’(x) = Zg’ix)lz) x g(X)

2 x(x?-x)-2(2x—1)In(x~1) _ 2x-2(2x-Dln(x-1) _

P = (2 -x)?2 (2 -x)2 - (x?-x)2
_2@x-1)r x _ X _ —
= [2x—1 In(x — 1)] or s In(x—1)= a(x)

. 2(2x-1)
D’ou f’(x) = (xz’jx)z x g(x)
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b) Déterminons les variations de f.
Signe de f’(x)
VXE]L;+oo] 22x_1)

()2

> (), alors le signe de f’(x) dépend de celui de g(x). D’ou d’apres la

partie A

Pourx€]l;al[,f’(x)>0

Pourx€la;+o[, f’(x)<0
Sens de variations

f est strictement croissante sur] 1 ; a [et strictement décroissante sur] o ; +oo [
20

C) Montrons que f((l) = m

fl0) = S350 00 =0 o5 - In@ =1 =00 In(a = 1) = 25
. 20 _ 20
Donc f((l) - ala—1)(2a—1) - (a—1)(20—-1)
_ 2a
f((l) " (a-1)(2a-1)
Dressons le tableau de variations de f
” 1 o +00
f(X) f(o)

3°) Construction de la courbe (C f)

(C N (ox)=1{(2;0)}

¥
iy
7
P
—=1 0 r 3 ‘:4 5 x
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PARTIE C
° : 2 o1
1°) a) Montrons que pour tout x > 2 : — S xS
. . cpps 1 2
Etudions le signe de la différence ((x—1)2 - x2—x)
1 2 x?—x—2(x-1)% _ -x?+3x-2

(x—1)2 Tx2-x (x-1)2(x2-x)  (x—1)2(x2-x)
Vx>2 (x—1)2>0etx?—x>0, alors le signe de cette différence dépend de celui de
—x?+3x—2

Par conséquent :

X -00 1 2 +00
—x?+3x—2 - [) + ) -
' T
2 _r *
Vx> 2 1)2 Pox— (x— 1)2 = x2—x ( )
1
x—x  x-1
Etudlons le signe de ( )
2 1 _ 2(x—1)—(x?—x) _ 2x—2-x?+X _ —-x%+3x-2
x2-x x-1 x2-x)(x-1)  (x2-x)(x-1) (x2—x)(x—1)
2 1 —(X—Z)(X—l) _ —X+2

x2—x x—1 x2-x)(x-1) - (x2-x)

Vv x>2,x% —x>0, alors le signe de cette différence dépend de celui de —x + 2. Par

conséquent.
X -00 2 400
X+ 2 + (1) -
1
> < < *x
VX2)(2)<)<10<:>x2—x_x—1()
1 2
(x—1)2 = x2—x 1 < 2 < 1
2 1 © e S Px a1
x2-x — x-1
In(x-1 In(x-1
b) Déduisons que pour tout x > 2 : n(Xl)Z) <f(x) <——= n(x )
2 1

< < —
(x-1)2 7 x2-x T x-1

Vx>2,x-1>1&In(x-1)>0; par suite

Pourtoutx>2ona:

In(x—-1) _ 2In(x—-1) _In(x—-1) 2ln(x—-1) _
(x—1)2 = x2—x = x—1 , Of x2—x =1(x)
s~ [In(x-1) ln(x 1)

D’ou 1) <f(x) <—

2°) a) Calculons | = fs/z lnix 11) dx

1= 72 dx=1= [ xIn(x - 1) dx
Posons u(x) = In(x-1) ; u’ (X):E donc

— xIn(x— 1) =u’(x) X u(x) d’oi

|= [ (n(x— 1)?°) =2 (In())?
I=>(In2)? = (In3 — In2)?
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b) Calculons J = /2 1n(x1)12) dx

Intégration par parties

Posons - 1)2 & it
v(x) = In(x—1) v'(x) = —
5/2 ln(x 1) In(x-1){5/2 5/2 1
J= f (x-1)% dx =[- x—1 17 +J.2 (x—1)2
_r -1 15/
a [ x—1 X—1] 2
1-2(In3-1n2)

2 3 2 1 2 3
J=-2In3-241=2-2In3=
3 2 3 3 3 2 3

1-2(In3-In2)

J =
3
3°) a) Encadrement de K = f5/2 f(x) dx
VXx>2; ln(x Y < f(x )<1n(X D alors
-1)

5/2 In(x— 1) 5/2 5/2 In(x-1)
fz x-1)2 dx < fz f(X)dX < fz 1 dx

1-2(In3-In2)
3

J<K<le <K< (In3 — In2)?

AN:
b) A= [? f(x) dx x UA

Exprimons A en fonction de K
A=K xUA & A=4K car UA=4cm?

“[1 - 2(In3 — In2) ] <A < 2(In3 — In2)?
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