Devoir de mathématiques Tales

Exercice 1 Chute d’un corps avec résistance de lair
a) Soit f(z) = " la fonction exponentielle. On a f'(z) = f(z) = €%, et, enz = 0, on adonc f/(0) = € = 1.

04+ h)— f(O h—1
Par ailleurs, par définition du nombre dérivé : f'(0) = }lir% SO+ i)z 10 _ }llin% eT qui est la limite
P I |
recherchée. Ainsi, | lim =1|
z—0 x
b) Cette équation différentielle se réécrit : v' = ——wv + ¢ qui a donc pour solution la fonction
m
m
() = Ke™mt 4 ?g, ott K est un réel.
. mg ..
¢) At=0,onav(0)= vy, soit, v(0) = Ke° + 29 k K+? = vp. Ainsi, K = vy — =, et donc,
_k mg mg\ _k mg _ mg ko _k
t) = K mt —_— = ( — —) mt —_— (]_ — m > mt’
v(t) e m + 7 v e + P e + voe
k
d) On pose X = ——t, et donc, k tend vers 0 est équivalent a X tend vers 0, et v(t) s’écrit alors,
m

t X -1
v(t) = _g} (1—€") +ve* = gt6 e + vpe™

X _

=0, d’apres 1), et lim vpe™ = vpe® = vy.
X—0

Lorsquek—>0<:>X—>O,)l(imO€

On en déduit que, En}) v(t) = )I(HHO v(t) = gt + vp : en I'abscence de frottement, c’est-a-dire lorsque k = 0,

le mouvement du corps est uniformément accéléré.

Exercice 2 (Baccalauréat France métropolitaine, septembre 2008, 3 points)

f ()

1. a) Soit f une solution de (E), et g la fonction définie sur |0; +oo[ par g(x) = ——=.

Alors, g est dérivable, comme quotient de deux fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule

pas, avee, ¢'(x) :Ef’(x)x; f(x) _ 2z +1)f(x) ;F 8z% — f(x) _ 2:)3f(222—|— 82 _ Qf(;) L8=2918

x
Ainsi, g est bien solution de 1’équation différentielle (E’) : v/ = 2y + 8.

b) Soit h une solution de (E'), c’est-a-dire telle que A’ = 2h+8, et f la fonction définie par f(z) = zh(z).
Alors, f est dérivable sur |0; +oco[, comme produit de fonctions dérivables, avec, W)
x

f'(x) = h(x) + zh'(z) = h(z) + 2(2h(z) + 8) = (22 + 1)h(z) + 8z = (2x + 1)7 + 8z

Ainsi, en multipliant cette relation par z (car z # 0 sur |0; +00]), on obtient I’équation différentielle :
zf'(x) = (22 + 1) f(z) + 822, et donc, f est une solution de (E).
est solution de (F).

2. (E') a pour solution générale : h(z) = Ke?* + 4, ot K est un réel.
D’apres les questions précédentes, on en déduit que les solutions de (F) sont exactement les fonctions
f(z) = zh(z) = Kze** + 4z, K € IR.

K
3. On impose de plus que f (—l) = 0, soit —Ee_l — 2 =0, ou encore, K = —4e.
Ainsi, la fonction s’écrit : f(z) = —4exe™ + 4z = 4z (—e® ' +1).

Exercice 3 (Baccalauréat Pondichéry, Avril 2008, 7 points)
Partie A : un modele d&scret

1. (a) Ona f(x )—2x—— donc f'(z )—2—§.Onaf’( ) <0 <= z<10et f'(z) 20 < =z > 10.
La fonction f est donc croissante sur [0; 10] et décroissante sur [10; 20].
(b) Sur [0; 20], le maximum de f est donc f(10) = 10, f(0) =0 et f(20) = 0 sont les minima de f.
On a donc quel que soit = € [0 ; 20], f(z) € [0; 10].
(¢) Voir graphique en annexe ci-dessous.
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2. Initialisation : On a u; = f (up) = f(1) =2—0,1=1,9 On a bien 0 < ug < uy < 10.
Hérédité : Supposons qu’il existe une valeur n pour laquelle 0 < u,, < u,41 < 10.
On a vu que sur l'intervalle [0; 10], la fonction f est croissante, donc
0 < uy <Upgr = f (un) <f (un—l-l) = Upyl S Upgo-
De plus d’apres la question 1. b. quel que soit un nombre dans U'intervalle [0; 20] et donc aussi dans
'intervalle [0; 10], son image par f et elle aussi dans U'intervalle [0; 10].
On a donc bien 0 < w11 < Upye < 10. La démonstration par récurrence est terminée.

3. On vient en fait de démontrer que la suite (un)n>0 est croissante. Comme elle majorée par 10, elle
converge vers une limite ¢ inférieure ou égale a 10.

Comme la fonction f est continue on obtient d’apres le théoreme du point fixe :
2

f:%—g— = 100 —F=0 < ((10-0)=0 < (=0 ou (=10.

10
¢ = 0 n’est pas possible car uy = ¢ et la suite est croissante. Donc lirf u, = 10.
Partie B : un modeéle continu
1 1 / /
1. (a) z2=— <= y = —. z est dérivable et 2’/ = Yy —y2? =y = _Z
y > e 2
1 2 11 1 1 1
Onadonc:y =—y(l0—y) <= —=—-(10—- ) <= ' =—=2+ —.
na done: ¢ = 55y(10 = y) 2 20,z< z) STy
1
(b) Les solutions de I’équation E; sont les fonctions = +— z(z) = Ke™2 + 0
1
Les solutions de (E) sont donc les fonctions : x — —
Ke ™2 + —
e 2 + 10
1 1 9
2. g est une solution de (E) telle que g(0) =1 <—= —— =1 «— ————— =1 «<— K=—.
Ke ¥ & 1 K +0,1 10
. 1 10 10
Finalement g(z) = T = o= .
903 4 — 9¢72 +1
10 10
10x9x (—3)e™2 45e~2
3. Onag'(x) = — ~ ( 2)2 = ze - 5. Cette dérivée ne comportant que des termes positifs
(9e72 +1) (9e72 +1)

est positive : la fonction g est donc croissante sur [0 ; +o0l.
4. On a lirf e"2 =0, donc lirf g(x) = 10. Ceci signifie qu’a long terme le nombre de foyers équipés
de téléviseurs a écran plat va se rapprocher de 10 millions.
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