| EXERCICES I

| Exercice 1: I

Soit (Un),
U, =1
_ Un

24+ Un?
1°/ Montrer que pourtoutn € N ona:Un>0

1
2°/a)Montrer que pourtoutn e N U, < > U,

I "
b) Montrer que Vn e N: Un< (-5]

3° Montrer que (U,) est convergente vers 0
4°/Soit S, = Uy + U, + U +....+ U,
a) Montrer que ( S,) est croissante

n+l
b) Montrerque S, < 2(1— [-;—) ]

¢) En déduire que (S,) est convergente vers un réel £ € [1,2]

| Exercice2 : I

r

I
U, =3
41
22U
Un+'| = "2
1+U,
1°/ Montrer que pourtout n € N ona 0<U, <1

2°/
a) Montrer que (U,) est une suite croissante
b) Montrer que (U,) est convergente

c) Calculer lim U,

1-U,

3%/ V, =
1+U,




a) Montrerque: V., =V,

NG
b) Montrer que: VmeN: V,= (-j-]

4°/
4
a) Montrerque0 < 1-Uyy < _§ (1-U,)

b) Montrerque 0 < 1-U; £ (-:—}
¢) Montrer que Pour toutn € N’

XA
1 [4))?‘4 K |

1-—(1-|= A
n

5 n
l Exercice3 : I

= 1
On considére la suite (U,) el tel que U,= Z[—IJ
p=I\ P

IA

1°/ Calculer U, et U,
2°/ Montrer que (U,) est croissante
3°/ Montrer que

a) Pourtoutp=22: 1., < 1 —l
p- p-1 p
b) En déduire que (U,) est majorée
4°/ Montrer que (U,) est convergente .

Exerciced: "

On considére la suite (u,,),.y définie par: u, =1 et

VneN, u_,, = Jul +2.

1°/ Prouver que YneN, u, >0.

2°/ Etudier la monotonie de (u,).
2

e

3°/ On pose v, =u



a) Prouver que (v, ) est une suite arithmétique.
b) Calculer v, puis u,en fonction de n.

4°/ Etudier ainsi la convergence de (u,) .

xercice 5:

Soit la suite (u,) _.- définie par:

n

u,=£ et VneN', Upey =3 “(3-u,).
2 2(n+1) |
1°/ Prouver que VneN', u, <3.
2°/a) Justifierque : w,,, —u, = 2 (3—u,).
2(n+1)

b) Etudier ainsi la monotonie de ().
3°/ Montrer que (u,) est convergente.
4°/ On pose v, =n(3-u,) ol neN",
a) Prouver que(v,) est une suite géométrique.
b) Calculer v, en fonction de n.
5°/a) En déduire le terme général de (x,) .
b) Calculer ainsi la limite de (u,) .

‘Exercice 6':

On considére les deux suites (u,) et (v,) définies par:

et VmeN, u,, , =
Vy =2 4

—

uy =1 3u, +v, _u, +3v,
2 vr_l+| 4 .

1°/Calculer u et v,.

2°/On pose pour tout entiern : w, =u, -v,.
a)Prouverque (w, ) estune suite géométrique et déterminer sa raison.
b) En déduire que VaeN, u,<v,.

3°/a) Etudier la monotonie de chacune des suites (u,) et (v,).
b) En déduireque : VneN, u, 21 et v, <2.

c) Justifier que (u,) et (v,) convergent vers la méme limite /. -



4°/On pose VneN, a, =u,+v,.
a) Prouver que (a,) est une suite constante.

b) Calculer alors /.
5°/ Exprimer en fonction de n, le terme général de (u,) et (v,) .

Exercice 72

Soient les suites tels que : Uy =1 et V=2 et YneN,

U . = 2U,V, EE Uu,+V,
Uy, ™ 2
1°/ Démontrer que 0 <U, <V

2°/ a) Démontrer que (U,) est une suite croissante et que (V,) est une suite
décroissante.

b) Montrer que (U,) et (V,,) sont deux suites convergentes vers la méme
limite /.
3°/ a) Montrer que YneN, U,-V, =2,

b) En déduire la valeurde /.

Exercice8:. |

Soient les suites (U, ),en €t (V,,), \+ définis par :
u, Z— etv, U,,+l

1°/ Montrer que (U,,} est une suite croissante et que (V) est une suite
décroissante.
2°/ Montrer que YpeN, VgeN ona: U, <V,

3°/ Montrer en utilisant le 2°/ que (U,,) et (V,) sont deux suites convergentes
vers la méme limite.

‘Exercice 9%

Soit la suite (U,),_.+ définie par:

U,=1,U,=2, ¥neN, U, ="y,
n+2
!
1°/ Montrer que YrneN: U,, = 22:;} =

2°/Soit neNetVV, =(n+1)U,U,,,.

Montrer que (V,) est une suite constante.
3°/ Exprimer Us, -, en fonction de n .



‘Exercice’10%

n
rury n +k

Soit la suite (U,), .. définie par:U, =

1°/ Calculer U, et U, .

2°/ Démontrer que Yne N’ —";15 U, < -Ijz—"- :
n +1 n

3°/ Démontrer que (U,) .. converge vers 0.

Exercice 11 3

1°/ Démontrer que Vx>0, Yn22 ona: (1+x)" >C2x2.

2°/ Soit la suite (U, ),n définie par U, = ntl .
a) Prouver que Vn<2, U, < 2{;” ) :
n°-n

b) Etudier ainsi la convergence de (U, ).

Exercice 12 ¢

3
X .
1°/ Montrer que ¥x20 ona: x —?ﬁsmx <X.

n*(n+1)*

H
2°/ Montrer que Yne N, st = 2

k=0

3°/ Soit la suite (U,, ) définie par: U, (a)= Zsin(—q—:‘i) oll & estun
ol n-

paramétre réel >20.
Prouver en utilisant le 1°/ que :

3 2
a(n+l) «a (n+4l) SU,,(:I)&&”H
2n 24n 2n

¥Ynzl ona:
4°/ En déduire que (U, (a)) converge vers %.
5°/ Soit la suite V = Esin:‘(i,) s (n21)
k=1 n

3

a) Etablirque Vxe Rona: sin” x= —%sin 3x+%5inx :



. ~SOLUTIONS i1

1°/ Ona: Ug=1>0
Soitn € N, supposons que U, > 0, montrons que Uy >0

2+Un
Conclusion: Pour Vne N :U,>0
2°/
1 _ 173 3
ﬂ) Un-'-l'lUn= Un -—U,= 2U" ZU" U" e -U“_l <0
2 2+Un* 2 22+ U} 2+U,’
D'oupour Vne N : Uy, £ -%— U,
b) Pourn=0,ona: Ugﬂ(l]ﬂ
2
I <1 vrale

n+l
Ona: U, < l) = lung(l}
2 2 2

nl
Or : Upa < lUtI Dol : Upe < (l]
2 2
Conclusion: Pour Vn e N : U, EGJ
o<v.<(3]
0<U, =| =
3°/ Ona: | =
Y 1
im|—=| = —el-11
:'ﬂ(z] ’ [ZE] []
Dou: IlimU, =0
4°/a)Sps =S, =(Up + U, + U, +....4 Upy )—(Un +Uy+ U+ ...+ U,)
= Un+] >0

D’oli : (S,) est croissante .



b)Ona: U, = [lj |
2

1 1Y (1Y
Dou: S, =1+ 3 + —] + .t | =

I.f’]\]ﬂ'-l-l
2 n n+l
Or I+l+[lj+....+[1J = \2) =21-(.I_]
2 (2 2 L 2
1 m+l
Dou: S, < 2[1- (—) J
2

n+l
c)Ona: §, < 2—2(%} < 2

(S,) est une suite croissante ‘ - -
Dol ( S,) est convergente

(S, ) est majorée par 2

Onnote £ = lim S,

ona: S,=Upy +U;+U+...+U, >Up carU,>0
d’oit: S,> 1 etparsuite { = 1

ona: S,<2 dou {<2

conclusion: | < ( £2

[-Solution2: +.7

1
1°/ Ona: Up= -5 d’ot 0<up <1
Soitn € N , supposons que 0 < U, < 1 et montrons que 0<U,. <1

Ona: Uy=—"—>0car U, >0

]
2U
2

D'olr: 0< Up.; <1
Conclusion: Vm e N :0<U,<1.

2 2
n A = 2Un_Un -1 - -(U_u_hl) <0

Un+ > ] = =
' +1 Un® +1 U.2+1.




2°/

W U (1-U?)
Unr 'L':, - - n __ n — ] n
B e U T+l 1+U 2
Ona: 0<U,<1 dou: (1-U})>0

Et parsuite: U, -U, >0
Conclusion : (U,) est une suite croissante

b {(Un} est une suite croissante

(Un) est majorée par |
d’ol (U,) est convergente

c) Soit /= lim U"

X =400

U= (U,) oi f(x)=—nx

l+x?

[ est continue sur R
Doii: £=f (£) et par suite

f=124€€2_d'oﬁ £ +€=2€ signifie: =00ul=lou(=-1
+

|

Ona: Uﬂ=2 alors U, 2 -;—url_lﬁf-:l
(U, )est croissante

d'oll -l—iUn <1 et par suite %56-::1

Conclusion: £=1= lim U,

3°/
20, ;Y
a) vm:% = 1+U; _1+U;-2Un =[1_ } -V
1% U"H 1 +—2U" I +Uj + ZU.'I I+ Uﬂ
1+U? .
l n
e =ﬂ=i;l=[l)(z}
1+U, 3 3 \3
2



1 (1") 1 {rll
Soitn € N | supposons V,, = [5) Montrons que : Vo = kg)

Ona: Vy.) = V2 = [[%J(r)} =[%)(r'}‘1 =[%)(z"')

)
Conclusion: Pour Vn € N ; V, = [5]
4°/
a) Ona:Up,,; <1 dob: 1-U,, >0
w, (1-U,)
1'Ur|+l =1- "2 = 5
1+U, 1+U, |
4 (1-U) 4
1=Up)- =(1=-Up) = ————-—=(1-U,
2
—(1-Uy 1. U;_i C(1-U) 5-5U, -4-4U,
1+U, 5 51+U,)
_(=U,)1-5U,-4U,)
51+U,)
Soit P(x) =-4 x* - 5x + 1
A=25+16=4]
. 5-41 . s+da1
X = X =
-8 -8
X | x" x'

]:.(:J‘;)‘ .- "l -i- 1|. ]
Or Uy e B]] d'oi: 1-5U,-4U2 <0

{x'*:%—*:l)ctparsuile 0< I-U”.{%(I-Un)

Scanné avec CamScanner



b) Soitn=0

4y 1
0<s1-U = - vraie carona: U¢.=E

i
Soitn € N , supposonsque: 0 £ 1-U, S (%J et montrons que :

m+l
0<1-U, < (i)
5
Ona: 0< 1-U, < (i) » 0<2a-uys i(i]
5 5 5

4 n+l
=0<51-Uy & (E]

k
Conclusion: Vne N: 0<1- U, < [i)

5

k
c) Ona: 0<1-U; < (%] pour toutk e N

n n n k n
=0<)1-YU, sZ(—;—] = 0<n-)U, S~

k=] k] k=] k=l

Lh
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2%/ Up+y = Uy = Z Z (n+1)

39/
o 11 1
p-1 p (p-1)p
1 ( 1 1] 1 1 (p—l) p -1
* =~ e 2 =3, _
p> \p-1 p) p (p Dp p(p-1) p(p-D
D’ou 115 . ——l—
p- p-l p
1 1 1
b) Ona: — < —— pourtout p 2 2
p- p-1 p
- D’ou: VH}Z ona:

n n n l
z —

ap p-:P -1 .ap
U,—1 < 1+]+l+ +—]——]—[l+l+...+lJ
2 3 -1 2 3 n

U,—-1 < I—l
n

U, £2-l<:2

n
=> ( U,) est majorée par 2

(U, } est une suite croissante
° Alors (U,) est convergente

(U, ) est majorée par 2

Scanné avec CamScanner



Solution 4+ -
1°/ Montrons par récurrence fqiue YneN , u, >0. |

e Pour n=0,0na u; =1>0 donc |'inégalité est vraie pour n=0 ;
e Soit ne N Supposons que u, >0 et montrons que u,,, >0 .

On a u"+,,=ﬁluf+2 >0 . -

Conclusion : ne N, u,>0 .
2°’ neN,ona

2 A S
e u; +2—u 2
rfn+]—un=1}u§+2—u”=—"j = - >0.
-,,/u; +2+ u,, Ju; +2 +u,
(Car u, >0 ). D’olt la suite (u,) est croissante.

3%a) v,,, —v, =ul,, —u: =(u; ¥2)—u> =2 donc lasuite (v,) est-

une suite arithmétique de raison 2 et de 1% terme v, =u; =1 .

byOna: v, =v,+n-r=1+2r " ; u, =v, =1+2n
4°/Ona VneN, u, =+/1+2n donc lim u, =+o0,

Conclusion : (u,) n’est pas convergente.

Solution 53 .

1°/ Montrons par récurrence que VneN , u, <3 ;
® Pour n=1,0na u, <3 car u, -::*E.
e Soit » € N'. Supposons que u, <3 et montmns que u,H, <3,

H = —
Uy —3= 3_2(h‘+1)( IHTI)I_B_ 2(H+ )( "Jr)

Or u,<3=3-u,> {}' d’ol — (3-u,)<0 .et par.suite .. -

2(n+1) ¥ e
ﬂ+l_3':0:>"n+l‘:3
Conclusion : Vne N, u, -::3

20‘.-'3) I"'J'1+I_"H1r:'=3_ (3 H) u, 5:3—3{"— L (3_HH')

2(n+1)



n n+2
'(3'"")[' T 2n+ 1)) _(3_"")2(n+1) i

b)Ona VneN, u, <3 = 3-u,>0et . >0 d’ol

2n +1)
—u, >0 et par suite (u,) est une suite croissante.

VneN, u,,,
3°/ La suite (u,) est croissante et majorée par 3 donc (u,) est

convergente.

4°/a) v,,, =(n+1)(3-u,, ) or u,,, =3——2{:+ D -(3-—::“) donc

n
2(n+1)
n

2(n+l).

Donc (v,) est une suite géométrique de raison 71’- et de 1 terme

-(3—u,) et par suite

3 —uru-l =

Vo =+ 1)- (3"'",,)=-;‘(3—HH)=%V".

5°/a)Ona v, =n(3-u,) ,pour neN" = 3—u, =20

n
u, =3-22 Or v, =(-I-] d’ol u, =3-—l-(-t—] .
2 n\2

n—4+0 n=r+e }f

b)Ona :-—l-c:l-c.:l = lim (l] =0et lim -[—=0 doncHETnu, =3.

_1+6_7
4 4
o 3u,+v, u,+3v,
2 fﬂ) wm-l =un+l -vn+l = 4 - 4 :
2u, -2v, 1 1
= ( n V)= W,



. i . 1
donc (w,) est une suite géométrique de raison 5 et de 1% terme

b)Ona w, =w,-q" ol g est la raison de (w,) donc

l n
w :—[5) <0donc w, <0 = u,-v,<0=u,<v,.

3u, +v v, —u
3°/a) e VneN, u,,, —u, =—4—=2 -y =-2—=>0car u, <v,
4 <
donc la suite (u,) est croissante.
u, +3v u, —v
e VneN,v  —v, =—2""L_y =L_ " QOcar u, <V
n+| n 4 ] 4 n "

donc la suite (v,) est décroissante.
b) e (u,) est une suite croissante donc Yne N, u, 2 u, or
g =1=>u, 21.
e (v,)est unc suite décroissantec donc YneN, v, < v,:', or
Vpy=2=>Vv,<2,
c) ®*Ona: VneN, u,<v,<2=u,<2.0na: (u,) est
croissante et majorée par 2 donc (u,) converge vers un réel /,
eOna: VYneN,u,<v,oru, 2l =>VneN,1=<yv,.
On a: (v,) est décroissante et minorée par 1 donc la suite (v,)
converge vers un réel /['.

*Ona VneN, w,=u,~v,.Or (w,) est une suite

géométrique de raison hd = limw, =0=0=/-I'=!=].
2

F1=b 003
Conclusion : (u,) et (v,) convergent vers la méme limite L

3u +v, u, +3v
4°/a) VneN,ona:a,, =u,, +v,, = "'4 e B L=u +v

Donc VYneN,ona a,, =a, cequi prouve que la suite (a,) est

constante et Vne N, a, =a, =u, +v, =3 donc VneN, a, =3.
b)Ona VneN, a,=u,+v, > u,+v,=3 =
3

Imu,+Ilmv,=3 = 2I=3I=—.
=400 n—s+o 2



_3+w,
U, +v, =3 Up = 9
5°/ ona: VneN, <> 4
H”-VH=H'" 3'—W_,,
v, =
! 2
Or w =— -I- "dnnc‘v'nEN u —-I— 3_(1}-’-‘ et v —l 3+[1JH
) ) 2 ) g I

“Solition 7% |

1°/ Montrons par reécurrence que VeeN, 0<U, <V,.

ePour n=0 ona: 0<Uy<V, (carUg=1 et Vy=2).

e Supposons que pour un entier donné n ;Zlﬁ a 0<U, <V, et montrons que
0<Upyy < Vi |

U,a = 2UaVs est le quotient de réel strictement positifsd’ott U,,; >0.
n n .
v +V
Um-l '-V_., 2Un n__ Un [

MEU AV, 2 |
SRR, B C O
= 4U"V" '(Un +Vn) _ (Un Vn) <0

2y +Va), 2(Uy +V,)

d'on U, <V,, etparsuite 0<U,,, <V, .

Conclusion : VneN,0<U, <V,

9 !
29/ 3.) e Ulﬂl -U" =M'_—Uﬂ - U"V,, U-ﬂ =1 U‘H(vn Un}
Un""vu Un +V,-,~ U,,+V,,

ona: 0<U, <V, doi U,,, —U, >0 = (U,) est une suite croissante.
U.ﬂ +er -V = Uﬂ =V,

, =—2—2

2 2

or U, < ;sf,, d’ol1 (V,,) est une suite décroissante.

® Vsl _Vn =

b)Ona: U, sV, et V, <V, (car (V,) est une suite décroissante) d’oit
VYneN, U, <2,

(U,) est une suite croissante, majorée par 2 donc (U,) est cnnﬁefgente.‘
(V,) est une suite décroissante, minorée par 0 donc (V,) est convergente.



Soit /= lim U, et I'= lim V, = lim V

=4 Fl=p ey H=—4400

Comme V,,, = -«LJ—;—E d'ol I'= % = I=I.

3°/ a) Montrons par récurrence que VneN, UV, =2.
epour n=0: Uy-Vy=1-2=2

* Supposons que pour un entier donné nona: U,-V, =2 et montrons que
Upi Vi =2. |

20,V, U,+V,
o L L =U V =2I
1+l U,+Vn 2 n'n

Conclusion : YneN, U, -V, =2.
b)Ona: VheN, U,-V, =2

Un+lvr

comme lim U, = lim V, =/ donc /2 =2 et par suite ]!|-

=320 Fl=p= 00
comme />0 donc !=-.E.
Solutmn 8

a+| | " II fi) | | n 1 |
10U U, =% —-Y1=% 1, N1_
- uk' ;k! e~k (n+)l =k (n+)!

>0

donc la suite (U,) est croissante.,

. Vn '_V Un+l+ ! Un_l‘=Un+l_Un-:"’_"_L"";'_"-L =
(n+l]‘ nt (n+1D)! Al

I 11 -2

O e P — ——

=(n+]}!+(n+l)‘ no(n+1)! A

. 2-n-1_—-n+l
(n+1)! (n+l)'

<0 pour neN".

Ona Vn21, V,,-V,<0 dod (V,), . estdécroissante.

2°/Soit peNet geN'. : o

ur

I Cas :
Si p<sg = U, <U, (car (U,) est croissante)



1 -
Or Vq=Uq+E = V,2U,dod U, U, <V, = U,<V,.
2™ Cas :
Si gs p = V,<V, (car (V,) est décroissante)

Etona: V,2U,doa U,<V, sV, = U,<V,.
Conclusion : YpeN geN , U,sV, .

eOna: VpeN geN’, U,sV,

On choisit p=n et g=1donc U, <V, =3

(U,) est une suite croissante majorée par 3 donc elle converge.

e On choisit p=0 et g=m donc Up<V,.

Or Uy =1 = V, 21 et par suite (V,) est décroissante minorée par 1 donc

elle converge.
3% Soit = lim U, et I'= lim V,
A=+

n=r+m
]

V,,-—U,,=l or nl2n = lil = 0V, -U,<—.
n! n n n

lim -I—=D d’'ot lim V,-U, =0 etparsuite /=1,
n—+00 11 =440

' ' 1

1°/ Montrons par récurrence que YneN, U,, = :2:;)1 -2—],5
.
-0\
e Pour n=0, U, =1='{'2_'0_1}:'Ln
o) 2
; (2nm)!
e Supposons que pour un entier donné n, U,, = )} . N7 et montrons que
_n+n) 1
1D (1?2200
2n+1 2n+1 . (2n)! |
Ona: Uy,p = - = ‘ .
242 In+? n In+2 {d)g 21,'



_ @n+)t 1 _ (2n+2)(2n+1)! LT (2n+2)! 1
An)m) 2" A+t 27 (n+D)? 27

I
Conclusion : YneN, U,, =£—2"—1'-- : .
(n)® 2"

vﬂ*l 2 (n+2)Un+l 'UrH-I
2°/Ona: n+1 = Vyu=(+hU,,, Uy, =V,

= U
™2 4

donc ¥neN, V,,, =V, etparsuite (V,) est une suite constante.

3°/Ona: VaeN, V, =V, =2 = U, Uy, = ——
n+1
1
::'UIH'UIIH-I:L or Uy, = (2n)! ;
n+l (,,g) gﬂ
2 - ("!)1 '21"" _ 11.!1'4-] _("!]2

Uspa =(2ﬂ+lJ (2n)! = VY = @n+1)!

[ Selution 10

n
n |
o,
= =S :"ZJ ’Zz:’

n+n n+k nt g +n et pp? +k parg
n+l n+l n+l n+l
-’-r%———)-ﬁU"S—z d’ol VHEN- I 5” S-—"'—'
n 4+n n nt+1 n*
. n+l | n+l .
3% lim = lim —=0et lim —= lim —=0
n=s+0 p“ 41 = fp =4 "1' n=+m N

~ donc (U, ) converge vers 0.



