Bac D 2011 session normale

Exercice 1
2
On considére la suite numéngue (v,) définie sur N*par :Va= ﬁ%
1.a. Démontrer que la suite (¥,) est convergente apres avoir déterming sa limite e
b. Demontrer que la suite { ¥, ) est croissante ?;\((\
¢. Démontrer que YN € N*, i 4 < Vu < O(\
_ . o o
2. On pose¢ pour tout entier naturel non nul o, @, = § x KX Xy,

a. Démontrer par récurrence que Y1 € N*. ona a,= ﬁ
+
b. En déduire la limite de la suite (a,)

3. On posc pour tout entier naturel n - by = In(y) + In(w) +..+In(y;)
a. Démontrer que ( by; ) est une suite d termes négatifs.
b. Calculer la limite de la suite (#4).

Exercice 2

La société “Gnamienlait™ de Gnamien produit des sachets de lait callé.

Soit X la variable aléatoire qui associe 4 chaque sachet de lait caillé produil, sa masse en gramme (g). La loi
de probabilité de X est définie par le tablecau ci-dessous.

x(g) I 20 | 20 | 40 ‘ 250 | 260 270 | 280

p, |u.m: u.mli ’ l b 016 015 | 004

-

a ¢t b sont deux nombres réels.
X représente la masse du sachet de lait caillé ;
P la probabilit¢ qu’un sachet de lait ait la masse x.

|.a. Calculer E(X) I'espérance mathématique de X ¢n fonctionde actb.
b. Sachant que E(X) = 230 , justificr quca = 0,14 et b = 0,33.

Dans la suite de 'exercice , on conservera les valeurs de a et b donnees ci-dessus.
2. Gnamien prend au hasard un sachet de lan caillé de sa société.

Calculer la probabilit¢ pour que la masse de ce sachet de lait caillé soit au moins de 250 g.
Ti¢ple, la fille de Gnamien, prend au hasard de fagon indépendante cing sachets de lait caille.

Calculer la probabilité qu’clle ait choisi exactement trois sachets de lait caillé de 220g.
On prendra I'arrondi d’ordre 3 du résultat.

4, Les sachets de lait caillé sont contrélés par unc machine.

Cette machine est réglée pour éliminer cn principe les sachcets de lait de masse inféricure & 250g
« Si un sachet de lait caillé a 240g, la probabilit¢ qu’il soit ¢liminé est de 0,7.

. .Si un sachet de lait caillé a 230g, la probabilité qu’il soit éliminé est de 0,8,

» 5i un sachet de lait caillé a 220g, il est systématiquement éliminé.

« 5i un sachet de lait caillé a une masse supéricure ou égale 4 250g, il est systématiquement accepté.
a. Justificr que la probabilité qu'un sachet de lait caillé de 240g soit éliminé est de 0,098,

b. Calculer 1a probabilité pour qu'un sachet de lait caillé de cette sociéié soit éliminé.



PROBLEME

Partie A

x+ 1
3 + Inx.

Soit la fonction numérique dérivable sur | 0;+ &0 [et définic par : gix) = =

l.a. Calculer lim g¢x
I-{HSGE( )

b. Calculer x.l.ii[nog("}
2.a. Démontrer que Vx € ]0; » 00|, gix) =
b. En déduire le sens de vanation de g

x*?_*-_ 2x + 2
3

¢. Dresser e tableau de vanation de g
3.a. Démontrer que 'équation x € |0: + 00, g(x) = (t admet une solution unigue O

b. Justifier que 2,55 < (¢ < 2.56

VxEW UL gx)<0

e, Dé -
¢. Démontrer que oy € J0:+o0o[, g(x) > 0

Partic B

On considére la fonction dérivable sur ]0: + 02 [ ¢t définie par :f(x) = (i - Imr.) e
On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthogonal (0,17).
{Uniés graphiques : Ol =2emet O = [0 em )

l.a. Calculer lim 6 (x}, puis donner une interprétation graphique du résultat.
g

b. Calculer |;l[mb{'f;g . puis donner une interprétation graphique du résultat.

2. Démonter que f(a) = - ..;::.*ﬂ_ A

3.2 Démontrer que ¥ x € J0; +MI.IEx} = ¢rg(x)
b. En utilisant la partic A, déterminer les vanations de £

c. Dresser le tableau de variation de f

4. Démontrer qu’une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse | esty == g—

5. Construire la droite (T) ct 1a courbe (C) dans le plan muni du repére (O.1J). On prendra a = 2,6

4_
e

X+

Partie C

1. Soit A la fonction dérivable sur J0; + 5¢f et définie par : hix) = & x.
Démontrer que & est une primitive de fsur J0; +o2[
2. Soit A un nombre réel tel que A>3,
a. Calculer, en cm’et en fonction de A I'aire A( A ) de la pantic du plan comprise entre (C), (O1), et les

droites d’équation: x =3 et x = A

b. Calculer {‘ilnA{l]
~fea (0 2
Salanon Aime
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EXERCICE |

On considére la suite numérique (Vo) définie sur N* par @ V= .__,__.,.:j'? : ::;"2
F

l.a Démontrons que la suite (1) est convergente aprés avoir determiné sa limite.

i3 - 2

hmy, = lim .{&gﬂq = lim Y . 7 | - I|m—”§— = |
fnel) i "

= limy, = |

limV; existc ct est finic donc la suite (V,) est convergente.

b. Démontrons que la suite (1}) est croissante.

L n%a2n _ nnsd) wm AN D (i A)A +3)
n+1)° {n +If *I ffn+ 1)+ If ||"H+2,l?
Moy ¥, w V(%Y s 1P (n3)  ainsd)

.’n+2): n +1)° fn+2}=(n HJJ (n+2) (n +1)*

(1) fn=3) - nfn+d)’

"‘:'pl' pn= 7 ~
(n+2)°fn +1)°
Wir-W = fn +!Ffﬂ +!lin "'3'.’ - nin 1.2}.&,]4%}.‘
mv2) i +1)°
Wey- W = (2 e | Wn2a dna3) - (n2s 2ndin e dn+4j
(m+2) tm+1)°
Vep-W = (603 1202 £ 10m +3)-n*+6n3+ 1202+ 8n)
{;”2}2(.-: +lj=
2n+ 3
Vet =Va= :
U e i 1)
VaeN, 21 i'JPIJEt(ﬂaI-Ij:fn “1})>0 = n+3 >0

(m+2)  n+1)°
Donc YueN' V-1, >0

On déduit que [a suite (1, ) €81 croissante.

c. Démontrons que : Vn € N, % <Y<

imy,=1 — <1 VneN

La suite ¥, ¢$1 une suile croissante,
Son terme le plus petit est son premicer terme W cest-a-dire que VaeN, ¥y <y,



2
1“+2x1 1+2 1 o 3
Ofre —=01 o - 2 D'og
! “4-::.9 2 4 4

Finalement ; -j" <W <

2. On pose pour tout entier naturel non nul n, a, = ¥ x ¥ x--x ¥,

n+2

a. Démontrons par récurrence que VneN", ona: By = TS
A+

a,li!:" H:lt'l"]?{---x H.:ﬂjzuz g

R R g PEL L 3
" 2+ ) 20+ 2(2)
La propriété est done vraie & "ordre 1.

k+2
2(k+1)

EE Mook Gus By '-.ﬂffc: uﬁ)

3
4

Supposons que k € N ona: a, =

4 =HxhxxW
ak"lc H.‘llﬁﬂ'“x ‘}‘; X 1i+'
e ————— S ——
0y

_ . ERE (ke 1)% 20k+ 1)
By = 8 XV, 2(k~|-i;1 Chrel)?

B om K2 (R Lif(ki1)42)
MU k) (k+ 22

a = _"i:“2 qu—MM
BV a0k (k42)?

_ (kryx(krUke3) (k+3)
2k 1)l ke 2)? 2(k+2)

By

(h+1) +2
2(fk+1)+1)

On a supposé que oy = —I%;j— et on a montré que a,, | = ;:‘;:U H2
: (k+)+1)

n+2

Finalement, on conclue que YheN, ona:a, =
2(n + 1)
b. En déduire [a limite de la suite {4, ).

nt2 8+2 jimg o lim 2 . _ .- —
2(n+ 1) 2 +2 " In 42 I 2

3. On pose pour tout entier naturel #1 . b, = In(y) +In{w,)+ -+ In(y,)

a. Démontrons que (b, ) est une suite & termes négatifs,
YneN, -2 <V <l=V<I=h0) <nl=In(y) <0, VneN.

Donc ( b, ) est une suite 4 termes négatifs ( car somme de valeurs toutes négatives).



b. Calculons la limite de la suite (by,)

A, = M x XX W,
Ina, = In(¥ x ¥y x.-x W)

Ina, = In(Y) +In(V3} + -+ In{¥,) = b, = limb, = lim{Ilna,) = Inlim(a,) = é

= limb, = In-‘.'_g-- =-In2

Exercice 2

La. Calculons E(X) Vespérance mathématique de X en fonction de a et b.
E(X)=220x0,08+230x0,10+240xa+250x b+260x 0,16+ 270 x 0,15 + 280 x 0,04
E(X)=176+23+240a+ 250b+ 41,6 +40,5 + 11,2

E(X) = 133,9 + 240a + 250b

h. Sachant que E{X) = 250, justifions que a= 0,14 ¢t b =033

E(X) =250 &< 133,9 + 240a + 250b = 250

De plus, [Pi =14 0.08+0,1 +a+b+0,16+0,15+004=1¢=> 053 +a+b=]

g . {1339 + 240a + 250b = 250
On en déduit le systéme : 053+a+b=1

(133,9 + 240a + 250b = 250 (1)
|132.,5 + 250a + 250b =250 (2)

(N-2)= l4-1la=0= -l0a=-14= a = "i.g' = 0.14

053+a+b=1>b=1-053-2=047-2=047-0,14=033

Finalement:a=0,ld4ctb =013

2. Calculons Ia probabilité pour que la masse de ce sachet de lait caillé soit au moins de 250g.

P(X =250)=b+0,16+0,15+0,04=0,33+0,16+ 0,15 + 0,04
P(X = 250) = 0,68

3. Calculons la probabilité qu’elle ait choisi exactement trois sachets de lait caillé de 220g.

Chaque choix conduit & 2 éventualités : soit le sachet a 220g ou non. Chaque événement est donc une épreuve de

Bemoulli de paramétre 5 et 0.08.
Ces épreuves de Bernoulli se répétent de maniére indépendante.

La probabilit¢ qu'elle ait choisi exactement trois sachets de lait caillé de 220g se calcule 4 1"aide de 1a loi bindmiale

P( X = 3)= (C}(0,08)°x (0,92 = 10 x (0,00051) x (0.8464)
P( X =3)=0,00432



4. Arbre de probabilité

On note :

A 1'événement * le sachet est accepté™.

E : I"événement * le sachet est éliminé”.

0 E
250 ¢
240 g
E
0,8
230 ¢
0,2
A
E
|
220 ¢
0
A

a. Justifions que la probabilité qu’un sachet de lait caillé de 240 g soit éliminé est de 0,098.
Soit G : I'événement “le sachet a 240g™.

Et E : I'événement “le sachet est éliminé®,

P(GNE)=P(G)x [E]{E}

P(GNE)=0,14x 0,7 =0,098

b. Calculons la probabilité pour qu’un sachet de lait caillé de cette société solt éliminé,
P(E)=0.14 x 0,7+ 0,1 x 0,8 + 0,08 x]1 = 0,098 + 0,08 + 0,08

P(E) = 0,258



PROBLEME

Partie A
Soit la fonction numérique dérivable sur 10 ; +[ ct définic par g(x) = - ¥ 7! +lnx
P
I.a. Calculons lim g(x) ! 1.1‘T+|,'l{f}=+m
X o
Car
lim g(x) = +% lim <2+l _  lim -2 - lim % -
X— +00 X 400 42 Xt 00 57 X—i +00 X

b. Calculons [im g(x)
x—=()
. .
l_':lln[}nr’l{n] =

Iimog{xlu-w Car , >
e lim _2x+1 _ .. Eneffet lim-Cx+1)1=0 et limx’=0 avec x*20vx€R

K- 4) 2 e X —Er
242+ 2

2.0, Démontrons que: ¥ x €10 +2 g'ix)= ¥

¥ 2 xj
g'(x) -(-l"-t—l + ]n:) = [‘21 <} +;lmr.§l'
2

EI

o 22X E2x-0) L L 2k axte2x | )

-3 X X
(x*) K
2x3+ 2x + l - E:l:z_-d- 2:5_ i 31 - x.-'"+2-'4‘?"|' 2x
x4 X x! 3 x4

_ k(x4 2x+2) _ xP+2x+2
xx? x’

Done Vx € |0:+ee], g'{x) = o T":;F"'z
b. En déduire le sens de variation de g.
Vx€ Dol ) o ¥ 2502
Yx € J0:+eo[, x*>0 Donc lesigne de g'(x) cst le méme que celui de % + 2x+2

Etudions le signe de 5% + 2x+2
A=24xlx2=4-8§=-4<0

Le signe de x% + 2x+2 est le méme que celui du coefficient de x2 qui est 1. On en déduit que :

X+ 2x+2 >0 Vx € 10; +oo] .Done Vx € J0;+oof g'(x)>0
Finalement, g est strictement croissante sur ]0 : +22 .

¢). Dressons le tableau de variation de la fonction g.



g'(x) +

—-—-—'__-'_--_F—--. dfim
g(x) ———

3. a. Démontrons que x € 10+ p(x) = 0 admet une solution unique & .

£ cst continue et strictement croissante sur [0 ; +oef |

g{]l] ; +os| ] = Juo;+w| 0€ |- + el done I'équation g(x) = 0 admet une solution unique sur 0 ; +2s .

b. Justifions que: 2,55 <@ < 2,56

g st continue ct strictement croissante sur 10 ; + %[ et en particulier sur ]2,55; 2,56[.

g(2,55) = -0,002 <0

} = 2(2.55)x g(2.56) <0 donc 2,55<a< 2,56
2(256)=0,0060 =10

Vxelo.al gxy<o

¢. Démontrons que :
T Wxela vl gx)> 0

g(x) S s ————

Signe de
g(x)

Vx€lo.al,gx)<0
Vx € Jou . +oof g(x)>0

On en déduat :

Partie B

l.a. Calculons lim f(x} puis donnons une interprétation graphique du résultat.
X—i={)
o>



lim -l = 400
x-pf) X +
>

lim fix) = lim —I--vinx}c"‘ = +og car | lim-lnx = +00 =  limfix) = }oco
X0 X—=) | X x—() X0

- - -
Iimd:“‘ =¢? =
X—b

-

La droite (OJ) d'équation x = 0 est asymptote verticale a (C).

b. Calculons ’ilimgg} puis donnons une interprétation graphique du résultat.

| -|ﬂ?{:il3'x = Iiml e M

lim fix) = lim (
X e =f= 0 Kte -0 X XL oo xe* =

lim fix} =0 car lim [—-I—x' =0 et lim Inx| =g ( croissance comparée des fonctions Inx et e¥).
X4+ 00 A oo XE x-2 +ogr € 1

La droite {0OJ) d"équation y = () est asymptote horizontale a (C) en +20.

I+o
u:

. Démontrons que : figt) = - g

) = [ - Inat|e-2

Or gtt)=0 & -lﬁf—‘— +Inet =0 Ina = -z-f‘t;-l—

1] o +1} o -2a-1
= = (g - 28 e~ - 25 Heea [£ 58 e
"’ -0-1 o [0+ | & o N
= ﬂ:ﬂ;} = [ ) lc P ¢ donc fi&t) = o

3.a. Démontrons que: ¥ x € 10+, P(x) = e¥g(x)

f{x) :II|-}( - Inx|e* ,= [—l—~]nx];."“+ |% - ln:l:h ()
(%) =i-—£-3--—11—]c:" +{ j{—-lnx}[-c‘-“}= [ --i-:-- "; - ;-+Inx ex
IE"l":-cf,i='-;:-'1 - E ™+ Inx! g =1"j:i - 2‘; elnx}c"

'(x} = [-11@25- +1n:¢] e™* = g(x)e™
Donc Wx€10;+[, f(x)=e¥gx)
b. En utilisant la partic A, déterminons les variations de f.

Vx€10;+x=, fx)=e"gx)

Vx€10:+el, ¢ >0 Donc lesigne de £°(x) est le méme que celui de g(x).



3 Vx€lo.al,gx)<0
Vx € la +of gx)> 0

Vxelo.al, Fix)<o

M lwxe lao .+l F(x)> 0

On en déduit que : sur ]0 . a[ fest strictement décroissante, et sur lae . +2e[ fest strictement croissante.

¢, Dressons le tableau de variation de f.

X 0 L +oo
gl(x) 0 +
+o0 ,_r--———*""""_—_' 0
E{Jl:l \\_“l- & _li_!!r_ e
o

4. Démontrons qu'une équation de la tangente (7} & la courbe (C) au point d abscisse 1 est:y =- —g—x +

(7):  y=r()(x-1)+f1)
(1= [' |*:12.xl'l + Inl

[{|}=HI--IHI

cl=(1-0) 1 =4

el =(3+0)} =3

€

vk 4 { ] ‘ i | |
| [ 5 | E 1l ! |
o o - - h- B - T ' D - i
— l H - —f— — J-——— ] —_— I —f—a —p—
t r ] E 3
T o R T = —
|1 1 i 1
T T 1
| | |
‘ - 1!
=] | |
— !
— b : 5 E
[ | ]
— { | —
| I |
 —— - Ll ]
! “ " ¥ o
booe 'l |
[ | [
* — g r - - =
| ' .
| | |
3 i ; .
'\‘ | | A
] A T ] ] [ R e (O T  E e T R ; X i3 iy
| [ | |1 2 i i : 3 ! 1
| \ 1 i ] j
L 4 L] - + — 4 - r
e -'II- - - - l- - -;- +* - -:- -
Ll | ! ! ]




Partie C

I. Soit b la fonction dénvable sur 0 ; +=| ¢t définic par hix} = e*lox

Démontrons que h ost une primitive de Fsur 10 =l |
En d'autres termes il 8’agit de montrer gue @ h'(x) = fix)

h'(x) = [c“ Inx :i‘f!{ﬂ'x Y x(inx) +{e*) x (Inx)’

h'(x) = {-e7) x (Inx) + {e=*) x !: ]: {C-th!.'nlt - lnx)

h'[:}-[ J!;—--ln.'r.]l::"‘] =f{x)  Done h est une primitive de Fsur |0 ; <o |

2. Soit A un nombre réel tel que A>3 .

a. Calculons, en cm? et en fonction de A, I'aire A(M ) de la partie du plan comprise entre (C), (O) et les droites

d'équation x =3 gl x = A

X A
Sur 13 ; + %[, () cst en dessous de (OF), done  A{A) = -ﬁl'{n]-ﬂ]dx UA = fﬂx}[lx -UA
3 3

avee U4 = 2em x 10em = 20cm?

)
Al = =[hlﬂ]3 x 20em? (car h est une primitive de (sur J0 : +])
A{R) = -[hm—h{n] x 20em’ = - [c"* lnz-r-‘lﬂi x 20¢m?

A(N) “'lc]th Inh -;:Iflnl x 20cm? =IT—;J"!:3 }7‘ 20cm’

Calculons Im A(X)

A B0
limA(A) = lim '_"'31_.'.!".?&] 20¢ 1:"1—'1:-. 20em* car Il Inx _ p (croissance comparée des fonctions
A0 Aeroo| ey T PN TS A bt gh =04 P

Inx ¢t e™),



