


PREFACE

Cet ouvrage a été congu pour étre, durant toute ’année scolaire ,

un outil de travail complet pour les éléves des classes lerminales

section mathématiques.

1l se compose de neuf chapitres.

Chaque chapitre comporte :
= Un rappel de cours (Résultats a retenir).
= Des exercices classés par difficulté croissante bien choisis.
= Les Solutions détaillées de ces exercices

=> Des Problémes.

Cet ouvrage, qui est conforme au nouveau programme a pour

but la préparation intensive au Baccalauréat.

Enfin , Nous tenons a remercier Mr Gafsia Salahedine qui

a mis tant de soin a [ ’édition de cet ouvrage.

Les auteurs

AMARI Hédi & BEN CHERIFA Brahim
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 NOMBRES COMPLEXES |

Résultats a retenir :

z( = w(xz +y2 ;

1°/Soit z = x+1y avec(X,y) € R’ z= x—iy;
2

7= )z]

2°/a)Vz e C iz = !z‘(cos a+isina) ; aeR
argz = a.(2m)
b) {z' =r; argz = 0(2n) < z = r(cos O +isin O)

3°/ arg(z,z,) = argz, +argz,(2n)

arg(z—‘) =argz, —argz,(2n) arg(z)=-—argz(2n)

2

4°/ arg(z) =02n) >z e R

arg(z)=0(n) &z R’

5°/a) Soit R(o, 1, ]) un repere orthonormé
M(x,y) © Md'affixez = x + iy = z,,

b) AB = CD+ BEF & z, -z, = a(z, — 2c) + B(z, - 2,)
c) AB=||AB||=|z; -z, | (i,OM)=argz,(2n)

(AB,CD) = arg( - J(Zn)

B T Z,

Z=X-+Iiy

2 2 2 2
1 67/ (B): 22 =a+ib avec (a,b)eR2<:>TX2+y2 =va +b
‘ X -y =a
2xy=b

ce systeme nous permet de trouver les solutions de (E).
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7°/az" +bz+¢ =0 (az0) ; A=b'-dac=d"

g —b-d,

¢
2a ° °

n____—b+d ;szvv:__
a a

. Z'+Z|': —b
2a a

st“=a+nn:b£]c>z:[vaﬂifkﬂ]ou

ke{0,1,2,--,(n~1)j(n>2)
9°/Les points A, B, C, D non alignés sont cocifcliques Si:

Z,—Z Z, —1Z
arg ~2— -8B |=arg ~< "L (x)
z,-2, Z.-17,
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EXERCICES
[Exercice 1:
Soitz € C\ 1 et Z:_z_—_i
1-zZ
1°/ Montrer que | Z]| =1
2°/ Monter que Z-1 e R
z-1

. Z+1
3°/ Etablir que
Z —
4°/ Le plan P est rapporté a un repére orthonormé (0,7 ).
Déterminer une équation cartésienne de i'ensembie des points A
d’affixes ztels que : Z € R .Construire cet ensemble.

est un imaginaire pur

[ Exercice 2 :

SoitZ=27*4z-Z ouz € C
1°/ Trouver les nombres complexes z tels que Z = 2i.
2°/Le plan est rapporté a une repere orthonormé (O, i . J)

Déterminer I'ensemble des points M d'affixe z dans chacun des cas

suivants :

a) Ze R.
b) Ze iR.

[ Exercice3:

Soit zeCet Z=(1+1)Z

1°/ Soit  [e module de z. Exprimer en fonction de » le module de Z

2°/ Soit @ un argument de z. Exprimer en fonction de ¢ un argument de Z

3°/ Trouver I’ensemble des points M d’affixe z tel que |Z[=2

4°/ Trouver P’ensemble des points M d’affixe z tel que le point N

d’affixe Z soit situé sur la droite A: 2x + y+4=0.

5°/ Trouver I’ensemble des points M d’affixe z tel que Z € R,
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I Exercice 4 :

Le plan complexe 2 est rapporté a un repére orthonormé (0, ﬁ, \7),
Soit A d’affixe 2i.
Soit ¢ est I'application de P \{4} — P et qui a tout point M

2iz-5
z=2i

d’affixe z associe le point z' d’affixe z' =

1°/ Montrer que M' # A.
2°/ Exprimer z en fonction de z'.
3°/ Soit B, C les points d'affixes respectives —i et 5i. Montrer que B

et C sont invariants par ¢ .
4°/ Montrer que si M appartient a la droite (BC) privée de A alors son
image M' par ¢ , appartient a (BC).
5°/a) Montrer que pour tout nombre complexe Zz#2 ¢n a :
|z-2i||z-2i|=9

b) En déduire que pour tout point M appartenant au cercle I' de

centre A et de rayon 3. le point M' appartient a P.

I Exercice S :

Soit g, b et ¢ trois complexes non nuls de méme module et vérifiant
a+b+c = 0.
a b
A-1°/Onpose p=— et g=—
¢ c
a) Prouver que |p|=|gq|=1
b) Prouver que : p+g =-1

-1 3 -1 A3

2°/ En déduire que p=—+i— ou p=——j—
Wep=n Ty NPT

B - Soit 4 d’affixe a, B d’affixe b, C d’affixe ¢

1°/ Prouver que O est le centre de gravité du trianglé ABC"

2°/ Prouver que A, B, C appartiennent & un 1116meiﬁo‘l:0|9!dq centre O.
. T FEF T 18 YR I AR TN R
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Exercice 6 ¢

Soit g, b, ¢ trois complexes non nuls et de méme module.
1%/ On pose W=bc-bC.
Prouver que W est un nombre imaginaire pur.

b+c . L
2°/ On pose t = b— Prouver que fest un imaginaire pur
-c

3°/ Le plan P est rapporté a un repere orthonormé (0,i,)).
Soit A(a) , B(b) , C(c) Hd’affixe at+b+c
A

>N
a) Prouver que (CB , AH)=arg(t) [27]
b) En déduire que (CB).L(AH).

l Exercice 7 :

Ecrire sous la forme trigonométrique le complexe z dans chacun des
cas suivants :

1°/ z=(-1+10) ;
_I+itga

2°% z : ,ou e R ;
l-itga
3°/z=(‘/§f’)", ol neN*;
T+
4°/ z=1+i+(1-i)tg@ avec O¢ ]—12[—,% [
[\

5°/ z=1+cos@+ising aveco €] 0,27 {7 }.
6°/ z=cosa+i(l+sin) avec ae]0,r].

Exercice 8 :

(z,+2,)
z,2,

Soit z,et z; deux complexes de module 1 .Soit Z =

1°/ Montrer que Z est un réel positif .

2°/ Soient deux points A et B d'affixes respectives a et b ou a et b sont
2 complexes non nuls , dans le plan complexe rapporté & un repere
orthonormé (o,7, j).

Calculer en fonction de a et b l'affixe z; du point I barycentre des
points A et B affectés respectivement aux coefficients ‘b’et |a| .
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I Exercice 9 :

1°/ Soit ¢ un réel de I’intervalle [—7[, n] et z le nombre complexe

défini par : z=—(sing +i(1—cos¢))

1
2

Déterminer en fonction de ¢, le module et un argument de z.
2°/ Dans cette question, ¢ est un réel de ’intervalle ] 0,7 [

Déterminer le module et un argument de chacun des nombres

4

complexes suivants : z—/ et

ol z étant le nombre complexe

z—i

donné au 1°/.
3°/ Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (0,7, ) on

z

considere les points M et N d’affixes respectives z -1 et :
Z=i

Déterminer les ensembles décrits respectivement par les points M

et N lorsque ¢ varie dans [’intervalle ]O,n[.Représenter ces

ensembles.

I Exercice 10 :

Le plan 2 est rapporté a un repére orthonormé (0,1, /).

1°/ Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tel que
T
arg(z—i5+1)z~4-(7r).

z+2i

2°/ Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tel que : (—]———)—l
+i)z -

soit un réel strictement positif.

3°/ Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tel que : (z +3i)’

soit un réel.
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Exercice 11 ;

Soit a un complexe non nul.
On pose a = [r, H]. 0<0<2n7
Déterminer suivant les différentes valeurs de @ la forme

T

j—

trigonométrique des complexes : b=a+id et c=a+e a

Exercice 12 :

o
. o i—
1°/ Montrer que : 1+€% = 2005(3)5 2 avec «a <R,

n ha

ik o, i

2°/ Montrer que ZC’,A,e'o’/‘ =2"cos” (E)e 2.
k=0

3°En déduire Y Cy cos(ark) et Y Cy sin(ak)
k=0 k=0

Exercice 13 : I

krm

n=1 K7
1°/ Montrer que )¢ " =

k=0

2

o
Jra
l-e?”

n=1
2°/ En déduire que ZSin(k—”) = cotg(i[—)
e n 2n

. 1k . 2
3°/ Soit S, = —Zsm(7) . Prouver que lim S, =—
n T

k=1 n—>+40

I Exercice 14 : l

eiu _e—iﬁ
1°/Onpose Z= ———ou0<o<m et 0<P<m
i i3
e +¢
Prouver que Z est un nombre imaginaire pur.
i

T

on0<0<—

2°/ on pose W= —
e +1

1 1. 6
Prouver que W = —+ —1tg(—
qu 573 g(2)
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3°/ Le plan P est rapporté orthonormé (O,T, 3) Soit A d'affixe e ,b

B d’affixe € et C d'affixe —® | supposé distinct .
a) Prouver que ABC est un triangle rectangle en A

b) Trouver une relation entre cet B pour que ABC soit isocéle .

| Exercice 15 :

Soit z un complexe # 0 ; R(O,T,j)un repére orthonormé .

5

Adaffixez : Bdaffixe Z et C daffie —
Z

1°/ prouver que A , B et C appartiennent a un méme cercle de centre
@)
2°/prouver que ABC est un triangle isocele de sommet principal A.

3°/ on suppose que la partie réel de z est positive . Prouver que :
(CB, CA)=arg(z)(2n)

p\{0}——P
4°/ soit f: - P2
M(z) —>M'(z")/z2'=z+—
z
a)yonposez=r €°(r>0). Prouver que ' =2r cos(29). e’
b) prouver que : OM'=2 cos(20). OM . Que peut —on conclure
surO,MetM'?

c) trouver et construire I'ensemble (E) des points M(z) tel que ' =z .

I Exercice 16 :

.. 3 .
Linéariser : 1°/ cos’ x-sin2x
2 .
2°/ cos” 2x-sin3x
4 .
3°/ cos” x-sinx
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| Exercice 17 :

Soit dans I'ensemble C des nombres complexes :
(E): 222 +(3-3)z-4=0
1°/ Résoudre dans C ['€quation (£).
2°/ On note z| et zo les deux solutions ( z] étant la racine de module

I).

a) Mettre zj et z9 sous forme trigonométrique.

b) On considére dans le plan & rapporté a un repére orthonormé
(0,u,v) les deux points M et My d'affixes respectives zj et zp.

Donner une construction géométriques des points M) et M.

| Exercice 18 :

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0,7, j). Soit @ un
s
nombre complexe d'argument & tel que 6 e J O,?L et de partie

imaginaire 1g6.
1°/a) Ecrire la forme trigonométrique de w.
b) En déduire la forme algébrique de @.
2°/ Résoudre dans C T'équation :
222 (1+i3)z=1+i3=0
On appelle z{ la solution réelle; z l'autre solution.
3°/ On considere les points 4, B et C d'affixes respectives : z ; z) et @.

a) Déterminer & pour que C4 = CB.
b) Montrer que dans ce cas le triangle 4ABC est équilatéral.

l Exercice 19 :

Soit a un paramétre complexe non nul.

1°/ Résoudre dans C I’équation a inconnu z :

' —a(l+i)z+ia’ =0 On note z, et z, les deux solutions.
2°/ Onpose a=pe? ou p>0et 6§ eR.

a) Mettre les solutions z, et z, sous forme trigonométrique.

b) Prouver que z +z3" = &*" (1+(-1)")
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3°/ Le plan 2 est rapporté a un repére orthonormé (o,7, j). On donne
A et B deux points d’affixes respectives z, et z,.

Prouver que OA4B est un triangle isocéle rectangle.

Exercice 20 :

o
. o i—
1°/ Montrer que : [+e“ = 2cos(7)e' 2 avec « <R.

1-¢% = —2isin(ﬁ)e’5
2
2°/ Résoudre dans C :

2 . \
a) z"+z"+1=0 ou neN"

14z n 1—z n ) .
b) (I—:L:) +(l+—-j +1=0 (on pourra utiliser le 1°/ pour donner une

écriture simple des solutions).

Exercice 21 :

/1 - =
Soit £ un réel de I’intervalle ]0,5[ et R(o,i,j) un repére

orthonormé de P.
1°/ a) Résoudre dans C I’équation d’inconnu z
(E):z° —2(1+cos 2t)z+2(1+cos2t) =0 (on notera z, la solution
dont la partie imaginaire est strictement positive et z, [’autre
solution).
b) Mettre z, sous forme trigonométrique.
2°/ soit 4, M et M, les points d’affixes respectives 1, 1+¢' et z,.
a) Ecrire en fonction de f les affixes des vecteurs 07/[] et A—X/[.

- —
b) En déduire une relation entre OM, et AM.

Que peut-on conclure sur les droites (OM,) et (AM)?
| Exercice 22 : —l

Pour tout nombre complexe z on pose
F@) =2 +2(3+) 2 +4(1-i3)z +8i

1°/ a) Montrer que 1’équation f(z)=0 posséde une racine imaginaire

ure z,que I’on déterminera.
0
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b) Résoudre alors I’équation f(z)=0. On notera =, etz, les deux

autres racines, z, étant celle qui a une partie imaginaire négative.

Z

2°/On pose W =—
Zy

a) Donner la forme trigonométrique de w

b) Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct
(o,u,v). A tout nombre complexe z non nul on associe les points
M, M, et M, d’affixes respectives z,wz et w’z.

Montrer que OMM, M, est un losange.

rExercice 23:

Le plan 2 est rapporté a un repere orthonormé (o,u,v).
1°/ Soit dans 2 les points M,, M, et M, d’affixes respectives les

complexes z;,z, et z;. Montrer que le triangle M, M, M; est équilatéral

2z

j—

si et seulement si z, + jz, +jz, =0 ou j=e °

.2

ou yHJ :2+j33:0

[

2°/ Soit dans I’ensemble C des nombres complexes I’équation

(E): 2 ~(+a+ia)z +a(l+i+ia)z~ia" =0

a désigne un parametre complexe.

a) Vérifier que 1 est une solution de (F).

b) Calculer les deux autres solutions z' etz” de (E£).

¢) Soit dans 2 les points 4, B et C d’affixes respectives 1,z"et z".
Déterminer les différentes valeurs du complexe a de maniere que le

triangle ABC soit équilatéral (on pourra utiliser la question 1°/).
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Exercice 24 :

On considere dans I’ensemble des nombre complexes 1’équation :
(B): 2+ 2(1- D2 + (1+ m? - 4)z 2i(1+m?>) = 0
ol m est un paramétre réel .
1°/a) Montrer que (E) admet une racine imaginaire pure z, que I’on
déterminera .

b) Calculer en fonction de m les deux autres racines .
2°/ Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O, u , V)
, on consideére les points A, B, M’ et M”” d’affixes respectives 2i , -2-
2i,-1-im et-1+im .

a) Montrer que AM’BM”’ est un parallélogramme .

b) Déterminer m pour que AM’BM*’ soit un rectangle .

ri}xercice 25,:4\'

- -
Dans le plan complexe P rapporté a un repére orthonormé (O, u, v )

on considere les poins A et B d’affixes respectives a et 1 ot a est un
nombre complexe donné différent de 1.
Soit f'I’application de P \{B} dans P qui, a tout point M d’affixe

z, associe le point M' d'affixe ' telle que : z'= 22

z—1
1°) Montrer que les affixes des points invariants par f sont solutions

de I'équation E: z2-2z+a=0.
2°) a) On suppose que a=1+¢e*° 00 0 e ]g,fzﬁ[ . Résoudre I'équation F

b) Mettre sous forme trigonométrique chacune des solutions de E.
3°) Dans cette question on suppose que a = -1.

Soit M un point de P \{B} d’affixe z et M' le point d'affixe z' = f(z).
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- A—) - /\——)
a) Montrer que (u,BM)+(u,BM)=0 [27].

En déduire que la demi-droite [BA) est une bissectrice de
- -
l'angle (BM,BM").
b) Montrer que Z' est imaginaire pur si et seulement si IZ‘ =1.

¢) En déduire la construction du point M' image d'un point M du

cercle trigonométrique privé de B.

I Exercice 26 : J

Le plan complexe P est rapporté a un repere orthonormé (O,u,v).

Soit A la droite d’équation x=2 et A le point d’affixe 2.

1°/ Vérifier que A est I’ensemble des points M d’affixe z tels que

2°/ Soit ¢ Papplication de P\ A dans P, qui atout point M d’affixe z

associe le point M’ d’affixe z'=

a) Montrer que z' est un nombre réel.
b) Déterminer I’ensemble (I') des points M d’affixe z tel que z'=k
ou k est un réel donné différent de 2.

3°/a) Montrer que pou tout nombre complexe z dont la partie réelle

est différente de 2, on a: |z'-z|=|z'-2|.

b) En déduire que pour tout point M de P\ A, le point M' est
I’intersection de la médiatrice de [AM] avec I’axe des abscisses.
4°/ Soit D la droite d’équation x=3.
Pour tout point M de D, on désigne par M' le point ¢(M) et par M"
le symétrique de M' par rapport a (AM).
Montrer que MM" = d(M",D)
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SOLUTIONS

|Solution 1: I
|

1/ Z|= rZ__l= IZ——_II ; or II—EI = ‘E‘ =|I—Z‘ = [Z—1|
[1—2] [l—z
d’otr : |Z’:|Z—1’—l
2-1]
z-1
20/ Z—IZT__E_ __z+Z-2 _ z+7-2
z-1 z-1 (z-1)(1-2) (z+z—-1-2z2)
or: z+z =2 Réz= z+zeR et27=|2220€]R
et par suite Z_ eR
z—1
z-1 |
30/ Z—I_E-’- . z-Z z—-Z

21 z-1  (z-1)(1-2) z+Z-1-[]

or:z—z =i 2Im(z) donc z—-ZeiR et z+?—1—'z‘2 eR’

. Z-1 o
d’ou " est un nombre imaginaire pur.
Z_.
-1 1)1 - , -
A U2y gy P B ) B
(I-2)  |1-]

Onposez=x+iy = 2z-2Z—1=2(x+yi )= (x+yi)?-1
=—x2+y2+2x-l+i(2y—2xy)

Ze R siet seulement si
Im(Z)=0 2y —=2xy =0 =0oux =1

(2) o P Ry =0 _ 1y
avecz #1 (x,y)=(1,0) (x,y)=#(1,0)
L’ensemble est la réunion des deux droites D; : x = | et D, : y =0 privé du
point A ( 1,0)



Nombres complexes o5 44" Maths

!

Solution 2: I

1°/Soitz=x + iy avec (x,y) € R’
Z=2+z-2 = (x+yiY +x+yi -(x-yi) =x"—y +i(2xy+2;/,\)
=x -y +i2y(x+1)
x*=y*=0 X=youx=-=y
Z=2 < et & et
2y(x +1)=2 y(x +1)=1

o (x =y y =X
o % cas: &
y(x+D)=1 x(x +1)=1
*x(x+1)=1 &xX2+x-1=0; A=5;

T R Py

X = , X

2 2

—1;\5(]“) ou z= —1;\/5

e X ==y y=-x
2" cas =
yx+D)=1 -x(x +1)=1

*x(x+1) =1 & X+x+1=0;
A=1-4=23<0 impossible carx eR.

1++/5 J5-1

Conclusion : les complexes zsont : —(——2—)(1 +i) ou 5

"

D’ou z= (1+1)

(1+1i)
2°/
) ZeReom(2)=02y(x+1)=0< y=0 oux=-I1
D’ot I’ensemble (E,) est la réunion des deux droites D; : y = 0 et
DQIX:-I;E1:D|UD2 '
b)ZeR < Ré(Z)=0 = x'~y'= 0 x=youx=-y
Soit A, : x—y=0 et A,: x+y=0.D’0lt I'ensemble
(Ez):AlUAz.
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J

Solution 3 : I
19/ 1z = |1+ i)z] = |1+ il- |5 = V2|e| = ¥2  donc |z] =2 r.

2°/ Soit & un argument de Z.
1° Méthode

Z=Zl¢" =r\2¢°
V4 T T
j— _io i(-0+—) i~
OrZ=+2e%re =|Z|e 4 car (l+i=\/5€4)
T
DaEZ—B Q2r).

2¢ Méthode
argZ = arg[(1+1)z] (27) = arg(1 +1) +arg(Z) (27)

-0 (2n)

N

3°/ Soit E = {M(Q) e?/|z|=2}
IZl=2@r2=2cr=42
Done £ ={M(z) e P/l =2}= (M ecP/OM=12)
Conclusion : E est le cercle de centre O et de rayon v2
4°/ Soit F={M(2)/ N(z) € A:2x+y+4=0}
Traitons cette question analytiquement :
Onpose z=x+iy avec (x,y) e R’

Dot Z=(1+i)(x—iy)=x+y+i(x—~y) ainsi N(x+y,x—-y)
NeA2(x+y)+x-y+4=03x+y+4=0
Conclusion : L’ensemble F est la droite A’ d’équation 3x + y+4=0.

5° Soit H={M(z)/Z < R]]

1¢ Methode

. . x-y=0 xX=y x=y
ZeR, @x+y+i(x-y)eR, o & =
* yrie-y) e R, x+y>0 2x>0 (x>0
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Conclusion : H est la demi droite d’origine O, de vecteur directeur

=i+ située dans le demi-plan :y >0 privé de O.

2¢ Méthode
ZeR! ©argZ=0Q2xr) < argl(1+1)z]=0Q27)

Vs V4 -0 > T
<:>—4——arg250(27r)©argz52(27r)c>(z‘ ,OM)Ez(zﬁ).

M décrit la demi-droite d’origine O, de vecteur directeur =1/ +J,
située dans le demi-plan y >0 privé de O.

Remarque : étant donné « € R, ’ensemble des points M du plan tel

-7 =

que (i ,WM)=a (27) est une demi-droite d’origine ¥, de vecteur

directeur # = cosa i +sina j privé du point .

Solution 4 :

i

2iz— ) . .
/SIM=A & 7=2i < 2272 9i e 2iz—5=2iz+4
z—2i
= -5 =4 ce qui est absurde. Donc M' # A.
2iz—5 . . . .
2°/ 7' = — > 7z'-2iz' =2iz-5 < z(2'-21) = 2iz'-5
z—21
2iz'-5

orz # 2i{d'aprés 1°/yd’ouz= -
z'-2i
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3°/ o Soit B'= ¢ (B)
iz, -5  2i(-i)-5

Ona: zg= = =-

Zo—21  -i-2i

d’ou B'= B et par suite B est un point invariant par ¢
* Soit C'= ¢ (C)
2iz. -5 2i(51)-5 15

Ona: zc= =—=——=5j
Zc 51-2i 3i

d’ou C'=C et par suite C est un point invariant par @
4°/ Me(BC)=Me(0,]) dol zy=yiouy e R\{2}

ZM'=2IZM—_.5=21(_YI)—,5 -2y -5 (2y+5)1_k1 ou?»z2y+5
Zy, =21 yi-21 (y=2)i y-2 y—2

d’ou zyr est imaginaire et par suite M'e (O, j)

conclusion : M'e (BC) .
. 2iz -5 ) )
5)a) |z —2i]- |z - 2] =](T:;—21)(z-—21) = |(—5—4)f =
by MeI' ©MeC(A,3)< AM=3& [z-2i|=3

Or |2/ =2i||z=2i|=9=|z'-2i|=3= AM'=3=>M'el

lSolutionS' |
A-1°%a ) ‘ ‘_’ ‘ T or Ial:’cl d'ou ‘p‘:]
b
“]‘ ' ‘_U or |bl=|c| d'ou !ql:]

Conclusion : ‘ p[ = lq‘ =1
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a b a+b
b) p+q 2;4—;:

or a+b+c=0doua+b=—c etpar
¢

i -
suite p+g=—=—1
C
2°/ Soit p=x+yi
Ona:‘p‘=l<:>‘x+yi|=1<:>x2+y2 =1

Ona: \q‘zl orqg=-1-p (d’aprés 1°/ b))

donc‘—l—p‘:l<:>’1+p‘=1c>‘l+x+yil=1<:>(l+x)2+y2:1
2 2 P 2
x +y =1 y =l-x (H
Ona: , ., & ) R
(+x)" +y =1 (+x)" +1-x"=1 (2)
1
Q) ol+2x+x  +1-x’=1<2x=—1 d'od x===
=y =1 L3 d'ot 3 V3
X=-—= =l-—=— d'oll y=— ou y=——
2V T Ty YT T
. 1B I
Conclusion : p=——+i— ou p=———i——
2 2 2 2

B - 1°/ Pour montrer que O est le centre de gravité du triangle ABC, il
> -
suffit de prouver que : O4+ OB+ OC =0 c’est a dire

(zy—z,)+ (25 —2,)+ (2, —z,)=a+b+c=0 (d’apres les données)
d’ou O est le centre de gravité de ABC.
2°/ OA :’ZA —z()lzlal

OB:‘ZB —z(,| = b =|al

oC = Iz(- —z()‘ =|c| =|q
Ona: O4=0B=0C donc 4, Bet C appartiennent & un méme cercle
de centre O.

Solution 6 :

19/ W =bé —bc=—W donc W est un nombre imaginaire pur.
noy bt _ (b+c)b -2)

b—c (b-c)b-0)
(b+c)(l7—5)=b5—b5+5c—c5=|b12 +W—|c|20r 5] = || donc

Or (b—c)b -8)=(b—c)b-c)=lp—cf

(b+c)b —C)=W etparsuite  =— d’ot £ est un nombre
p |b-—0’2

imaginaire pur.
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>N > >N N
3°/(CB,AH)=(CB,i)+(i , AH) 2x)
=-—arg(z, —z,)+arg(z, —z,) Rx)= arg( ZA) (2r)
IS

b+c b+
Earg(b_c) (27) Or b —t d’ou (CB, AH)=argt (2x)

. - . 7[
b) ¢ étant un nombre imaginaire pur donc arg? = z (2r)
-

T 7
ou arg? E——— (2z)dou (CB, AH)E—2~ (27) ou

>N >
(CB, AH)——— 2r)

Conclusion : ( CB)J_(AH )

Solution 7

0

1°/ ’—1+i|=\/5; ona: cosa=# , sina=g

d’ou az%r[br] d’ou Azx/f(cos%zﬂsin%r).

.sina

20/ = I+itga lCOSO{ _cosa+isina
I-itga |_,Siha  cosa—isina
cosa

Z=[El o] =[12a] d’ou z=1-(cos(Ra)+isin(2a)).
,—a
-7
_ [23_;]
3°/ Soit Zy 2—\/1—5—7-1-2——67[-:[.\/5’_?_72[]
+i
2,—
V2,7
s s Sr .. St
d’ou zy = \/E(cos(——)ﬂsm(——))
or z=z," d’ou '"I [cos S +isin_57m}
12 12

(1-i)sin€ _ (I1+i)cos@ +(1-i)sind
cosf cosd _
_cos@+icosf+sinfd—isinf  (cosf —isinf)+(icosd +sinb)

- cosf - cost

4°/ z=1+i+(1-)tgd =1+i+
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_ (cos@ —isin@)+i(cosd —isinG) _ (1+)(cos@ —isinB)
cosd cosé

or l+i=[\/5,%] et cosd—isind=[1,-60]

= (1+i)(cosd —isin @) =[ 2,%_9]

oo A2

/4 4 /4
or cosf >0 car fe]—,—[ d’ou z= cos(——8) +isin(—-8)).
] 2 2[ cos6’( (4 ) (4 2
5°/ z=1+cosp+ising =1+2c08> 2 ~1+i.25in Lcos?
2 2 2
:2cosg(cos£+isin£)
2 2 2
o |0 7 27
4
cos(— + -
(2)

® Si pe)0,z[ alors z=2cos£(cos2+isin—@-)
2 2 2
* Si pelr,27[ alors ::—2cos%(cos(§+7r)+isin(%wr))
6°/ z=cosa+i(l+sina)=(cosa +isina) +i

. . T, .7 T, .. . T
=(cosa +isina)+ (cos—2—+zsm—2—) :(cosa+cosg)+1(51na+sm5)

X+Y -
or cosX+cosY =2cos( ; )COS(%Y-)
sin X +sinY =2sin(X;Y)cos(X;Y)

a 7 a a a
= z =2¢05(—+—)cos(———) + 2isin(— + —)cos(—— —
(2 4) (2 4) (2 4) (2 4)
a a 7 a 7
=2 —— —+—=)+isin(—+—
cos(2 4){cos(2 4) zsm(2 4)}
. a
signe de : cos(—i—z) pour «€]0,x[ :

a -n o T 7 a 7
O<ao<m 2 0<—<— =>2—<—=-—<— = cos(——-—)>0
2 2 4 2 4 4 2 4

d’ou z =2cos(% - Eycos(Z+ L +isinE+ X
(2 4)( (2 4)1 (2 4))
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Solution 8 :

2 2 2
zZ +z z +z +2z.z z z
10/Z=( | 2) | 2 | 2:__t+_2+2

2 2

z,z, z,z, z
orzi=[l,aletz,=[1,0]
Zy

dob “L=[La-pf] et 2=[1,f-a]

2 Z)
=> Z=cos(a - f)+isin(ax - B)+cos(fB -a)+isin(f-a)+2
=2cos(a - B)+2 (carcos(-X)=cos X et sin(-X) = -sin X )
= Z=2cos(a-P)+1)eR, car-1<cos(ax - f)< 1.

20/ Ib[;ﬁﬂalff:()@\b’(z, —z,)+la(z,-z,)=0

alp|+bld
Sz, = .
|
LSolut‘ibn 9.

1
1°/ z=5(singo+i25in2 -(5) =sin£(cos£+isin£)
sin£=0¢:>io—=k7t oukeZ
2 2

o rn 0 T

. R PN .
Slqu[—ﬂ,O[ ona:z [ sm2 ,2+7rJ

sSig=0ona:z=0
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1
20/ * z—izg[singo+i(l—cos¢)]—i
}

o .9 @ ., @ .
=cos—(sin——icos—) = —icos—(cos— +isin—)
2 2 2 2

SRR

1 1 2
=—|sing —i(1+cos¢)| =—| sinp —i2cos
2! 1=l

r
V§0€]O,7r[ ona: %e}o,a d'ou cos§>0
owsrciefi- g Shm2 2]
[ o ol
£ = _ Lsm;, ;J _i-tg f—l
[eos? z_zJ‘[gz" 2)
2 2

3°/ M d’affixe z—i d’ou M de coordonnées x et y tels que :

-7 p ¢ 1.
) =cos—sin—=—sing
2 2

(

%
X = c0s—cos(
2

| (I+cos@)
B 2
2

sing=2x et cosp=-1-2y -
AV

.2 2 2 1 2 1.
comme sin” @ +cos @ =1 4x +4(y+—2-) =l ox +(y+—-) =|—
2 2
. s . 1
d’olu M appartient au cercle de centre w(0, —5) et de rayon —.

Or que]O,zr[ ona: 0<x$5 et —1<y<0
. 1 .
M décrit le cercle C(a),g)mpm on 2 est le demi-plan

. d’équation x>0 .
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z : | 7|
N d’affixe — or — =Ltgz)—, —J= z‘tgﬂ
z—i z—i 27 2 2

N de coordonnées (0, tgg) or ¢ décrit ]0,7[[ d’ou tg% décrit

I’intervalle R’

x=0

d’ou N décrit la demi-droite [oy) privée de o d’équation : { 0
y>

Solution 10 :

1°/ Soit Ez{M(Z)eP/arg(z—z?+l)E%+2k7r}

arg(z—iz+1) = Z— +2kz < ilexiste @ € R” tel que :

T

i
z—iE+l=ae* =a2(1+i) posons a~2 =2

donc arg(z—z?+l)s%+k7r<:> il existe ﬂeR*/z—iE+l=ﬂ+,Bi:¢
Posons (z=x+iy) |
x—y+l=p

y-x=8 (BeR)

x-y+l=y-x<2x-2y+1=0 c’est une équation cartésienne d’une

x-—y+1+i(y—x):,5+ﬂi<:>{

droite.
Conclusion : L’ensemble E est la droite dont une équation

cartésienne est : 2x -2y +1=0.

. z+2i %
2°/Sth={M(z)eP/ eRJr}
(+i)z—1
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z+2i 1 z+ 2§ 1 z+2i
(l+1)-—1 1+i Z_L—Hi ___E
1+ 2
2 ( z42i ) 0o
— ¢ Sarg ——— |= V4
(I+iz—-1 7 L(l+i)z—]J
1 ~+21 +2'
<:>ar0(—— ) 0(2r) <arg( ) arg(1+/)=0Q2xr)
1+ _ 171 o
) 2
z+2i ) z+2i T
arg( l_i)zarg(1+1)(27r)c>arg( l_l,)zz(br)

2 2

-
Soit le point 4 d’affixe -2/ et B le point d’affixe TI

A

742 T
)—-—(27r)¢:>(MB MA):——(27I)

arg(

_2

Conclusion : Pensemble F est I’arc [AB] privé de 4 et B, du cercle

tangent a la demi-droite [Br), situé dans le demi-plan de frontiére [4B]

ne contenant pas [Bf) ou [Bt) est la demi droite telle que

—

(Bt , BA) = %(270

+3iz0 (z=-3i
3%/ (z+31) e R =3 ou

arg(z +30)° =0(x) (Jarg(z+31)=0(x)
3arg(z+3i) =0 (7)< 3arg(z +3) =kr ol ke Z
arg(z+3)=—
*Sik=3p: arg(z+3i)=pr o arg(z+3i)=0(x)

->" >

' < (i, AM)=0(x) ot A(-3i) & M e D(A4,i)\{4}
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. GBp+ Vs
¥Sik=3p+1: arg(z+3)=———"—— <arg(z+3)=pr+—
3 3
T
i
oarg(z+3))=—(7) < ilexistea e R tq: z+3i=ce *
) a a3 .
Posonsz:x+zy:>x+iy+3i=;+i aeR
[«
xX=—
l 2 R’
o e
| a3
=3+
2

d’oit MeA: y=-3++3x privé du point 4(0,-3)
*Sik=3p+2

Vs 2
arg(z +3i) =(3p+2)j<3arg(z+3i) =pr +T<3
J

x=—g aeR”
2

J3

=-3+a—
4 2

2

27
ilexiste aeR' /z+3i=qe’ <

doll MeA:y=-3-x3 privé du point 4(0,-3)
Conclusion : L’ensemble demandé est DUAUA' ou

Diy=-3; A1y=—3+«/§x ; A':y=—3—x\/§

Solution 11

a=[r,9]=re'€

P
*p=grig=re® +ire" :r(e'e +ie_/9) ori=e? d’ou
9 1ie" =cosf +isin® +i(cos@ —isinf)
=(cos@ +sin@)+i(cosd +sinb)

i
e

R4

=\/5(cost9 +sinf)e *
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K1

b= \/Er(cosﬁ +sinf)e '
7
Or cos8 +sin 6 = /2 cos(6 —Z)

e

J:.,kl

d’ot b=2rcos(8 ——)e

4>|N

e  Signe de cos(d —%) :

7 T 7
cos(0 -—)=00-—=—+kr (kel)
4 4 2

3r . n T
O=—+kzr or 0<0<2xr d’ouf=—o0ufh=—
4 4
3 1
¢ 4
V4
cos(f ——) +
4
0 I—O 37r|— 17 b I—Z ® 77) 7r—|
st @ e|0, J—, ona: recos(@ ——), —
EAdres J ] R
T
sifd=—ouf=—: b=0
4 4
P 137z il b 5 ® ) 57|
sl @ e |—, : b=|-2rcos(6 ——),—
ol J
P
¥*c=g+elq
iz _ i(Z-8)
c=ré’ +edre —l(e'6+e )
iZowe-Ly  Zie-Iy p
c=re (e +e 6 )—re6(2005(9—6))

n i
c:2rcos(49—;)e 6

Signe de cos(8 - %)

T /4 2
cos(0——)=00-—=—+hkn o0 =——+kr
6 6 2 3
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2 S5x

g 0 3 3 27

|
0 1)‘ + #) (‘) +
COS 6 -

R 2 T
Sl @ =— 0u9=7 alors ¢=0

R DN I A I PR N 3
si eL—}—L J Jaors C_L r cos( —6) J
127:
J

. [ i
st e |— alors L 2rcos(9——) —J
3 3 6
2z 7
g I0 3 3 2r
cos(H——)‘ + f’? - + +
SIH:Touﬁz— alors ¢=0
0 |—0 2z sx 5 —| | I—2 ® 7r) 7r_|
st@e|0, v ,27 | alors ¢=|2rcos(@ ——),—
>S5 I 6
X oz sx
sife J—, alors ¢ L—zr cos(8 ——) —J
3 3

Solution 12 ¢

a a a a a
hl ,; hall a i—

. i
1°9/1+% =e?2e 24e?e? = (e-+e2)—2«:os(2)e2
a
. i a ';
Conclusion: Va eR; l+e =2cos(?)e
ck ,"“'

n~
k=0

2°/Ona:VzeC,Vz eC: =(z+z")

‘ h
ia L k iok ia\n
Onposez=e etz’:ld’ou.ZCne =(1+e”)
k=0
a

i o
Or on a montré que 1+¢* = 2cos(;)e 2
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no
j——m

d’ou ZC,’; " =2"cos' ( )e 2
3°/Ona: ZCN

= Z C, cos(ak) +i ZC sin{ak)
k=0

ha

,.._

=2"cos’ ( Ye 2

=2" cos” (—) cos(——) +i2" cos” (ﬁ) sin(n—a—)
2 2 2 2
N k n n, & na
ZCH cos(ak)=2" cos (—2—) cos(T)

\ k. n n, & . na
ZC” sin(ak)=2" cos (—2~) sm(—z-)

Solution 13 ;

1°/ On sait que pour tout z € C\{1};

| e

= l_ j—

k 4

= doncpourz=e” eC\{l},ona:
k=0 I-z

k
~-1  kw -1 ¥4 ;i

— i 3 i~ 1-e'"  1-cosxz 2

e T = Z e n = = =

iZ i iz

k=0 k=0 l-e” l-en” 1-en

Conclusion : Pour tout n e N*; Ze "=

1 e n
k/z'
2
2°/Ona: Ze "= p
k=0 1~e’;
n—=1 k”

* Z = Zcos(—)+125m(——) donc Zsm(—)
k=0 k=0 n k=0 n k=0
2 2 2

* = =

n Ea 4 .4 o

i— i —i— i—

i T
l—e? 2n (e n _, Zn‘) e 2" (=2isin(—))
2n

IH

1-

R4

n

)
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e Vg oo T
20 d(cos(——)—isin(_—)) cos(—)
te 2n n . n , n
= p—— p =1+ = 1+icotg(—)
sin(—) sin(—) sin(—) h
2n 2n 2n
n-—1 ko P
Conclusion : Zsin(—) =cotg(—)
_ n 2n
1 n=| ko
39/ 5, =~ D sin(—)
nkzo n
. o . . cos(;)
lim S, = lim —cotg(—)= lim —
n—>+wm n=r+mn 1 2}7 H—>+0 1 Sll’l(l)
2n
Vs T
cos(—1) cos(—1¢) 5 sinat
= lim —5—-¢= lim — =T car lim =a
(0% . (>0 . T -0 ¢
sin(—1) sin(—1)
2 2
t
Solution 14 : -
1 1
~ia -ip e
— e —e ia ip
1°/ Z = — =& €
ey ol B 1 1
ia + ip
e e
— e’ - e%e” e’/’ ~e"
L= T i =-Z
e’ e P+ of 1o
Ona: Z =-Z donc Z est un nombre imaginaire pur .
ie
2°/ soit W =
|
. LA Y 2] 2
Ona:e'’+1=e 2(e 2 +e 2):200553 2
s cos 4 +isin 0
i6 9 - -
e e 1 1
D’ou W= = = 2 2 :§+§Ilg( -)

0 2 2COS€ 2cos—
2cosE.e 5 5
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3%/
a) (E:TC)E(TB: ?)+(ZZE)(27z)

B Z/I

=-arg(z, —z ) +arg(z,. -z, )(2”) = arg(j';mj(ﬂr)

i iB

= arg(:e’;ﬂ—_el;a—j(Zﬂ) =arg (%J (2r)
e —e e —e
=arg()2m) =-arg(2)C)

%(2@

or d’aprés 1°/ Z est un nombre imaginaire alors arg(Z)= 4 ou

—%(270

et par suite ABC est un triangle rectangle en A .

b) Pour que ABC soit un triangle isocéle il suffit que AB = AC
ona: AB=AC

<:>lzB —ZAI :[z(, —ZA‘ :Ie'ﬁ 4

i ip __eia

= ‘—e

& |(cos B—cosa)+i(sin B—sina)|=|(cos B+cosar) +i(sin B +sin )|
(cos B—cosa)’ +(sin f—sina)” = (cos S+ cosa)’ +(sin B +sin )

<> cos” B+cos’ a—2cos Scosa +sin® S+sin? a@—2sin Bsina

=cos’ f+c0s’ @ +2cos Bcosa +sin® B+sin’ a +2sin Bsina

<> 2-2cos fcosa—2sin Bsina =2+2cos fcosa +2sin Bsina
& cosfeosa+sin fsina =0 cos(B-a)=0

<:>,3—a=g~+k7z ot keZ

. 7 -3z 7
or—-w<f-a<rw d'ou—ﬂ~<-2—+k7;<7r:>—<k7z<—

=k=-1 oukan"oi/,B—oc=—§ouﬂ—0¢=—72Z

T
Conclusion: =« —Eouﬂ =a +—72£
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Solution 15 ¢
1°0A= |z, ~z,|=|z|
OB=lz, —z,|=|z|=|
) 2
z3 |z
oC = ‘Z(. —z()‘— - :1—’=[z‘
Z ‘Z

D’ou OA = OB =OC et par suite A, B et C appartiennent a un méme
cercle de centre O .

2°/ Ona:AB = ‘zh, —ZA[:’Z_—Z’

2
AC = \z(, —ZA‘= z
z

Or }Z_’=]Z’ donc AC = )Z —Z_)=’Z_~Z’ d’ott AB = AC et par
suite ABC est un triangle isocéle de sommet principal A .

3°/(c73j6i) =(c8; 'i)+(‘ij€4)(2n)

=-arg(z, —z.)+arg(z, —z.)27) = arg[ﬂj@r)

Z,—2,
2 2
z z
z—— z—= — _
z 5 Z-z z2(z —2) z
=arg = 1Qn). Or—E5 =" =— . =—
5 Z 5 _Z @y -z2 (z—-zNz+z) Z+4+z
'z z

Or Z+z=(x—-iy)+{(x+iy)=2x d'oz‘t(@:@)sar‘g[ j(27r)

Z
2x
o= arg(z) —arg(2x)(27) or x>O0doncarg(2x)=02r)

Conclusion : (C-E,C—A> =argz (2m)

—
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2 2 2
[ [ z -i6 r-el~0
A°/ayz'=z+—=re" +
z

_ i3
——=re 4 re?
re

=re (re'*® +e7*%) =re”2cos 26 = 2r cos 26e”

b)aff OM ' = z,,. — z,, = 2r cos 20e"

affOM =z,, —z, = z =re°d ' oitaff OM ' = 2 cos 26.aff OM
Conclusion : OM ' =2c0s20.0M et par suite O,M et M' sont

alignés .
1 o 22
cy'=z&oz+—=z & —
z z

=2 2
zZ) +z
) +z’

2 s
"orz =x +iy

@) +zi=zz o @)Y +z27 =]z
=

ona:(x+yi)Y+(x+yi¥=x+y

Xyl —2xyi+ X -y +2xyi=xC+y X -3y’ =0

& x=3y oux=-13y

L’ensemble ( E ) est la réunion des deux droites D; : x—x/gy =0et

S]

D, :x+ \/gy y = 0 privée du point O .

t
Dl D]
- 0 V3 )
Solution 16 :
ix —-ix 3 e:zx e—iZ.\'\\

1°/ f =0053xsin2x=L

(eil\' + 361.\- + 3e—i.\’ T e—i3x )(eIZ.v _ e—:Z.v)
167

f=
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f elS.\' + qe/ 3x _ 3(3_” + 3(3/‘\‘ _ 36—13.\' n e~/ L e»/i.\'
’ 167
f (615.\' _ —i5x )+2(€I\ _e~/,\‘)+3(e/3x _6—13.\')
’ 161
2isinSx+4isinx+6isin3x 1 ) .
f= - =—sin5x +—sinx+—sin3x
16i 8 4 8
o \2 2 .
, ‘ (GIZ,\ +e—/2.\\ (el.\.\’ _e—/n,\\
2°/ g=cos” 2xsin3x= —
2 2i
Xy, i3y —idw
( idx +2+€ /4\)(el \—6 i \)
8i
(3/ 7x __er.\' + 28/3.\‘ _28—/'3.\‘ n e—i.\‘ _e—/7.\'
87
i7% —iTx v —ix i3 | -i3x
(617\ —e i \)“(el\ —e I\)+2(el \_\e i \)
87
2isin7x+4isin3x-2isinx 1 LI 1 .
= - =—sin7x+—-sin3x——sinx
8i 4 2 4
3°/
( —ix \4(61.\‘ _e—i.\'\ (@ n e*l.\‘)"(erx _e—i_\-)
h=cos' xsinx = L . J: .
2i 321
. v 2y —idx
Or(e“ +e "‘) Tt 4e 4 6+4e7 o
4 2% —i2x . —idyN, Qv -ix
, . (e r+4e' Y4 6+4e7 e \)(e"—e")
d’ou h= -
32i
e/5.\' _el3.\’ +4ei3.\' +4el.\' +6ei.\‘ _6e—/‘.\' +4e—f_\- _46—/3.\' +e—:3.\' _e—/S.\'
32i
S —iSx i3x  —idx X -ix
(8’ X - 15,\)+3(€lh —e i \)+]0(€“ —e I\)
327
2isin5x + 6isin3x + 20/ sinx

32i

1 3 5
Conclusion : h=—sin5x +—sin3x+—sinx
16 16 8
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Solution 17 :

19/ A=(3-30)2 —4x2x(-4)=3-643i—9+32=26-63i
Cherchons x et ytel que: (x+iy)> =A
(2 )7 =26

(¥ —)2=26 (1)
Jx2+y2:\/(26)2+(6\/§)2 & lx 137 =28 (2)
2xy=-63 ‘L\) -3V3
Jx =27 I .
(Det(2) =1y’ =1 :>JV +1 donc A=(343-i)
|ny<0 {

(\/§+31) (3V3-1) _ G

7112(—‘/§+3i)+(3\/§"i):£+i
4

<

2 2
1 31
2°/a)1 3+1’ V3+1=2 £+_1: =]
2 2 4 4
donc zI:—i+li; zZ, = =3 +1i
2 2 B
( 3
Jcos@:T
Al:[l,,el] ona:n=1; | :>9,=§(275)
[siné’]:—
2
donc (l I
z,={1,—[=e
= 6J
( 3
JCOSQ?:—Z_ s
z,=[n,60] ona:r=2; | 3925_67_[(27[)
lSiﬂ.@,Z—
-2

Szt
donc z, —L2 —”Jl =266
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b) e z, ¥3

_+5i ona: M, d'affixez, , OM, =1 donc M,
appartient au cercle C de centre O et de rayon 1, d'autre part

l'imaginaire de z, est > donc M, appartient a la demi-droite

j 1
5,:y

" 2 d'ot la construction géométrique du point M, (M, est
x>0

le point d'intersection du cercle C et de la demi-droite &,).

—\'i:{l 81

./

e z, =—+v3+i ona: M, d'affixe z, , OM, =2 donc M,
appartient au cercle C' de centre O et de rayon 2, d'autre part

l'imaginaire de z, est 1 donc M, appartient a la demi-droite

5 .

, <0 d'oul la construction géométrique du point M, (M, est
x< v

le point d'intersection du cercle C"'
et de la demi-droite 6,).

2

E,ﬁ—
5 %ﬁ/ 33)2
|

- |
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Solution 18 .

1°/ a) @ étant un argument de @, il reste a trouver | @ ' =p.

w=pcosf +ipsinBor psin@=tg0= p=
cosé

N
w:LCOSH’QJ:coséee

(cosB +isinb)

w =

1
cosf

byona: o= (cos@ +isinf) =1+itgh

Donc w=1+itgd
20/ 222 —(1+iv3)z~1+i3=0
A=(1+iV3): —8(=1+i/3)=—2+2i/3+8-8i/3
A=6—6i3=6-3-2(iv3)=3> = 3-2(i3) + (iv/3)’
A =(3—i«,/_3:)2 une racine carrée de A est 3—iv3

, 1+iv3-3+i3 13
z' = = +i—

4 2
,,_l+i\/§+3—iﬁ_l
"= 2 =
I 3
Scz{l; ———+i£}
2 2
I A3
Z]=1 5 2y =——+I——
) 2 2
3°/ a) CA=CBC>\ZI—Z\=|22—Z\ o []—z‘:l“%ﬂ‘%—%_z

5

<:>‘—itg6|=|—%+i(73—tg9)><:> tgzé’:%+%—«/§tgt9+tg26

N tgé’:\/?orﬁe}()..g{ :9:?
T

Conclusion :  Pour que CA = CB; il faut que 6= 3
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b) Pour montrer que CAB est équilatéral; il suffit de montrer que
- A =

(CA,CB)=—= (2 ) car CAB est isocéle.

> A >

(CA,CB) = arg( 2
Z

) (27) = arg(z, — w)—arg(z, — 0) (2 7)
-

1 3 V3

3
0 smo=—s i (i) =i
' ‘ yHiy ) 2

V301 1
= Az—a):—\/g(THE):—«/—r J L ‘—+7ZJ
= zz—a):[\/g,%} = arg(zz~a))s—6—(27r)
= z‘~a)=—i\/§ = arg(z,—a))s-——”(Zﬂ)

= (&A53)=16f+f(2 )__(2;z) -

- A=

(CA,CB) = —g (272’)
j CA=CB

Conclusion : \ _ " x = ABC est un triangle
[(CA,CB) =-7 @)

équilatéral.

| Solution 19 : I

1°/ A =a2(1+i)2 —did’ =2id’ -4id* =2ia’ = (l—i)zaz. une racine

carréede Aest 5 =(1-ia.

a(l+i)—(1-i)a

—— =

_a(+H+(1-Da _
2

z =
Sc ={ia,a}

Z
2°/Ona: a= pe'’?
T
iz
a) z]:iazezpe’ezpe
i6
22=,Oe

2n

b) Zl.'ln ..7 - (l a)Zn n aZn _ 612”(1 " (l.)zn) :.0217(1 +(_1)H)

. V.4
1(6’+2)
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1 0acle,-x-la-ol=ile[-la
OB=|z, ~zol:‘a‘

Donc OA = OB et par suite OA4B est un triangle isocéle de sommet

principal O.

~n o —z

Or (OB, 04) = arg( 4

——%) (21)
fh’ 40

ia T
= arg(:) Q2r)y=arg(i)(2r)= —2— 2r)

Conctusion . OAB est un triangle isocele et rectangle en O.

Solution 20-:

a o« o« a  a a
: i =i i— i i = —i—
1°9/1+%=e2e 2+e’e?=e?(e?+e ?)
‘4
ey
=e *(2cos—).
a
&
. X4
Conclusion: Ya € R, ona: 1+ =2cos(—)e ?
2
a o« a o« a a a
ia 17 —I—?- I;‘ I7 I‘; —I‘?— 17
l-¢"=e‘e “~e“e”"=e“(e ~—€°)
a
a i
=-2isin(—)e ?
2
a
2

o i
Conclusion: Va e R, ona:1-¢*“ =—2isin(—2—)e

n

2°/ a) (*) 2+ +1=0. On pose Z=z" I’équation devient :
p q

7P +Z+1=0
A =-3=(31)%, une racine carrée de A est & = V3i.

~—1—\/§i Z,,_—1+J§i

2

r

2
Or Z==2" done 2" ::1;\/—3_{ ouz" :ﬂ
} ) 2 . 2

Donc les solutions de 1’équation (*) sont les racines n“™ de

, -1-43i NEY,

Z'=——— et les racines n“™ de 7" =
2

o K3 K3
4ji— =2j— 2i—
3

or Z'=e ‘=e YetZ'=e ; 72'=7
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2kx 27
, (==
Les racines n“"“de Z'sont z, =e " ¥
2kr 2xm
y ===+
Les racines n*™ de Z"sontz, =e " ¥ avec k €{0,1,2,---,n~1}.

1+zYy (1-zY
b) |— | + +1=0 ; z=#1; zz-]
-z 1+z

[+z .
On pose Z =—— = I’équation devient :
1

1
7'+ —+1=072"+2"+1=0
V4

dot z, =% ou z, =%
2kn 27
avec §y =————/ 0<k<n-1
n 3n
1+z Z-1
=ZSl+z=Z-zZz(1+)=2-1z=—
-z Z+1
G
i0, 2isin(—)e 2
Z,-1 &%
S AR R %

0, i
2cos(—5)e 2
2

kr 7
z, =itg(——-—) avec 0<k<n-1
n  3n

Solution 21 : I

1°/a) A =41+ cos2t)2 —8(1+cos2¢) = 4(1+cos2t)(1 +cos2t —2)
= 4(cos” 2t — 1)=—4sin’ 2t = (2isin2¢)’

. 2((1+cos2t)+2isin2¢ .
d’ou z' = 3 =1+cos2t+isin2t
z" =1+cos2t —isin2t
1 xl

Vite JO,EL ona: sin2¢>0 d’ou z, =1 +cos2t +isin2¢
et z, =1+cos2¢ —isin2t.

b) z, =1+ cos2t+isin2f =1+ (2cos’ f —1)+i2sint cost

1zl
=2cost(cost +isint). Or Vi e JO’E'. : cost>0d'ouz =[2cost,/]
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_9
2°/ a) aff OM, =z,, —z, =1+C0s2t +isin2!
— .
aff AM=z,,—z, =1+¢e" —1=cost+isint
— -
b)aff OM, =1+cos2t +isin2t = 2cost(cost +isint) =2cost - gff AM
— -
d’ou aff OM, =2cost- AM d’ou (OM,)//(AM).

Solution 22 :

1°/ a) z, étant une solution imaginaire pure donc z; = yioty € R
F)=F ) ==yi=2=V3+0)y" +4i(1=i3)y+8i
f(z) =—iy" +23y° =2y i+ diy +43y + 8i
=243y +43y) +i(=y” — 2y  +4y +8)
23" +43y=0 (1)
f(z7)=0< , s
—y =2y +4y+8=0 (2)
() =243(3" +2y)=0 y=0 ou y=-2
y =0 ne vérifie pas (2) ; y=-2 vérifie (2)
Conclusion : zy=-2i
b) VzeC ona: f(z)=(z+2i)(z" +bz+4)
=2 4 bz? 4424202 +2ibz +8i
=20+ (b+2i)z° +(4+2ib)z +8i
{b+2i = 2(=v3 +1) {b - 243
=N b=-23
4+2ib=4(1-i3)  |2ib=-4i3
Conclusion : f(z)=(z+ 21‘)(22 —243z+4)
F()=0oz==2i (¥ ou 2 243z+4=0 (*%)
(%) : 22 -23z+4=0(z=3)" +1=0

& (z—«/g)2 =i
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z—3=iouz-3==i
z=+3+i ou z=\/§—i
Onposealors z; =v3-i ; =z, =3 +i

2°/a)zl=«/§—i ; :2=\/§+i

(0* MI = M= MZ
b) OMM | M, est un [osange si et seulement si : Jet

(OM ) L(MM,)

Zn+Z 7
. =D “M Z
Soit /=0«M ona:zj=——+=

2 2
Iyt cv0’z (l+o’
J=M+M,ona:z, = MMy = ( )
- ' 2 2 2
2
, (1 3) I3 3 1 43
Ona:1+w‘=l+L—+i J =lt——— i =— i
2 4 4 2 2 2

< 2 .
d’ol 1+o” =w etparsuite: z, =z,

d’ot O* M, = M* M,

> > (ZM _ZM\
(OM, , MM,) = argtz——J(ﬂ)
M, " %0
(wzz—z\ (a)z—l\
Eargt . J(ﬁ)zargt - J(zﬁ)
( 3V .
5 Ll+lf ~1 l—i+i[3”—]
or C()H—l_ 2 2 _4 4 2
0 [SVE R 1 \/3
—+i — i
2 2 2
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3+i3 —3(=i+43)

C1+i3 i3 -1)
Conclusion :(OM,)L(MM,)
OMM, M, est un losange.

J3i d’ou arg{ww JE Q)

Solution 23 :

1°/ MM, M, est un triangle équilatéral si :

WA

‘B(M],g)(Mz)=M3 SMM;=MM; et (MM, , MM,) =

T

(H: ‘.R(Ml,-ii)(Mz)z M3®(23—:1):e§(22—zl)
3

& i T 1 N3

3 . . X
ore” =cos—+isin—=—+i—=—j=~
3 3 2 2 /=

d’ou (z3—z|)=—j2(z2 —z)) &3 -7 +j222—jzzI =0
<:>‘(]+j2)-"| +jzzz+z3 =0 or 1+j+j2 =0 d’ou —(1+j2)=j
d’ou jz, +j2z2 +2, =0 j(z,+ 7, +jzz3):0 Carj3 =1

d’ou z|+jz2+j2z3=0

T

2): W(Ml,%)(M3)= M,oz,—z=¢ 3 (z3-2))

oz, -z =—j2(z3—z])<:>jzz, +z,-2,—fz3=0
S—jz — =z, —j223 =0 (g +j222 +jz;)=0 &z +j222 +jz;=0
2°/ a) Soit P(z)zz3 —(l+a+ia)z2 +a(l+i+ia)z—ia2
P()=1-(+a+ia)+a(l+i+ia)~ia’
=l-l-a-ia+a+ia+ia’ —ia’ =0
b) P(z) = (z-1)(z* +bz +ia®) =z +b’ +ia'z—z" —bz—id’

= +(b- 1)z’ +z(ia” —b)—ia® d°00 b-l=—I—a-ia

b=-a-ia
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P(z)=0oz=1 ou (*) z' —a(l+i)z+ia’ =0
Résolution de (*) : A = az(l +i)2 - dig” = az(—2i) = az(l —i)2

a(l+iy—a(l-i) )
- _=ual et zZ

2 2

. . a(l+i)+a(l-1i)
d’oti z' = S ST
Se = {l, ai, a}
c) ABC est un triangle équilatéral si et seulement si :
. 2 2 .

Zy+jig+jze=00uz, +jz5+ jz,. =0

-1
J+7)

-1
JA+1p)
Les différentes valeurs possibles de a répondant a la question posée

-1 -1 '

Gy o i)

ZA+sz+jzz(,=0<:>]+iaj+aj2:0<:>a(j2+ij)=—1 Sa=

ZA+jzzB+jz(-=OC>1+j2ai+aj=0®a(j+ij2)=—l <a=

sont :

Solution 24 : -

1°/a) Soit z, =yi ot ye Rz est une racine de E si
-7 i -2(1-1) y* +(1+ m® -4i)yi -2i(1+m>) = 0
o -y i-2y? +2y% i H(1+ m? yi +4y -2i(1+m*) =0
-2y +Hy H(y' +2y" +y(1+m?) - 2(1+m’) 1= 0
2y(2-y)=0 ey
9 0 2 e 2 2
-y A2y vl mT) - 2(I+mT) =0 (2)

(1) s’écrit : y=0ouy =2 ory =0 ne vérifie pas (2)
y = 2 vérifie I’équation (2)
Conclusion : z; = 2i
b) (E) s’écrit : (z - 21) (az> +bz +¢ ) =0
&az’ + (b-2ai) 22+ (c-2ib) z -2ic =0 donc on a :
a=1
b 2ai = 2(1-1)
c—2ib=1+m’-4i
~2ic = -2i(1 + m?)
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d’ou : a=1,b=2et c= 1+m’

(E) s’écrit : (z - 21)( 2422 +1+m?*) =0 < z=2iouz +2z +1+m? = 0 (¥)

A =4 -4(1+m*)=(2im)*> d’ol Z=-1-im et 2" =-1+im

2°/a) Soit 1= A*B et J =M *M"

_zytzy _20-2-2i

2 2

~1-im-1+im

zj= ———————— =1

2
doncona:A*B= M'*M" par suite AM'BM" est un parallélogramme

-1

Z

- -
b) AM'BM" est un rectangle si AM.AM"=0
ona: z ., =-l1-im-2i=-1-(m+2)i
AM'

z , =-1+im-2i=-1 +(m-2)i
AM"

- -1 - -1
ona: AM' ( ) AM" ( J
-m-2 m-2

dot: IHm-2)(-m-2)=0 < 1+4-m*=0 & m=+5 oum=-+5

Solution 25 :

1°/ M est un point invariant par f < f{(M)=M < 7'=z <

Z—a ]
-z o 7z=7a < 77-2z+a=0.

z-1
2°0a)z" -2z + 1 +e=0 o (1)Y= &)
oz=1+ie%ouz=1-ie®
Sc={1+ie?, 1-ie”}

(5+9)

b)Soitz = 1+ie®=1-¢ 2 Onpose a=%40

.o .m0
. o iz . 0 m. =+2)
Onaalors : ' = 1+€° =20055e 2 d'ou Zz =2cos (5+Z)e 42

Ona Z£<9<3—ﬂ ::>£< 9‘+£<TC :)COS(-6—+E)<0
2 2 2 2 4 2 4
. 5t ©
N (—+—-)
D'ou z'=—2cos(£+9)el T
4 2

C’est la forme trigonométrique de z' :-2cos
. R
) . i) 8.
Soitz'=1-ie?=l+e 2 e%=1+" ou =6 - _725
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B i 0 m iGD

Z"=2cos—e 2 =2¢c0os(=——)e 2 4
2 2 4

Ona:l<p<® o< & 2.2 3005(9_£)>0
2 2 2 4 2

D'ou z"=2cos (g - g) (c s(—;.— - %) + 1sm(~ - —)) est la forme

trigonométrique.
AN AN

- > - —>
3%a) (u,BM)+(u,BM") = arg(z-1)+arg(z-1) [2n ]
=zarg[(z-1).(z-1)] [2n] =arg(2) [2n]50[2n]

A N A N /\ _) /\
(BM BA) (BA BM) = (BM u)+(u BA) (B4, u)- (u BM) [27]
- /\’—) - /\—é
or (u,BM") = -(u,BM) [27]
A A A
—> -  —> - —>
d'od = (BM, BA)— (BA,BM)  =2(u,BA) 2n]=0[2n]
->
Car u et BA sont colinéaires et de sens opposés.
- /\—) - A—)
dou  (BM,BA) = (BA,BM") [2n]
donc [BA) est une bissectrice de (BT\/I, BNI:/I')
z+1 z+1
b) Z' est imaginaire pur < I=-7 & ——1=— P
—_ zZ—

< (z+D)z-D=01+2).(-2)

= 122’—2+z~1=l—2+z~l22' o |22

:1<:>[zf:1

¢) SoitM e C \{B} ou C :lecercle trigonométrique
Ona:OM=1 et M# B donc |z]= 1 d'ou z' est un nombre imaginaire
%
douM' e (O, v ).
- -
D'autre part on a : [BA) est une bissectrice de (BM,BM")
Donc : Sipay (BM) =(BM')  d'oli: M' € S;pa) (BM)
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D'ou la construction du point M' :

Solution 26.:

Soit z=x+iy.
[9/4-2-7=0 & z4+Z=4& x=2
d’ou I’ensemble des points M (z) tels que 4—z—Z =0 est la droite A .

42
27X 7Y done z'eR.
4 -2x

2°/a)Ona: z'=
b) z'=k <> 4-x* —y® =4k -2kx avec x#2 &

x? =2ke+y* +4k-4=0 avec x=2 < (*) (x—k)? +y* =(k-2)? avec

x#2.

Si x=2 (*) nous donne (2—-k)*+y> =(k-2)> d’ou y=0

donc T est le cercle de centre 1 (k,0) et de rayon |k -2 privé du point

A(2,0)
4754z +7° +zf)

, 4-zZ
3°/a)0]z—z)=’4_2_2—z= .
@2 zof (-2 )2
Cla-z-z [4-2x] [4-24]
.|Z,_2|=‘ 4—25—_2l=l—4—z.7+22_+25'=‘4x—x2—y2—4‘
4-z-% 4—z-Z 4-2x l
2 2
_ =2 y7 doit |7 z| =] -2

|4-2x|
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b)Ona:|z-z|=MM' et |z-2|=AM' ord’aprés3°/a)ona:
|z-z|=|2-2| donc AM'=MM' d’oi M' appartient & la médiatrice de
[AM]. Or d’aprés 2°/ a) :'eB d’ou M'e ’axe des abscisses.
Conclusion : M' est le point d’intersection de la médiatrice de [AM]

avec ’axe des abscisses.

4°/

Ona: AM'=M'M car M'appartient & la médiatrice de [AM].

D’autre part: Sy A—A

M—->M
M'— M" et comme Sam conserve les distances alors AM'= AM"

et MM'=MM" d’o0 AM"=M"M =M'M = AM' donc AM'MM" est un
losange d’ott (M"M) // (AM') et comme (AM') L D alors (M"M) L D

d’ou M est le projeté orthogonal de M" sur D donc M''"M =d(M",D)
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R
~ DEPLACEMENT -
~ ANTIDEPLACEMENT

Résultats a retenir :

1) a) Une isométrie du plan est une application qui conserve les
distances.
b) Les réflexions, translations, rotations sont des isométries.
c) Les isométries d’un plan :
Transforment une droite en une droite, un segment en un segment, un
cercle en un cercle de méme rayon, conservent le contact, le
parallélisme, les milieux, les angles géométriques, les aires.
2) a) On appelle déplacement du plan toute isométrie qui conserve les
angles orientés.
b) étant donné des points A, B, A',B' telsque A'B'= ABetA =B
alors il existe un déplacement f et un seul transformant A en

A'etBenB'.

— -
si AA' = BB' alors f est une translation.

- A

si (AB, A'B") # 0(27) alors f est une rotation d’angle

o =(AB, A'B)(2n)
3) a) on appelle antidéplacement du plan toute isométrie qui
transforme les angles en leurs opposés.

b) Soit f un antidéplacement alors f =S, ou f =S, T, =T, S,
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| ol V est un vecteur directeur de A (f est dite symétrie glissante, elle
n’a pas de point invariant).

c) Etant donné A, B, C, D quatre points tel que
A # B et AB = CD alors il existe un unique antidéplacement g
transformant A en C et Ben D.

g =108, = Sup of ol fest le déplacement vérifiant
f(A)=Cetf(B)=D.
4) Soit A, et A, deux droites

*si A /[ AyalorsS, oS, estune translation

*si A XA, alors S, oS, estunrotation de centre I point

d’intersection de A, et A, et d’angle a E(;, ’ l_l:) (2m)
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EXERCICES

Exercice 1 :

Soit ABCD un carré de sens direct et O son centre
. . T
1°/ Soit ¥ la rotation de centre O et d’angle 5

Déterminer ¥ (A) , r (B)et » (C).

— 1
2°/  Soient I etJ les points tels que 4] = —AB et BJ =ZBC.

F-

a) Montrer que » (1)=1]
b) Montrer que le triangle OlJ est isocéle rectangle

Exercice 2 :

Dans le plan orienté P , on considére un triangle équilatéral ABC tel
que : (A_E,E) 5-721

[27]. On désigne par 7 la rotationl de centre A

Fia _ 2r
et d’angle — et par r, la rotation de centre B et d’angle ? .

Soit M un pointde P .On pose N=r,(M)etM'=r,(N). -
Soit r=1r,°r .
1°/
a) Soit D = S4p) (C) . Déterminer » (D) et » (B) .
b) Montrer que 7 est la symétrie centrale de centre Q=B *D.
c) Montrer que Q=M *M'.
2°/ »
a) Montrer que le triangle AMN est équilatéral .
On suppose que M , N et M' sont alignés .

b) Montrer que (m,m) = 13[—[7[]

I' Exercice 3 : .

Dans le plan orienté , on considére deux points distincts A et B.. On
note R, et Rp les rotations de centres respectifs A et B et d’angle de

4
mesure —.
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Pour tout point M du plan , on note M, et M, les images repectives de
M par Rpet R .
1°/ On considére I’application T = Rg °© R;,' .
a) Construire le point C image de A par T .
b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de T
¢) En déduire la nature du quadrilatére M;M,CA .
2°/ On suppose que le point M décrit le cercle 1" de diamétre [AB] .

a) Déterminer et construire I’ensemble I', décrit par le point M,

quand M décrit I
b) Soit ,=A*B et w,=B*C

Comparer les vecteurs w,@, et AC .

¢) Déterminer I’ensemble décrit par le point I milieu de [M;M,]
quand M décrit .

| Exercice 4 :

Le plan est orienté .

Soit ABC un triangle rectangle en A tel que AC =2AB.

On désigne par K le projeté orthogonal de A sur la droite (BC) et
I’image de K par la symétrie orthogonale S, d’axe (AB) et J I’image
de K par la symétrie orthogonale S, d’axe (AC) .

1°/ Montrer que (BI) L (Al) et que (CJ) L(A)).

2°/ Préciser la nature de la composée S,°S; puis prouver que A est le
milieu de [1J] .

3°/ Montrer que CJ =1J . ( penser a calculer tg @, ot dest une mesure

de I’angle (&Z,CTIZ)

‘Exercice 5 :

Dans le plan orienté, on considére un triangle 4BC de sens direct. On
note 4', B', C' les milieux respectifs des cotés [ BC] ,[CA] et | 4B].

1°/ Construire les points M et N tels que :



Isométries — Dépla. — Antidépla. +53 ¢ 4" Maths

-

/4
MA = MC et (MA, MC)E;(27[)

- N >

NA= NA et (NB, NA) E%(Zﬂ')
2°/ a)Démontrer que MB' = A'C’ et que NC' = A'B'.
b) En déduire qu’il existe une rotation unique r telle que :
rH(M)=A4"et r(B)=C".
Déterminer ’angle de 7.
3°/ a) Démontrer que (A= N
b) Quelle est la nature de 1’application ¥ or?
En déduire le centre de 7.

¢) Quelle est la nature du triangle MA'N?

| Exercice 6 : J

On consideére dans le plan orienté , un triangle isocéle tel que

A

- " - Vi3
(AB,AC)E;(Z?I)

/4
On désigne par r la rotation de centre 4 et d’angle ; ettla

translation de vecteur ;B.

1°/ Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de
rotettor.

2°/ Soit M un point du plan

onpose M, =rot(M) et M, =tor(M)

Quelle est la nature du quadrilatére BCM, M,?

| Exercice 7

Soit ABC un triangle quelconque de sens direct .
On construit a ’extérieur de ce triangle les triangles ARB, BPC et

CQA isoceles rectangles respectivement en R, P et Q.
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1°/ a) Soit I = A*B et r, = r(P,%); ry = r(Q,%)
Montrer que r, o1, =5,
b) En déduire que /PQ est un triangle rectangle isocéle.
2°/ Soit J = AxC et K= B*C on pose ry = z(R,g)
-a) Démontrer que 7, or, =S, 3 rporp =S,

b) En déduire que KOR et JPR sont des triangles rectangles isocéles.

3°/ Démontrer que les droites (OB) ; (RC) et (AP) sont concourantes.

l Exercice 8 : l

Dans le plan orienté, ABC désigne un triangle isoc¢le de sommet

-~ >

4
principal 4 et vérifiant (48, AC) = ~2— 2r).
Soit 7 le point d’intersection des bissectrices intérieures du triangle ABC.
P4 z
Onnote R, = E(A,;) ; R.=R(C, Z)

1°/ a) Construire le point 4" image de A4 par la rotation R,..

b) Donner la nature et les éléments caractéristiques de R, o R,.
¢) montrer que /A4’ = IA4 et que (J4")/ /(AB) |

2°/ La droite (CI) coupe (4B) en E, les droites (4'E) et (BI) se '
coupent en K, on désigne par :

1
k.. : I’homothétie de centre C et de rapport —

J2

h, : L’homothétie de centre K et de rapport —/2

a) Déterminer A.(B) , h.(E) en déduire que BE = 214

b) Déterminer Ay o h,.(B)
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3°/ Donner la nature de k. o & et ses éléments caractéristiques. En

déduire que C, K, M sont alignés oit M = ExB.

Exercice 9 :

Dans le plan orienté , on considére un triangle ABC de sens direct. On
construit & extérieur de ce triangle les carrés ABDE et ACFG, ainsi
que le parallélogramme AGKE.

On désigne par M = B+C et H le projeté orthogonal de A sur (BC).
1°/ a) Montrer qu’il existe un déplacement fdont on déterminera ses
éléments caractéristiques transformant le triangle 4BC en le triangle
GKA.

b) Montrer que les points H, 4, K sont alignés.

¢) Montrer que les droites (AM) et (EG) sont perpendiculaires.

2°/ a) Montrer que FB=CK

> " >
b) Donner une mesure de I’angle (FB, CK)
3°/ a) Montrer qu’il existe un déplacement g qui transforme le triangle
ABC en le triangle EAK dont on déterminera ses éléments

caractéristiques.

- N >

b) Prouver que DC = BK et donner une mesure de I’angle (DC, BK)
4°/ Montrer que les droites (4K), (BF) et (CD) sont concourantes.

| Exercice 10 :

OAB un triangle isocele de sens direct tel que 04 = AB et P un point
du segment [4B] distinct, de 4 et de B.

La paralléle & (OB) passant par P coupe (O4) en A'.

La parall¢le a (OA4) passant par P coupe (OB) en B'.

1°/ Justifier I’existence d’une rotation r tels que »(O) = Betr(A4)=0.
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2°/ Déterminer r(A4') et le centre Q de la rotation .

3°/ Démontrer que O, 4', B, Q sont cocycliques.

I Exercice 11 ;-

On donne dans le plan () un triangle isocele OO'A avec

- " >

(40, 40’ E%(zﬂ).

Les cercles (@) et (¢') passant par 4 et de centres respectifs O et O’ se
recoupent en B.

Atout point M de (¢), on associe le point M'de (£') tel qu’une
mesure de (07&//? O’_/\>/[’) = —% Q2r).

1°/ Montrer qu’il existe une rotation r, que I’on caractérisera,
transformant Oen O' et Men M’.

2°/ M # B, les droites (BM) et (BM') recoupent respectivement
(@)en N’ et (€)en N. Montrer que »(N)= N'.

LExercice'll s

Dans le plan orienté, on considere un triangle ABC tel que:

- N r

(AB,AC)E*;(Z%) et AB< AC.

On désigne par ¢ le cercle circonscrit au triangle ABC et O son
centre. Soit £ le milieu du segment [BC] et P le point de [AC] tel que
AB=CP.

La droite (OF) coupe ¢ en I et J, tels que J et A soient sur le méme
arc[BC] du cercle (@).

1°/ a) Faire une figure.
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b) Trouver I’ensemble des points M du plan tels que :

A

—> 4
(MB,MC)=—(2rx).
3

¢) Trouver I’ensemble des points M du plan tel que :

A
- - T

(MB, MC)=—(27) et MB< MC.
J

2°/ a) Justifier qu’il existe une unique rotation R telle que

R(A4) = P et R(B) = C. Déterminer son angle.

b) Démontrer que le centre de R est un point de ¢ que I’on précisera.
¢) Quelle est la nature du triangle JAP?

3°/ Déterminer 1’image de B par la composée Ro S, ou S, désigne la
symétrie de centre B.

Donner la nature et les éléments caractéristiques de cette composée.

Exercice 13 :

Soient 4, B, C trois points non alignés tel que le triangle ABC soit
rectangle en 4 de sens direct. On désigne par S ) , S 4 €t Sy les
symétries orthogonales d’axes respectifs (4B) , (BC) et (CA) et par f
Papplication S 5.y 0S4y © S sy -

1°/ Montrer que fest un antidéplacement.

2°/ Montrer que fest une symétrie glissante .

3°/ Donner la forme réduite de f.

Exercice 14 |

Soit ABCD un carré de sens direct et de centre O . Soit

/ Pantidéplacement qui transforme Aen DetDen C.

1°/ Montrer que f est une symétrie glissante .

2°/Soit E=f (C)
a) Montrer que DEC est un triangle isocele rectangle en C .
b) Construire le point E .
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¢) Déterminer et construire I'image du point B par f
3°/ Déterminer la forme réduite de f .
4°/ Déterminer et caractériser I’application 7 ° Sap .

Exercice 15 :

Soit I’équation (E) : ' — ( 2 — 4i) Z2-(9-100)z+18+6i=0.
1/
a) Vérifier que 3 est une racine de (E) .
b) En déduire les deux autres solutions z; et z, . ( z; étant la
racine ayant une partie réelle positive) .

2°/ Le plan P est rapporté a un repére orthonormé (6[,;)

A, B et C trois points d’affixes respectives 3 , z, et z, .
a) Montrer que OABC est un paarllélogramme
b) Montrer qu’il existe un déplacement f et un antidéplacement
g transformant Oenbet Aen C .

3°/ Donner la nature et les éélments caractéristiques de 1 .

4°/ Soit S la symétrie orthogonale d’axe (OA) .

Monterque g=f °S.

Exercice 16 :

Le plan est rapporté & un repere orthonormé (6 , i, ]T).

Soit » I'application de P — P qui atout point m ( x, y) associe M’(
X', y)

'

X
tel que : { '
y =X

1°/ Montrer que 7 est une rotataion dont on précisera son centre A et
un mesure de son angle

2°/ Montrer que le ‘Eiangle AMM' est rectangle isocéle .

3%/ Soit f = r°S, ou Aest ladroite d’équation x =0 .

Montrer que f est une symétrie glissante dont on précisera les -
éléments caractéristiques .
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Fxercice 17 :

Dans la figure ci-contre , ABCD est un paraliélogramme de centre
w et les triangles ABO, , BCO, , CDO; et DAQ, sont des triangles
isoceles de sommets principaux respectifs O, , O, , O; et Oy . On

suppose que le plan est orienté et que (O?,(TZ?) = %[27?] .

. . T
On désigne par R, , Ry, R; et R, les rotations d’angle »2- et de centres

respectifs Oy, Oy, Oz et Oy .

1°/ a)Déterminer ( R,° R)) (A), (R;° Ry) (B) et (R4°R3) (C)
b)Montrer que les applications ( Ry° R), (R;° Ry) et (R4°R;) sont
toutes les trois égales a une méme application que 1’on déterminera
et que I’on désignera par f .

2°/ a) Montrer que R3(R»(0))) = Ry(O)) et déterminer f (O,).
b) Montrer que f (O,) =0, .
¢) Quelle est la nature du quadrilatére O,0,0;04 ?

3°/ Soit Ala médiatrice du segment [AB] et .S, la symétrie

orthogonale d’axe A. On pose

g= RZOSA .

4°/ a)Détermine g(A) et g(O))
b)Montrer que g n’est pas une symétrie axiale et en déduire la
nature de g .

¢) Construire le point @'= g(® ) . Déterminer les éléments
caractéristiques de g .

O1

AN

w

K=

0s

Os

02
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| Exercice 18:

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (0,7, j) on

définit I’application f qui a tout point M d’affixe z associe le point M’

2r
s
d’affixe z/=—e 3 z+i

1°/ Montrer que f est une rotation dont on précisera le centre Q
et I’angle. ’
2°/ Soit la suite des points (M,), .y définie par :

My=0 et VaeN: M, =f(M,)

Fid
6

a) Soit z, I’affixe du point M, et Z, =z, ~ e,
Montrer qu’il existe un unique nombre complexe a tel que

VneN:Z, =aZ,.

b) Trouver I’ensemble des entiers naturels p tel que a” =1

¢) Calculer z, en fonction de n. Que vaut z,,,, ?

 Exercice 19

Le plan 2 est rapport€ 4 un repére orthonormé (o,7, ).

Soit ABCD un quadrilatére convexe de sens indirect g, b, ¢, d les
affixes respectives des points 4, B, C, D. On construit & I’extérieur du
quadrilatére les triangles M, 4B, M,BC ; M,CD et M,ADrectangles
isocéles respectivement en M, M,, My, M, .

1°/ Déterminer en fonction de a, b, ¢, d les afﬁXes des points
My, My, My, M, .

2°/ a) Démontrer que (M, M;)L(M, M,)

b) Démontrer que M, My =M, M,.
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Fxercice 20 :

Soit ABC un triangle. a, b, ¢ les affixes respectives des points 4, B, C.

1°/ Montrer que ABC est un triangle équilatéral de sens direct si

¢t seulement si (c—a)=e * (b-a).

2°/ Montrer que ABC est un triangle équilatéral de sens indirect si

et seulement si (c—a) = e_l?’(b— a)
3°/ Montrer que ABC est un triangle équilatéral si et seulement si

2 2 2
a +b +c =ab+ac+bc

rExercice 21

Soit un triangle ABC quelconque , M =B * C . les triangles de ce
sens direct BAB' et CAC' sont rectangles et isoceles de sommet A . le
plan est rapporté & un repére orthonormé direct d’origine A dans
lequel B et C ont pour affixes respectives b et c .

3°/ Déterminer les affixes m, b' et ¢' des points M , B'et C' .

4°/ Démontrer que (AM) L (B'C') et que B'C'=2AM .

ﬁxercice 22:

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé (O,i ] ), on

donne les points A et B distincts d’affixes respectives z; et z, . Soient

V3
A' I’image de A par la rotation de centre O et d’angle 5, B' I’image

V4
de B par la rotation de centre O et d’angle -5 .

4°/ Exprimer les affixes z; et z, des points A' et B' en fonction de z; et

Z .
5°/ Quelle est I’affixe du milieu I de [A'B'] ?

6°/ Déterminer ’affixe du point H défini par : OH =A4B .
7°/ En déduire que la médiatrice (OI) du triangle OA'B' est une

1
hauteur du triangle OAB et que Ol = 5 AB.
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- Exercice 23 :

Dans le plan P orienté , rapporté au repere orthonormé direct

(0,1' . ] ) , on considere les points distincts A , B et C d’affixes

respectives a,bet—b.

1°/ Donner une condition nécessaire et suffisante vérifiée paraetb
pour les points A , B et C soient alignés .

On suppose dans la suite que les points A , B et C ne sont pas alignés

et que (E,Zg) est de sens direct

2°/ Sur les droites (AB) et (AC) , a ’extérieur du triangle ABC , on
construit les carrés AFGB et ACDE et le paraliélogramme AEHF

de facon que (ﬁ,ﬁ) et(ﬁ,ﬁ) soient de sens direct .

a) En considérant la rotation de centre A qui transforme Cen E ,
montrer que I’affixe e du point Eeste=—ib+a(1-i) .
b) Calculer les affixes f , h et d des points F, H et D en fonction
deaeth.
3°/  En déduire que :
a) FE =20A et que (OA) L (EF)
b) BD = CH et que (BD) L (CH)
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- SOLUTIONS

Solution 1

J

1°/Ona:OA = OB et (()7,5§)E%[2n] donc r(4)=B

Ona:OB=0C et (O—B,(T)E%[Zﬂ] donc r(B)=C

Ona: OC=0D et (OC,0D) Eg—[zn] donc 7(C)=D
2°/
a) Ona: ﬁ:%ﬁc>4/—47=ﬁ+1§=5<:> I est le barycentre
du systéme { (A,3); (B, 1)} donc (I) est le barycentre de

{(B,3);(C,D}car r(4)=Bet r(B)=C (larotation conserve

les barycentres).
D’autre parton a:

JB—J=%R"®4§j=I3—J+J?c>3E+f:5<:>Jest le

barycentre du systéeme { (B ,3): (C, 1)}
Conclusion : #(I)=1J ( car un systéme de deux points admet un seul

barycentre ) .
b) Ona: r(/)=1Jet r(0)=0donc Ol =0l et (@.,6755%[2”]

donc OlJ est un triangle isocele rectangle en O .

[Solution 2: |

1°/
a) Ona: ADBC est un losange .
r(D)=r, o (D)

Ona: r(D)=BcarAD=ABet (ﬁ)zg—pﬁ]
3

r,(B)=Bdonc r(D)= r° n(D)=r,(B)=B.
r(B)=r"° rn(B)=rn(B))
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Or r,(B) =Ccar AB=ACet (ﬁ,ﬁ)zgpﬂ]

Donc r(B) =r,(C) = Acar BC=BAet (ﬁ)zgpﬂ]

Donc r(B)=A
b) 7 estla composé de deux déplacements donc 7 est un déplacement .
Soit & une mesure de son angle .

2
= % + ——3?—[272'] 7[27] donc r est uen symétrie centrale .

Comme (D) =Balorslecentrede » estB* D= Q)
Conclusion: r= 8,
c) Ona: r(M)=rn(M)=r,(N)=M"donc Q =M*M'".
2°/
a) Ona:r(4)=A et r(M)=Ndonc AM = AN et

(AM AN ) [277]
Donc AMN est un tnangle équilatéral .
by (MO, MA) = (MO, M Q)+ (M 'O, MA)x]
Or (M) =7{27] car Q=M * M'donc
(M Q.M Q) =0[7]

Dol (M O, MA) = (M 'Q,MA)[x] = (MN ,MA)[x] car Q
M', N et M sont alignés .

D’ou (M Q MA) = —[7[] car AMN est un triangle équilatéral de

sens direct .

I Solution 3:

1°/

a) T(A)=RB°R;'(A)=RB(A)=C = R(B, %)(A)=C

b) T estla composé de deux déplacement don cT est un déplacement .
Soit & une mesure de son angle .
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T V4
Ona:a=—+(-—)27n]=0[27]
2 ( > y[27]
Donc T est une translation qui transforme A en C donec T =1~
¢) Ona:RyM)=M, doncR; (M;)=M d’ou
T(M}) =R (R (M) =Rs(M) =M, d’ott M M, = AC et par
suite M;M,CA est un parallélogramme .
2°/ a) Ona M, =Rp(M) .
Lorsque M décrit le cercle I' , de diameétre [AB] alors M, décrit le
cercle I', image de I" par Ry . I, est le cercle de diametre [A'B']

ol A' = Rg(A) et B' = Rg(B)
or Rg(A)=CetRg(B)=B
conclusion : 1", est le cercle de diametre [BC] .

b) Dans le triangle ABCona: w,=A*Bet ®,=B*C

1 — -
D’otl @, = EA C (d’apres le théoréme des milieux )

¢) Ona: =M, * M, donc ]MzzéMle

Oor MM, = AC (d’aprés 1°/¢) ) d’ou M,I = %IR =W, 0,

Et par suite I est I’image de M, par la translation de vecteur @, .
D’autre part : M, décrit le cercle I', de diamétre [BC]or @, =B *C
donc @, est le centre de I, .

Et comme /- (®,) = o, alors | décrit le cercle de centre @, et de
28 -

méme rayon que I, .
I"et I', ont le méme rayon donc [ décrit le cercle de diametre [AB] .

Conclusion : I décrit le cercle 1.

I Solution 4:

1°/ Siap) transforme le triangle AKB en AIB or

AKB est un triangle rectangle en K et Siap) (K) =1
alors AIB est un triangle rectangle en I .
d’ou (Al) L(BI).
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ona:Suan: A —A

K —lJ

C—->C
AKC étant un triangle rectangle en K et Sixc) conserve I’orthogonalité
alors le triangle AJC est rectangle en J d’ou (CJ) L (A)).

2°/S; ° Sy est la composé de deux symétries orthogonales dont les axes
sont sécants en A d’ou S,°S; est une rotation de centre A .
Soit & une mesure de son angle .

ona: a=2(AB,ACY[2r] =x[2x]
donc S,°S; est une asymptote centrale de cantre A .
SZOS|(])=Sz[S](I)]:Sz(K)ZJ 01’82081 =SAd’OﬂA:[*J.
3°/ona: tgf= 4B _1 ettgd = AR et par suite 2AK = CK
AC 2 CK
d’autre part : [J =2Al car A=1%*]
= 2AK car la symétrie Siap) conserve les distances .
d’ou IJ =CK . Or CK=CJ ( car la symétrie d’axe (AC) conserve les
distances) d’ou J =CJ .

Solution 5 :

J

1/
M4 = MC
- "~ T S Me DNE
(MA,MC)E—2—(27I)

ou D est la médiatrice de [AC] et @ I’arc du cercle de diamétre [AC]

ne contenant pas B, privé de 4 et C. D’ou la construction.
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NA= NB
- N T S MeDnE'
(NB,NA)E,é;(Zﬂ)

ou D' =med[ AB] et @ : I’arc du cercle de diametre [4B] ne contenant
pas C, privé de 4 et B, d’ou la construction
2°/a)Ona: A'= B+C et C' = A* B donc d’apres Thales :

AC AC . A
A'C'=— or — = B'M car M est un point du cercle de diamétre
2 .

2
[ACT dou A'C'= B'M

AB
demémeona: A'=C*BetB'=CxAdonc A'B' = —2—

AB
or 7 =C'Nd'ouA'B'=C'N

b)Ona: 4'C' = B'M donc il existe un unique déplacement qui

- N >

transforme Men A4’ et B en C' et comme (A'C', BM)=0(x) donc ce

déplacement est une rotation . L’angle de r est

- N -

0/0=(BM,C'A)2r)
bd b d .
or C'A' = AB' (théoréme des milieux)

- " >

d’o  =(B'M, AB)(27)

T
0=-—Q~2nr)
2

. L T
éwc&mm : 7 est une rotation d’angle -5

- N o

3°/a)Ona: A'B'=C'N et (AB,C'N)#0(r)
donc il existe une unique rotation r' telle que :

P(A"y=Netr'(B)=C".
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-> N >

’angle de r'est @'tel que 8'=(A'B', NC') (2r)
= e d e
or A'B'= CA (théoréme des milieux)

n
g - /4

=0'=(C'4,NC")(2r) = - Q)

. T .
donc r' est la rotation d’angle = et puisque r'(B")y=C"
alors r'=r do0 r(A)=N.
. T . s
b) r est une rotation d’angle —; donc r o r est une rotation d’angle

7 =ror estune symétrie centrale S, cherchons son centre I

ona:ror(M)=r(A)=N=58,(M)=N[=M*N
Concludion: ror=5s, on 1= MxN
Soit Q le centrede », on a :

VA V4
r(Q,—;)or(Q,—;):r(Q,;r)=S, dotl Q=7

donc le centre de ¥ est / = M* N
A'M=AN
¢)Ona:r(A)=Netr(M)=4"=y - » - r
t(A’M,A’N)E—;(Zﬁ)

donc le triangle MA'N est isocele rectangle en 4'.

1°/* r ot est la composée d’une rotation et d’une translation donc
) H ) 4 A
c’est une rotation d’angle — (méme angle que r).
2

Déterminons son centre Q.
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Ona:rot(A)y=r(B)=C
JQA:QC

>t s g d’oll QAC est un tirangle isocele rectangle en
[(QA ,Q0) = ; 27)

Qet de sens direct.
. V4
* tor est une rotation d’angle 5 et de centre &'

ona: ter(A)=t(A4)=B d'ol YAB estun triangle isocele rectangle
en &' et de sens direct. (Y = B*C)

2°/ My=rot(M) ; My=tor(M)

Soitrot=f 5 tor=g

ona: M, =f(M) et My=g(M)dou

My=go (M) car £~ (M)=M

. . g
orgof =R(Q,;)°R(Q,—;)= i

u

/4 T
Car—+—--—50(27[)
2 2
-1 b d -
or T,(C)=go f (C)=g(A)=B d’ou u=CB

r —> -
My=gof (M)=M,=T,(M))=> MM, =C

d’olt BCM| M, est un parallélogramme.

I Solution 7 :

° /2 T
1°/ a) Ip oty :R(P’;)OR(Q’;)
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T 7
ona: —+—=7x2rn)
2 2

d’oli r,, or, est une symétrie centrale de centre
deplusana: ryor,(4)=r,(C)=B d'ou S,(4)=B et par $uite
w=A*B=1

deﬂ: rp oty =S

b) ¥p o ’}_)(Q) = S] (9]
r,(Q)=5,(0) onnote 0'=5,(0)

¢

PQ = PO’
d’oll r,(Q) = Q' et par suite et

- " - T
(PO, PQ") E;(Zﬂ)
d’ott PQQ’ est un triangle isocele rectangle en P.
or / = 0+ d’ou IPQ est un triangle isocéle en /.
2°/a) * r,or, =R(Q, i[«)o R(R, l) ona: £+£ =x Q2r)
= 2 2 2 2
d’ou ¥y © F est une symétrie centrale de centre o'

or ryor(B)=ry(4)=Cd’ou S, (B) =C et par suite o' = B+C
Conclusion : ryxr, =5,

« T y/a . /4 /4
retrp = RR)OR(P. ) ona: =+ == (27)

d’ot r, o r,, est une symétrie centrale de centre »” or
rrorp(C)=r,(B)=4 dod 0"=C*4

porp =5,
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b)Ona: r,or, =S, d’ott KOR est un triangle isocele rectangle en K

(méme raisonnement que dans 1°/ -b).

rp or, =S, = JPR est un triangle isocele rectangle en J.

3°/ona: R(I,%)(P)=Q

RUL,Z) (4) =R

bl 2 -
donc (AP)L(QR)

T V4
ona: R(J,;)(R)= P R(J,;)(C)=Q
donc (RC)L(PQ)

T T

ona: RK,)(@=R  RK.2)(B)=P donc (OB)L(RP)

(4P); (RC) et (OB) sont les hauteurs du triangle POR et par suite
(AP), (RC) et (OB) sont concourantes. leur point d’intersection est
’orthocentre du triangle POR.

Solution 8 :

1°/ a)

CA=CA’
R.(A)= A" &et

- " >

T
(C4,CAN = Z(27r)
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d’ou la construction du point. 4" {A4'} = @(C, CA)n[CB)

b) R.oR, =Sy S © Sicay © Sean

car
(CHN(CA)={C} ; (CAYN(AI ={4}
2(6—’j4AC_’>l)——(27z) : Z(EIA;C)_—(ZH)

. 3r
d’ou R oR =Sy 0S4y = R(lﬁj)
cjona: R.oR,(I)=1 R.oR(A)=A' d’ot 14 =14

[N A

(1A', AB) = (IA', 1A)+([A AB) (7)

A

or (/4, 1A)——(27r) car R(, ——)(A) !

- " - " > 3

/4 7T
(IA,AB)= (Al ,AB)+ 1 @r)=-"rm@r)=" ()

- " >

d>ob (14", AB) =0 ()
Counclusion : (147 ] /(AB)

2° a)ona: (I4)//(EB) (A'BYN(EDN ={C}

d’ou il existe une unique homothétie # de centre C transformant E en /

A" CA" CA 1
et Ben A sonrapportest k=—=—=—=—
EB CB CB 2

1
d’ou h=h(C,—=)=h, etparsuite h,(B)=A"eth.(E)=1 d’ol
V2
— | -
A'l =—=BE
V2

— -
Conclusion . BE - 2 14'
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b) hy o (BY=h,(A) = E
KE KB EB
car ﬁ = ﬁ = 7,_; = -2 (théoréme de Thalés)
3%/ h, oh,. estla composée de deux homothétie dont le produit des
rapport est —1. donc A, o . est une symétrie centrale et comme
hy o h.(B)=E alors Ay oh,. estune symétrie centrale de centre B * E =
M
heoh. =Sy = hyoh.(C)=Sy(C)
= h (C)=Su (C) soit C’= Sy (C)
KC'=-\2KC = Ke (CC" or(CCy=MC)d’ou K € (MC)

Conclusion : K,M,C sont alignés

1°/ a)
* 4B =GK alors il existe un unique déplacement ftel que:

f(A=G; f(B)=K

- " - N >

(AB,GK)=(AB, AE) Q1) = -% (2r)

T VA
fest un déplacement d’angle Yy donc fune rotation d’angle ——.
2
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* AC =G4 alors il existe un unique déplacement f; tel que

- N>

Fi(A) =G et £,(C) =4 (AC,GA)E—%(ZH)

. V4
/, est une rotation d’angle ——
2

/et f, sont deux rotations de méme angle et vérifiant

f(A)=fi(4) =G dou f =7
&w&w&m : il existe un unique déplacement ftransformant 4 en
G;BenKetCenA

. T
fest la rotation d’angle —; et de centre 2.

QA =0QG
= Q est le centre du carré ACFG

QC=0Q4
T
d’olt f = R(Q, -—)
2
B—‘/—>K
b)ona: . d’ou (4AK)L(BC)
!
C——>4

or (AH)L(BC) d’ou (4H) et (4K) sont paralléles d’ou 4, H, K sont

alignés.
Ona: f(4A)=G ; M= BxC
FM)=f(B*f(C)=KxA=P
(AM)L(GP)

or P=K*A=E*G car AGKE est un parallélogramme.
d’ou (GP)=(EG)

Conclusion : (AM)L(EG)



Isoméiries — Dépla. — Antidépla. *75 ¢ 4™ Maths

2°/a) f(B)=K

e
f(F)=C car (QF, QC)———~(27r) et QF =QC
d’ou BF =CK
- N > 7[
b) (FB,CK)=—-— (27z) car fest une rotation d’angle — .

3°/a)ona: EA= AB car (AEDB est un carré) d’ou il existe un unique
déplacement g tel que g(A)=F etg(B)=4

- N = - " >

(AB,EA)=(ED,EA) 27)=— (27[) => g est une rotation d’angle ;

EK = AC alors il existe un unique déplacement g, tel que:
g(A)=E et g(O)=K

- " > - " -

(AC,EK) = (AC, AG) (27z)=——(27r)

. n V4
g et g, sont deux rotations de méme angle B et en plus
g(A) =g (4) dob g=g,
&étd&tdm - il existe un unique déplacement g transformant ABC
en EAK.
; V4 T
g est un déplacement d’angle 5 donc g = R(QY, ;)

or YA=QFE ; QB=0QA dou Q est le centre du carré AEDB.
QD=QB

b :J -> N d’ou = O)=K
Jona [(QD OB )__(2 ) ou g(D)=B or g(C)

{g(m:B srs g
= DC=BK et (DC,BK)=—(2r)
g(C)=K 2
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4°/ ona: (AK)L(BC) d’ou (AK) est la hauteur du triangle (KBC) issue
du point XK.

ona: (FB)1(CK) d’ou (FB) est la hauteur du triangle KBC issue du
point B.

ona: (DC)L(BK) d’ou (DC) est la hauteur du triangle KBC issue du
point C.

&nc&m‘m : (AK), (BF) et (CD) sont les hauteurs du triangle KBC
donc elles sont concourantes au point / orthocentre du triangle KBC.
get g, sont deux rotations de méme angle % et en plus
g(A)=g/(4) don g=g,
éam&«u‘m : il existe un unique déplacement g transformant ABC
en EAK.

/4 V4
g est un déplacement d’angle 5 donc g=R(CY, ;)

or QA=QF ; QB=QA4 dou  est le centre du carré AEDB.

QD=Q'B
byona:y - » > T d’ou g(D)=B
(QD,QB)= B (2r) g
or g(C)=K
g(D)=8B - "o 7
= DC=BK et (DC,BK)=—(2r)
g(C)=K 2

4°/on a: (AK)L(BC) d’ou (4K) est la hauteur du triangle (KBC) issue
du point K.
ona: (FB)L(CK) d’ou (FB) est la hauteur du triangle KBC issue du

point B.
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on a: (DC)L(BK) d’ou (DC) est la hauteur du triangle KBC issue du

point C.
&M&tdéoﬂ : (AK), (BF) et (CD) sont les hauteurs du triangle KBC

donc elles sont concourantes au point 7 orthocentre du triangle KBC.

Solution 10 :

_ﬂ

1°/ On 04 = OB donc il existe un unique déplacement r tel que

HO)=B et r(A)=0

A n

((5:4 , BE) %0 (27) donc r est une rotation d’angle (5:4 , BO).
2°/ona: (OA)/(B'P) et (OB"Y//(A'P) donc (OA'PB') est un
parallélogramme .

ona: OA'=B'P et B'P=B'B car B'PB estun triangle isocele en
B. dou OA"=BB

alors il existe un unique déplacement r, /r,(0) = B etr,(4') = B'

- " > - "~ =

(OA', BBy =(OA , BO) (21)
r et r, sont deux rotations de méme angle et vérifiant r,(0) = r(0)
alors r =, et par suite r(A4") = B’
Soit Q le centre de r.
ona: r(0O)=B=>Q0=Q8B
HA)=0=Q4=00
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donc QO =QB =04 donc Q est le centre du cercle circonscrit au

triangle OAB.

- N > - N >

3°/ona: r(4") = B donc (Q4',QB)= (04, BO) (27)

- "N > - N = - N >

or (O4,B0)=(04',B'0) 21)= (04" ,0B)+ 21)

- " > - N >

d’ol (Q4',QB") = (04’08 + 7 (27)

- " > ” A

et par suite (Q4',QB") = (OA’ OB)(;r)et comme (QA ,QBY #0 ()

alors les quatres points : O, 4, B" et Q sont cocycliques.

Solution 11 :

1°/Ona: OM = O'M' donc il existe un unique déplacement r tel que

- >

rO)=0etr(M)= M et comme (OM ,0O'M') = —% (27) donc 7 est

. /a
une rotation d’angle -

jgo =Q0'
Soit Q lecentrede r. r(0)=0 =y - » >
{(QO , Q0 = -— (2;:)
<> le triangle QOO' est un triangle rectangle isocéle rectangle en Q et

de sens indirect.
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or le seul triangle isocéle rectangle et de sens indirect dont un coté est

[00] est BOO' d'ou Q=B
. . . . T
Conclusion : il existe une seule rotation c’est »(B, —-2—) transformant

OenQO'etMen M'.

- N > - N o N

2/ (BN , BN'y = (M'B , BM) (27) =—(BM , M'B) (27)

= {(37\4?3?4')431\4', M'B)}(zzz)

( 7 e 7[(2
=—(—+ =——
5 7)(2rx) 5 )

BM'N' est un triangle rectangle en B inscrit dans le cercle ¢' donc

[ M'N'] est un diamétre d’ott O'= M's N’

BMN est un triangle rectangle en B inscrit dans le cercle ¢ donc [MN]
est un diamétre de ¢ donc M*N =0

M N =0 = r(My*r(N)=r(0) = M'*r(N)=0O'

or M*N'=0 d'ol r(N)= N’

Solution 12 ;|

1°/ a)
C
M
B

N

b)Ona: (AB,AC)E%Q;:)

-> N > N - N >

donc (MB, MC)—£(27[)<:(MB MC) = (AB, AC) (27)



Isométries — Dépla. — Antidépla. 80 » 4 Maths

- " =

Donc I’ensemble E, des points M tels que (MB, MC) =— (2/7) est

I’arc [BC contenant 4 du cercle Eprivéde Bet C.

- N o

c) ’ensemble E, des points M tels que (MB, MC)=— (27r) et

MB < MC est I’arc [BJ] contenant A privé de B et J car :
E, = E,n?, ou & est le demi-plan de frontiere (/) contenant B.
2°/a)yOn a: AB= PC donc il existe un déplacement unique qui

transforme 4 en P et B en C, et puisque

- " - - N -

(4B, PC) = (4B, AC)(zﬂ)—_(zﬂ)

. s T
donc ce déplacement n’est autre que la rotation R d’angle B telle que

R(4)=P et R(B)=C.

- N

b) Soit Q le centrede R.Ona: R(B)=C = (QB,QC)=— (27[)

N ~

- N > — - - -

or (AB, AC)_—(27Z):>(QB QCY=(AB,AC)(2n) = Qe E, DQeé.

D’autre part on a : Q € med|{CB|
or med[CB} = (OE) d'ou Qe ¢n(OE)
d’ot Q=J our =7 orQ estun point de I’arc [BC] de £ contenant

Adonc Q=J
Cenclusion = R est la rotation de centre J et d’angle -7;[—
o
j JA=JP
cjona: R(A) =P >~ >
L(JA JP)_-—(27r)

< le triangle JAP est équilatéral de sens direct.



»
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3°/Ona: JB=JC
J est un point de I’ensemble des points M vérifiant :
- " o> - "o T
(MB , MC) _—(27r) donc (JB, JC) ———(27z) et JB=JC dou R(B) C
d’oti RoS,(B)=C
1¢ Méthode :

V4
* RoS, =R(J, ;)o R(B, 7)

Vs 2
donc Ro S, estune rotation d’angled = ;+ 7 (27)= _T 2r)

" - " >

Ona: (IC,IB)=7—(JB,JC)(27)

>r> 27
d’ou (IC,IB)= ? 2r)

IC=1IB ‘
. 27
et d’ou R(/,—'—;) (B)=C

27
(IB [C) =—— (27z)

2 . A

R, - -;) et Ro S, sont deux rotations de méme angle,
transformant de la méme fagon le point B en C.

. 2r
d’ot Ro Sy =R({, —‘5‘)
2éme méthode : Utilisation de la décomposition d’une rotation en deux
symétries orthogonales d’axes sécants :

V3

ona: ReSy = R(J, Yo R(B.7) = 8528 S © S

- ">

Ou A’ est la droite passant par B telle que (BJ,A") = 12[— (7)) = AN'L(BJ)

et passant par J.
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d’obl A'=(BI) donc Ro S, =5, 2 S,

d’autre part ReS,(B)=C = S,(B)=C = D =med|BC| = (JI)

="

2r
= RoSy =8y °Spy=RU2(B, 1)) =R(, —~3—).

lSoluﬁon 13:

1°/ fest 1a composée d’un nombre impair d’antidéplacements, donc f
est un antidéplacement.

2°/ 11 suffit de montrer que f n’a pas de point invariant.

Soit Invf ’ensemble des points invariants par f.

si Invf # ¢ alors f =S,

d*0U S gy © Sicay © Samy =Sa SOIt H =S 0y (A)

ona: S e oS 0 Sium (A =Sy(A) 5 S, (A)=H

d’ou A est la médiatrice de [AH] d’ou A =(BC)

= Sipey ©Siemy © Scany = Seney FOU Sy © S apy = id)p

= " >

OF Sy © Siapy = R(4,2(4B, AC) =S,
Cowclusion : Invf = ¢ d’0l fest une symétrie glissante.
Ona: f=spe)°Scay° S =Sy o R(A, )

=S p¢y ©Sp °© S 4y OU D est la droite passant par 4 et

perpendiculaire a (4H) f= T;H ° S 4
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Solution 14 :

1°Ona: f(A)=Det f(D)=C
f étant un antidéplacement donc f est soit une symétrie orthogonale
soit une symétrie glissante .

Supposons que f est une symétrie orthogonale alors f =S
Ona: S,(A)=DdoncS,(D)=AorS,(D)=C ce quiest absurde
donc f # S, etparsuite { est une symétrie glissante .
2°/A—L—>D

- D—-LcC

C —L>E

On a : ADC est un triangle isocéle rectangle en D donc DA = DC et
(D4,DC) =~ 1271

(@ ,CE ) = %[2 7 ] car un antidéplacement transforme les mesures

des angles en leurs opposés .
Donc DEC est un triangle isocéle rectangle en E .
b) Ona:CD=CE etCD=CB donc CE=CB
Ona: (CD) L(CB)et(CB) L (CE)donc (CB)// (CE)
Donc C=E * B d’ou la construction du point E .
¢y A—L>D
D —LC
B' I >B'
On a: ABD est un triangle isocéle rectangle en A de sens direct donc
son image DB'C par f est un triangle en D et de sens indirect .
D’ou la construction du point B' ( voir figure ) .

3°/ f=S,°T. =T-.°S, ouu estun vecteur directeur de A.

Ona: fof =T, dautepart:f °f (4) = f (f (4)) =/ (D)=C
Donc T, . (A) = C et par suite 20=AC donu = %Z@=E .

Ona:S,°7T.=f doncS,°T.(A)=f(4)=>S,(0)=D (car
T.(A)=0) dou Aestlamédiatrice de [OD] .
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. . L . o — [ N
Conclusion : 1a forme réduite de f est:S,°T =T -°S, o0 A est

la médiatrice de [OD] .
4°/ @, = f ° Sap est la composée de deux antidéplacements alors ¢, est un

déplacement. Ona: @, (D)= f °Sap (D)= (San(D))=f (D)=C

Soit &, est une mesure de son angle .

6,=(4D,DC) [271=(D4,DC)+x[27]

537”[27;] Eizf[zﬂ]

. 7T .
Donc ¢, est une rotation d’angle BN Soit €2, son centre donc

QIA =QD
et
QD =QC

Donc €, est le point d’intersection des deux médiatrices des segments
[AD] et [DC] d’on 2, =O

Conclusion: ¢ =R (O, _—2”—) .

Solution 15:

19/
a) 3’ —(2+4i).3°—(9-10i).3 + 18+ 6i = 0 donc 3 est une
racine de € .
b) Vz¢C,ona:
Z—(2+4)Z2-(9-10i)z+18 +6i=(z-3)(az’+bz+c)
=az +(b-3a)z"+(c—3b)z-3c

a=1
b-3a=2-4 |*°!
- —3a=-2-4i
D’ou =<b=1-4i
c—-3b=-9+10i ,
. c=-6-2i
-3¢ =18+ 6

Donc I’équation (E) s’écrit : (z—3)(Z2+(1-4i)z—6~-2i)=0
S
z=3 ouzZ’+(1-4i)z-6-2i=0
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A=(1-4iY+24+8i=9d00 2/ =2+2i etz"=1+2i
Douz, =1+2ietz;=-2+2i.
2°7za=3 ;zg=1+4+21 et zc= -2+2i
a) ona: 254 =za=3 et Zeg =zp—2c=3
donc OA4 =CB et par suite OABC est un parallélogramme .
b) ona: OA =BC car OA =CB don ¢ il existe un unique

. f©O)=
déplacement f tel que {f ()=C
gO)=8
g)=C

3°/ f étant un déplacement , soit & une mesure de son angle :

a= (07,_\87)[27:]

et il existe un unique

antidéplacement g tel que : {

=7[27] donc f est une symétrie centrale et comme f (0) =B

alors
O *Bestlecentrede f

. o ' .
Conclusion : f est la symétrie centrale de cenre K d’affixe §+1

2 2
4°/ f © S est la composée d’un déplacement et d’un antidéplacement
donc c’est un antidéplacement.
f°80)=f [S(O)] =7 (O)=B=gO)
foS(AA) =1 [S(A)] = f (A)=C=g(A)

f °S et g sont deux antidéplacements qui transforment les points O et A
de la méme maniére alors f °S=g

ISolution 16:

1 zZ=x'+iy'=1-y+ix=1+i(x+yi)=1+iz.
ona:z=iz+1. ‘ A
r transforme chaque point M d’affixe z en un point M' d’affixe z =iz + |

c’estlaformez =az+b avec a=i=[1;%]etb=l.

. P2
donc r est une rotation d’angle 3 et de centre A .

soit z, affixe de A .
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ona: r(A)=Aalorszy=1iza+ 1 d’ou z, = 1 ! - :l_fz_l_:l+%i
—1

. . 11 T
conclusion : r est une rotation de centre A(E ’E) et d’angle 7

donc

[S—1

2°/ Ona : (M) = M' donc AM = AM' et (AM,AM') = %[m

AMM' est un triangle isocéle et rectangle en A .
3°/ f est la composée d’un déplacement et d’un antidéplacement donc
f estun antidéplacement .
SoitM'=f (M) :M'=r°S§,(M) .Onpose M, =S,(M).
Soit M(x,y) >M,;(-x,y)d’ouM' (1 -y,-x)d’on:

P —->P

M(x,y) - M'(x:y')/{x,z -

y'=-x

Supposons que f admet un point invariant M(x ,y)ona: f (M)=M
donc

x=1-y x+y=1 .

= impossible
y=-x x+y=0

Donc f est un antidéplacement qui n’a pas de points invariants alors

[ est ue symétrie glissante

J =ts5, =Sp°t; ol u estun vecteur directeur de D .

Ona:f°f =1,
fefO)=f1[f (0)]=0savec O, (1,0)et O, (1,-1)
1

Dol 00, =2ii =i

2
Cherchons I’axe D de f :
|
On sait que i 2 | est un vecteur directeur de D . Pour déterminer D ,
~1
2
il suffit de déterminer un point de D .
Ona: f (0)=0,doncO*0, eD.



Isométries — Dépla. — Antidépla. *87 4 Maths

1
SoitI=0*0, = I(%,O) d’ouD est la droite passant par 1(5 ,0)etde

vecteur directeur 7

2
D:x+ l=0
: y 2 .
[Solution 17 :
1°/
a) R,°R;(A)=RyB)=C.
0,4 =0,B
Ona: {/—=— =>R(4)=B
(O,A,OIB)E%[zn] )
0,B =0,C
Ona: =R,(B)=C

(0:8.0.C) =2 2a]
* R;°RyB)=R4(C)=D
* Ri°Ry(C)=Ry(D)=A
b) Ry°R;, R;3 ° R; et Ry © R; sont toutes les trois composés de deux

déplacements donc elles sont des déplacements , de méme
angle a = 7[[27[] et par suite elles sont des symétries centrales .
R,°Ri(A)=CdoncR,°R; =S, ( @ = A*C)

R3°Ry(B)= DdoncR;° R, =S ,( @ =B*D)
Ry°R3(C)=Adonc R4 °R3=S

Conclusion : R,°R; =R3°R; =R R; =S |

20/
a) R3(Rx01)) = R;3°R, (0)) = Ra°Ri(0y) = Ry(R1(0))) = Ry(Oy).
R3(RA01)) = Ry(O}) = Ry(O)) st un point invariant par R; . Or

le suel point invariant par R; et O; d’ou Ry(O)) = 05 .
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f (ON)=Ry°R; (0))=Rx01)=0;5.
b) Ona: Rs°R;3(0;)=R;3°R;(0,) = R3(0;) = Ry[R3(02)] =
R3(0»)

R3(0,) ets un point invariant de Ry donc R3(O,) = Oy .

S (02) = R°Ry(0;) = R3(02) = Oy .

C) Ona:f (O]):Ox = S(u(01)=O3 =>w=0 * O;

f (Oz) = 04 = S © (Oz) = 04 > w = 02 * 04 donc 01020304 est

un parallélogramme .
0,0,=0,04
D’autre part Ry(0)) =03 — l 4 donc 0,0,0;04
(ms ) = %[2”]
est un carré .
3°/
a) g(A)=Ry*S,(4)=RyB)=C
2(01)=R,°S§,(0,)=0;3 (carO, €A)
b) gestla composée d’un déplacement et d’un antidéplacement
donc g ets un antidéplacement donc g est soit uensymétrie

orthogonale , soit une symétrie glissante .

Si g est une symétrie orthogonale alores il existe une droite D, telle
que g= S/)l
ona:

e S, (A)=C =D, est lamédiatrice de [AC]

e 5, (01)=0; =D est la médiatrice de [O,05]
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D, 1L4C)
Et par suite < et = (AC)/IN0,0,)

D, 1L(00,)
Or @ €(0,0;) N(AC) =(0,0;) =(AC) =0, €(AC) ce sui est
impossible.
Conclusion : g n’est pas une symétrie orthogonale donc g est uen
symétrie glissante. .

¢) w'=g(w)=R,°S,(w)=R,(w)ot e, =S ,(w)

0,0, =0,0'

Row)= o' < <et

(OW) = %[27{]

Il existe un unique vecteur u et ue seule droite D tel que :

g =1;°S,, =§,°; ou u estun vecteur directeur de D.
g=g(4)=C = A *C appartientaD = weD.

gloy=ao' < 1;°S(w)=0'<1;(S),(w)=0"'ou =o'

D est la droite passant par @ et de vecteur directeur wo'

donc D =(ww') .

__og o
wo' ©(00) " e

Conclusion : g =t

Solution 18 :

2r
s
1°/Ona:z =az+b avec a=-e > eth=iona: a;tletla]:l donc f

est une rotation de centre Q et d’affixe et d'angle 8 = arg(a) 27).

I-a
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b . _’3* E K3
i i ie = =i i
* _ _ _ _ .2, 3 __6
l—a 2z K3 z - =€ € =e
- i = ! -1
2cos(—
l+e ? e’(e?+e ?) (3)
. T
=
d’ou Q est d’affixe e ©
2 2 V3
i— {(—=7x) —i— T
¥ g=—g 3 =¢ ? =e ? dou arg(a)s—§(27z)

o

. ~ 4
Conclusion : fest une rotation de centre Q(e ¢) et d’angle : -3

R4
j—

[ . . _ 0
2°/Ona:VvneN; Z =z, ~e
2z
Pl
' _ - - _ - i
Orz,  estlaffixede M,  =f(M,)=>z,, =—¢ "z, +i
2z N3 2r o ¥
"3 " 3 7%
=27, =—¢ z,+i-e’=—e "z +e  —e
2z K3 T 2r Fd
1 3 —IZ —I—z- ’T l;
=—e " (z,-e "+e “)=-e " (z,-¢")
2 F. 4
; 3 3
Conclusion: Z,,,=—e > Z,=e¢ °Z,
( 2z Y’ r

i— —isr s
b)ap=1<:>L—e 3J =lee ? =1<:>p;50(27r)

V4
o ;=2k7r (keZ)o p=6k (keZ)

Conclusion : L’ensemble des entiers naturels p tels que
a"=1¢et {6k, keN}

c)Ona: Z az

r+1 n

Z,=aZ,

Z,=azZ,=a’Z,
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Démontrons par récurrence que Vne N; Z, =da"Z,

Z, =az,
I
Supposons que Z, =4"Z, et montronsque : Z. . =da""'Z
n 0 n+l 0
. _ _ n _ oo+l
Ona:Z7Z, =aZ,=a(a"Z,)=d"Z,
2r 4
i—hn i—
donc VneN; Z =-¢ 3 (zp-e %)
2r oz L2 oz
i{(~—n+=—) i(—n+—)
orz=0=>2 =e¢ * ¢ donc VrneN: Z =e *
k4 2r o7 T R 2r
I— i(——n+— i— i i=n
Ona:z, =Z +e®=¢ ? +eb=efe? +1)
NG
Zyo00 = -7
2

Solution 19 ;

M,

1°/ Le triangle M, AB est isocéle rectangle en M, de sens

(MB
M, A= MB =1
, M, A
direct. >y - ~ - T =
(M4, MBy=—0m) | > o o

[(M,A,M,B)z%(zn)



Isométries — Dépla. — Antidépla. *92 ¢ 4 Maths

ol z, est I'affixe de M,

Un raisonnement analogue nous conduit 4 :

c—ib d—ic a—id
5= 33T > g =

[—i ’ 1-i I—i

o = "7 Z3 T3
2 /a)(M2M4,M|M3)EargL

44 42
(d—ic—bﬂ'a](z )
=argl ——mmm— w
g a—id—c+ib
(d=b+ia-c))
=ard ————— | (2
arg{a-«cﬂ'(b—d)J( 7)

(a-c+itb-d))
=argf ———— (2
argi(a—c+i(b—d)J( 7)
VA
Eargi(Zﬂ)E;(?ﬂ)

A

- - 7
Done (M, My , M, My) =~ (27) ol (M, M;)L(M, M,)

M, M,
MM, lz4 )

b)

Donc MM, =M, M,
Remarque : Les complexes ont servi dans cet exercice a démontrer un

résultat en géométrie plane (voir chapitre similitude).
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Solution 20 :

1°/ ABC est un triangle équilatéral de sens direct si et seulement si :

c—a
AB = AC I —
AB Jb—a
(4B, AC)=Zm) T | 2t o x |
, =— (27 - c—a T
[ 3 [(AB,AC)E—(27T) [arg( jz—(Z;r)
—-a 3.
c-a i~ i~
= =ed oc-—a=e?(b-a)
b—a

&ﬂc&tadm : ABC est équilatéral de sens direct si et seulement si

x4

iz
c—a=e*(b-a)

2°/ ABC est un triangle équilatéral de sens indirect si et seulement si :

(le—a
AB = AC =1
b-a
- " > T =
[(AB,AC)E——(zzr) l [c—a] n(z )
3 ar, =-—(2r
7 { gb—a 3
¥ K3
c—a i~ -
&~ =e Yoc-a=e 3(b-a)

b—-a
éam&m‘an : ABC est équilatéral de sens indirect si et seulement si

T

—f—

c-a=e 3(b-a)

T

j—

3°/ ABC est un triangle équilatéral <> c—a=e * (b—-a) ou

T [ .” 17 i TI
Jf

c—a=e *(b-a) @lt(c—a)—e/;(b—a) B (c—a)—e_l‘:(b—a)

Il

n w

—i= i

(c—a)z—(c—a)(b—a)e Y (b-a)c-a)e? +(b—a)2 =0
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n

—i—

(c—a)z—(c—a)(b—a)(e;+e 3Y+(b-a)’ =0
(c—a)’ —(¢-a)b-a)+(b—a)’ =0

2 2 2 52 2

¢ -2ac+a” —ch+ac+ab—g¢ +b” —2ab+ag” =0

2 .2 2
a +b +c¢" =ab+ac+bc

Solution 21 : |

+Z.

19M=B*C d’oll zy= -2

b+c

et par suite m =

i

N

T
i =
2

Ona:R(A,:zf)(B)=B'd’ouzB=e_ mt(l-e 2)za =
b=-ib+(1+i)a
R(A,%)(C)zc'd’ouzc=e"'3zc+(1-e"3)zA
= c'=-ict(l+i)a

b+c_
20/affAM_m—a_ 5 ¢ b+c—2a

dfB'C' c—b' ict(~i)atib-(+i)a 2(ic—2ia+ib)

b+c-2a 1~ .
= —=—=—¢ilR
2ib+c—2a) 2i 2

D’oit (AM) L (B'C).

AM :\m—a‘:i:l d’ot AM:—I—B'C'
B'C' le-b'| |2] 2 2

et par suite B’'C’ =2 AM .

Solution 22 :

1¢/
T s
i= —-i=
2

« Ona: A'=R(O,%)(A)donczA-=e_ 2za+ (1-¢ 2)zo

Orzy=2z, ,25=2z etzp=0 d’ou z, =iz .
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ZB+(1-e

iz z
2 2

OB’=R(O,%)(B)d0nczB-=e 2)zp d’ou

z'2=i22

Z,+zy i(z,-z,)
22

3°/5E=EQZH— Z,=Zy—Z, 2, =2,-2,

wloff OD) =z, -z, =222

W(E):ZB_—ZA =Z,7Z,

2°/ Soit I = A™*B' donc z;=

Donc ——= i (O]) m —1i €iRdonc (OI) L (AB) d’ou (Ol) est une
aff (AB) 2
hauteur du triangle OAB.
‘ (Z 2) _l 1 1
D’autre part : ‘—‘ =— d’ou Ol= —-AB.
z,-z,| 2] 2 2

Solution 23 ¢

1°/A, B et C sont alignés <> AB et AC sont colinéaires
o @B
af (4C)

Zy—2z b-a
B——A—-ER C)
Z,.—z, ~b—a

est un nombre réel

ckR.

’ a/) Soit r : la rotation de centre A et qui transforme C en E alors
r=R(A. Z)car (ﬁ')zg[zn]
doi: r:P > P
M(z) — M'(Z)
ol z ’=e_§z +(1—e,§)ZA

Comme r(Cy=Ealorszg=izc+(1—i)zaorzy=acetzc=-b
d’otie=-ib+ (1 ~-i)a
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T
L
2

b) ona:R(A,%)(BFF douf=z=e 2z, +(1—e 2)z4

douf=ib+(1+i)a

On a : AEFH est un parallélogramme donc FH =AE

d’otl zy—zr=2zg—2z4 donczy=zz—zp,=e—a+f
ore=-ib+ta(l—-i)et f=-ib+ (I+i)a

et par suite h =z =-2ib+a

ona:h=zy=-2ib+a,ona:ACDE est un parallélogramme donc
CD =AE

d’ot zp—zc =7Zg — 24
etparsuited=zp=z—zpotzc=e—-a—-b=-ib—ai-b

3¢/
a) .
FE |z, —z,,-\:je—fl:‘ 2’“‘:’2 |=2 d’ou FE=20A
04 [zA—z()‘ I a ‘ |
CHEE 2 o iR dou (FE) 1 (OA)
aff 04 a
by B2 :'d—b|: ~ib —ai ~2b| |-i(b +a—2ib)‘:‘_l,":] Fou
CH |h-c| |-2ib+a+b| | b+a-2ib
BD =CH
aff BD _d-b

cﬁ@ = =—i €iR d’ou (BD) L(CH)
-c
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_ SIMILITUDES

Résultats a retenir::

1°/ a) Une similitude directe du plan est soit une translation, soit la
" composée d’une homothétie et d’une rotation de méme centre.

b) Toute similitude directe S autre qu’une translation admet un
_unique point invariant appelé centre de la similitude.

¢) Soit S une similitude directe admettant un point invariant J

et A= 1.

’ A

>N -
e Soit A" =S(A) alors% =k est le rapport de S et (/4,/4") est une

mesure de son angle.

e Soit A et B deux point distincts et A4’'=S(A); B'=S(B) alors

A(BI [ A=
5 =ket(AB, A'B") est une mesure de son angle.

2°/ Soit fune similitude directe de centre /, de rapport k et d’angle o .
soit M daffixe z et M =f(M) daffixe =z alors

z’zkeia(z—z,)+z,. |

3%/ @ S(A, k,ar)o S(Ak'a')= S(A,kk',a +a').

. soit / =S(A4,k,a)>S(B.k".a").

sikk'#zleta+a'#£02xr)alorsf =S(C),kk',a +a")

sikk'=leta+a'#0(2x) alorsf = R(C,,a +a')

si kk'#leta +a’'=0(2x) alors f = h(C,, kk")

sikk'=leta +a’'=0(2x) alorsf est une translation.
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4°/ Soit 4, B, C, D quatre points tel que 4= Bet C = D alors il existe

une unique similitude directe qui transforme 4 en C et Ben D.

CD
son rapport est kzﬂ, une mesure de son angle est

- N

“a=(AB,CD)2r).

59/ a) soit f une similitude indirecte de centre @ de rapport k et d’axe
A "

| f=Syoh(w,k)=hw,k)°S, (weA)

- -
A={Mep/a)M'=ka)M}

b) f: similitude directe
g : similitude indirecte

alors e fog estune similitude indirecte.
o 7' est une similitude directe.

e ¢! est une similitude indirecte.
0 f=S@hka)=f" =S(a),%,—a)

F=Sw,k,)= f = S(w,;l(—, A)

6°/Une similitude indirecte de rapport différent de 1, est
" parfaitement déterminée par son rapport , son centre et son axe , qui
sont appelés éléments caractéristiques de cette similitude .

L’axe D d’une similitude indirecte de centre 1 et la perpendiculaire a
‘D passant par I sont globalement invariants par f .

Si f est une similitude indirecte de centre I et de rapport k alors

f °f estune homothétie de centre I et de rapport K.
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7°/Soit f'une similitude de centre I, de rapport différent de 1 et d'axe D.

A

->" >

Si u est une vecteur directeur de D, alors (u,IM) E~(GZH§I N2x],
pour tout M distinct de I, image M'. La droite D porte donc la
bissectrice intérieure de MIM'.

Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (0,17,7) .

Soit f une application du plan dans lui-méme qui a tout M d’affixe z

associe le points M' d’affixe z’. L’application f est une similitude

indirecte de centre I et de rapport k =1 ,si et seulement si, il existe

deux nombres complexes aetb telsque z =az +b.

ab +b
Dans ce cas k = |a| etz =

— est I’affixe du point I .
1- al'
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__EXERCICES

Exercice 1 :

Dans le pian orienté, on consideére un triangle rectangle ABC tel que

- A >
(4, CB)E% (2x)

la hauteur issue de C coupe (4B) en H et coupe la paralléle a (BC)

menée par 4 en D

Onpose CA=betBC=a

1°/ Soit S la similitude directe transformant Cen 4 et Ben C.
a) Déterminer son rapport en fonction de a et b et calculer son angle.
b) En utilisant cet angle, démontrer que le centre de S est le point H.
¢) Quelle est I'image de A par S.

2°/ En utilisant S, démontrer que : HC? = HA.HB

3°/Soit I =RB*C . J=C*A et K=A*D

Démontrer que LJK est un triangle rectangle en J et que dans ce

triangle A est le pied de la hauteur issue de J.

Exercice 2::

Dans le plan orienté, on considére un triangle équilatéral ABC de sens
direct. On désigne par D le symétrique de C par rapport & (4B) et E le
symétrique de A par rapport a B.

. o . 1
soit § la similitude directe de rapport 3 d'angle —231 , telle que S(4) = B

BD . . >N = P
1°/ Calculerﬁ, ainsi qu'une mesure de l'angle (AE , BD) En déduire

que S(Ey=D
2°/ Soit © le centre de S.
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Montrer que € appartient aux cercles circonscrits aux triangles 4BC
et BDE. Construire .
3°/ Soit C'=5(C)

a) Montrer que B, C et C" sont alignés.

b) En déduire que S transforme la droite (4C) en (CB).

Exercice 3+

Soit dans le plan 2 orienté un triangle ABC rectangle en A tel que :

-> N >

T
AC=24B et (4B, AC)=—(27).

Soit @B) le cercle de centre B et de rayon AB et ¢(C) le cercle de

centre C et de rayon AC. Ces deux cercles passent par 4. On appelle £
le second point d’intersection.

1°/ Soit S une similitude directe transformant &B) en &(C). Quelle est

la valeur du rapport de S ?
(s Ic
On désigne par 7 le centre de S. Quelle est la valeur de E‘?

Quel est I’ensemble I" des centres / des similitudes directes
transformant @(B) en &C).
2°/ Soit §, la similitude directe de centre 4 transformant B en C. Soit

F le point de ¢(C) diamétralement opposé a E. Démontrer que

S,(E)=F

Exercice 4 :

On donne dans le plan. un rectangle ABCD tel que :

- N =

AB=a ; AD=2a ; (AB,AD)Eg(Zﬂ)

Soit J le milieu du segment [4D]
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1°/ Déterminer le rapport et I’angle de la similitude directe qui
transforme 4 en C et Ben J.
2°/ Démontrer que le centre K de cette similitude est I’image du point

J par la symétrie orthogonale d’axe (4C).

Exercice 5 :

Dans le plan orienté on considére un carré ABCD de centre O et tel

- " -

que: (4B, AD) E%(27t).

Soit P un point du segment [BC] distinct de B. On note 0
I’intersection de (4P) avec (CD). La perpendiculaire A a (4P) passant
par A coupe (BC)en Ret (CD)en S.

. . /4
1°/ Soit r la rotation de centre 4 et d’angle I

a) Déterminer r(R) et r( P).
b) Quelle est la nature des triangles RAQ et PAS?
2°/ On note N = PxSet M = O*R et s la similitude directe de centre 4,
dangle = et d rt :
e — et de rapport —.
g 4 pp N
a) Déterminer s(P) et s(R).

b) Déterminer |’ensemble des points NV lorsque P varie sur [ BC]\{B}.

¢) Montrer que les points M, B, N et D sont alignés.

Exercice 6 :

Dans le plan orienté , on considére un triangle ABC tel que:

- " > Vi3 - N

(4B, AC)=—-(27) et (BC. BA) = % Q)

Soit I le symétrique de 4 par rapport au milieu de [BC] et H le pied de

la hauteur issue de A4 dans le triangle ABC.
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1°/ Soit S, la similitude directe de centre 4 qui transforme H en B.

a) Déterminer les éléments caractéristiques de S,.

b) Montrer que S,(C) = /. En déduire ’image de la droite (BC) par S,.
2°/ Soit S, la similitude directe de centre 4 qui transforme B en C.

a) Déterminer I’image de la droite (B]) par S,.
b) b) Soit M un point de la droite (BI), M’ son image par S,. On
suppose que M et M’ sont deux points distincts de /.

- N > - "N o

Montrer que : (AM , AM")=(IM ,IM") (7 )

Exercice 7 :

ABCD est un carré direct, le plan étant orienté

M est un point de la droite (DC); la perpendiculaire & (4M) passant
par A coupe (BC) en N et [ est le milieu de [MN].

1°/ Montrer que le triangle rectangle AMN est isocéle.

2°/ Par quelle transformation M a-t-il pour image / ?.

3°/ Quel est I’ensemble décrit par le point I lorsque M décrit (DC) ?

Exercice 8 :

1°/ Dans le plan orienté soient deux points distincts £ et F' et O leur

milieu.

‘ r
Soit la similitude directe S, de centre E, de rapport /2 et d’angle .

. e ens . I V4
Soit la similitude directe S, de centre F, de rapport — et d’angle T

V2
a) Déterminer S,. oS, (0).
b) En déduire la nature et les ¢léments caractéristiques de S,. © S

2°/ Soit ABCD un quadrilatére convexe de sens direct
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On construit les triangles isocéles directs AMB, BNC, CPD et DQA
respectivement rectangles en M, N, P et (). On note J le milieu de
[AC].

a) Soit S, la similitude directe de centre 4 transformant A en B.
Soit S,. la similitude directe de centre C transformant B en N.
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de g =S, S ,.
b) Soit S/ la similitude directe de centre C transformant P en D.
Soit §', la similitude directe de centre 4 transformant D en Q.
Démontrer que S', oS;. = g.

c¢) En déduire que les segments [MP] et [NQ] sont isométriques et
orthogonaux.

d) K et L étant les milieux de [MP] et [NQ], démontrer que le triangle

JKL est rectangle isocéle.

Exercice 9 ;.

Dans le plan orienté on considére un triangle isocéle 4ABC de sens
direct rectangle en A. |

Soit O le milieu de [BC].

A la droite passant par C et perpendiculaire a (BC).

B’ le point d’intersection des droites (4B) et A.

Soit 7 un point du segment [BC] distinct du point O. On note J le point
d’intersection de (47) et de la droite passant par C et perpendiculaire a
A40).

La perpendiculaire en A a (47) coupe (BC) en K.

1°/ Faire une figure soignée.
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2°/ On désigne par r la rotation de centre 4 et d’angle dont une
V4
mesure est ;

a) Déterminer I’image du point B, de la droite (4B) , de la droite (BC)
et de la droite (4AK) par ».

b) Déterminer K'et /' images des points K et / respectivement par 7.
Placer les points K'et /' sur la figure.

3°/ Soit @ le milieu de [/I'] et ' le milieu de [KK']. On désigne par §

- . 2
la similitude directe de centre 4, de rapport g et d’angle dont une

4
mesure est —.

a) Determiner S(K) et S(J).

b) Quel est ’ensemble des points @ lorsque 7 décrit le segment [BC]
privé du point O?

¢) Montrer que les points @ , O et @’ sont alignés.

4°/ Le plan est rapporté a un repére orthonormé (4,7, /). '
Soit M un point d’affixe z, déterminer I’affixe z’ du point M' image

de Mpar roS.

Exercice 10 :

La plan est orienté. On considere un triangle 4BC tel que I’angle

- N =
(AB, AC) est un nombre compris entre 0 et 7.

On construit a ’extérieur de ce triangle trois carrés de cotés respectifs

CA, AB et BC et on désigne par [, J et K leurs centres.

- N> - "N - - N >

VA .
ona:(1C,[A)=(JA,JB)=(KB,KC)=—;+2k7z (keZ) ; soitFle

symétrique de C par rapport a K.
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On considere la similitude directe S, de centre C qui transforme / en
4 et la similitude directe S, de centre B qui transforme 4 en J.

1°/ a) Donner les rapports et les angles de S, et S,.

b) quelle est la nature deS,  §,?

2°/ Préciser les images des points / et B par S, o S,.

3°/ Montrer que /B = JK et (IB)L(JK)
4°/ Le plan P est rapporté a un repére orthonormé (4,7,7).

On désigne par b et ¢ les affixes respectives des points B et C.

a) Exprimer en fonction de b et ¢ les affixes des points [, J et K.
b) Retrouver alors la question 3°/.

Exercice 11 :

Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct. On construit a
I’extérieur de ce triangle les triangles équilatéraux
A'BC, AB'C et ABC". On note I, J, K les centres respectifs des triangles

A'BC, AB'C et ABC'.

-

. T
Soit fla simiiitude directe de centre C, de rapport TJ et d’angle —6- .
T
g la similitude directe de centre 4, de rapport /3 et d’angle ’E

1°/ a) Déterminer la nature de fog.
b) Déterminer f o g(J). Que peut-on conclure.
2°/ Montrer que f o g(K)=1
3°/ Montrer alors que IJK est un triangle équilatéral.
4°/ Le plan P est rapporté a un repére orthonormé (0,7, j) on désigne
par a, b, ¢ les affixes respectifs des points 4, B, C.
a) Déterminer en fonction de a, b, ¢ les affixes des points [, J, K.

b) Démontrer que ABC et IJK ont méme centre de gravité.
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Exercice 12 :

On considere un cercle ( ) de diamétre [OB]

Soit 4 un point du segment [0B] distinct de O et de B, tel que OB =4.04.

et/ le milieu de[ 4B] . La médiatrice du segment[ AB] coupe le cercle

— A >

( )Yen Met M' tel que(MO , MB) = (27) .Soit N le projeté

z
2
orthogonal de 4 sur (OM).
1°/a) Donner la nature du quadrilatére AMB M".

b) En déduire que (AM')L(OM)et que N, A et M' sont alignés.
2°/ Soit S la similitude directe de centre N telle que S(M) = A.

a) Préciser l'angle de S.

b) Déterminer les images par S des droites (M) et (NA), en déduire
I'image par S du point M".
3°/ a) Montrer que Iimage par S de I est le point /' milieu de[04] .

b) En déduire que (NI) est tangente en N au cercle de diamétre [04] .
4°/ Soito la similitude indirecte qui transforme M' en N et B en A.

a) Déterminer les images des points M et B par o 0S; ,
b) En déduire que 0S5, , est une homothétie que l'on précisera.

¢) Ecrire alors o sous forme réduite.

Exercice 13: I

Le plan P est rapporté a un repére orthonormé (0.7, j )

1°/ Soit S, 'application qui a tout point M(x,y) associe le

point M'(x',y") tel que {x
V=
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1°/ Montrer que S, est une similitude directe que I'on caractérisera.
2°/ Soit S, l'application qui a tout point M d'affixe z associe le point
M' d'affixe z'=3iz+5-2i

a) Préciser les éléments caractéristiques de S, .

b) Soit h=S, ¢S,
Montrer que 4 est une homothétie dont on précisera ces éléments

caractéristiques.

Exercice 14

Dans un plan orienté 2, on considére un triangle CID tel que :

- " > T

(CI,CD)E;(Zﬂ).

On trace la hauteur, issue de C, qui coupe la droite (/D) en 4 et on
désigne par B le projeté orthogonal de 4 sur la droite (CJ), et par (¢€)
le cercle de diamétre [4B] et par (I') le cercle de diamétre [CD].
Soit s la similitude directe de centre A telle que s(D)=C.
1°/ a) Déterminer I’image de la droite (CD) par la similitude s et en
déduire s(C). ‘
b) Déterminer et construire le point B’ image de B par la similitude s.
¢) Déterminer et construire les images (I') et (¢') des cercles (I')
et (¢) par la similitude s.
2°/ a) Montrer que le point A appartient au cercle (I').
b) Les cercles (@) et (I') se recoupent en K. Les cercles (£') et (I") se

recoupent en K'. Montrer que les points C, K, K’ sont alignés.



Similitudes ¢ ]09 ¢ 47 Maths

Exercice 15::

Dans le plan orienté on considére un triangle ABC non isocele tel que :

- N >

T
(4B, 4C) = (21).

A tout point M de la droite (4B) on associe le point N de la droite
(AC) tel que Met N soient dans un méme demi-plan de bord (BC)
et BM=CN.
1°/ Montrer qu’il existe une unique rotation R tel que :
pour tout point M de (4B)ona: R(M)=NetR(B)=C
Préciser une mesure de son angle et construire son cercle Q.
2°/ Soit O le milieu du segment [BC]. On désigne par S, la
symétrie orthogonal d*axe (OQ) et on pose : f =S ° R.
a) Déterminer f(B) etf(Q).
b) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de 1.
3°/ Soit I le milieu du segment [MN].

a) Quel est I'ensemble D des points / lorsque M décrit la droite (45) ?
b) Construire D.

Exercice 16 :

On considere, dans le plan orienté, un triangle 44,4, tel que

N

AA, =2 AA, et qu’une mesure de I’angle (A_,}] , AA4,) soit comprise
entre 0 et 77. Les cercles(¢,) et (¢,) passant par 4 et de centres
respectifs 4, et 4, se recoupent en 5.

1°/ On désigne par S‘; la similitude directe de centre A4 transformant
(é)en (&).

Soit M un point de (C,) et M" son image par S ,.
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- - 7

a) Justifier la relation (4,4, 4, M)= (4,4, A,M") (27).
b) Démontrer que les points M, B et M’ sont alignés.

2°/ On désigne par ¢, la similitude indirecte de centre 4 transformant
(@) en(é).

a) Donner le rapport de o, et montrer que o, a pour axe la droite (D)
médiatrice du segment [A, K] ou K est le milieu du segment [AA'Z].

b) Soit I’application f =o'

Déterminer la nature de f'et la caractériser géométriquement . En
déduire que les images par S, et o, de tout point M du plan sont

symétriques par rapport a la droite (44, ).

Exercice 17 ;

Dans le plan orienté, on considére un carré ABCD de centre O tel que

A
- - ¥4

: (AB, AD) = By (27). On désigne par 7 et J les milieux respectifs de

[4B] et [BC].
1°/ a) Montrer qu’il existe un unique déplacement f'qui envoie 4 sur C
et B sur D. Caractériser f.

b) Soit g I’antidéplacement qui envoie 4 sur C et B sur D.
Déterminer (g f)(C) et (go £} D). Caractériser go f .

c) Déduire la forme réduite de ’antidéplacement g.
2°/ Soit § la similitude directe qui envoie 4 sur B et D sur I.

a) Déterminer le rapport et I’angle de la similitude S. construire le
centre Q de S.

b) Déterminer les images des droites (4C) et (CD) par S. En

déduire que le triangle OQC est rectangle.
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¢) Déterminer l'image du carré ABCD par la similitude S.

d) Montrer que les points 4, Q2 et J sont alignés.

Exercice 18:

Dans le plan orienté, 4BC est un triangle quelconque de sens direct.

I et J les milieux respectifs des cotés [BC]et[ 48]

r est la rotation de centre J et d'angle% .

A'etC" sont les images respectives des points 4 et C par r.
s est la similitude directe qui transforme /enC" et Jen 4'. On pose
h=r"os
1°/ a) Déterminer les images respectives des points / et J par 4.

b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de 4.
2°/ a) Montrer que (I/)1(A4'C") et que A'C'=21J

b) Déterminer le rapport et I'angle de s et montrer que son centre
o appartient a la fois aux cercles de diamétres[/C'] et [J41].

¢) B'étant le symétrique de A' par rapport a J montrer que (@ B)1(» B')

Exercice 19 :

On considere dans le plan P orienté un triangle équilatéral ABC de
sens direct. On désigne par / et J les milieux respectifs de [4B] et
[AC] et par D le symétrique de A par rapport a C.

1°/ Soit f I'antidéplacement de P tel que : f(C)= A4 et f(A)=B
Montrer que fest une symétrie glissante dont on déterminera l'axe et
le vecteur.

2°/ Soit g la similitudeAdirecte telleque: g(B)y=Detg(l)=C

Montrer que g(A) = A4 et déterminer les éléments caractéristiques de g.
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. . > > o
3°/ SoitQ le point défini par : Q4+2Q/ = 0
a) Justifier que fog est une similitude indirecte.

b) Déterminer f o g(/) et fog(A).

) > > o )
¢) Vérifier que QB+2Q4 = 0 . En déduire que f 0g(Q)=Q
4°/ a) Déterminer le rapport de la similitude de fog.
b) Montrer que l'axe de la similitude /o g est la perpendiculaire

en Q a la droite (4B).

Exercice 20: .

Dans le plan orienté, ABI est un triangle équilatéral tel que :

AN
- -

(4B, 4D == (27).

Wy

SoitQ le symétrique de B par rapport a (41).

1°/ Soit R la rotation d'angle %qui transforme 4 en /.

a) Montrer que Q est le centre de cette rotation.

b) Soit C = R(B). Montrer que [ est le milieu du segment|[ AC].
2°/ A tout point M de[4B] distinct de 4 et de B, on associe le point
M'de[IC] tel que AM = IM'
Montrer que le triangle QMM' est équilatéral.
3°/ Soit G le centre de gravité du triangle QMM et S la similitude
directe de centre Q qui transforme Men G.

a) Préciser le rapport et 'angle de cette similitude.

b) Montrer que S(B) = I et construire le point 4'= S(A4)

¢) Montrer que les points I, G et 4'sont alignés.
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Exercice 21 : |

Dans le plan orienté, on considere un triangle rectangle ABC tel que

A

T -
(4B,4C)== [27] et 4B=24C.

Soient D et D'deux droites paralleles passant respectivement par B et
C et ne contenant aucun des cotes du triangle ABC.
SoitA la droite passant par A et perpendiculaire a D et D'.
La droite A coupe D et D'respectivement en [ et J.
1°/ Soit S la similitude directe qui transforme 4 en B et C en 4.
a) Déterminer I'angle et le rapport de S.
b) SoitQ le centre de S.
Montrer que Q est le projeté orthogonal de 4 sur (BC).
2°/ a) Déterminer S(D') et S(A).
b) En déduire S(J).

¢) Montrer que le cercle de diamétre [1/] passe par Q

| Exercice 22

Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC rectangle en A

A
et tel que (B_)C, B—;X) z—g (Erreur ! Signet non défini.) . Soit D le

point du plan tel que A—>D = I;C et soit K le symétrique de B par
rapport a A. On désigne par O,I et J les milieux respectifs des
segments [AC], [BC1et [AD]. '

1°) Soit s la similitude directe du plan telle que s(J) = B et s(D) = K.

a) Montrer qu'une mesure de l'angle de s est 1;—



Similitudes e]l4d e 4 Maths

b) Montrer que le rapport de s est 2 (on pourra montrer que le
triangle CBK est équilatéral).

¢) Montrer que C est le centre de la similitude s.
2°) Soit A' le symétrique de D par rapport a C et f l'antidéplacement
du plan qui transforme Den A et A en A",

a) Montrer que f est une symétrie glissante dont on déterminera les
éléments caractéristiques.

b) Montrer que f(K) =C.
3°)Onposeg="fos.

a) Montrer que g est une similitude indirecte dont on précisera le
rapport.

b) On désigne par A l'axe de g et par Q son centre. Montrer que
(g o g) est I'homothétie de centre Q et de rapport 4.

vérifier que gog (D) = B.

¢) Donner une construction de 'axe A de g.
o

Exercice 23 ¢

Soit /* I’application du plan complexe P dans lui-méme , qui au point m

d’affixe z associe le point M' d’affixe z' définie par 2 =-2i z + 1 + i
1°/ Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de 1 .
2°/ Démontrer que ' ° f est une homothétie h que I’on caractérisera

1
3°/ Soit S la similitude directe de P de centre Q(%,%j , de rapport >

V4
dont une mesure de I’angle est 3

a) Déterminer la forme complexe de S
b) Soit ¢ =f °S
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de ¢
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Exercice 24 :

On désigne par A, B et C les points d’affixes respectives -1+1i; 3 +2
iet iﬁ
P—->P

1/ f 1+i

‘M(z)|—>M'(z')/z'=\52—1+i(1+\/§)

a) Détermi\ner f (Aet f (C)
b)  En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f
2°/
a) Donner I’écriture complexe de I’homothétie h de centre A et de
rapport \/2_
b) Soitg=f °h
Déterminer le forme complexe de g .
3°/
a) Soit My d’affixe 2 - 4i

Montrer que : AB L AMé/ ou M; =g (My)
b) Déterminer I'ensemble des couples (x,y ) € Z” tels que :

AB L AM" od M"=g(M) et M( x,y) .

Exercice 25 :

Le plan ( P) est rapporté a un repére orthonormé (O ,L—l’ ,\; ).On
considere I’application f qui au point m d’affixe z, fait correspondre
le point M d’affixe z' tel que :
(B+4i)— 1-2i
zZ +
5 5

YA
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1°/ On note x et X', y et y' les parties réelles et les parties imaginaires
dezetz

,_3x +4y +1

Démontrer que 5
,_4x -3y -2

5

2°/Démontrer que f est une symétrie orthogonale que I’on précisera .
3°/Déterminer ’ensemble (D) des points M d’affixes ztel que : 2’ € R
4°/0On cherche & déterminer les points de (D) dont les coordonnées

sont entiers .
*Donner une solution particuliére ( Xo , yo ) appartenant & Z” de
I’équation : 4x -3y =2 (*)
Résoudre dans 7’ I’équation (*)

5°/ On considére les points M d’affixe z=1+iyouy € Ret M'= 1 (M)

Déterminer les entiers relatifs y tel que Re(z') et Im(z") soient entiers .

“Exercice 26

Le plan (P) est rapporté a un repere orthonormé a un repére
orthonormé (0,i, ;).
PP

Soit f : x'=x+y -1

M (x,y)i> M G,y ')/{
x -y +l1

1°/

a) Montrer que siz=x+iy etz =x'+iy'

alors: zZ=(1+i)z -1+i

b) Montrer que f est une similitude indirecte que I’on précisera .
2°/ Soit T" : ’ensemble des points M (x,y)
tels que :2x*—y*+2y—2=0

a) Montrer que ' est une hyperboic dont on précisera les axes , les

sommets les asymptotes ; les foyers et les directrices .

b) Ecrire une équation cartésienne del''= f (I') .
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SOLUTIONS

Solution 1 :

1°/a)Ona: S(C)=AetS(B)=C

Soit k le rapport de Son a: sz—C:2
BC a
Soitd une mesure de I'angle de S
A
> -
ona: 6=(CB,AC) (27)

N
> o>

=(CB,CA)+n  (27)

(27)

b) on a : (HC) N (HB)={H} = S(H) est le point d'intersection des

h
N

droites S(HC) et S(HB).
S(HC)=A, = A est la droite passant par S(C) = A et perpendiculaire
a (HC)d'ou A, = (4B).
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S(HB)=A, = A, est la droite passant par S(B) = C et perpendiculaire
a (HB) d'ou A, =(CD).
or S(H) est le point d'intersection des droites (4B) et (CD) or
(AB) N (CD) = { H} et par suite S(H) = H.
Conclusion : H est le centre de S.
¢) {4} =(AC)N(4B) = {S(A)} = S(4AC) N S(A4B)
* S(AC) est la droite passant par S(C) = 4 et perpendiculaire a (4C)
donc S(AC) = (4D).
* S(4B) est la droite passant par S(B) = C et perpendiculaire a (4B).
donc S(AB) = (CD)
{S(4)} =(4D)n(CD)={D} d'ou S(4)=D.

2°/S: H->H

C—> A4

B—>C
ona: k=ﬂ etk=E
HC HB

d'olt HC? = HA. HB
3°/ I =B*C donc S(/)=S(B)*S(C) car S conserve les milieux Q
SB)=C et S(C)y=Adou S(I)=C*A=J
J=A*C donc S(J)=S(A)*S(C)=D* A=K
S:I->J
J—>K

" n .
Ona: (IJ,JK)= 5 (27) donc IJK est un triangle rectangle en J

* Montrons que H €(/K)
ona: S: H>H
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S: I—J donc (HI)L(HJ) et (HJ)L(HK)
S: Jo>K donc (HI) // (HK) d'ou

H, I et K sont alignés et par suite H (/K)

* Montrons que (JH) L (IK)

onaS:H>H
I1-J donc (JH) L (HI)

or (HI)= (IK) car I,H,K sont alignés d'ot (JH) L (IK)

Conclusion : H est le pied de la hauteur issue de J dans le triangle IJK.

Solution 2 :

1°/* On a : BD = BA car ADB est un triangle équilatéral

AE =72 AB car B=A*E dou 22 - 1
AE 2

> A= DA > - >
* (4E,BD)=(AB.BD) (27) car AE =248

=@\ 8Dpr  n) = ) =-2 o)

2
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BD 1
| 4E 2 I . N . :
ona:<{ 4% 4§ donc il existe une unique similitude directe

(AE,BD)E_%’E @r)

S, de rapport % d'angle —2?” qui transforme 4 en Bet Een D.

Set S, sont égales car S et S, ont méme angle, méme rapport et

transforment de la méme fagon le point A en B. d'ott S(E) = D
2°/8: Q5O :
A—> B

E—->D
N A
- = 2 - T
ona: (QA,QB)E—T Q2r) = (QA’QB)EE. (,[)

= Qappartient au cercle passant par 4 et B et tangente en 4 a la

A A
- - P
@2m)or (CA,CB) = 3 @)

. RN -
demi-droite (AF) tel que (AE, AB) =

wy

donc C e

donc Q, 4, B, C appartiennent & ~ et par suite Q appartient au cercle

circonscrit au triangle ABC.
A
-> = 27 .
*ona: (QE,QD)= -5 (27) = Qappartient au cercle passant par E et

AN

. . > 27
D et tangenten E a la demi-droite [Er) tel que (Er', ED)=—-—= (27)
J>

S S0
or (BE,BD)=(4B,BD) (27)

5—27” (27) donc B e

3
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d'ot Q, E, B, D appartient & 'et par suite Q appartient au cercle
circonscrit au triangle BDE d'ou la construction du point (Q = B)
39/S: CHC
A
. gl 4 27
A—> B dou (CA,C'B)= Y Q27

A A
o

= (CA,CB)+(CB,C'B) = _27” @)
J
N N

Vs L2 .
or (CA.CBY=~ (2x) d'ol (CB,C'B)=-r (27) et par conséquent B,
J

C, C'sont alignés.
b) S(4) =B et S(C) = C" d'ou SAC)=(BC")
or (BC')=(BC) car B, C, C'sont alignés d'ou S(AC)=(BC")

Solution 3: J

1°/Ona: S(@(B))=¢(C)

le rapport de S est ktel que : & =%:2

Soit I le centre de S.

IC
ona: S(BY=C>=> 1C=218:E:2
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ic
ona:—=2<« [estun point du cercle de diametre [JK] ol J est le

barycentre de (C,1) et (B,-2) et K est le barycentre de (C,1) et (B,2)
Conclusion : ’ensemble T est le cercle de diamétre [JK].
2°/Ona: S, (B)y=C=> AC=24AB= AeTl

S,(A)=4 et s,(B)=C

- " > V4
I’angle de S, est (4B, AC) = (27)

Soit E'=S (E) ; E e @(B) il enrésulte que son image E’ est un
point de AC).

- N

or (AE, AE") = %(27[) = E' appartient a la droite passant par 4 et L

A(4AE) o0 E' e d(C)n 4 ={AF}orE'=4 dou E'=F.
Conclusion : S, (E)=F

Solution 4 :

1°/ Soit S la similitude directe qui transforme 4 en C et B en J;

V2a

a

cJ
S(A)=CetS(B)=J; le rapport de S est B =2 ;Panglede

- N o

3
Sest (4B,CJ)= ——4— @)

3z
Conclusion : S est la similitude directe de rapport v/2 et d’angle Ty

2°/ Soit J' =, 4, (J)
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ona: JC=JCetJ4= AJ (une symétrie orthogonale conserve les

, JC JC s
distances) = T :—J;: V2 d’autre part (J4,J'C)=(JC,JA)(2x)

(une symétrie orthogonale transforme les mesures des angles en leurs

opposées)

- N> - N > - " >

or (JC, JAY=(JC, JDY+(JD , JA) (27)

I

37
+m (27) E——4~ (2r).

-

27T

Soit §' la similitude directe de centre J', de rapport +/2 et d’angle — e

Vi - N >
ona: %:ﬁet(m,J'C)E—¥(2n)35'(A)=C

donc S’ est une similitude directe qui a le méme rapport et le méme
angle que S, de plus S’ et S coincident au point 4 donc S'=S.

Conclusion : le centre de S est le point K =S¢ (J)

Solution 5 :

*r(B)=D

- >

Soit A, Pimage de la droite (BC) parrona: (BC, 4)) = %(7[) .
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5
(A, : vecteur directeur de A4, )
d’ou A, est une droite passant par #(B) = D et perpendiculaire a (BC)

d’ou +(BC)=(DC)

N
* A, ’image de (4R) par r et (A, : vecteur directeur de A,)

N

- T
ona: (AR,Ay)= 5(7:) = A,1(AR)

or r(A)=Adou A, = (AQ)

ona: Re (BC)A(AR) d'oit (R) € (DC)N(AQ) = r(R) = 0.

* P e (BC)N(AP)

r((BC)) = (CD); r((AP)) est une droite passant par r(4)= 4 et
perpendiculaire 4 (4P) d’ol +((AP)) = (4S) d’ou

H(P) € (CDYN(AS) = r(P)=S.

AR = AQ
byona: r(R)=Q et < ARQ est un triangle

- " > T
(AR,AQ)EE(2H)

isocéle rectangle en 4, de sens direct.

AP = AS

r(P)=S< et ’ & APS est un triangle isocele

A
- N > T

(AP,AS)EE;(ZH)

rectangle en 4, de sens direct.

NG

2
2°/a) Ona: AN=NS:NP=7AP
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s
N
P
4
(AN—LAP
2
ona:JI A\/_ d’ou s(P)=N
- - T
l( P,AN)=—(27)
2
[ 1
JAM=—2AR
ona | X d’ous(R)=M
- - V.4
R, A =—(2
[( ) 4( )

b) P décrit [ BC]\{B} < s(P) décrit [s(B)s(C)|\{s(B))

- " > T

(AB, AO) = Z(ZIT)
or s(B)y=0 car et

AO:LAB

V2

- " -

T
(AC,AD)E—4—(27Z)

s(Cy=D carvet

1
AD =— AC

V2

d’ou s(P) décrit [OD]\ {0}

Conclusion : N décrit [OD]\ {0}

[
cyona: N e[ODI\{0O}= O, N, D sont alignés, or Be(OD)

= B, N, D sont alignés.
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ona: B, C, Ralignés et s étant une application qui conserve
I’alignement donc s(B), s(C) et s(R) sont alignés.

or s(B)=0; s(C)=Dets(R)= M d’o0 O, D, M sont alignés = M, B,
D sont alignés.

Conclusion : B, N, D, M sont alignés.

I Solution 6 :

1°/ a)
c J
H
/4
7
A B
S;:A—— A4
H——>B
AB . AH
le rapport de S, est k; =—— or sinB=——
AH AB
1 1 2 243
doukj=——s=——"=—=——
sin B T3 3

sin—

soit 8, une masure de I’angle de S,

A

ona: 6, =(AH , AB) (27) z——%(Qﬂ)
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' e 243
Conclusion : S, est une similitude directe de centre 4 de rapport Y

/4
et d’angle dont une mesure est ——
- " >

byona: (4AC, Al) E—%(an)

. AC Vs 3 .
ACT est un triangle rectangle en C donc Z = cos(;) = 7 d’ou

Al 2 243
AC B 3
J(A_)C:ZI)E—ZQW)
ona: 4 203 ° dou S(C)=1
a3
S,((BC)) = S,((HC)) = (BI) car: S,(H)=B;S,(C)=1
2°/ a)

S,:A—— 4
B——C
AC T
le rapport de S, est &, = B tg(;) =+/3 I’angle de S, est

N
- " > T

6, =(AB, AC) (27:)53(2;:)
w
S, est une similitude directe de centre A4 de rapport /3 et d’angle 5

S,(BI)=4 ob (E/jZ)Eg(n) or S,(B)=C

d’ot A est une droite passant par C et perpendiculaire a (BI)
d’ol A =(CI)

Conclusion : ’image de la droite (BI) par S, est la droite (CI).
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b) M e (BI); M'=S,(M)donc M’ € S,(BI)) d’oti M'e (CI)

- N >

ona: (AM, AM)——(ﬂ)

- " >

(IM , IM"Y = (BI, IC) () == (7r)

- >

d’ou (4M AM) (UM, IM") (7).

Solution 7 :

A D

M

IR

7 c

N

. T
1°/ La rotation r de centre 4, d’angle —;; transforme D en B, donc

cette rotation transforme la droite (DC) en la droite (BC).
H(4M)) = (AN)
M e (AM)YN(DC) = r(M)e(AN)N(BC)={N}

AM = AN

donc r(M)=N d'on j -~ > T
L(AM,AN)E—;(ZH)

ce qui donne que le triangle AMN est isocéle rectangle en 4.

2°/ ona: AMN est un triangle isocéle rectangle en M

- N T
et / = M* N donc AM =+/2 41 et (AM , Al E—I(zn)

-
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[ aMm
._[= /2
d’ou d’ou I est I’image de M par la similitude
- N Via

| __r
((AM Al == (27)

T
directe s de centre 4, de rapport +2 et d’angle e

3°/ M appartient a la droite (DC) donc I est un point de l’image.de
(DC) par s.

* "image de D par s est O : centre du carré ABCD

* I’image de C par s est B donc I'image de la droite (DC) est la droite
(OB) et par suite lorsque M décrit (DC), I décrit (OB).

Solution 8 :

1°/
Ev
-
E O F
[EE’
0™
. . EO
* Soit £'=5,(0) | .
|(EO. EE’)E%(%I)

donc E' est tel que le triangle EOE' est isocele rectangle en O et de
sens direct.

* Le triangle FE'O est isocéle rectangle en O et de sens direct.
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(FE' (FO 1
— -2 R
FO 2 JFE' V2
donc| e . _—_>| P
FE',FO)=—(2 ' ==
L( , FO) . 2r) l(FE , FO) 2 2r)

ce qui entraine que S, (E") =0
Conclusion : S,.-5,.(0)=0
b) S, oS, est la composée de deux similitudes directes, de rapport

! x+2 =1 donc S, oS, estun déplacement d'angle :

S

Nl
il

+% 27)

N

@r)

1]
NI

donc S;: oS, est une rotation de centre O et d'angle %

2°/

~a) * S, est la similitude directe de centre A4 telle que S,(M)= B donc

AB
le rapport de S, est v V2 et Iangle de S, a pour mesure
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- N >

(AM ,AB)=— (27[) (car le triangle AMB est isocele rectangle en M et

de sens direct).

* De la méme maniére on trouve que S. est la similitude de centre C,

1 T
de rapport —= et d’angle dont une mesure est Z

V2
T
D’aprés la 1°/ g=S,. oS, est la rotation de centre J = A4*C et d’angle Py
. g . ﬂ
b) * S;. est la similitude directe de centre C, de rapport J2 et d’angle e

1
* &', est la similitude directe de centre 4, de rapport —= et d’angle

5

Fs 7
N donc S, o S;. est la rotation de centre J = A4*C et d’angle S

(d’apres 1°/)  d’ou S, o S;. =g

) gM)=S¢oS,(M)=S.(B)y=N
g(P)=S8,°8.(P)=S,(D)=Q

donc g(M)= N etg(P)=Q ce qui donne MP = NQ et

- " o

(MP, NQ) sg(zn) et par suite les segments [MP] et [N(Q] sont

isométriques et orthogonaux.
dyona: K= M+ P = g(K)=g(M)*g(P)

(une rotation conserve les milieux) = g(K)=N*Q =L d’ou g(K)=1L

JJL JK
doncy -~ > ce qui prouve que le triangle JKL est isocele
[(JK JL)——(zzz)

rectangle en J.
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Solution 9 : .

1°/

"

> N Via

2°/a)ona: AB= ACet (4B, AC) = —2-(27z) dour(B)=C

ona: r(A)=Aetr(B)=Cdoncr({(AB))=(A4C)

e 7(BC) est la droite passant par r(B)=Cet L (BC) = r(BC)= 4
e La droite (4X) est perpendiculaire a (47) et r(4)= Ad’ol
r((AK)) = (AI)
b) * Soit K’ =r(K)
Ona: K e (4K) donc K" € (A1) (car r((AK)) = (AD)) |
de plus 4K = AK'donc K’ est un point du cercle ¢ de centre 4 et de
rayon AK. et comme (A%Kj A7<’) = % Q2r)
donc AKK' est un triangle isocéle rectangle en A et de sens direct
d'ou la construction de X’
Al = AI'
* Soit I'=r(l) <:>J N T - & letriangle 411" est
[(AI L AD == @

isocele rectangle en A4 et de sens direct d’oul la construction de /',
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3% w=1xI'" ;, @'=KxK' L
a) * Le triangle AKK' est isocéle rectangle en 4 et de sens direct

- " >

2
et o' = K*K' donc (4K, Aa))——(zzr) et Ao’ =-2—AK d’ou

S(K)=o'.
* Le triangle A/' est isocéle rectangle en A et de sens direct

- "

x 2o .
et w=/*/"donc (47, Aw)z—4—(27r) et Aw:-z—Al d’ou S(N)=w.

b)Ona: S()=ow.
donc lorsque I décrit [BC] privé du point O alors w décrit le segment
[S(B)S(C)] privé du point S(O)

> "o 40 2

or S(B)=0Ocar(AB, A0)=~(2 ) t;E:T

Cherchons S(C)

on a le triangle ACB' est isocele rectangle en A de sens direct

' -
Soit C'=B'*C. Ona: %—g et (AC AC’)- (27[) done

S(C)=C"
etona: O= B+*C donc S(0) = S(B)*S(C) = OxC" ,
Conclusion : o décrit le segment [OC'] privé du point O*C".

¢) K, BetIsontalignéset S conserve I’alignement donc S(X), S(B)
et S(J) sont alignés
or S(K)=w'; S(B)=0etS({)=w donc o, Oet @' sont alignés.

V2 3r

4°/ roS= S(A— —)
o N
r'=—e Y (z-z,)+z,0rz, =0¢ete * =——+i—
2 2 2

I
et par suite z' = (——+—i)z.
2 2
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1°/ a) * le triangle JAC est isocele rectangle en 7

CA =" > Vs .
donca =2 et (CI,CA) EZ (27) d’ou S, est la similitude directe de

centre C, de rapport +/2 et d’angle %

: I BJ 2
* le triangle JBA est isocéle rectangle en J donc YRS et
> "> o .
(B4,BJ))= Z (27) d’ou S, est la similitude directe de centre B,.de

V2 7
rapport — et d’angle —
2 4
T . w T T
b) S, o S, est une similitude directe d’angle Z+Z =— et de rapport
B 2
V2 7
w/E-T-:l donc S, oS, est un déplacement d’angle — d’ou S, o S,
2 5 2

. T
est une rotation d’angle —.
2

20/ % 8, 0 8,(1) = S, (A) = J
*8,08,(B)=S,(F)=K
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3°/a)Ona: 8,08 (I)=JetS, oS (B)=K donc IB=JK (car une

- "N T
rotation conserve les distances) et (1B, JK) = ; (27) d'ou (IB)L(JK).

x4

4°/a)yona: S(I)=AetS(C)=C =z, —z,=~v2e*(z.—z,) or

¥4 \/— fé:—
i~ -1+4/2

zo=cetzy =0 =c=v2e4(c-z)=>z =—c-£——ﬁ—e—)

J2e'

5 N c .
d’ou z,; =—2-(1+:)

2 =
ona:S,(A)=JetS,(BYy=B=z,-z, =—2—e 4z —2p)

2 i b
orzy=betz, =0=>z, =b(1»7e 4y d’ou z, =-2—(1~i)

K3
j—

ona:S,oS(I)=JetS,oS,(By=K =z, -z,=¢2(z5-2,)

oz, =20+ ith- S+ i donzg =L b-ic)
2 2 2
ic c
. ib——1+i) (b—-=(+)
b)ona: z, #bdonc XL = c2 = 62 =,'=[1%]
T b= (+) b= (l+0)
[ZK"Z,/ =1 {]zK—z./|=lb“zll
b-z,

oy (,
[arg(zz_zJ ]E‘g—(Zﬂ) argL ;_Zleag(Z;r)

- N =

i .
& IB=JK et (B, JK)="—(27) d’otl IB = JK et (IB)L(JK)
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Solution 11 :

1°/-
\/3 T : w
S(C,——. =) 5 g=5(4,43,7)
/= 3 6 g 6
V3 e . .
T- 3=1douf og est lacomposée de deux similitudes directes

dont le produit des rapports est 1 .

d’otl /= g est une similitude directe de ravpport' B

or%+%s @2r) doll fog=SEQ,1, ) R(Q—)

w N

I A

b): g(J))= B’car(AJ AB)-—(Z;z)et%—\/—

> N Vg CJ «/5

og(J)==f(g())=f(B)=J CB ,CJ)y=—(2r) et——=——
S og(J)==f(g(J)=f(B)=J car ( ) 6(7r)e_CB,

-

. S
d>ou fog=R(J,7)
S
2%/ f o g(K) = f(&(K))
AB - " = T
g(K) =B car ;K—:«/Eet (AK , AB) z-(zn)

SR ool
S(B)=1Icar (CB, C1)=—(27r)et—————

cB 3
d’ol fog(K)=1
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JK =JI

- ">

Va
3°/ fog(K)=1<R(J,—)K)=1
fog(K)y=1R( 3)( )=1 < (JK,J[)E-Z—(27r)

d’ot IJK est un triangle équilatéral.

T

4°/ R(B, %)(A) —C = (a-b)+b

z

/'4_
R(C,Z;—)(B)=A'<:>ZA, =e3(b-c)+c

K2

n i~
R(A,';)(C) =B ©zy=e’(c-a)+a

., . 5 s ZA' +ZB +Z(v
or [ centre de gravité du triangle 4'BC d’ou z, = T
N K
e b-c)+te+bt+c QRc+b)+e(b-o)
Z —_ —
! 3 3
s Y . Zy+ze+ 2y
J centre de gravité du triangle ACB" d’oti z, = -—A#—

T T

a+c+el§(c—a)+a 2a+c+ e’;(c—a)
T 3 ) 3
K centre de gravité du triangle 4BC"
z
Z,+Zy+2Z a+2b+e’3 (a-b)
N 3
b) Soit Q, le centre de gravité du triangle ABC

Zg

o _EatzptIc a+b+c
3 N 3

2q,

Q, le centre de grévité du triangle IJK

Lzt g

V4
Q,
: 3
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K3
j—

_3c+3b+3a+e S(b-—c+c—a+a-b) _atb+c

3 3
=Q;=Q,
Solution 12:
1
o B
A |
MI

1°/a)yOna I=4*B etli=M*M'
donc AMB M'est un parallélogramme, d'autre part M appartient a la
médiatrice de[ 48] donc MA = MB et par suite AMB M'est un losange.

b) * D'une part on a (4 M") // ( MB) car AMB M'est un
parallélogramme.
* D'autre part M appartient au cercle de diamétre [OB]
donc (MB)L(MO) et par suite (AM').L(MO)
Ona: (AN)L(MO) et (MO)L(AM")donc (AN) // ( AM") et par ;uite
N, A et M' sont alignés.

2°/a)OnasS: N> N

M- A Soit & une mesure de I'angle de S

N
> -

6=(NM,NA) (27) = —% (27)
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b) S(MI) est la droite passant par S(M) = 4 et perpendiculaire a la
droite (MI) d'ou S(MI) = (4B) .
* S(NVA) est la droite passant par S(NV) = N et perpendiculaire a (4N)
donc S(NA) = (ON)
*Ona: (M) (NA)={M} donc {S(M")} = S(MI)NS(NA)

=(AB)n(ON) = {0}

d'ou S(M")=0. .
3°/a)Ona /= M*M donc S(/)=S(M)*S(M') or S(M) =A et
S(MY=0 d'od I'=S(I)= A*0

b) 11 suffit de montrer que N appartient au cercle de diamétre [OA]
et que (NI')L(NI)
*Ona: (NA)L(NO)donc N appartient au cercle de diametre [OA]
*Ona:S(V)y=N orS(I)= I' donc (NI')L(NI) |
4°/ 6 : M'—> N

B— 4
2) 0 0S g5 (M) = o(M') = N
0 0Siy y(B)=0(B) = 4
b) * c0S . , est la composée de 2 similitudes indirectes donc

008 y est une similitude directe. Soit @ une mesure de son angle

ERGANIN
0=(MB,N4) (27)
—-) _) . » '
=0 (27) car MB et NA sont 2 vecteurs colinéaires et de méme

" NA
sens donc ¢ oS, y est une homothétie /2 de rapport K = B
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Or dans le triangle OBM, (NA) // (MB) donc d'aprés le théoréme de

4 ON .
o4 _ON N4 0] o4_1 d'ou K=l
OB OM BM OB 4 4

* SoitQ lecentrede 4.
ona: A(M)= N donc Q e(MN)

thalés ;ona:

h(B)=A donc Q e(A4B)
or (ABYyn(NM)={0}d'ot 2=0

Conclusion : o0S 5y = HO, ——)
1
) 0oS oz ) = MO, Z)

d'oit o =S A0, %) = h(0, %)o Sopy c'estlaforme réduitde o .

[ Solution 13:

1°/ Soit M(z) —3— M'(z")
Z=x4iy'=1-2y+i(2x) = 1+ 2i(x + yi) = 2iz + 1
Ona:z=az+b olta=2i#20etb=1

et par suite S est une similitude directe de rapport & =|a|=2 ; d'angle

(27)

I 1+2i
l—a 1-2i 5

6, =arga (27)

I
SRR

et de centre Q, d'affixe z,=

2°/ a) S, est une similitude directe :
* De rapport k2 —|31|—

* Dangle 62 arg(3z) (27)

(27)

I
(SRS
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5-2i 11+13i
-3 10
b) Soit M e P et M'=h(M)=5,0S,(M) -

de centre Q, d'affixe z,=

M'=S,(My) ot M, =S,(M)

ona: zy =3iz+5-2i et 2'=2iz,  +I

d'ou z'=2i(3iz+5-2i)+1 =—-6z+5+10i

h est une similitude directe de rapport k = |-6|=6

D'angle 0=arg(-6) (27)

il

T (27r)

b1 142

et de centre Q, d'affixe z;= = -
l-a 1-2i 5

2°/ a) S, est une similitude directe :

* De rapport k, =|3i|=3

* D'angle 6, =arg(3i)) (27) Eg— (27)
5-2i 11+13i

1-3i 10
b) Soit M e P et M'=h(M)=S5, 0S,(M)

de centre Q, d'affixe z,=

M'=S,(My) odl M, =S,(M)

ona: z, = 3iz+5_f'2z: et‘z_'=2i:M , +1

d'ou z'=2i(3iz+5-2i)+1 = —6:”+»5.+ 10i

h est une similitudé directe de rappo:rt" k=|-6|=6

Dangle 0=arg(-6) (27) =7 (27

de centre Q d'affixe > +107

donc & est une homothétie de rapport — 6 et de centre Q(%,g).
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Solution 14 :

1°/ a) Soit & une mesure de l'angle de s.

- " >

Ona :6=(4D,AC) (2n)

* I’image de la droite (CD) par la similitude s et la droite A passant
par C (car s(D) = C) et orthogonale a (CD).

Ce qui entraine que s((DC)) = (CI).

* Soit s(C) = C’ donc (;C: A_&") = % (2z) d’out C' € (Al), d’autre part
C € (DC) donc C' € s((DC)) = (CI) et par suite C' e (CI)N(Al) =_{1}

Conclusion : s(C)=1

1

b) Soit B'=s(B)etona: s(A) =4, s(C)=1
donc (4B) L (AB") et (BC) L (IB") donc B' € ala droite 4, passant

par Aet L (AB)etB' € aladroite 4, passantparlet L (BC)
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d'ou B’ est le point d'intersection de 4, et 4, .

¢) Soit (I'") = s(IN)

() est le cercle de diamétre [C/] car s(D)=C et s(C) =1

* Soit (€)= s(€)

(@) est le cercle de diamétre [AB'] car s(4) = A et s(B) =B’

2°/ a) le triangle ACD est rectangle en 4 donc 4 appartient au cercle
de diamétre [CD] qui est (I).

b)ona: s(I')=(I") et s(€)=(&)
et Ke(T)n(@)\{4 }:s(K)e(r')n(g')\{ 1={K'} donc s(K) = K’

- N > - " - " >
ona: (CK,CK)=(CK, 11<’)+(1K’ CK")(2r)
- " >

or s(K)=K'ets(C)y=1=(CK,IK )——(27r) et puisque K’ € (")
(cercle de diamétre [CI]) alors

2 > N - T
(KT, K'Cy=—-(x)= (K',CK) = = (7)

- A

= (CK, CK )= %+er— (r)=0 (7:) ce qui entraine que les points C, K et

K' sont alignés.
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1°/*ona: BM =CN donc il existe un unique déplacement R tel que

- N o - o

R(M)= Net R(B)=C etcomme (BM ,CN) = (4B, AC)(’)zr)=—-(27r)

. Vs
Alors R est une rotation d’angle dont une mesure est —
2

* Soit Q2 le centre-de R.

B A

ona: R(B) C donc QB QC et (QB,QC)=— (27r) ce qu1 entrame

que le triangle QBC est isocele rectangle en Q et de sens dlrect, d’ou
la construction de Q.
2°/8) * f(B)=5q, ° R(B) = S 0, (C) = B
car la droite (OQ) est la médiatrice de [BC].
* L) =S ) ¢ R(Q) =S )q,(Q)=0Q" _
b) fest la composée d’un déplacement et d'un ahtidéplaéemeﬁt donc

.c’est un.antidéplacement, d’autre par f'posséde deux points invariants

Q et B donc fest une symétrie orthogonale d’axe QB).. ...

OM = (ON

3°/ a) Soit M e (AB;N =R(M)=< > ~ > o donc le
(M, N) == ()

triangle QMN est isocéle rectangle en ) .

Or 1= M* N alors QM =2IM et (QM Ql)=—(27r) d’on

oM 2

~

(M, 1) = —(27[)

a2 .

R -
Soit s la similitude de centre Q et d’angle I il vient alors s(M)=1
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Lorsque M décrit la droite (AB) alors I décrit la droite D image de

(AB)par s.
b) D=s((4B)) ona: s(B)=0 donc D est ladroite passant par O

> A

et tel que (4B, D)= %(;r)

Pour construire D, il suffit de choisir un point M de (4B) et un point N
de (BC) tel que BM = CN (voir figure) et / = M* N . la droite D est
alors (OI).

Solution 16

(&)

1°/Ona: S,(C))=C, donc S, (4)=4,
d’autre part S, (M) = M'etS, (4)= A4

or on sait qu’une similitude directe conserve les mesures des angles

-> N > -

N~
d’oti: (4,4, AM)=(A,4, 4, M")(2r)

> N > -> "> - " >

b) (BM , BM'y=(BM , BA)+(BA , BM") (27)
Or les points B, M et 4 appartiennent aucercle (C,)etB, M' et A .

appartiennent au cercle (C,)
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- "~ > - N o - " - "

donc (BM , BA)*—(A M, A A) () et (BA, BM)——(A A AZM)(fr)

-> N >

d’ol (BM BM)=—{(A1M AlA)+(A,A A2M)J(ﬂ) 0 (m)(d'apreés 1-

a)
2°/ona: 0,(C))=C, donc o,(4,) = 4, d’ou le rapport de o, est

AA,
—2 =2 (car A4, =244,).
A4,

Soit D I’axe de o, donc cette similitude indirecte s’écrit :

oy =h42°SH =8, —h(4 1°94 = S/)(A|)=h(,;‘2i) °0'A(A1‘),
> 1 -

= S;p4))= h(A‘%)(Az) =K car 4K ZEA] A,

d'odi D est la médiatrice du segment | 4, K]

b) /=0,

* fest la composée d’une similitude indirecte et d’une similitude
. L - 1
directe donc ¢'est une similitude indirecte de rapport 2 x; =1

donc fest un antidéplacement.

a: f(A)md s f(4)=0,05;(4)=0,(4)= 4, donc 4 et 4,
sont deux pointy invariants par f ce qui entraine que fest la symétrie
orthogonale d'axe (A4,).

Conclusion : [ = Sia RY

* Soit M un point du plan; M’ =S, (M) et M* = 5, (M)
=8, (MY=M
done f(M)=0,08; (M')=a,(M)= M" et par suite Siaay (M) = M"

ce qui prouve que M'et M" sont symétriques par rapport a la droite
(44y).
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Solution 17: |

. Ly
Q
4 B

1°/a)ona: AB=CD donc il existe un unique déplacement f qui

envoie A4 sur C et B sur D.

- " >

or (AB,CD) =z (2r) donc fest une rotation d’angle 7 donc fest une
symétrie centrale.

Soit Q le centre de f, oﬁ a:f(A)=C donc 2=4*C=0
Conclusion : f est une symétrié centrale de centre O.
b) g(A)y=Cetg(B)=D

gof(O)=g(4)=C

gof(D)=g(B)=D =
go f estun antidéplacement car c’est la composée d’un déplacement et
d'un antidéplacement et comme C et D sont points invariants par go f .
alors go f =5 o S, est la symétrie orthogonale d’axe la droite (DC

2°/a)yOna: S(A4)= BetS(D)=1 donc le rapport de S est le réel

B - "o

k=——=— etPangle de Sest 8 =(A4D, BI)(2r)
AD 2

- "> - N>

or (4D, BI)=(BC, BI) (2r)
r
2

@n)
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o . I '
Conclusion : S est une similitude directe de rapport 5 et d’angle dont

/4
une mesure est —.
2

Construction du centre Q de S :

- " = T

ona: S(4)=BetS(D)=1 :(QA,QB)s—z— @2r)

- N> T

et (QD,Q) = —2— (27) donc Q est le point d’intersection du demi-

cercle de diamétre [4B] situé dans le demi-plan de bord (4B) qui
contient O, et du demi-cercle de diamétre [IDj situé dans le demi-plan
de bord (ID) qui contient O d’ou la construction de Q.

b) on a : S(4) =B donc I’image de la droite (4C) f)ar S est la droite A
passant par B et orthogonale a (4C) donc 4 =(BD).

De méme on a : S(D) =1 donc l’ifnage de la drdite (CD)vpar Sve.st la
droite A’ passant par ] et orthogonale a (CD) donc A’ = (Of) .
ona: Ce(AC)n(DC) = S(C) € S(AC)NS(DC)

= S(C) € (BD)(OI) ={0} donc S(C)= 0 = (Q_)CjQ_)O) = % (27) ce
qui prouve que le triangle OQC est rectangle en Q.

¢) on sait qu’une similitude directe conserve les rapports des distances
et I’orthogonalité donc I’image du carré ABCD est un carré. Comme
S(A)=B; S(D)=1etS(C)=0 alors I’image du carré ABCD est le -
carré OIBJ.
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dyona: S(4)=B; S(D)=IetS(C)=0 et’image du carré ABCD est

- " -

le carré OIBJ donc S(B) = J = (QB,QJ) = — (27:) d’ autre part

- " > - " -

S(A) =B = (QA4,QB) = —(27r) = (04, QB)+(QB Q) =r (27)

-> " >

= (QA4,QJ) =7 (27) ce qui prouve que les points 4, Q et J sont

alignés.

Solution 18 :

19/ a) * h(1)=r"os(I)

:r_l[s(l)]
()
=C

* n(Jy=r " [s()] =71 (4) = 4
b) * h est la composée de 2 similitude directes donc / est une
similitude directe de rapport & = 1. AC_AC_

J 1J

ar: A'C'= AC (r conserve les distances)

- > .

et AC =2 1J ( théoréme des milieux)

* Soit 8 une mesure de l'angle de 4.
N

=y

6=(1J,CA) (27)

=0 (27)
donc h est une homothétie de rapport 2

* Soit Q le centre de A.

ona:hl)=Ce Qe(IC)



Similitudes ¢ ][50 » 4" Maths

eth(J)=Ao Qe(A))
or (A4J)n(IC)={B} d'ot Q=B
Conclusion : h est une homothétie de centre B et de rapport 2.
2°/a)y*Ona: r(4)= A" et r(C)=C
A

= (AC, 4T E% (27) dlod (AC)L(A'C")
*Ona: h(I)=C et h(J)= A4 = J))// (AC)
d'odr (I)L(4'C').
*Ona: A4'C'= AC=21J (d'aprés 1°/ b))

b) h=r"os = s=roh
* soit k le rapportde s = k= ‘1.2 =2

* soit o une mesure de 'angle de s

a=2+0 (27)
?—.% (27[)

Soit » le centre de s
S:wo>w

[->C

Jo> A

A

> >
Ona: (@ I,0C')== (27) = o appartient au demi-cercle T, de

NN

diametre [IC]

) E-;i (27) > o appartient au demi-cercle T, de

diamétre [JA'] .
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c)Ona:rlos=h= s=roh
s(B)= roh(B)=r(B)
A
2 2 \
or: JB=JB' et (JB,JB’)E—z— (27) d'ou #(B)=B'

d'ott s(B)= B' et comme s(w)=w alors (o B)L(wB').

Solution 19

[fétant un antidéplacement
donc fest :

soit une symétrie orthogonale S,
soit une symétrie glissante. D
Sif=S,

Ona: C—L» 4 donc A—L>C orfid)=Bdou f =S, et par suite

%
Jfest une symétrie glissante et par conséquent il existe un vecteur w et

%
une droite D de vecteur « tel que :

f:S[) OT_, :Tﬁ OSD (.D étal’lt l'axe def)

ona: fof=T_. doi T.(C)=/of(C)=/(A)=B

. - = -
etparsuite 2 u =CB = u

1—)
=—CB

2
AC)=A= C*4=JeD

fid)=B= 4*B=1eD douD=(I))

Conclusion : f =S, 0T, , =T, ., oS(J)
~CB  =(B
2
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122 2 . .
(5 CB = JI ( théoréme des milieux))

- =
2°/ona: Al =1IB car [ = A*B
ona: g(A)y=4", gB =D et g(I)=C

> o - o
donc A'C=CD or CD=AC carC=A*D

> > )
d'ott A'C= ACet par suite A'= A
Conclusion : g(A)= A

* Soit k le rapport de gona: k= AD _24C =2 car AB=AC
AB AB

* Soit @ une mesure de son angle

S
0=(AB,4D) (27|
A
- -
= (4B, 4C) [27]

[27]

3°/ a) fogestla composée d'une similitude directe et d'une similitude -
Jog p

W[y

indirecte donc fog est une similitude indirecte.
R Y
b) fog=/(g(IN=,(C)=4
fog=[f(g(A)=f(A)=B
T T T e S
c)Ona: QA+2Q1 = 0 < QA+2QB+2BI =0

- - S
or 2Bl =BA dou QA+ZQB+BA— 0 >

> > -5 5 -> = 2> -
QA+(QB+QB)+BA—- 0 = QA+ QB+QA = 0 Soit

L > o
ams12QA4A+QB= 0
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Q est le barycentre du systéme {(4,1) ; (1.2)} fog conserve les
barycentre donc f og(Q) est le barycentre du systéme

{(fog(4) 1) 5 (fog(l) 2)}or fog(4) =B et fog(l)=A4

d'ou fog(Q)est le barycentre du systéme {(A,l) ; (I12)} or Q estle
barycentre de ce systéme donc fog(Q)=Q (unicité du barycentre

d'un systéme donné ).
4°/a) Soitk' le rapportde fog. k'=1k=2

b)Ona: fog==5, oh(Q2)=hQ2)0S, QecA

Ona: ‘SA =h(§2,%)ofog
1
5a4) = KX 0g(4)) = M. 2XB)

Soit B, =h(Q,%)(B) = B, €(QB) = (AB)

ona: S,(4)= B, = A est perpendiculaire a la droite (48,)=(AB)
Conclusion : 'axe A de f ogest la droite passant parQ et

perpendiculaire a la droite (4B).

Solution 20 :

B

A M | .
1°/a)Ona:BA=BI,S ) (B)=Q , Sy (D=4, Sy (D=1
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or S 45 conserve les distances donc Q4 = Q/f

donc il existe un unique déplacement f'tel que :
Q=0 etfA)=1
A AN
> > o> >
or (QA4,Q1) = (BI, BA) (27)
(S84, transforme les mesures des angles en leurs opposés)

. 5" 7
et par suite (Q4,Q7) = 3 Q2r)

donc fest une rotation de centre Q, d'angle % fet R sont deux

rotations de méme angle et qui transforment de la méme fagon le
point 4 en [ et par suite /= R.

Conclusion : Q est le centre de R.

AN .
b)ona: R(4)=1et R(B)=Cdonc AB=ICet (4B,IC)= 3 (27)

orAB =14 donc I4=1IC

N A A
e

(I4,1C) = (IA, AB)+(AB, IC) (27)

T=IcC
505 = [=A4*C
(4, IC) == (27)

Conclusion : I est le milieu de [ AC]
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2°/Ona: AM = IM' donc il existe un unique déplacement g tel que

gd)y=TIet g(M)= M

SN L0
or (AM,IM"y= (4B, Al) (2n)
V4
=— (2
3 (”)

donc g est une rotation d'angle % et qui transforme A4 en [ alors

R et par suite R(M)= M" donc
OM = OM'
- A > T
(.QM,QAJ)E? ()

Conclusion : QMM' est un triangle équilatéral.

3°/ a) Soit k le rapport de Son a :

- o %
QM
2 (J=M *M)
QG=—0QJ =
3
d'ou k=i3§—

Soit 8 une mesure de l'angle de S

A
—

__)
Ona: 6=(QM,QG) (27[)

/3
=< (27
A
b)Ona: (5)3, {27) =2 (22) . Dautre part: o _ o
6 QB 200
O=A4*I or Q0 _ cos% (QOlI triangle rectangle en O )

g:
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Conclusion : S(B) =1

QAI est un triangle équilatéral, soit K son centre .

- -
Ona: (QA,QK)z% (27) %Szl/f— donc S(4) =K

A

A est alors le centre de gravité du triangle QAI .
¢)On a: 4, M, B trois points alignés , et S(A)=A4', S(M)=GC

S(B) = I et comme S conserve l'alignement donc A’ , G, I sont alignés.

Solution 21 :

B‘
D'
I A
1°/s: A B
C—> 4 D

a) * Soit 0 unc mesure de 'angle de S

-
ona: @=(AC, BA) 27r]
A
5(76'. /ﬁ))rl-/'r [2#]‘5——;£+7r [271']

%' K [»2.”']. i -
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AB __ AC

* Soitk le rapportde S;ona: k= =2 —=
AC AC

2
b)ona:S: 4> B
C—> A donc (QA)L(QB) car l'angle de Sest %

ona:s: C—> A4

Q—Q donc (Q4)L(QC)

(QA)L(QB)

(QA)L(QC) donc (QB) // (QC) et par suite Q, B,C

On a ainsi {

sont alignés d'otr Q e(BC) :
ona: (Q4)L(QB) et (QB)=(BC) d'ou (QA4)L(BC)
Conclusion : Q est le projeté orthogonal de 4 sur (BC).

2°/ a) S(D')est une droite perpendiculaire a D' car I'angle de la
similitude S a pour mesure —725 .

d'autre part C e D' donc S(C) eS(D') or S(C) = 4 donc 4 eS(D')

{S(D')LD'
ona: donc S(D')=A
AeS(D")

* S(A) est une droite perpendiculaire 8 A et comme A4 €A donc
S(A4) e S(A)
or S(4) = B donc B S(A)
on a donc S(A) est la droite passant par B et perpendiculaire a A
donc S(A)=D.

b) {/} =AnD donc {s()} =s(A)s(D')=DnA={I} doncs(J)=1

c)Ona:s: J—1

> A= 4
Q—Q donc (QJ, Q) = [27]

donc Q appartient au cercle de diamétre [1/].
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Solution 22: |

N p

1)s:J 5B et S: D> K

AN

- > - 4 -
a) ® = (JD,BK) [2n] =Erreur! Signet non défini. (BC,BA)

[2n]=7 [2n]
byk=LK ona: BK=2ABetJD=+~AD=1BC
JD 2 2
d'01‘1k=4.%13 =4 . cos % =

A
¢) SoitC'=s(C) Ona: (C.)D,CT)K) =
A /AN

Or:* (CD,CK) = (AK,CK) [27]

CK

Wiy

[2r] et 2

( Sac : transforme les mesures

des angles en leurs opposes )
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A

- (AB,CB) [2r]

N
> -

(BC,BA) [2r] =

Il

[2n]

wla

Erreur ! Signet non défini. C_1>< et C‘_>K sont colinéaires et de
méme sens (1) :
 CK_CB_ 1
CD AB =
CO

=2 donc CK=CK (2)

(O et 2) > s(CO)=C
29) f:D->A et f: ASA

a) Supposons que f est un symétrie orthogonale d'axe A .
Donc S,(D)=A alors S,(A)=D or S,(A)=A'ce qui est
impossible donc f = S, d'ou f est une symétrie glissante.

Ona:f=S,0T,=T.,0S, (formeréduitedef)
u u

d'une part ona:fof=T , etdautrepart:fof(D)=A" dou

2u

- - - — -
2u =DA'= 2DC d'ou u = DC estson vecteur
*f(D)=A = D*A=J]eA

N
d'ot A estladroite qui passe par J et de vecteur directeur DC .

A=) estl'axedef.
Conclusion : f=S,;,0 T, = T, oS,
DC DC
b) f(K):S 1J0 T[;C(K):S ”(A):C
car : (1J) ets la médiatrice de [AC]
3°y g=fos
a) g est la composée d'une similitude directe et d'un

antidéplacement
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(similitude indirecte de rapport 1) alors g est une similitude indirecte
de rapport 2.
b)Ona:g=S,0hy == higy 08,

g80g= higy 05,08,0hgy = hgy
*e(D)=fos(D)=f(K)=C
*gog(D)=g(gD)=g(C)=fos(C)=KC)
Détermination de f(C) :
On a : KACD parallé¢logramme donc K ¥*C=A * D
dodr f(K)* f(C)=1(A) * f(D) soitC* f{[C)=A"* A
C*f(C)=1 dou f(C)=B.

Conclusion : go g (D)=B.

¢)Ona:gog= haq

d'olt : hg 4 (D) =B etparsuite : QB=4QD

- — -~ - - - -

= QD+DB=4QD = 3QD=DB et par suite DQ=~;D
2

d'ou la construction du point Q centre de g .

Ona:g=S,0hqy “hgy,y 0SS, = Sy=h

— [ =
S,(D)=h D) =h C)=C' telque QC'=-QC
sD)= 1 08 ®)=h | (©=C' telqu :

DoncC'=Q *C
Onaainsi S,(D)=C' alors A est la médiatrice de [DC']

(A passe par Q).

Solution 23:

19 f 2 =-2iz +1+i

Zestdelaformeaz +b ou a#0
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alors f est une similitude indirecte de rapport k = ’a‘ = [~2i \ =2
Soit Q le centre de f :

Ona: f(Q)=Q < z=2iz +1+i

ou z : affixe de O

onposez=x+iy on obtient

X+iy==2i(x—iy)+1+i < x+iy =2y+1+i(-2x+1)

o {x=—2y +1 (1)
y==2x+1(2)

(: x=2(-2x+1)+1

1 1
x =4x-1 d’ou x = 5 et parsuite y= 5

Conclusion : Qd’afﬁxe%(lJri)est le centre de f
D=Axede f
D:{M(x,y)eP/QM'=2QM}
QM '=20M < 7-z,=2(z-z,) <
— 1 2
2iz +1+i-=(1+i)=2z- —(1+i
3( ) 3( )
On pose z=x + iy on obtient :
-2i(x—i)+z+—2—i=2(x+i) —2—(1+i)
Y373 773
2

2 2 2
2ix -2y + =+ 2 =2x+2iy- = - 2
YT373 Y7373

< 3x +3y-2=0

L’axe de f est la droite D d’équation : 3x +3y—2= 0
2°/ On sait que f =h 5°Sp=Sp ®hq 7

dot f°f =ha 1 °Sp°Sp°ha.y

rer =hq 4

fef z-z5=4(z-2,)
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fof i Z=dz—1-]

3°/a) S:Z=az+b

ona:a=ke’6=lei5 =li
2 2
b 1 1 1
——=zo=—+t =1 = b=—(1+i 1-—1
g 27373 3( ) ( )
b-Lyl
2 6
S:z'=liz+l+l—
2 2 6
by p=f°S
Q@ z'=—21{:£—z—+li +1+1
2 26
Z’=-z-i- —+1+1
p 7= Z_+—5—
Pt 6

@ cst la composée d’une similitude directe et d’une similitude
indirecte d’oll ¢ est une similitude indirecte le rapport de ¢ esth =
2 x l = |

2
D’o0 ¢ est un antidéplacement .
Soit M un point invariant par ¢

5 5
Ona: p(M)=M & x+iy=—(x—iy)+ 3 & 2x = o
5
X = —
12
= I’ensemble des points invariants de ¢ est une droite A : x = 1—52—

Dot ¢ =S,
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Solution 24:

1°/ a)f (A) = A
1+i
Ona: zy= —
AN
= 2ic1+i+i2
=-1+i=z, d’00 A'=A
Ona: f (A)=A
Soit C'=f (C)

Ona: zc—(l\-/%l)( \/—)-1+1(1+\/_) =-i(l+1)—-1+i +|\/_

=1\/_2_ =Zc

D’ou C’ =C et parsuite f (C)=C

(-1—i)=1+i(1+2)

— 1+ ~
b) Z'estdelaformeaz +b ou a=7§l—=1-e Y20

alors f est une similitude indirecte or )a) =1 donc f estun
antidéplacement qui a des points invariants A et C d’od f = Sac
2°/ a)h: zZ —z,= \E(z—z,\)
2=\2z+2(1-2)
h:iz'=v2z+(V2-1)(1-1)
b) g=/°h

ona:g:z= %(\/2—2—+(\/—2—-1)(]+i))—1+i(1+\/§)

z’=(]+i)z_+(\/— 1](21)—1+ +i2

2
=(1+i)z_+2i-);2‘z/-1+i+}ﬁ

=(1+i)z -1+3i
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3°/

a) affﬁ =zg—2Zpn =3 +2i—(-1 +i)=4+1i

aff AM(; =z

. =7
My TR

z - =(1+10)(2+40)~ 1 43i

=2+4i+2i—-4-1+3i=-3+9i

aff AM, =(-3+9i)—(-1+i)=-2+8i

AB . AM, =4 x(2)+(1x8)=-8+8=0
D’OHELAM(;
b) aff AM =z —za=(1+) z +2i=(1+1)(x-yi)+2i
=x-yitxity+2i

AB . AM =4(xty)+x+2-y=5x+3y+2

AB L AM & 5x+3y+2=0 < 5x+3y=-2
Sx+3y=5(-1)+3x1
5(x+1)=3(-y+1) etcomme 5A3=1

= 3 divise (x+ 1 )etparsuitex +1=3k ol k € Z

x =3k-1
ona: 3(1-y)=5(x+1) & 3(1-y)=53k) <
1-y =5k
y =-5k+1

Conclusion: S, ={(3k~1 ,-5k+1)ou keZ}
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Solution 25:
3+4i)— 1-2i 3+4i 1-2i
lo/zv:( Z)Z-I—l 2i - x'-l—iy':( )(X —yi)+ 2i
5 5 5
o Xty = X t4y +i(—3y +4xj+1_2l
5 5 5
. 3x +4y +1
d’ot 5
. 4x -3y -2
5
2°/ 7' estde laformeaz +b o a= 4 t b= 1—521

a#0 d’ou f estunesimilitude indirecte de rapport k = la‘ =]

d’ol f est un antidéplacement

Cherchons I’ensemble des points invariants par [

_3x +4y +1
5
M)=M < < 2x -4y —-1=0
S (M) 4x <3y 2 y
5

. 1
D’ou 1 est la symétrie orthogonale d’axe A:y :%_Z

3/Z7 eReIm(z)=0 ©4x-3y-2=0
Dou:D:4x-3y-2=0

4°/
(2,2 )estsolution de (*)

Ax-3y=2 < 4x-3y=4x2-3x2 < 4(x-2)=3(y-2)

4 3=1 alors x~-2=3k oo keZ
d’ou x=2+3k

4x-2) =3(y-2) < 12k=3(y-2) =y-2=4k
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y=2+4k

S, ={(2+3k,2+4k)oikeZ}

Re(z YeZ x'eZ
5°/ o
Im(z Y eZ y'el

4+4y
5 €L (444y =0(5)
<
2-3y 2-3y =0(5)
5

el

{yE—KS
y =-1(5)

y=5k—1 otk €Z

Solution 26 :

|

4y =—4(5)
3y =2(5)

19/ Z=x"+tiy'=(x+y—-1)+i(x-y+1)

=xty-1l+ix—iy+i

Z=(1+i)z -1+i

o

y =-1(5)
2x3y =4(5)

2°/ a)z'estdelaformeaz_ +bosa=1+ietb=-1+i

alors f est uen similitude indirecte .

e lerapportde f estk= ‘a‘= ‘1+i‘= 2

{y:]
o=
x =1

e soit Q le centre de f
ona:f (Q)=Q C>{

D'ouQ(1,1)

Axede festD={M(x,y) € P/6M7=J§6M}

{x =20 - 1)
Ona:
y'=1=2(y -1

x=x+y -1
y=x-y+l
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{x+y—2=\/5x—\/§ <:>{y:(\/5—1)x+2—\/§ 1

x -y =2y -2 x =y(1+42)+V2=0 (2)

(2) devient en remplagant y :
Xx—[(N2-D)x+2-2](1+V2)++2 =0
Xx—(V2HD)(V2-Dx=(V2+D)(2-V2)+ 2 =0
x=(1)x—-(2v2 -2+2-42)+ 2 =0
X—x-v2 + 2 =0 (vraie)

dol (D):y=(vV2-1)x+2-2

29/ 28 —y* + 2y—2=0 o2~ (y*=2y)-2=0

S el

\/52 2
2

I' est une hyperbole de centre Q' (0, 1 ) d’axes les droites

o X —(y-D=1 &

d’équations respectives x =0 ety =1

N5 N5

de sommets les points A ( - 1); A (—2— , 1) les asymptotes

d’équations

y=\/§x+1ety=-\/§x+l

x'+y'
x+y-l=x' = 2
b) Ona: o
x—y+l=y' x'-y'+2
J’:‘—T—

D’ou I'': f(I') a pour équation :

2 2
2 2

Dou:T": X’+6xy+y' —4=0
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~ CONIQUES

Résultats a retenir :

1 1°/Soit D une droite et F un point n’appartenant pas a D .

Pour tout point M du plan , on note H son projeté orthogonal sur la droite lﬂ
On appelle parabole de foyer F et de directrice D, ’ensemble des

points M tels que MF = MH .

2°/Toute parabole admet comme axe de symétrie son axe focal .

Toute parabole rencontre son axe focal en un unique point appelé

sommet de la parabole .

39/Soit P une parabole de sommet S, de foyer F et de paramétre p .

1

On munit le plan du repére orthonormé (S,IT,}) , ol ;:EF. :

La parabole P a pour équation y* = 2px , la directrice D a pour
P

équation x = ey et le foyer F a pour coordonnées (§ ,0).

Réciproquement , dans le plan rapporté a un repére

orthonormé (O,f,;) , Pensemble des points M ( x,y) tels que Yy =2px’
(p > 0 ) est la parabole de foyer F(iz— ,0) de directrice la droite

, de parametre p et de sommet O .

d’équation x = —%

4°/Le plan est rapporté & un repére orthonormé (0,17,7) . Soit p un

réel strictement positif .
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Si P est la parabole d’équation y* = 2px . Alors la tangente 4 P en un
point My(xXo , yo) est la droite d’équation ygy = p( x + Xg) . |

Si P est la parabole d’équation x* = 2py , alors la tangente 4 P en un
point My(Xo , yo) est la droite d’équation xox=p (y + yg) .

5°/Soit une parabole d’équation y* = 2px , dans le repére orthonormé

(S ,5,7) , ou S est le sommet de la parabole et i et ; sont des

vecteurs directeurs unitaires respectifs de ’axe focal et de la
directrice . Alors sa tangente au sommet a pour €quation x = 0 .

6°/Soit D une droite , F un point n’appartenant pas 8 D et un réel e > 1 .
Pour tout point M du plan , on note H son projeté orthogonal sur la
droite D .

On appelle hyperbole de foyer F , directrice D et d’excentricitée ,
I’ensemble des points M tel que MF_ e.
ME

7°/Soit H une hyperbole de foyer F , de directrice D et d’excentricité e .
e[ axe focal de H est un axe de symétrie pour H.
® H rencontre son axe focal en deux points appelées sommets de
I’hyperbole et ils sont les barycentres respectifs des points ( F, 1), (K, -e)
et (F, 1), (K, e)ou K est le projeté orthogonal de F sur D .
8°/Soit H une hyperbole de foyer F , de directrice D et d’excentricité e ,

de sommet S et S'.

-] )
On désigne par O le milieu de [SS'], on pose i = ~070F et on considere

un vecteur unitaire j , directeur de D .

Si S a pour coordonnées (a, 0) et F a pour coordonnées ( ¢, 0 ) dans le
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repere orthonormé ((),17,]) , alors ’hyperbole H a pour équation

2 2
,avec b”=c¢” -,

x? oy’
Pl

a

Réciproquement , dans le plan muni d’un repére orthonormé ((),i ,j),

2 2
I’ensemble des points M(x,y) tels que 57—]% =1(a>0,b>0)est
g

b._

une hyperbole de centre O , de foyer F(va® +b 2.0, de directrice

e a o c >
d’équation x = — , d’excentricité e = — avec ¢ = Va~ +b° etde
c a

sommets S( a ,0) et S'(-a ,0) .

Pour des raisons de symétrie par rapport a la droite A :y =x, la courbe
2 2

‘ . X
H d’équation ——-+ 4
a

= 1 est une hyperbole de centre O, de foyer

2

5

. . . o b- S
F(0, Va® +b? ), de directrice la droite d’équation y = — d’excentricité
¢

avec ¢ = vJa? +b* et de sommets S(0,b) et S'(0,-b)

e Toute hyperbole admet un centre de symétrie, qui est le milieu de ses
sommets. Ce centre de symétrie est appelé centre de ’hyperbole.
eToute hyperbole admet deux axes de symétries qui sont I’axe focal et
I’axe paralléle a la directrice et passant par le centre de symétrie.

10°/ Soit H une hyperbole de foyer F et de directrice D .

Le fait que ’hyperbole H admette un centre de symétrie implique
I’existence d’une autre directrice D' et d’un autre foyer F' symétriques

respectifsde D et F .
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On dit alors que F est le foyer associé a la directrice D et F' est le foyer

associé a la directrice D' .

2 2
. . . X" - .
11°/ Soit H Phyperbole d’équation —-—==-= 1, dans le plan muni
d’un repére orthonormé ((),i‘,—j‘).
N . b
Alors H admet deux asymptotes d’équationsy = —x ety =-—x
a a
. . L XX Yy
La tangente & H en un point M(X, , o) a pour équation —%— - J—b(% =1
P 2

12°/ La tangente a une hyperbole H en don sommet S (a,0) a pbur
équationx =a .

13°/  Toute hyperbole rapportée a ses asymptotes a une équation de la
forme XY =k ol k est un réel non nul.

14°/  Soit D une droite , F un point n’appartenant pas a D et un réel e
tel que0<e<1.

Pour tout point M du pian , on note H son projeté orthogonal sur la droite |

On appelle ellipse de foyer F , de directrice D et d’excentricité e |

I’ensemble des points M tels que =e.

15°/  Soit E une ellipse de foyer F , de directrice D et d’excentricité e .
L axe focal (E) de e est un axe de symétrie pour E .

E rencontre son axe focal en deux points appelé sommets principaux de
I’ellipse et ils sont les barycentres respectifs des points (F , 1), (K, -e)
et (F, 1), (K, e)ouK est le projeté orthogonal de F sur D .

16°/ Soit E une ellipse de foyer F , de directrice D et d’excentricité e .

On désigne par O le milieu des sommets principaux S et S'.
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sl == o .
On pose i = E;OF et j unvecteur unitaire de sorte que le repere

(O,'i‘,f) soit orthonormé .

Si S a pour coordonnées ( a, 0) et F a pour coordonnées ( ¢,0) alors
2 2

. . .X
I’ellipse E a pour équation a—2+ y_2 =1,avecb’ =a’ —c’(a<c).

Cette équation est appelée équation réduite de E .

17°/ Toute ellipse admet un centre de symétrie , qui est le milieu du
segment formé par ses sommets principaux .

Ce centre de symétrie est appelé centre de I’ellipse .

Toute ellipse admet deux axes de symétrie qui sont I’axe focal et la

droite perpendiculaire a I’axe focal en son centre .

18°/ Soit E une ellipse de foyer F et directrice D .

Le fait que I‘ellipse E admette un centre de symétrie implique I’existence

d’une autre directrice D' et d’un autre foyer F' symétriques respectifs de

D et F par rapport au centre de I’ellipse.

On dit que F est le foyer a la directrice D et que F' est le foyer associé a

la directrice D’.

19°/ Le plan est muni d’un repere orthonormé (O,;,j)

e Soit a > b deux réels strictement positifs .

L |

L’ensemble des points M ( x , y) tels que 12- +—£2— = | est une ellipse de j
a |

X2 2 ;!

L’ensemble des points M ( x, y) tels que —-+ )b/—z = 1 est une ellipse de |

centre O, de foyer F( a* ~b? ,0), L’ensemble des points M ( x, y) tels

xz y2
que "'2—'1'
a

2

= | est une ellipse de centre O , de foyer F( a’ —b* ,0),
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2

. . . . C a . ¢

g de directrice associée la droite d’équation x = — et d’excentricité e = —
i c a

,oua’ =¢*+b’.
e Soit a < b deux réels strictement positifs .

L’ensemble des points M ( x, y ) tels que x, +~£—2— =1 est une ellipse de
e

fl ccntrc O , de foyer F (0, a* —b? ) , de directrice associée la droite

2

5 c . - N ., c
d’équation y = — et d’excentricité e = P
c
20°/ Le plan est muni d’un repére orthonormé (O,ZJ’).

Soit E I’ellipse d’équation x7 +Z—7 =1,a>0,b>0.
P 2

Alors la tangente a E en un point My ( Xo , ¥o) @ pour équation
e
a b
21°/ La tangente a un ellipse E en son sommet S (a, 0) a pour
équationx =a .
La tangente a une ellipse E en son sommet L{0,b) a pour équationy =b .
22°/ Soit D une droite , F un point n’appartenant pas 8 D etun réel ¢ > 0 .
Pour tout point M du plan , on note H son projeté orthogonal sur D .
On appelle conique C d’excentricité e , de foyer F et de directrice D
’ensemble des points M tels que MF =eMH .
Sie= 1, C est une parabole de foyer F et de directrice D .
Sie>1, C est une hyperbole de foyer F , de directrice D et
d’excentricité e .

Sie <1, C est une ellipse de foyer F, de directrice D et d’excentricité e
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EXERCICES

Exercice 1.:

Soit (P) la parabole d’équation y* =2px dans un repére orthonormé
(0,1,]).

Soit & un réel. Une droite D de vecteur directeur o7 +j passe par le
foyer F de la parabole (P) et coupe cette parabole en deux points
M'et M".

1°/ Déterminer, en fonction de a les coordonnées du milieu K de [ M'M"]

2°/ Déterminer I’ensemble des points K lorsque o décrit R.

Exercice 2

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0,7, /).
Soit F(2,0) et D la droite d’équation x=-2.
1°/ Ecrire une équation cartésienne de la parabole P de foyer F et de
directrice D.
2°/ Soit m un réel donné et (T) le point de la parabole P d’ordonné m
et d’abscisse x .

a) Exprimer x en fonction de m .

b) Donner une équation de la tangente & P au point T en fonction
de m .
3°/ Montrer que si T et T' sont deux points distincts de P d’ordonnées
respectives m et m', les tangentes a P en T et T' sont sécantes. Soit |
leur point d’intersection. Déterminer les coordonnées de I en fonction

de m et m'.
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Exercice 3 :

Soit £ un réel de [0, 27:[ et I’ellipse E de représentation paramétrique :

x =2cost T
dans un repére orthonormé (o, i, j).

y =sin¢

1°/ a) Ecrire une équation cartésienne de ’ellipse £.
b) Ecrire une équation cartésienne de la tangente a I’ellipse E au

point M, de parameétre ¢.
2°/ Soit F le foyer d’abscisse ¢ > 0 et soit D la droite dont une
équation cartésienne est x = i
on suppose que £, # 0 et £, # 7Cz . Déterminer en fonction de ¢, les
coordonnées du point K d’intersection de la tangente en M, & E de la
droite D.

3°/ Montrer que les droites (M F) et (FK) sont perpendiculaire.

Exercice 4 ¢

Soit dans un repére orthonormé (o,7,j) I’hyperbole (% ) d’équation :
x )

2

. . . . a
Soient le foyer F d’abscisse ¢> 0 et D la droite d’équation: x =—
¢

1°/ Soit M un point de (# ) et H le projeté orthogonal sur la droite D.
MF ¢
Montrer que ——=—.
MH a
2°/ Soit M un point de (# ) de coordonnées x, ety,, avec y,#0.
Déterminer les coordonnées du point K d’intersection de la tangente
en M a (#) et la droite D.

3°/ Montrer que les droites (FM) et (FK) sont perpendiculiaires.
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Exercice 5 :

Soit(0,7,/) un repére orthonormé du plan et
PSP M@)o M(2) [ 2'=2z-22.
1°/ Soit M et M, les points d’affixes respectives z et 2z ot zeC .
Montrer que OM;M;M’ est un parallélogramme.
2°/Soit H Pensemble des points M(z) tels que z' soit un nombre
imaginaire.
a) Déterminer une équation cartésienne de H .
b) Montrer que H est une hyperbole passant par O.

c) Ecrire une équation cartésienne de la tangente (T) a H en O.

Exercice 6 :

Soit # un nombre complexe et (E,) I’équation :
22 —Qu—iit)z —2iu- T =0.
1°/ Résoudre dans C , I’équation (E,). On désignera par z' et z" les
solutions de cette équation.
2°/ On rapporte le plan a un repére orthonormé direct (O, ¢,,é,) et on
désigne par A, M, M' et M" les points d’affixes respectives 2i,u,z' etz"
Soit H ’ensemble des points M tels que les points A, M' et M" soient
alignés.

a) Trouver une équation cartésienne de H.

b) Montrer que I’ensemble H est une hyperbole dont on précisera
le centre, les sommets, les foyers et les asymptotes.

c¢) Vérifier que H passe par le point O et donner une équation
cartésienne de la tangente 4 H en O.

d) Tracer H.
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Exercice 7 :

atout réel m € J0,1[ on associe dans un plan (P) rapporté & un repére

2

orthonormé (0,17,}) la conique (E,,) d’équation y2 =2X - X
m

1°/ Déterminer et construire (EV)
4

2°/ Quelle est la nature de (E,,) ?

Déterminer par leurs coordonnées dans (O,i Ny ) , le centre et les

sommets de (E,,) .
3°/ Déterminer et tracer la courbe (I") constituant I’ensemble des
sommets du grand axe de (E,,) quand varie dans ]0,1] .
4°/
a) Déterminer par leurs coordonnées dans (O,i-,}") les foyers de (E,) .
b) Déterminer la courbe (C) constituant ’ensemble de ces foyers

quand m varie dans I’intervalle ]0,1[

Exercice 8 :

Le plan (P) est rapporté a un repere orthonormé ((),z]) . Soit (1)

I’ensemble des points M( x,y) vérifiant : 4x yx [+y 2 _16x ~20=0

1°/ Montrer que (I") est la réunion d’une partie d’une conique (C,) et
d’une partie d’une conique (C,)

2°/ Déterminer pour chacune des coniques (C)) et (C,) la nature , le
centre , les sommets et éventuellement les asymptotes

3°/ Montrer qu’en chacun des points ou les courbes (C)) et (Cy)

coupent le droite (0,7) elles ont méme tangente.
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Exercice 9 :

On considére I'ensemble (I") des points M du plan dont les
coordonnées (x,y) dans le repere orthonormé ((),z}',\;’) satisfont a la

4
relation : 2—=x*—2x? +1
1°/Démontrer que (I ) est la réunion de deux coniques

2°/Tracer T en précisant leurs axes , leurs sommets . leurs foyers et

leur asymptotes éventuelles.

[ Solution 10 :

Le plan (P) est rapporté a un repére orthonormé (0;,}) . A tout

nombre réel m, on associe ’ensemble (C,,) des points M(x.y) dont
les coordonnées vérifient I’équation :
mx’ —4mx—(m—-1)y’ +2=0

Etudier suivant m , la nature de (C,,)

l Soluation 11 :

Le plan (P) est rapporté a un repére orthonormé direct ((),L; ,1_;),
1°/Pour tout point M du plan , on note z son affixe

a) Vérifier que I’ensemble des points M tels que z+z+4=0est

une droite (D) ,tracer (D) .

b) Démontrer que , pour tout point M de (P) la distance de M a D

est: l‘z +;+4’
2
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2°/0n note F le point d’affixe ( 1 + i) P' le plan P privé de la droite D .
Soit (E) : I’'ensemble des points M , d’affixe z de P tels que :

2

T4

z—-1-i

z+z+4
a) Démontrer que (E) est une conique dont on précisera I’excentricité

b) Vérifier que (E) passe O .
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[ SOLUTIONS
P: y2=2px
> =L & P
MeDodet(FM,azi+j)=0< 2 =0 ox-——a=0 ;
y oo 2
p
D: x—aqy-—=0
P73

JM(x,y) v =2
1/ Me PNnD < p
[x—cg)—-2—=0

ona: y2—2p(afy+§)=0c>y2 —2pa5v—p2 =0

A=4p’a’ +4p’ =4p @2 +1)
y':z”a_zgmw(a—m) Ly = plaeVa’ +1)
3x'=og/’+§-=ap(a—\/ﬁ)+§ d’ou x’:p(az—am+%)
x”:ay"+§=ap(a+m)+'§“=p(0!2+am+5l)

! "

. x'+x 5 y'+y"
Soit K = M's M"; Xp = 5 :p(a"+5); Vi = : = pa

d’ou K(pa2+§,pa)

2°/Soitx.=pcr2+£ et y=pa
2 | ’

JX=p(0! +E)

{y=pa
Lorsque o décrit R < y décrit R d’ou
2 2
y. o1 y 1 2 !
x=p(z+7)ox=""+"pey =plx-—p)
p- 2 p 2 2
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1
JX =X-=_"p . 2
on pose 2 on obtient Y* =2gX o0 ¢ =

RS

Y=y

Conclusion K décrit la parabole de foyer F ’(3’43,0) et de directrice

A:x=£
4

| Solution 2 :
19/ (P)={ M/ d(M, F) = d(M, D) }

|x+ 2’

V1% +0?
MF=J(x—2)2+y2 ;ona: w/(x—2)2+y2 =lx+2[ =

(x=2) 4+ =(x+2)? © x?—dx+4+)y’ =x’ +4x+4 < y? =8x.

M(x,y) etD: x+2=0 = d(M,D)= =|x+2]

Conclusion : (P): y* =8x .
2 N n72
2°/a) Te(P) et T(x,m).Ona: m°=8xd’ou x=—8—.

b) Alatangente a (P) au point T.

2
A:iyyy=4(x+x,) or xoz-mg— et yo=m

2
d’ou A:my=4(x+mT)

2
Conclusion - A:4x—my+m7: 0.

2 12
3% Ardx—my+ =0 ; A':4x—m'y+m—=0
Y 2 2

coef(A) = 4 et coef(A') = —4—‘ or m=m' donc coef (A) # coef (A")
m m

et par suite A et A’ ne sont pas paralléles.

Conclusion : A et A' se coupent en un point [.
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2
4x—my+m—=0
. , 2
Soit I{(x,y) e ANA = 7

m
dx-m'y+—=0
Y 2

22 '
d’ou (m—m')y+m LY RN y=m;m
ona
4x —m +£—0<:>x—l(m _111_2)_1_(m2+mm'_m2)®x_m_m'
YT 2T T 2 8

mm' m+m'
1 o

( s 5 )

I Solution3: I

— = COS/ . i . x~ 5
1°/a) M(x,y)e E<12 d’ou [’équation 7+y' =1
y=sint
Xy =2C08f,
b) My(xq,¥,)/ ) la tangente a £ en M, a pour équation :
¥, = sint,
XXy X C0ost, . )
T+yy0=1:> +ysintg=1 = T: xcosty+2sinty-y—-2=0
2°%ona:c=vVa’-b’> =>c=43
4
Soit D: x=—=
NE)
4

. . . - X=__

Soit K(x,y) le point d’intersectton de 7 et D V3

xcosty+2ysinty—2=0

4
2sinty -y =2—-—=cost,

V3

L2 cost :\/g~2costo doll K 4 \/§—2coszo

=—- Sy (=)
sint, \/gsinto \/gsinto V3 \/_3_sim‘0




Coniques

¢ ]83 ¢

244" Maths

(\/_ Zcost0
39/ M FL

- -
M F-FK T(\/_ 2costy) —

=1l-—=costy -1+

V3

I Solution 4 :

If |
—sint, | IJL\/_JE::ZIOJ

2
NE)

5 )

(\/5— 2costy)

NG

costy =0 = (M,F)L(FK)

X X
1°/ona: y2 =(—,—l)b2 or & =a’+b* d’ol y2 =(—7—l)((:2 _az)
a a

MF? =(x—c)2+y2

2

MF? = (x- ) + (" — )5 - 1)
a

2°/ Soit M(xy,y,) avec y, #0.
Soit 7' la tangente a (#) en M.

Soit K(x,y)e TnD

{ XX

W
PR

=1 (")

2

e
-
C

)

2ax a4—|
+5
c C'J
2
&)V MF e
—| d’ot ——=—
c MH a
xx
7o 2o Py
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9

(*) dévient : ————2:1
c b
x, b @ x, b b
y=Con= (0 dob k(s 2
¢ Yo c Yo € Y
EN
_.)(x C\ ¢
3¢/ FML ¢ J : K{ ¢ {
Yo tx_ob_‘ b_J
Yo
F7\4-F7<=(xo—c)( ~ )+b (—— )
2 2

= (xg—c)(——)+—(x,—c) =0 d’oil (FM)L(FK).
(o4 C

-Solution 5;

2 2

_ 2 s
oM =z etZMM =z d’on

1°/Ona: z =27-2'=272-2z7+7z2

m = W et par suite OM;M,M’ est un parallélogramme.
2°/a) z'=2z-2z?.Onpose z=x+iy

2'=2x+ 2y —(x? - y? +2ix y)=2x—x> +y2 +i(2x —2xy)

2 est un nombre imaginaire pur < 2x—-x> +y? =0 d’ou
(H): x*-2x-y?=0.

b) x> -2x—1? =0 & (x-1D)? -y =1

X=x-1
on pose {Y * dou(H ): X*-v?=1

alors ( H ) est un hyperbole équilatére.
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Les coordonnées de O vérifient I'équationde (H ) => Oe(H ).

)T (x=Dxo—D-yyp =1

or xo=0 et y,=0 = T:x=0

Solution 6 ¢
1°/ A=Qu—iu)?* —4(=2iuur) =4u’ - 4ivid — (1) +8iukt

=4y +4iy — (1) = Qu+ l'ii)2

C Qu-iw-2u—img
—_— =l

B} 2

W 2u—iu+2u+iu

M =2u
2

2°/a) Zomp = Im T Ia ==l 2i=—i(x—yi)-2i (avec u=x+iy)
=—y—(x+2)i.

T = Iv 2 = 2u=20=2x+i(2y-2)

. o=y 2x
A, M', M" sont alignés si et seulement si =0 &
-x-2 2y-2

-yQRy-2)+2x(x+2)=0 & 2x? +4x-2y? 42y =0

(H): x> +2x-3>+y=0
3

b) M(x,»)e(H )= x2+2x—y2+y=0<:> (x+1)2—(y—%)2 =2

1.2

(x+1)° _(y—E)' L
Bao Bo
(3—) (7)

c’est une équation cartésienne d’une hyperbole équilatére de centre

Q-1, %) de sommets A(—‘/;— 1,%) et A'(——\/zé—l , %) et de foyers

F(—\/—g—.—l,l) ; F'(—ﬁ—l,l). Les asymptotes sont A:Y =X et
2 2 2 2
1

A:Y =-X donc A:y=x+—;— et Aty=-x-——

)(H): x> +2x—3*+y=0
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Les coordonnées de O(0,0) vérifient I’équation de ( H) donc O(0,0)e ( H).
Soit (T) la tangente a (H )en O

T: <x+1>(xo+1>—<y—%><yo—%>=§

3 1
= dou T:x+—yp=0.
4 2)/

QY
TN

I Solution 7:

1 1
T:x+l+=(y—-=)=
S 2)

2 3, 3 3
19/ E,, y?=2x- = Zyi=Zx—x? o - 2x+2pi=0
3 Y X e 2x X X x+4y
@( —ijz—i 3y 0e x——jz SN AP
1) 16 47 FEET:

D’ou (EV) est une ellipse de centre Q(%,Oj daxes:x=—; y=0
4 ‘ _ :

de sommets A(3 ) 0(0,0) ; 8[3 \/—) B(-—,-—\/—gr]
2 42

S

4 2
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j (Exa)

L -y
v

2
20/ y? -x-X o X*—2mx+my’=0
m

( )2 ’
X —m -
e (x—m)z—m2+my2=0 e

Y
+ =1
m’ (\/;7_)2

D’oti (E,,) est une ellipse de centre Q,, ( m,0) et de sommets
An(2m,0) ; O (0,0) ; By, (m,/m )et B, (m,—/m )

3%/ ona: Jm >m (carm € ]0,1[)

les sommets du grand axe sont donc B, et B, M( x ,y) est un

sommet du grand axe

x=m X =m cpl=
N o Dy:y =x
% —+Jm y =m x €]0,1]
(T') est une partie d’une parabole

4°/ a=m

=—~/m d’ou c=\/b2—a2=\/m -m?
les foyers de (E,) sont Fp, (m, vm — m?Yet Fo(m, vm—m 2
M( x,y) est un foyer de (E,,) ssi

X=m

x=m
=
y=tJm—m y2 =m-m’
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Tox—x? x—12+ 2 1
@{y = PN 5 y 7

* eI x€]0,1[

D’ou (C) est le cercle de centre l(%,O) de rayon —12- privé des points

0 (0,0) et O'(1,0)

| Solution 8 :

4x ‘x|+y2—l6x -20=0

4x2+y2—16x—20:00u —4x? + 7 —16x-20=0
oux=>0 oux<0

2
Or: 4X +y*—16x-20=0 < x’ —4x + yT-s=o
2
= (x—2)2+y—4— ~9=90

2
o 4xX’+y —16x-20=0 < x2+4x—yT +5=0

2
<:>(x+2)2-y—4—+1=0
I A X2V xex 2
soit (€ : {7 T 0 eyl e ! [Y' i
x>0 o X >-2 =Y
(C)) est une partie d’une ellipse
2 2

_X.___+¥_=] X =x+2
€y 11 2 v -

X 22 =

(C,) est une partie d’une hyperbole .
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2°/
o [’ellipse (C,) a pour centre Q; (2,0) et pour sommets
Ai(5,0); A, (-1,0)
B (2,6) et B,(2,-6)
e L hyperbole (C,) a pour centre Q, (-2,0) pour sommets B,(-2,2) ;
B'(-2,2) et pour asymptotes
A ty=2x+4 et A, y=-2x-4

. 2 2 _ _ - *
1o/ (C|)m((),j):{4x O” 16x -20=0 (%)
X =

(*) séerit: y?—20=0 < y=2V5 ou y=-25

(€) N (0.7) ={Ti(0,245): T, (0, -25)}
e [ ’équation de la tangente a (C,) au point Ty (0, 2\/§ )est:

(o =D =) yoy . 2x-2) 25y
9 36 9 36

Dot 4x—5y+10=0
e L’équation de la tangente & (C,) au point T, (0, —2\/§) est

4x+/5y+10=0.

- |—4x?+y?-16x —20=0 >=20
(Cz)m(O,]): Y & Y

Doit (C2) M (0.7 )= {Ti (0, 25); T} (0, -245)}

e [.’équation de la tangente a (C,) au point T, est : 4x - \/gy +10=0

e [ ’équation de la tangente a (C,) au point T'1 est: 4x +\/§y +10=0
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Solution 9 :

(1) est I’équation d’une hyperbole (H)
(2) est I’équation d’une ellipsse (E)
d’ot: (I')=H v (E)
2°/(H) a pour axes les axes du repére pour sommets les points A(1,0)
et A'(-1,0) pour foyers
F (\/g J0) et F, (—\/g ,0) pour asymptotes les droites D; : y = 2x et
D,:y=-2x
¢ (E) a pour axes les axes de coordonnées pour sommets les points
A(1,0); A'(-1,0) ; B(0,2) ; B'(0,-2)
pour foyers les points F5(0, \/5) et F'2 (0, -3 ).

[ Solution 10 :

Le plan (P) est rapporté & un repére orthonormé (O,-zr,;') . A tout

nombre réel m, on associe I’ensemble (C,,) des points M(x,y) dont les
coordonnées vérifient I’équation :
mx2—4mx—(m— l)y2+2=0
Etudier suivant m , la nature de (C,))
mx’ —4mx - (m~ Dy +2=0 < m(’ —4x) — (m—l)y +2=10
eSm[(x-2) —4]-(m-1)y*+2=0
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om(x-2-4m—-(m-1)y>+2=0
om(x-2>-(m-1)y*=4m -2

2
Dot E, ={Q(2,0)}

2

1 1 2, 1
e Po =— | F D= =2y +—y =0 <(xy)=(2,0
urm= - ( 1) 2(X ) 5y (xy)=(2,0)

m 1-m

e Pourm = — x —2) + 2=
2 4m—2( ) 4m—2y
1
m |—°© (.) 2 1 +o0
m
—_— + - + +
4m-2 +
1-m
—_ — + —
4m-2 _
¢ Pourm € ]—0,0[ U] 1, +w[:I"équation (E,) est de la forme :
(x -2)" ? 4m -2 4m -2
2 _y—2:1 ot a’= e etb‘z:—[ "z j
a b m 1-m
D’ou (E,) est une hyperbole de centre Q(2,0)
. Pourme]O,%[ d’ot E =
.2
e Pourm=0: Em=%:l = E, =0
1 (x —2)2 y2
e Pourm €]—,1[: (Ey) est de la forme : ———"—+=5=1
2 a- b
of]a2= dm -2 Ctb2 4m—2

m 1—m
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| Solution 11 :

1°/
a)Onposez=x+iy (xeR ,y eR)

zHz2+4=0 o x—iy+x+iy+td=0 < 2x+4=0

D:x=-2
b) dMD)= |x +2|= %‘z +z—+4‘

z-1-i| 2 MF 2
2

2°/ M(z) € (E) 4 <:>;(—1\7,D_)—

1
z+z+4

o 2
Ona:0<e<1 d’ou(E)est une ellipse d excentricité e = iz: .
( D est une directrice de (E) ; F est I’un de ces foyers )

b) Ona:0(0,0) € (E)eneffet:
zo-1-i | [I+i] 2

zo+z,+4] |4 4

Do O € (E).
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GEOMETRIE DANS
 L'ESPACE

Résultats a retenir :

1°/Pour tous vecteurs u,v etw de ’espace et tous réels aet J:

“iv =i o il W) =iy v
o(ai )5 =i (o ) =al(uv) (o) (57)=aB(iv)

2°/Soit u etv deux vecteurs et a, [ deux réels .

e i Al =0 .

i AV =0 , Si et seulement si , u etv sont colinéaires .

ol AV =—(V Au), U~ +W)=d AV +1 AW, oa A =aff (i AV)

3°/L’espace est muni d’un repére orthonormé direct ((),iif,l;) .

Pour tous vecteurs wu,v etw ,

(L? /\vﬂ)w :(17 AW )i =(v17 /\1;7).\7 =det(u,v,w) .

4°/Le volume d’un parallélogramme ABCDEFGH est égal a
(4B A4D)4E|.

5°/L’espace est muni d’un repére orthonormé (0,1’1]’1/5) .

Soit S une sphere de centre A et de rayon R . Soit P un plan , hla

L
N\

Z

o distance de A a P et H le projeté orthogonal de A sur P,

L intersection de S et P est

N
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e Videsih>R,

e réduite au singleton {H} sih =R,

e le cercle de rayon VR? —h? et de centre Hsi h <R.

6°/On appelle distance d’un point M a une droite D , la distance MH
ou H est le projeté orthogonal de M sur D . Cette distance est notée
d(M,D).

7°/Soit D une droite de vecteur « et A un point de D.

La distance d’un point M de I’espace a la droite D est le réel

8°/Soit # un vecteur de I’espace. L’application qui a tout point M de
I’espace associe I’unique point M' tel que MM "= i est appelée
translation de vecteur u et notées ;.

Pour tous points M et M' de I’espace, ¢, (M) = M' équivaut a MM =1 .

9°/Toute translation de I’espace de vecteur « est bijective. Son
application réciproque est la translation de vecteur -u .

Pour tous points M et N de I’espace, N =¢. (M) équivautaM = ¢_; (N)

10°/  Une application de ’espace dans lui-méme est une translation,
si et seulement si, pour tous points M et N d’images respectives M'
etN', ona: M'N'=MN .

¢ Toute translation de I’espace conserve la distance.

¢ Toute translation de I’espace conserve le produit scalaire .

11°/ L’image d’une droite par une translation est une droite qui lui
est parallele.

L’image d’un plan par une translation est un plan qui lui est parall¢le .
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12°/  Toute translation conserve le parallélisme et I’orthogonalité.
Toute translation conserve le milieu.
13°/ L’image d’une sphére S par une translation est une sphére S' de

méme rayon et de centre I’image du centre .
14°/ L’espace est muni d’un repére O,z:‘,f,kﬁ .
p p

a
e Soit #| b |un vecteur de I’espace .
c
SiM (x,y,z)estun pointde I'espace et M' (X', y', Z' ) est son
X'=x+a
image par la translation de vecteur # alors < y'=y +b
z'=z +c
e L application qui a tout point M ( x , y ,z) associe le point
xX'=x+a a
M (x',y',Z )telquesy'=y +b estlatranslation de vecteur #| b
z'=z +¢ c
15°/° Soit [ un point de I’espace et K un réel non nul . L’application
qui a tout point M de I’espace associe 1’unique point M' tel que
IM ' =k IM est appelée homothétie de centre I et de rapport k ,
elle est notée hy y .
Pour tous points M et M' de I’espace , h( ) (M) = M' équivaut a
IM'=kIM .
16°/  Toute homothétie de centre | et de rapport non nul k est une

bijection de I’espace et admet comme application réciproque
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. 1 .
I’homothétie de centre I et de rapport e Pour tous points M et N

!,
k

de I’espace, N = hy,, (M) équivaut a M = h( l) (N).

17°/  Soit f une application de ’espace dans lui-méme et k un réel

non nul et différent de 1 . ' 5

f est une homothétie de rapport k , si et seulement si, pour tous points

M et N d’images respectives M'et N'parf, M 'N '=k MN

18°/ Soit h une homothétie de I’espace de rapport k . B

Pour tous points M et N d’images respectives M' et N' par h, i
M'N'= [k|MN .

19°/ L’image d’une droite par une homothétie est une droite qui lui

est parallele.

L’image d’un plan par une homothétie est un plan qui lui est paralléle.

20°/ Toute homothétie conserve le parallélisme et I’orthogonalité.
Toute homothétie conserve le milieu .

21°/ L’image d’une sphére S de centre I et de rayon R par une
homothétie de I’espace de rapport k est une sphére S' de centre I'

image de I et de rayon |k|R .
22°/ Toute homothétie de I’espace conserve le contact.
23°/ L’espace est muni d’un repere orthonormé ((),f,f,lcﬂ).

eSoitun pointl (a,b, c), kunréel non nul et différent de 1 et

I’homothétie de centre | et de rapport k .
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j SiM(x,y,z)estun point de I’espace et M' (X', y',z') est sin image

(x'=kx +{1-k)a
parh  alors <y '=ky +(1-k)b
z'=kz +(-k)

R R e

oL application qui a tout point M ( X,y ,z) associe le point

§f§ x'=kx +a
L M'(x’,y‘,z’)telque y':ky-i—ﬂ,k?’—‘]
z'=kz +0

est ’homothétie de centre | ¢ , Z , 0 et de rapport k.
1-k 1-k 1-k
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EXERCICES

I Exercice 1:

L'espace & est rapporté & un repére orthonormé (0,1, /,k).
Soient A(1,0,-1) : B(2,0,0) ; C(0,1,-2).
1°/a) Donner une représentation paramétrique de la droite (4B).
b) En déduire une représentation cartésienne de la droite (4B).
2°/a) Montrer que les points 4, B et C forment un plan P.
b) Donner une équation cartésienne de P.
3°/ Donner une équation cartésienne du plan Q paralléle a P et passant

par O.

I Exercice 2 :

U'espace & est rapporte a un repeére orthonormé (O, f,],l?) .

XxX=a x=,6’+l .
Soit les droites D,: {y=1+¢g et D,: y=4 aeRet feR
=~ z=0

1°/ Montrer que D, et D, ne sont pas coplanaires.
2°/ Soit P le plan passant par O et contenant la droite D, et Q e plan
passant par O et contenant la droite D,

a) Donner une équation cartésienne de P puis de Q.
b) Prouver que P et Q sont sécants en une droite A . Donner alors

un systéme d'équations paramétriques de A .
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Exercice 3 : J

L'espace & est rapporté & un repére orthonormé (0,1, j,k) . Soient les

xX=a £-1 x
trois droites : Dy:{ y=a+1 ; D;: g D ly=)-
=y

1

N X
11

z=—-a+2

il

a, B,y trois réels quelconques.

1°/ Démontrer que D,, D,, D, sont concourantes en un point / que
I'on précisera.

2°/ a) Déterminer par son équation cartésienne le plan P contenant les

droites D,etD, .

b) D, est-elle incluse dans P ?

I Exercice 4 : l

L'espace & est rapporté a un repere (0,;,},/;) .
Soit & € R. On note P, I'ensemble des points M(x, y,z)de &
vérifiant:
x=k+k
y=k-1 ou (k,k")eR?
z=k+k'tcose
1°/ a) Montrer que P, est un plan.
b) Donner une équation cartésienne de P,
2°/ Soit A I'ensemble des points M(x,y,z) vérifiant:x=1lety=z
a) Montrer que A est une droite.
b) Démontrer que P, rencontre A en un point 4, dont on

précisera les coordonnées.
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3°/Soit B(1,1,1)

— - — o
a) Montrer que B4, =(cosa). e ou e estun vecteur que ['on précisef]

b) En déduire que 4, varie sur une droite fixe (J )que l'on précisera.

[Exercice 5:

L'espace & est rapporté a un repere (O,IT,_}:,/;) .

Soit m € R et on considére les droites D et D' :

x=20+]1 x=2+mp3
D:sy=-"2a0-1 (¢eR) etD:{y=~1-2mfB (feR)
z=a+3 z=5-p0

1°/ Montrer que Vm € R ; D et D' ne sont pas paralléles.
2°/ a) Déterminer m pour que D et D' soient coplanaires.
b) Préciser dans ce cas les coordonnées du point / d'intersection
des droites D et D'.
3°/ Soit P

mx+y+Q2-2mz+5m-5=0
a) Montrer que la droite D est incluse dans le plan P, .

b) Déterminer (OI) N P, .

le plan d'équation cartésienne :

Exercice 6:

£ I’espace et (0,13, R) repere orthonormé direct. A(0,2,3), B(1,-1,3),
C(3,0,2). |
1) Montrer que A,B,C ne sont pas alignés
2) a- Déterminer u=ABA AC
b- Que représente u pour P = (:ABC)
c- En déduire une équation cartésienne du plan P

3) Calculercosa et(sinat) o = BAC
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Exercice 7 :

Dans I’espace muni d’un repere orthogonal direct (O,;,},E)
On donne A( 2,0,1) ; B(3,-2,0) et C( 2,8,-4).
1°/ Soit M (x Yy, Z)
Calculer AM ABM
2°/Déterminer les coordonnées u point N tel que : AN ABN =CN

3°/Montrer que le volume du tétracdre ABCN est —éCN 2

Exercice 8 :

Soit (0,04,0B ,OC) un repere orthonormé direct de I’espace &
1°/ Soit G le centre de gravité de ABC
a) Déterminer les coordonnées du point G
b) Montrer que : (OG) L(ABC).
2°/ Soit A'( 2,0,0) ; B'(0,2,0) et C'(0,0,3)
a) Calculer AB'AACT
b) En déduire une équation du plan P' = (A'B'C') est :
3x+3y+2z-6=0
3°/ Déterminer les coordonnées du point K intersection de (AC) et du
plan P'.

Exercice 9 :

(0,i,7,k) un repére orthonormé de ’espace & .
On consideére les points A( 2,7,9) ; B( 1,1,2) ; C(-1,2,7)
1°/ a)Calculer les coordonnées du vecteur AB AAC
b) En déduire I’aire du triangle ABC
2°/
a) Déterminer ’ensemble E des points M tels que :
OM AMA +20M AMB +30M AMC =0
b) Déterminer I’ensemble (F) des points M tels que :
OM AMA +20M AMB =30M AMC
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Exercice 10 :

ABCDEFGH un cube de c6té 1 . v
L’espace ¢ est orienté par le repere orthonormé direct ( A, AB,AD AE )
I=E*F :
K : centre du carré ADHE
1/ Vérifier que : BK =1G ~IA
2°/En déduire I’aire du triangle IGA .
3%/
a) Calculer le volume du tétraedre ABIG
b) En déduire la distance du point B au plan AIG .

Exercice 11 :

A et B deux points distincts de I’espace , 1= A * B
1°/ Démontrer que pour tout M de I’espace on a : .
VA AMB = MI A 4B -3
2°/ Déterminer I’ensemble (I') des points de I’espace tels que :

HMEAEEW=MUAB

Exercice 127 l

L’espace & est rapporté a un repere orthonormé ( O,li IJ ,ll<) .
1°/ On considere les points A0, 1, 1), B(1,0, DetC(1,1,0).

a) Vérifier que A, B et C ne sont pas alignés .

b) Montrer qu’une.€quation cartésienne du plan P passant par A, B
etCest x+y+z-2=0.

¢) Déterminer une équation cartésienne de la sphére S de centre O

et tangente & P . On notera | le point de contact de Set P .

. . . . 2
2°/ a étant un réel, on considére les points E(-ar, —=, « )

NE]

etF(-o«, -
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- -
Soit S, ’ensemble des points M de ¢ tels que ME’ + ME.EF =0
a) Montrer que S, est la sphere de diamétre [EF] .
b) Montrer que pour tout réel «, S, esttangente a P .

¢) On notera J le point de contact de S, et P .

Déterminer « pour que lJ = V2.

Exercice 13 :

Dans I'espace rapporté a un repére orthonormé (O, T , j , E )on
considere les points A(1,1,0) ; B(0,1,1) ; C(1,0,1) et H(2/3,2/3,2/3).

1°/ Vérifier que les trois points A,B et C déterminent un plan P.
2°/a) Vérifier que le vecteur N (1,1,1) est orthogonal a chacun des

- >
vecteurs AB et AC.
b) En déduire qu'une équation cartésienne du plan P est : x+y+z-2=0.
3°/ Vérifier que l'on a les deux résultats suivants :

a) Le point H est le projeté orthogonal du point O sur le plan P.

b) Le point H est l'orthocentre du triangle ABC.
4°/ Déterminer une équation cartésienne de la sphere S de centre O et
qui est tangente au plan P.
5°/ Soit m un paramétre réel tel que 0 <m <2 et soit P, le plan
d'équation : x+y+z-m=0
a) Vérifier que P,, et P sont strictement paralléles.
b) Montrer que l'intersection de S et de P, est un cercle que
I'on notera C,;,.
¢) Déterminer les coordonnées du centre du cercle C,, et préciser son

rayon.
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Exercice 14.:

L’espace £ est rapporté & un repére orthonormé (O ,17,7,;) .
( S) I’ensemble des points M ( x,y,z) vérifiant :
x2+y2+22=2x+2y—22

1°/

a) Montrer que (S) est une sphére que I’on caractérisera .

b) SoitB(2,2,-2)

Montrer que [OB] est une corde de (S)

2°/" Soit M un point variable de (S) et C le point de & tels que :

OMCB soit un parallélogramme
a) Montrer que C est I’image de M par une translation
b) En déduire ’ensemble des points C
3°/ Soit G le centre de gravité du triangle MBC et A' le symétrique de
O para rapport a B
a) Démontrer que G est I’image de M par une homothétie h de
centre A' et dont on précisera le rapport .

b) En déduire I’ensemble décrit par G

Exercice 15

A et B deux points fixes de I’espace _

On considere (S) I’ensemble des points M de I’espace tel que :

MA MB =0

1°/ Déterminer (S)

2°/ Soit G le centre de gravité du triangle AMB et O le milieu de
[AB]

a) Montrer que : oG :%OW
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b) Soit h I’homothétie de centre O et de rapport % ., Quelle est

limage de M par h .
3°/ Déterminer I’ensemble décrit par G lorsque M varie .

Exercice 16:

Soit ABCD un tétraédre
A', B', C' les milieux respectifs de [DA] ; [DB], [DC]
A", B", C" le milieux respectifs de [B'C'] , [C'A"] et [A'B']

1°/ Démontrerque : A"B "= —%Z—B

2°/ a) Déterminer le centre O de I’homothétie h de rapport -_le qui

transforme A en A" .
b) Déterminer h(B) , h(C)
¢) Soit G le centre de gravité du triangle ABC
Déterminer h(G)

3°/ Démontrer que O, D , G sont alignés

Exercice 17 :

On considére dans ’espace &, la sphére S fixe de centre O et de

rayon r > (0 . [AB] une corde de (S)

M un point variable de (S) et N ’image de M par la translation de
vecteur 4B .

1°/1=B*M

Montrer que I est I’image de N par une homothétie h que I’on

précisera .
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2°/ G centre de gravité de BMN

a) Montrer que : IG =%j]7

b) Exprimer 4G en fonction de A1
3°/
a) Déterminer I’ensemble décrit par I lorsque M varie sur (S)
b) Déterminer alors I’ensemble décrit par G .

Exercice 18:

A et B deux points de I’espace & .

{§—>§

M > M "tels que : MM'=2MA +3MB

1°/ Soit A le point de ’espace tels que 24G +3BG =0
Montrer que G est un point invariant par f

2°/ Montrer que pour tout point M de ¢

Ona: GM '=-4GM en déduire ¥é
3°/ Soit @ I’homothétie de centre G et de rapport k # 0

a) Déterminer ¢ ° f

b) Déterminerktelque: ¢ = f
4°/ Déterminer I’ensemble (E) des points M de I’espace & tels que :

MM' =2 oit M'= £ (M)
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| SOLUTIONS

Solution 1 :

L

%
1°/ a) AB| 0| est un vecteur directeur de la droite (45).
1

- —
M(x,y,z) €(AB)si et seulement s'il existe o R tel que AM =« AB

donc une représentation paramétrique de la droite (4B) est :

x=l+a
y=0 aeR
z=-l+a

b) Du systéme paramétrique de la droite (4B)

ona: y=0eta=x-1=z+1

. . . x—1=z+1
Donc une représentation cartésienne de (4B) est : 0
y =
2°/ a) 11 suffit de prouver que les points 4, B, et C ne sont pas alignés

— —
ou que les vecteurs 4B et AC ne sont pas colinéaires ;

- — -
AB| 0| ; AC| 1| ona:11-0.(-D)=1=0
1 -1

— —
donc AB et AC ne sont pas colinéaires et par suite 4, B, et C

forment un plan P.
b) M(x,y,z) € P si et seulement s'il existe deux réels o et f.

- - -
tels que : AM =« AB+ [ AC.
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x=l+a-8 ()
don ¢ y=2 (2)
z=—l+a-f (3)

En faisant la différence des équations (1) et (3) on obtient :

X —z—2=0 c'est une équation cartésienne de P.

N I
3° n| 0 | estun vecteur normal a P et comme Q est paralléle a P
-1

donc # est un vecteur normala Qd'ott Q:x—-z+d =0

or OeQ doncd=0cetparsuite Q:x-z=0

Solution 2 :

._9
1°/ u,} 1| estvecteur directeur de D, .

-1

—>
u,| 1| est vecteur directeur de D, .

0

- o
ona 1.0-(-1).1#0doncu, et u, nesont pas colinéaires ce qui

prouve que D, et D, ne sont pas paralleles.
* Montrons maintenant que D, et D, ne sont pas sécantes.
Si D, et D, sont sécantes en un point /(x, y,z) alors :

x=a=L0+1
y=l+a=p onobtient: a=0et f=1
z=—a=0

Or ces valeur ne vérifient pas I'équation : a = f+1
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ce qui prouve que les deux droites D, et D, ne sont pas sécantes.
Conclusion : D,et D, ne sont ni parali¢les ni sécantes donc D, et D,

ne sont pas coplanaires.
2°/a) * onaO ¢ D, donc P est un plan passant par O et dont un

- -
couple de vecteurs directeurs est{ O4 , u, You A(0, 1, 0) est un point de

D,.

M(x,y,z) € P siet seulement s'il existe deux réelsear et f tels que :

—> > > ¥=p
OM = OA+ Pu, dou sy=a+p
z=-0

Une équation cartésienne de Pestalors : x+z=0

De méme soit B(1, 0, 0) un point de D, . M(x,y,z) €Q siet

o ( — - -
seulement s'il existe deux réels o et Stels que OM = a OB+ Bu,

x=a+p
dott < y=  une équation cartésienne de Q est alors z=0.
z=0
1 0
- -
b) Soit »#,{ 0| un vecteur normal a P et n,| 0} un vecteur normal a O

1 1

- -
n, et n, ne sont pas colinéaires donc P n'est pas parallele a Q et par

suite P et O sont sécants soit A= PN Q

* M(x,y,z) e Asiet seulement si :

If

avec f €R

—N
=
+
N
Il
o
ﬁ_H
=
Il
>
N =
1l
(>R N -

I
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Solution 3 :

1°/* Etudions D, N D,

x=a=[[-1 x=]
Mxyz)e D,ND, @iy=a+l=0 oy=2
z=—a+2=1 z=1
donc D, et D, sont sécantes en un point /(1,2,1)

* Etudions D, N D;
x=a=1 x=1
Mxyz)e DND, @<y=a+l=y-1 <oqy=2
z=—Q+2=y-2 z =]
donc D, et D, sont sécantes au méme point /(1,2,1) ce qui prouve que
D, , D, et D, sont sécantes en /(1,2,1).
2°/ a) P est le plan passant par /(1,2,1) et dont un couple de vecteurs

1

) - - - )
directeurs (u, , u, )ou u,;| 1 | estvecteur directeur de D, .
-1
1
—>
u,| 1| est vecteur directeur de D, .

0

M(x,y,z) € Psi et seulement si il existe deux réels o et 3 tels que

x=l+a+p
y=2+a+pf en faisons la différence des deux premiéres
z=l-«a

équations. On obtient une équation cartésiennede P : x-y+1=0
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b) Soit A(1,-1,-2) un point de D, . ¥
Les coordonnées de 4 ne vérifient pas I'équation de P donc la droite

D, n'est pas incluse dans P.

Solution 4 :

—>1 — !
1°/ a) Soit 4(0,—1,cosa), ull]et v|0

1 1

- >
u et v sont deux vecteurs non colinéaires . P, est le plan passant

- -
par A et dont un couple de vecteurs directeursest (v , v )

b)Ona:x=k+ketz=k+k'+cosa don P, :x-z+cosa =0

x=1
2°/a)Soitz=t.Ona: A: {y=t teR. 4 estladroite passant par
z=t
0
_)
1(1,0,0) dont un vecteur directeur ¥ | 1
I
0
- : =
b) W | 1| n'est pas un vecteur de P, car les coordonnées de /¥ ne
1

vérifient pas I'équation : x - z= 0 donc A n'est pas parallele a P, et
par suite P, rencontre 4 en un seul point A4,
x=1
x=1
A, (xyz)eP,mAdonc: { y=z p—

y=z=1+cosa
x—z+cosa=0

d'ot 4, (1,1+cosa,l+cosar)
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- 0 — . -
3°/a)BA, |cosa d'ot B4, = (cosa)j + (cosa)k
cosa
_)

et par suite BA, = cosa(j +/€) =(cos)é ou é= j+ k

- —>
b) B4, = (cosa)e donc BA, et ¢ sont colinéaires et par suite

A, varie sur la droite & passant par B et de vecteur directeur ¢ .

Solution 5 :

2 m
_)

1°/ Soit u | —2 | un vecteur directeur de D. Soit v| —2m | un
1 | -1

vecteur

: - -
directeur de D'. D et D' sont paralléles si et seulement si u et v sont

colinéaires et par suite on a :
—4m+2m=0 m=0
-2-m=0 dou ym=-2 ce qui est impossible
2+2m=0 m=—1
Conclusion : D et D' ne sont pas paralléles.
2°/On a: D et D' ne sont pas paralléles. Pour que D et D' soient

coplanaires il suffit que D et D' soient sécantes en un point 7,

20+1=2+mp 2a0=1+mpf )]
donc < —2a—-1=—-1-2mf < 3 a=mpB )
a+3=5-p4 a=2-p 3)

Met@)=22a=l+ta>a=1
B)=p=2-a=1etQ)>a=mf =1=m

D et D' sont coplanaires si et seulement si m = 1.
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Soit I(x,y,2) le point d'intersection des droites D et D'

Ona: x=2a+l=3cara=1; y=-"2ca-1=-3etz=a+3=4
d'ot : I(3,-3,4)

3°/ a) D étant la droite passant par E(1,-1,3) et de vecteur directeur

- . L.
u=2-2j+k.

On a: E(1,-1,3) vérifie I'équation du plan P, car :
m()+(-1)+2-2m).3)+5Sm-5=m—-1+6-6m+5m-5=0

ﬁ
u estun vecteur du plan P, car: m(2)—2+(2-2m)l =0 doa DcP,.

- 3 -
b) OI| =3 | , voyons si O estun vecteurde P, .
4
ona: m3)+(-3)+(2-2m)A4=3m-3+8—-8m=5-5m

_)
OI est un vecteur du plan P,, si et seulement si 5 - 5m =0 donc m =1

—>
Sim=1:(0I)//P, et O P, donc (OI) est incluse dans le plan P,

et par suite (O) N P, =(Ol).
Si m #1 : (OI) n'est pas parallele a P, donc (O) " P,=1{J,}

Soit (x,y,z) les coordonnées du point J,, .

x =3«

- —
J, €O < O0J,=a Of dou {y=-3cx
z=4a

J,€P,donc: mx+y+2-2m3z+5m-5=0
On a ainsi : m(Ga)+(3a)+ 2 -2m)(4a)+5m—-5=0

a(Bm—-3+8-8m)=5~-5m dotl =1
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et par suite J,, (3,-3,4) d'ou (O) n P, ={J, (3,-3,4)} = {I}.
Conclusion : Sim=1ona: (Ol) N P, =(OI).

Sim=#1ona:(0Ol) nP,={I}.

LSolutidn 6:
1 3 3
1) AB| -3 , AC| -2 , 2‘ =7 # 0 donc A,B,C ne sont pas
0 -1
alignés.
2) ayu
3).
-3 -2 1 3 1 3 -
=3, - s d'ou u|l
0 -1 0 -1 -3 -2
7
b) u représente un vecteur normal a P
¢) P:-3x+y+7z+d=0 orA(0,2,3) €P
d) d’ou 02+21+d=0=>d =-23
P:-3x+y+7z-23=0
3) Ona:
3+6 9

AB.AC =|| AB||.]| AC|| cosa = cos o =

J0xJ14 235

|ABAAC || AB||.||AC].|sino|

JOT1549 = \VIT09+ 441, sina| diou (sina) =12
* 4435
Solution 7: |
x =2 x =3
1°/my ; BM y+2
z -1 z
— = |y y+2- x-2x-3- |x-2 x-3|-
AM NBM = i = Jj+
z -1 z z —1 z y y+2
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Doi: AM ABM =(y-22+2)i —(x+z-3) ] +Qx+y-4)k

2°/
AN ABN =CN
x -2 y -2z +2
Wy—S : AN ABN| —x -z +3
z+4 2x +y —4
On a donc:

y-2z+2=x-2 x -y +2z =4()
—x —z+3=y-8ox+y+z=11(2)
2x +y —4=z +4 2x +y -z =8 (3)
():x=4+y-2z
(2)s’écrit: 4+y—-2z+y+z=11
2y—-z=17
z=2y-7
3):2(4+y-2z) +y—z=8
3y—-5z=0
3y-5(2y-7)=0
-Ty+35=0 dou y=5
D’ou: z=3 etparsuitex =4+5-6 =3 d’ou N (3,5,3)

(NA A NB).NC
6

3°/Soit V le volume du tétraédre ABCNest: V=
Ona:S= %HNZ A ﬁ” : I"aire du triangle ABN
1= 1
s= ofew] =ew
171 ] 2
V=— —-CN {CN =—CN
312 6

(5]7 est L au plan ABN au pointN) .
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Solution 8 :

G centre de gravité de ABC

Ona: 07;:%(0714%40‘6’)

AN

Ona: aa'.zg:%‘%:o dotl OG LAB

Ona: 55.1@:%1+%=0 d’ot OG 1 AC
A

(OQ) est perpendiculaire au plan ABC

-2 -2
2°/4'B'| 2 | ; A'C'| O
0 3

20
X = =6
~2-2
Y=- =6
0 3
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-2 -2
Z= =4
2 0
6
Dot A'B'AA'C' | 6
4

b) N = A'B'AA'C" est un vecteur normal au plan P = (A'B'C")
D’oll N (6,6,4)
Dot P: 6x+6y+4z+d=0
Or A'(2,0,0)0e P
alors 12+0+0+d=0
d=-12
ainsi P':3x+3y+22-6=0.
3°/(AC) n P'?

3x +3y +2z —6=0

x=l-a
Ona: (1) aeR
y =0
z=a

Une représentation paramétrique de (AC) est

x=l-«
AC):sy =0
z =«

Dot : ()sécrit:3-3a +2a -6=0
a =-3
Conclusion :

(AC) n P'={ K (4.0,3)}
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Solution' 9 :

-1 -3
1°7AB| -6 | ; AC| -5
-7 )
-6 -5
Xo = = 12-35=-23
-7 -2
vo=_| 73 = (2-21)=19
7 22
-1 -3
Zo = =5_18=-13
-6 -5
23
Dou AB AAC| 19
~13

[4B A 4C|= (=23 +197 +(-13y

= /1059
L’aire du triangle ABC est A :%HA_E /\A?H
=%\/1059 .

2%/ a) *Me (E) < OM A(MA +2MB +3MC)=0

Soit G le barycentre des points (A ,1); (B, 2);(C,3)

Ona: MA+2MB +3MC =6MG
Me (E) @ OM A(6MG)=0 <

OM AMG =0 <



Géométrie dans l'espace ¢2]9 44" Maths

E = (0G)
b)* M e (F) < OM A(MA +2MB -3MC)=0

Or MA +2MB —3MC = MA +2MA +24B -3MA -34C
=24B -34C =V

eMe (F) OM AV =0 < OM etV sont colinéaires

(F) est la droite passant par O et de vecteur directeur V.

Solution 10 :

11 I
[°/ Ona:B(1,00),K(0,=,=),1(=,0,1) , G(LL1I
(1,0,0), K(0,5,2). 1(5.0.1) (LLD)

1/2 -1/2
IG |1 ; 78 : ﬁ%
0 -1 :
2
Soit ( Xo , Yo » Zo) les coordonnés de IG A4
10
A
1 1
Yo=-|2 2 =—;—
0 —1
1 1
Zy= 2 —5 :';—
1 0

d’od IG Al = BK
2°/ L’aire du triangle IGA est A= —IZ-HTG /\ZZ“

A= 5lBx]
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or BK2 =1+ 1418
4 4 4
d’ou A= —{—:6—

3°/ Le volume V du tétraédre ABIG est
10— — —
Ve H([G ~IA)IB H

IG AIA = BK
3K 15|
I

12
et IBl 0O

-1

-1

N = 0] =

Dot BK . IB = -1 =
2 2

V = l
6
4°/ La distance du point B au plan AIG est la hauteur h du tétra¢dre

ABIG associe a la base IGA

1
velion qonn-¥ -2 14 _2 6
3 A J6 2J6 6 3
4
h:ﬁ
3

Solution 11 ;

19/ MAAMB =MA A(MA+AB) = MA AMA + MA ~NAB
=0 +MI +IA)~AAB = MI nAB +14 NAB
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MI. AB sin(M'i:}iE)' =Mi.AB < ‘sin(/'if[/?)‘ =JouM=I
< COS(W) =0 ouM=1 ot MI4 212{ <>

IM L4 &ou T estle plan passant par I et L (IA)
D’ou I est le plan médiateur de [AB]

Solution 12 :

- ! - 1 .
1°/a) ona AB| -1 et AC| 0| le déterminant
0 !

1
‘:l;t() donc
0

- -

AB et AC ne sont pas colinéaires et par suite A, B, et C ne sont pas
alignés.

b) Soit P’ le plan dont une équation cartésienne est : x +y +z—2 =
0.
Les coordonnés de A , B et C vérifient I’équation de P* donc ces trois
points appartiennent a P* d’ou P’ = P et par suite une équation
cartésiennede Pestx +y+z-2=0.

¢) S est tangente a P donc le rayon de S est r =d(O,P) = =

-

SR

pe
A

douS:x*+y +7° =

| &

2°/a) S, ={Me& / ME? + ME . EF =0}

MesS, < ME’+ ME.EF =0 < ME.(ME+EF)=0 < ME.EF =
0 <> M appartient & la sphere de diametre [EF] .

Conclusion : S, est la sphére de diametre [EF] .
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b) Soit J, le centrede S,,ona J,=E*Fdonc J,(-a,0, a)

dune partd(1, Py= 0O 2 e part |
on a d'une pa N = - =—= ¢ autre part ie rayon
g N R
4
EF (ﬁ)z 2
de S, etr, 27:—2—,:7—3_ d’ou d(J,,P)=r ce qui prouve

que S, esttangentea P .
c) * Déterminons les coordonnées de | .

- - 1
N
I(x,y,z) est tel que O=a;n oy n|1] le vecteur normal de P d’ou
[eP 1
X=0 ) )
=q X=vyv=2zZ=q 155
Y=o @{q Y N 3 ,
zZ=0q, 3a, =2 x=y=z==
X+y+z-2=0 3
22 2
doul(=,=, =
(3 3 3)
* Déterminons les coordonnées de J
> N Xx+a=0 X=B-a
Jx,y,2) esttel que et =PN o 1y=p oly=p
JeP z-a=f z=B+a

X+yprz—-2=0 X+y+z—-2=0
En remplagant dans la derniére équation x, y et z par leurs valeurs on

obtient p-o+P+B+a-2=0d’0u3p =2 = Bz%

2

X==-0
;

d’ou {y== donc J(E-oc ,—2-,g+oc)

3 3 3°3
2

Z=T+(X
2

D=2 o =2 oZa 29 +2 22y 2y
3 3 3 3 3 3

o20’=2oa=1ou a=-1
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2°™ méthode :
: &
(g—=
L
2

- -
Ona:Ol= =JJ, onad’unepart: Ol et n sont colinéaires et

L 5

d’autre part JJ, et n sont colinéaires et par suite (OI) // (JJ, )
—Q
- - — - .
OJ,| 0| est L ncar: OJ,.n=0 donc (OJ,)//P et par suite
a

Ol ], est un rectangle d’ou : OJ, =1J et comme OJ, = y2u0? d’ou
1= v2|o|

=42 <:>\/5‘0L|=\/5 le|=leoa=1oua=-1

Solution 13 :

> (0 o 0
AB | _1|Erreur ! Signet non défini. et AC | _] ona:
1 1

-1
' °|=1¢0
0 -1

donc A,B et C ne sont pas alignés.
Conclusion : A, B et C déterminent un plan P.

- - > - - - - -
2°/a) N.AB=0 et N.AC=0 donc N L AB et N L AC

b) N étant un vecteur normal de P donc P:x+y+z+ d=0

or AeP=>d=-2
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Conclusion : Pest: x+y+z-2=0.
3°/a)Ona: He P et OH =§N donc (OH) L P

d'olr : H est le projeté orthogonal de O sur P.

b)
- 1/3 -> 1 - —
*HA| 1/3 |et BC|{_1| ona: HA.BC=0.
-2/3 0
— -2/3 - 0 > -
* HB| 1/3 1 et AC|_j| ona: HB.AC=0.
1/3 1

On a ainsi H est l'orthocentre du triangle ABC.

49 S x> +y'+ 2 =R

N 2 \ 2 ) , 4
ot R=d(O,P)=-—= dou S:x"+y +z'= —
3 3
5°/a) Pi:x+y+z-2=0 et Pn:xty+z-m=0
Ona: r.1.1.2 (car m e ]0,2[)
1 1 1 m

d'ot P et P,, sont strictement paralléles.

m

V3

R?-d? = %—Erreur ! Signet non défini. =

b) Soit d = d(O,P,) =

Qﬂ.)g(ﬁi)>0 Caro

<m<2

d'ou S n P, est un cercle (C,).

4-m
3

¢) *LerayondeC,estr==

- -
* Soit Q, lecentrede Cpoona: OQun = o Nem €t Q, € Py
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X o

- -
Ona: OQm Yy et o NPm o2
z o

. . m
dou :4y=a et Q  eP, dot tatat+tao-m=0=a=—
3

Conclusion : Q, ( ? , %l ?) est le centre de C,,

Solution 14 :
1¢/
) M(xy.2) €(S) & (X’ =2x)+(y -2y) + (£ +22)=0
(x= 1P+ (y= 1) +(z+17 =3’
(S) est la sphere de centre Q( 1,1,-1) et de rayon R = J3.
b) 0(0,0,0) «(S) '
B(22,2) €(S) car: (2- )2+ (2-12 +(2+11 =3
D’otu [ OB] est une corde de (S)

20/
a) Ona:OMCB est un parallélogramme
& MC =OB < 1..(M)=C

OB
b) M varie sur (S) < C vraie sur (S')

S'= 1,:(5)
Soit Q'=1,-(Q) < OB =QQ'
2) (x'-1 x'=3
2 {=ly'=1| dou {y'=3 d’ou Q'(3,3,-3)
-2 z'+1 z'=X -3

C décrit la sphere (S') de centre Q' ( 3,3,-3) et de rayon J3
3°/ a)0na: 4'G :%(A "M +A'B+A4'C)

or: A'B=BO=CM
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d’olr TE?:%(A "M +CM +4'C) = %A "M
d’ou G=h, ,\(M)
3
(3]
b) M varie sur la sphére (S) de centre Q2 (1,1,-1) et de rayon V3

alors G carie sur la sphére (I') de centre Q" = h( 7j( Q) et
AL
3

2
de rayon EX\/g
e 2 .
ona:A’Q":EA 'Q soit Q" (X0, Yo ,20)

{0(0’0’0) = A4'(4,4,-4)

B(2,2,~2)

x0—4:§(1—4):—2

2
on a alors y0—4=§(1—4):—2

z0+4=§((—1)+4):2

d’ot Q" (2,2,-2)

2
ainsi G varie sur la sphére (I") de centre Q2" (2,2,-2) et de rayon g\/i

Solution 15 :

1°/ Ona: MAMB =0 & MA LMB < M appartient a la sphere
de diamétre [AB]
(S) est la sphere de diamétre [AB]
20/
a) Ona: (f:%(o—A+5E+W)

Or O=A*B dou O4 +OB =0 d’ou 0—G=§0M
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b) Ona: h(oé M) = G (d’apres a))

Et par suite OG :%OM Rt h( l)(M)=G
O .-
3

3°/ M varie sur la sphére de diamétre [AB]
AB
<> M varie sur la sphere (S) de centre O et de rayon —

ol

< G varie sur la sphére S' de centre h(
3

Solution 16 :

o/ 7B AC T B =

lgeler-1pg
2 2 2

BA=BD+DA = %E%zﬁ:lﬂ
T I
d’ot A"B"=—BA =—A4B
4 4
2°/ a) Soit O le centre de h
ona: O4"="104
4
404" +04 =0
O représente le barycentre des points (A" ,4) et (A,1)
b) A"B'=_'4B « 4"0+0B"=-04-'08
4 4 4
e ]
or O4"=—0Ad
4
dou: @ﬁ:;}aﬁ

d’ott h(B) =B"

](O) = O et de rayon
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° AHC":AHBI_"_BIC" :lClBl+lB’A':_]_C'A'
2 2 2

or C'A'=C'D+DA" = -CD +1pd =14
2 2 2
d’ou A"C ":_TIZE or h(A)=A"

alors h(C)=C".
c) G centre de gravité du triangle ABC

ona: AG +BG +CG =0

ona: h(A)=A"
h(B)y=B"  soit G'=h(G)
h(C)=C"

dou: 4"G'+B"G'+C"G'=0

d’ou G' est le centre de gravité du triangle A"B"C" .

39/
AG +BG +CG =0 < 30G =04 +OB +OC

Ona: %:%@4@?@5)

- 04"+ 0B"+0C)

(-4047-40B"-40C™) = —

:_1_
3
- 2dopi+locisLocivLoais Loais Lomy
32 2 2 2 2 2
D’ou 07;’:%4(5?+(f'+07~)
e 4l 1l 1= o= == 1
OG =—(=0OD +—=0B +—-0D +—-0C +—-0D +—0A4)
32 2 2 2 2 2
O—G=%2(3O—D+O—A+O—B+(f)

()—Gz%z(BO—DHO—G)@ OG = 20D - 20G
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oG :_?2(715 < 0O, D, G sontalignés .

Solution 17 :

1°/ Ona: z(AB)(M)zN ©AB=MN < ABNM est un parallélogramme.
ona: [=B*M d’ou [=A*N
ona: AN =241
d’ot N= A, (1)
2°/
a) ona: BG +MG +NG =0 < BI +MI +NI +3IG =0
dou 1G=(IN + 1M + IF)

or [=B*M d’ol: IM +IB =0 et par suite IG —EIN

b)Ona: _Ez—MB+AM+AN)

Or AB=MN doi AG =—(MN +AM +AN)
4G =24N =247
3 3
3°/ a)Ona:l=B*M < E:%Wc>1= h(B%)(M)
M varie sur la sphére (S) de centre O et de rayon r_allors

I varie sur la sphere (S") de centre O'= /A ! (O) etderayonr' = ‘%
(B

3)

b) Rﬁiﬁah4ahG
3 A.7)

[ varie sur la sphére S" de centre O" =4 , (O} etderayonr"= %r
43
3

Solution 18 :

1°/ Soit G'= f (G)
ona: GG'=2GA+3GB =0
d’ou G=@G'
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et par suite f (G )= G donc G est un point invariant par f .
2°/ MM'=2MA+3MB < MG +GM '=2(MG +GA)+3(MG +GB)
& GM '=4MG +2GA +3GB
d’ott GM =-4GM
Ona: GM =-4GM <h(G,-4) (M)=M'
et par suite f est I’homothétie de centre G et de rapport -4 .
3°/ a) ¢ =h (G.k)
f =hG,-4)

b) o=f" @ p°f=id, dol -4k =1 et par suite k = —71
4/ MM'=2©“21\72+3WH=2<:>“2%+2@7+3ATG'+3@”:2
& HSM—G“=2 PN GM=§ & Me S(G, %)

(E) est la sphere de centre G et de rayon —?— .
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o

* DEVISIBILITE DANS Z -
_IDENTITE DE BEZOUT

Résultats a retenir :

—

Divisibilite

1°/ Soit a un entier et d un entier non nul .

On dit que d est un diviseur de a ou que a est divisible par d , s’il
existe un entier q tel que a=dq .

2°/ Soit d un entier non nul et a un entier .

Si d divise a alors —d divise a .

Les multiples de d sont les éléments de I’ensemble dZ = { dq, q
el}

3°/Soit a et b deux entiers non nuls et ¢ un entier .

Siadivise betbdivisea, alorsa=boua=-b.

Si a divise b et b divise ¢, alors adivise ¢ .

Si a divise b et a divise ¢ , alors a divise ab + ¢ pour tous entiers et 3.

4°/ Soit a et b deux entiers avec b non nul .

- On appelle quotient de a par b I’entier q défini de la maniére suivante

TP . . a
q est le plus grand entier inférieur ou égal a 3 sib>0,

q est le plus petit entier supérieur ou égal a 3 sib<0.

5°/soit a et b deux entiers avec b non nul .
on appelle reste de a par b I’entier r tel que r =a—bq, ot q est le

quotientde a parb .
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pour tout entier a et pour tout entier b non nul , il existe un couple
unique d’entiers ( q , r) tel que

a=bg+tret0=r s]b].

Le reste de tout entier n dans la division euclidienne par un entier non

nul b est un élément de I’ensemble {0,1,2,...., S]b}- 1}.

| Congruence

Soit n un entier naturel et non nul et a et b deux entiers .

1°/On dit que a est congru a b modulo n (ou a et b sont congrus modulo n
) si a— b est un multiple de n . on note alorsa = b(modn ).

2°/ Soit n un entier naturel non nul .

Pour tout entier a, il existe un unique entier r appartenanta { 0, ..., n— 1}

tel que a=r ( mod n ). On dit que r est le reste modulondea .

y 3°/Soit n un entier naturel non nul .

Deux entiers sont congrus modulo n , si et seulement si , ils ont le
méme reste modulo n .

4°/Soit a, b et ¢ trois entiers et n un entier naturel non nul .
a=a(modn)

Sia = b(modn)alorsb = a(modn)

Sia=b(modn)etb = c¢c(modn),alorsa = ¢ (modn).
5°/Soita, b, c et d quatre entiers et n un entier naturel non nuf .
Sia=b(modn)etsic =d(modn), alors
a+tc=b+d(modn)eta>Xc =bXd(modn).

Sia

b ( mod n ) alors ha = hb ( mod n ) pour tout entier h et

am =bm ( mod n ) pour tout entier m > 0.
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PGCD , PPCM de 2 entiers

1°/Si a et b sont deux entiers non nuls , alors il existe un unique entier
naturel d sui vérifie les deux conditions suivantes :

d divise aetd divise b,

Si un entier k divise a et b alors il divise d .

L’entier d défini plus haut est noté a A b et appelé le plus grand
commun diviseurde aetb .

Pour tous entiers a et b non nuls , a” b est un entiers naturel non nul .
Pour tous entiers a et b non nuls , a~b = [al /\'(b‘

2°/ Soit a et b deux entiers non nuls .

Sibdivise aalorsa”b= ‘b[ .

Si b ne divise pas a et si r est le reste modulob de aalorsa~b=bAr

ab=bAMa.

pour tout entier non nul k , ka A kb = ]kl( anb).

aN(bAc)=(@nb) Nc .

3°/ Deux entiers non nuls a et b sont dits premiers entre eux ,siaNb=1.
Soit a et b deux entiers non nuls . Alors il existe un unique couple
d’entiers (a',b") tel quea=(a\b)a',b=(a~b)b'eta’Ab' =1.

4°/

Lemme de Gauss : Soit a, b et ¢ trois entiers non nuls . SiaAb=1 et

a divise bc alors a divise ¢ .
Soit a et b deux entiers naturels non nuls et n un entier.
Sianb=1,n=0(moda)etn=0(modb )alors n=0 ( mod ab) .

5°/ Pour tous entiers a et b non nuls il existe un unique entier m

strictement positif qui vérifie les deux conditions suivantes.
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* mest un multipledeaetb,
* tout multiple commun de a et b est un multiple de m .
L’entier m ainsi défini est le plus petit commun multiple de aet b et

estnotée aVb.

Pour tous entiersaetbnonnuls,avVb= ‘a‘ v]b]

Pour tous entiers aet bnon nuls, (aVb) X(anb)= ]ab’
6°/Soit a et b deux entiers non nuls .
Sibdiviseaalorsanb= ‘a‘

Pour tout entier non nul k , kaA kb = ’kl(a/\ b).
ab=bANa.

avV(bVc)=(aVvb) Vec.

7°/ Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que b=2 etar b =1

Alors il existe un unique entier non nul u appartenant a {0,1,...., b -1
}telqueau=1(mod b ). On dit que u est un inverse de a modulo b .

Théoréme de Bezout

1°/ Deux entiers non nuls a et b sont premiers entre eux , si et
seulement si, il existe deux entiers u et v tels que au +bv=1.

2°/ Soit a et b deux entiers non nulsetd =a/~ b . Alors il existe deux
entiers u et v tels que au +bv =d .

3°/ Soit a, b et ¢ trois entiers et d = a b. I’équation ax +by=c

admet des solutions dans ZXZ _sij et seulement si , d divise ¢ .
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EXERCICES

I Exercice 1 :

1°/Déterminer, selon les valeurs de ’entier naturels n , le reste de la
division euclidienne par 9 de 4"

2°/Montrer que :

Vn e N 2272 _ 31" est divisible par 9

Exercice 2 :

1°/ Déterminer suivant les valeurs de I’entier naturel n les restes dans
la division par 7 des entiers naturels suivant 2" et 3"

2°/ Déterminer I’ensemble des entiers naturels n vérifiant : 2" +3" = 0 (7)

Exercice 3 :

1°/ x et y étant deux entiers relatifs déterminer tous les restes possibles
de la division euclidienne par 4 du nombre x* — 3y?

2°/ Existe-t-il trois entiers relatifs x , y ,z tel que x* - 3y*+ 4z =3

l Exercice 4 :

Démontrer que

Vn e N: n@n+1)(7n+1)estdivisible par 6

I Exercice § :

Soit n un entier naturel
Onposea=2n+8 , b=3n+15
Soit 0 =1e P.G.C.Ddeaceth

1°/ Montrer que & divise 6

2°/ Déterminer I’ensemble des entiers n tels que :

PGCD ( 2n+8 , 3n+15) = 6



Dévisibilité dans 7, —Identité de Bézout * 236 * 45 Maths

l- Exercice 6 :

1°/ Montrer que pour toutn € 7
PGCD ((5n' =n),n+2)=PGCD ( n+2,38)
2°/ Déterminer ’ensemble des entiers relatifs n tels que :
( n+2)divise (50’ —n)
3°/ Déterminer les valeurs possibles du PGCD de Sn® — n et n+2 ?
4°/ Résoudre dans Z I’équation :

Sn’-nAn+2=19

| Exercice 7:

1°/ Quels sont les entiers naturels dont le carré est un diviseur de
| 40425
2°/ Soit x et y deux entiers naturels non nuls .
On note d =PGCD (x,y)
m =PPCM (x,y)

Déterminer x et y sachant que m’ — 3d* = 40425

Exercice 8:

1°/ Résoudre dans Z x Z 1’équation (E) : 5x — 11y =4

3u =1(mod5)

2°/ Résoudre dans Z le systéme
Tu =9(mod11)

| Exercice 9 :
1°/
Soit Z Péquation: Tx—-3y=1

a) Montrer que (E) posséde des solutions.

b) Résoudre (E).
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c) Montrer que si le couple ( x,y) est solution de (1) alors x et y sont
premiers entre eux .
2°/ Soit a et b deux entiers relatifs vérifiant la relation (E) : 7a—3b =29
a) On désigne par D : le plus grand commun diviseur de a et b
Monter que les seules valeurs possibles de D sont | et 29
Ta—3b =29
D =29
¢) Soit M le petit commun multiple de a et b
T7a—-3b =29
Résoudre : <D =29
M =1044
Ta—-3b =29

anb =1

b) Résoudre : {

3°/ Résoudre : {

r Exercice 10 :

(x,y) e NxN avec x<y
onposed=x Ay
m=xvy

on suppose que : m + 10 d =142 (*)

1°/ Montrer que les seules valeurs possibles de d sont 1 ou 2

2°/ Trouver les couples ( x,y) vérifiant (*)

[ Exercice 11 ¢

1°/ Trouver ’ensemble des entiers naturels qui divisent 276

2°/Trouver les paires d’entiers naturels dont le plus grand diviseur
commun d et le plus petit multiple commun m vérifient :

m+3d =276
10 <d <30



Dévisibilité dans 7. —Identité de Bézout 238 4™ Maths

Il]kércice 12
1°/Résoudre dans Z x Z 1’équation :
(E):5x—-3y=2

2°/ Résoudre

5x =3y =2
(S):
XAy =2

Exercice 13 ¢

U,=n*+n*+1 oune N
1°/ Montrer que U, est produit de deux facteurs de second degré
2°/Montrer que ces deux facteurs sont premiers entre eux

3°/U, peut-il étre premier ?

Exercice 14 :

Démontrer que :
1°/Pourtoutn e N° 23435 _5 =0 (11)

2°/Pour tout ne N n -n=0 (42) .

Exercice 15:

1°/Enoncer le petit théoréme de Fermat
2°/ Déterminer I’ensemble des entiers ne N tels que : (n+1)"” =2 (17)
(n+1)"7 =2(17)

3°/Résoudre le systeme "
(n+3)" =5(13)

“Exercice 16 : iiI

On considere deux entiers naturels non nuls aetb telsque :a+b=23
1°/Montrer que a et b sont premiers entre eux

2°/En déduire a et b sachant que a <b et PPCM ( a,b) = 126
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3°/
a) Résoudre dans Z> :9U - 14V =1

b) (S): x =40) Résoudre (S
): x =5(14) ésoudre (S)

rExercice 17

1°/Résoudre dans N’ I’équationen (u, v)
Tu-9v=3
2°/Un entier A , divisé par 7 donne pour reste 2 ce méme nombre
divisé par 9 donne pour reste 5
a) Quel reste donne-t-il si on le divise par 63
b) Trouver A sachant ; 1920 <A <2030

¢) Trouver I’ensemble des entiers naturels n tels que : A" =1 (9)

| Exercice18: |

neN ;A=3n+1;B=5n-1
1°/ Montrer que A A B est un diviseur de 8

2°/Déterminer ’ensemble des entiers ntel que : AAB =8

[ Exercice19:

n un entier naturel > 2
on considére dans Z? I’équation (E,) : x —ny =2
1°/Résoudre (E,)

2°/Résoudre dans Z’ les systémes

) X —ny =2
a
PGCD(x,y)=2

b) {x -ny =2
x =y +1(n)
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l Exercice 20 :

Soitx eN", neN etU,=x"-1
1°/ Montrer que :
a) PGCD (U, Up) =x—1
b) Trouver x tel que U, et U,.| soient premiers entre eux .
2°/ Montrer que si d est un diviseur positif de n alors Uy est un
diviseur de U, .
3°/ Soitn, m € N et § = PGCD ( n,m)
a) Montrer qu’il existe p et q entiers vérifiant : o =mp —nq

b) Endéduireque: Uz =U,py~ Uy (U; +1)

¢)Monter que : Uy, AUy, = Uy

©

d) Monterque: U, AU,,= U
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[ SOLUTIONS

l

Solution 1 : I
1°/ 4° = 1 (mod 9)

4" = 4 (mod 9)
4% = 7 (mod 9)
4* = 1 (mod 9)

d’ot 4 = 1 (mod 9)

4% = 4 (mod 9)

4% =7 (mod 9)
les restes possibles de la division euclidienne par 9 de 4" sont 1 ,4,7 .
2°/ ona:22 = 4(mod9)

31 = 4(mod 9)
droti: 2272 313" = 472 4" (mod 9) = 4" — 402 (mod
9)
=7-7 (mod9) = 0 (mod9)

conclusion : pourtout ¥z € N :222_31°™" = O(mod 9)

Solution 2::
1°/
e2° = 1(mod7);2" =2 (mod7)
D’ot Vp € Nona: 2% = 1 (mod 7)
2% = 2 (mod 7)
2%7*2 = 4 (mod 7)
Les restes possibles dans la division par 7 de 2"sont 1,2, 4

f

¢3° = 1 (mod 7) 3 =-1(mod7)
3' = 3 (mod 7) 3°=1(mod7)
3?=2 (mod 7)

Ona:

3 = 1 (mod7) ; 3% =3(mod7) ; 3%7? =2 (mod7)
3% = 6(mod7); 3% =4@mod7) ; 3%° =5(mod7)
Les restes possibles dans la division par 7 de 3" sont : 1,2,3,4,5,6.
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29/ Sin=6p = 2n+3n = 26p + 36p

= (2% +3% mod7) = 1+1 (mod7) =2 (mod7)
Sin=6p+1=2"+3"=24+3= 5 (mod7)
Sin=6p+2 = 2"+3"=4+2 = 6(mod7)
Sin=6p+3 = 2"+3" =1+6 0 (mod 7)
Sin=6p+4 = 2"+3" = 4+4 =1 (mod7)
Sin=6p+5 = 2"+3" =4+5 = 2(mod7)

Conclusion: 2"+3"=0(7) ssi n=6p+3 oup €N

x€Z <x=0(mod4) oux = 1 (mod4) oux = 2 (mod 4)

oux = 3 (mod 4)
1(mod 4) ou x* = 0(mod 4)
9 (mod 4) = 1(mod 4)

= X’ = O(mod 4) ou x*

2
ou x

1l

d’ol : pourtoutxeZ x* = 0ou | (mod 4)

x* -3y? = x> +y? (mod 4)

X2

y2 0 1 (x2+y?)
o] o[
1 1| 2

d’ol les restes possibles de x* — 3y’ sont O ou 1 ou 2.
1°/ Supposons qu’il existe ( X,y,z) € Zx Z x 7.
telsque: x’—3y’+4z=3 = x* -3y’ +4z = (mod 4)
= x>-3y* = 3(mod4) = 3estle
reste de la division euclidienne de x* — 3y’ par 4.

ce qui est impossible d’apres 1°/
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| Solution 4 :

*

e ne N o n=0mod2) ou n=1(mod?2)
2n+1=1(mod 2)
e n=0(mod2) = = n(2n+1)(7Tn+1)=0(mod 2)
Tn+1=1(mod 2)
e n=1(mod2) = 7n+l=1(mod 2) = n(2n+1)7n+1)=0(mod 2)
conclusion : pour vn € N :n(2n+1) (7n+1) = 0 (mod 2)
*
e necN& n=0@mod3) oun = 1(mod3)oun =(2) (mod 3)
e n=0(l) < n2n+l)(7nt1) = O(mod 3)
e n =1Il(mod3)= 2n+1 = O(mod 3)
d’ot n(2n+1) (7n+1)= O(mod 3)
e n=2(3)= n=14(mod3) = 7n+1 = O(mod 3)
n(2n+1) (7n+1) = O(mod 3)
ona:Pour vy € N : n(2n+1)(7n+1) = O(mod 3)

nQ2n+)(Tn+)eM,
n2n+)(Tn+eM,

ainsi on peut écrire : {
M; "Mz =M v 3= Mg
Conclusion : ¥Yn € N :n(2n+1)(7n+1) = O(mod 6)

| Solution 5 : I

1°/ 6 =P.G.C.D (ab) = O divisea=2n+8 etb=3n+5

= J divise2b—3a c.a.d O divise 6
2n+8=6p n=3p-4
2°/ PGCD (2n+8,3n+15)=6 < 3n+15=6q S <n=29-5
pAg=1 pArg=1
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3p-4=2q-5 < 3p—-2q=-1
< 2q-3p=1 (D’aprés Bézout: p Anq=1)
2q-3p=2x2-3x1
2(q-2)=3(p-1)
3divise2(g-2)or3 A2=1
d’apreés le lemme Gauss : 3 divise q -2 &
d'oti: q—2=3k ot ke N doan=2(3k+2)-5=6k-1
S={6k—1ouke N}

1°Ona: Pourtoutn € Z :
S —n=(n+2)(5n*-10n+19)-38
= PGCD ( Sn’—n,n+ 2)=PGCD (nt+2 ,38) (d’apres
I’algorithme d’Euclide)
2°/ n+ 2 divise Sn’ -4 signifie
PGCD(Sn’~n,n+2)=n+2 < PGCD(n+2,38)=n+2
<> n+ 2 divise 38
or Diy=1{1,2,19,38}
d’ot ne{-1,0,17,36}
3°/PGCD (5n° =n,n+2)=PGCD(n+2,38)=d
donc d est un diviseur de 38
d’ot d=10ou2oul9ou3l
4/ (5 —n) A (n+2) =19 <(n+2) A 38 =19
n+2=19p n+2=19p
< 138=19p ©<g=2
pArg =1 prg =1
< n+2=19(2k+1)o0 k e Z
d’ot n=38k+17
S={38k+17;keZ}

n+2=19p
<:> . . .
p entre relatif impair
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Solution 7 : I
1°/0n a: 40425 = 5% x 7°x 33

L’ensemble des entiers dont e carré est un diviseur de 40425 est

{1,57.35)

29/ ona: m=ad (¢eN")

d’ot m?—3d2=40425 < (&’ -3 )d* = 40425

= d” est un diviseur de 40425

= d €{1,5,7,35}

sid=1 = m’=40428 ce qui est impossible car mg N’
sid=5 = m*=40500 = mg N’

sid=7 =>m’=40572 = mgN’

sid=35 =>m?=44100 = 441x 100 = (210)
d’oum=210

d =35 x=dx' '
ona: or avec x'Ay'=1
m =210 y=dy'

de plusmd=xy = m=dxYy'

1°/ Ona:5x3-11lx1=4
5x~1ly=4 & 5x—1ly=5x3-11 x 1
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< 5(x-3)=11(y-1) = 11 divise 5(x - 3)
orl1TA5S=1
d’aprés lemme de Gausona: 11 divise ( x —3)
d’ou il existe ke Z telque x—3 =11k dou x=11k+3
3u=1(5) 2x3u =2(mod 5) 4=2(mod 5)
/ = <
Tu=9(11) 7x8u =72(mod 11) 4=6(mod 11)
Sz2 ={(11k+3,5k+1) oukeZ}

(2 est un inverse de 3 modulo 5 et 8 est inverse de 7 modulo 11)

) U-2=5
llexiste (x,y) € ZxZ
U-6=11y
ainsi S5x+2=U=1ly+6
d’ou S5x+2=11y+6 < Sx-1ly=4

d’apres 1) x=3+11k
y=1+5k oukeZ
d’ou U=53+11k)+2 =17+ 55k
S={17+55k,ke Z}

H

Solution 9 : I
1°/a) 7TA3=1

d' aprés I’entité de Bezout il existe au moins un couple (xo, o) € Z?/
Txo—3yo =1 '

by Tx—3y=7x1-3x2 & Tx-1) =3(y-2) < 3 devise
T(x—1)or 7A3=1

donc d’apres le lemme de Gauss 3 divise (x — 1)

etparsuitex—1 =3 k(keZ)doux=3k+1
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D’oti: 7(3k)=3(y-2) > y=7k+2
S, ={GBk+1,7k+2); keZ}
¢) (x,y) solutionde (E) <& 7x -3y =1
donc d’aprés I’identité de Bezout x A y =1
2°/ a) D = pged(a,b) donc D divise a et D divise b *et par suite D
divise 7a — 3b, en d’autre termes D devise 2q
D’otD=10ouD=29
Ta-3b=29 (1)
{a Ab=29 2)
a=29a’
(2): {b=29p'
a'nb'=
(1) s’ecrit : 72’ —3b” = 1 d’ou d’aprés la question 1)
a'=1+3k
{b '=2+7k

keZ

d’oti a=29(1+3k) = 29 + 87 k
b=29(1+7k) = 58 + 203 k
S ={(9+87k,58+203k), keZ}

c)ona:MD=ab=2%9a’b> = ab’ = % =36
. |7a'-3b'=1
on a aussi : = b'(1+3b) =252
a'b'=36

d’ou 3b2+b’-252=0

doncb’=_TszeZ ou b’=9 donca =4
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a=29'=116
S={(116,261)}

b=29b'=261
Ta—-3b=29 (*
> {a/\b:] ;.
(2,-5) est une solution de (*)
7a-3b=29 < 7(a—2)=3(b+5)
Tn3=1

. a=2+3k
d’ou ou keZ
b=-5+7k

or anb=1 < (2+4+3k) A(7Tk-5)=1

< (k=9) A29=1 (cecid’apres Palgorithme d’Eclude)
< k-9 % 0 (mod 29)

S, ={(Bk+2,7k-5)ol k#9(mod29) etk €Z}

Solution 10 :

[

1°/ Onsaitque m= ¢ d (carddivisem) ot @ € N
m®10d=142 = d(a+10)=142
d’ou d est un diviseur de 142
orl42=2 x 71
d’ou d=1o0u2ou7ouli42

e Sid=1alorsm=132

e Sid=2alors m=122

e Sid=7] = m <0 impossible

e Sid=142 = m<0
Les valeurs possibles de d sont 1 ou 2
2°/ Sid=1=m=132

ormd=ab = ab=132 avec anb=1
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(1,132);(3,44);(4,33);(11,12)
d’ot (a,b) €
132,1);(44,3);(33,4);(12,11)
sid=2 = m=122
ormd=ab = 244=ab
a=da'
or<b=db'
a'nb'=1
ona: ab=244 = d’ab'=244 a'b' =6l
= (a,b)=(1,61);0u(6l,1)
et par suite : (a,b) =(2,132) ou (132,2)
Conclusion : Les couples solutions de (*) sont :

(1,132) ; (3,44) ; (4,33) ; (11,12) ; (132,1) ; (44,3) ; (33,4) ; (12,11) 5
(132,2) : (2,132)

I Solution 11 :

1°/Ona: 276 =2> x 3 x 23

Le nombre de diviseurs de 276 est 12

La liste des diviseurs positifs de 276 est { 1,2,3,4,6,12,23,46,
69,92,138,276 }

2°/Ona: m=«ad

m+3d=276 = d(a+3)=276
d’ou : d est un diviseur de 276

or 10<d<30
1°cas si d=12 = m=276-36=240

or md = ab

a=da'
Or 2p =db' = m=da'b’
a'nb'=1
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a'b'=20 )
d’oti : et par suite {a’b’} ={ 1,20} ou {4, 5}
a'nb'=1
et par suite {a,b} ={ 12,240} ou { 48,60}
a'b'=9
2°as d=23 = m =207 alors
a'nb'=1

{ab'} = {1,9} = {ab} = {23,207}

Conclusion : Les paires solutions du probléme posé sont : {12,204} ;
{48, 60} ; {23,207}

Solution 12 ;

1°/ Ona:5x1-3x1=2
douS5x-3y=2 < 5x-3y=5x1-3x1 < 5(x-1)=3@y-1)

or3 divise 5(x—1)et3AS=1

d’on d’apres le lemme de Gauss 3 divise x — 1 et par suite i} existe
ke Z tel que:

x—1=3k etparsuite x=3k+1

I’équation s’écrit : 5(3k)=3(y—-1)d’ou y=5k+1
S7«7.={Bk+1,5k+1) ot ke Z }

L 4

5y -3 5 x =3k +1
X — =
2°/{ 7 < gy =5k +1
XAy =2
XAy =2

XAy =2 < 3k+1 ASk+1=2
ou d’apres I’algorithme d’Euclide on a :
BGk+ 1) A(6k+1)=Ck+1) A2k =k+1 A2k =(k+I) A 2
xAy=2 & (k+1) A2=2 < k+ 1 estpair
S k+1=2p << k=2p-1 oupeZ
d’ot x=3@Qp-1)+1 =6p-2
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y=5(2p-1)+1=10p—-4
Szx7,= {(6p—2 ,10p—4)ou peZ}

H

Solution 13 ; |

1°/ U"=n4+2112+1—n2=(n2+1)2—n2

=(n’ -n+D(n’+n+1)
20/ soitd=(n*+n+1) A(m®—n+1)=(n’=n+1) A 2n
car: (n*+n+1 =(n=n+l1)x 1+2n)
sin=2p (peN)
= d=(4p’-2p+1) A 4p
=M@p) A 2p-1)=2p-1) A 2=1 (ceciestd apres
I’algorithme d’Euclide)
sin=2p+1 (pe N)
= d=Qp+1P-Qp+1)+1 A @p+1)=(4p*+2p+1) A 2p+1)
=2p+Hal=1
car: 4p>+2p+1 =2p(2p+ 1)+l
conclusion : pourtoutn € N ‘n’+n+1 etn’~=n+1 sont premiers
entre eux
3°/ Ona: Uy=@m’=n+1)@+n+1) od n+n+12>1.
n*—n+l=1
U, est premier < <{et < n=1

n’+n+1 premier

Pourn=1 = U,=U; =3 qui est premier

Conclusion : U, est premier ssin = |
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Solution 14

1°/
e2°=—1(mod 11) d’ot 2'™ = 1(mod 11) = 2'"* = §(mod 11)
3’ =1(mod11) = 3" =1(mod 1) =3 =5(mod 11)
d’otr: 2" 433 _2 = 0 (mod 11)

20/

!

¢ D’apres le petit théoréme de Fermat
n’ = n(mod 7) car 7 est premier = n’ —n =0( mod 7)
en'—n=nm'-1)=n(n’~-1)(n*+1)
=n(-1)(n+1)(n’=n+1(n*+n+1)
Sin=0(mod2) = n'—n = 0(mod?2)
l(mod2) = n'—n = 0(mod?2)

Il

n

d’ot VneN :n’—n = 0(mod2)
esin = 0(mod3) = n’—n =0(mod 3)
sin=1(mod3) = n’—n =1(mod 3)
sin=2(mod3) = n’ =2" =2 =n(mod?3)

et par suite n’ —n =0( mod 3)
2 et 3 sont premiers entre eux donc (n’ =n) = 0( mod 6)

6 et 7 sont premiers entre eux donc n’ —n=0( mod 42) car : n' —n=0(mod
n’ —n=0(mod

1°/Soit p un nombre premier :
Pourtoutn € N : n” = n (mod p)
2°/17 est un nombre premier donc d’aprés le petit theoreme de Fermat
(n+ 1) = (n+1)(mod 17)
Ona(n+ 17 =217 < (n+1)=2(17) < n=1(mod 17)
Dot n=17k+1 ou ke N
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30/{(n+1)'7 =2(mod17) (1)
(n+3)" =5(mod 13) (2)
(1) ©n=17k+1 ou ke N
(2) s’éerit: ( 17k +4) = 5 (mod 13) © Bk +4)" = 5(mod 13)
or d’aprés le petit théoréme de Fermat : (3k +4)" =3k +4 ( mod
13) car 13 est premier
onaainsi: 3k+4 =5(mod13) < 3k =1(mod 13).<
4 x 3k =4(mod 13) < -k =4 (mod 13)
< k =-4(mod 13)
d’ott k = 9 (mod 13)
k=13p+9 ou peN
conclusion: n=17k+1ouk=13p+9
d’ot n=17(13p+9)+l1
n=221p+154 ou pe N

lSolution 16

1 a+b=23 (aeN ,beN")

soit d=a A bdoncddivise aetddivise b
d’ou ddivise(a+b)  etparsuite ddivise23

or D3 = {1,2,3} et par suited =1 ou 23

aeN
orbeN g<z<§;
a+b =23 <<

d<a
d’on d#23,
d<b

conclusion : aetb sont premiers entre eux
2°/PPCM (a,b) =126 =m
on sait : md = ab or d=1

d’ou ab=126
. 3
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ab =126
dou: a(23-a)=126
a’-23a+126=0
A=(23)" -4 (126) =529 — 504 = 25
23-5 23+5

d’ou a=T=9 ona: a=

a+b =23
ona: ona: b=23-a

14

sia=9 alors b=23-9=14
sia= 14 alors b =23 — 14 = 5 ce sui si impossible cara < b
conclusion: a =9etb=14

3°/
a) u-14V=1]

(-3,-2) est une solution de cette équation
ona: 9U - 14V =9(-3) — 14(-2)
IU+3)=14(V+2)
or 9 Al4=1 d’aprés Lemme de Gauss
14 divise (U + 3 ) et par suite il existek € Z

tel que : U+ 3 = 14k
U=14k-3 :
d’autre part : H(U+3)=14(V+2) = 9 x 14k=14(V +2)

doit: V=9k-2
S={14k~3,9k-2)oi ke Z}

x =4(9)

il existe (U ,V) € Z*tel que :
x =5(14)

b) (S) {

x=9U+4 et x=14V+5
ainsi 9U+4 =14V +5  etparsuite 9U-14V =1
d’aprés 3°/a)ona:U=14k-3 et V=9k -2 ou ke Z
et par suite x= 9(14dk—-3)+4 =126 k—-23 keZ
Sy = {126k 23 ou ke Z } '
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| Solution 17 :

1°/7Tu+9v=3 < 7(u-3)=9(v-2)
9 divise 7(v-3)or 9A7 =1

d’ou d’apres le lemme de Gausse 9 divise (u-3)
et par suite u=3 =9k ol keZ
doncu=3+9k

INv—-2)=T7(u-3) 9(v—2)=7(9K)
VvV — =
u=3+9k

d’ou v=2+7k

S..={(3+9%.,2+7k)ol keZ}

A=74+2
2°/ dout7u+2=9v+5

A=9v+5
Ju-9V =3

or d’aprés 1°/u=3+9k

v=2+7k
A=T73+9k)+2=21+63k+2 =63k +23
Le reste de la division euclidienne de A par 63 est 23.
b o a {1920<A <2030

A=63k+23, keZ

d’ot: 1920 < 63k +23 <2030 = 1897 <63k <2007

1897
= — <
63

k<3(£z:,30,11 <k<31.86

etcommek € Z alors k=31
conclusion : A =63 x31+23 A =1976
) A" = 1(mod 9) < 1976" = I(mod 9)
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ona: 1976 = 5(mod 9)
19767 = 7 (mod 9)
1976" = — 1 (mod 9 )
1976°= 1 (mod 9)

d'oti : (1976%) =1 (mod 9)

Ii

do n=6p oupeN

Solution 18 :
1°’Ona:d=AAB

d divise A o

. = d divise (5A-3B)
d divise B
or 5SA-3B =5@3n+1)-3(5n-1) =8
d'ou d divise 8

2°/AAB=0CBn+DAGn-D=Cn+HA(2n-2)
=C2n-2)A(n+3) =(n+3)A8

(n+3)A8=8 <©n+3=8k ot keZ

n=8k-3

S; ={8k-300 k eN*}

Solution 19 :

U

1°/ On remarque : ( Xy , Yo) = (2,0) est une solution de (En)

(x—%0)—ny—-yo)=0 < x-2=ny

X =2+nk }
ou keZ

y=k
S, =1(2+nk ,k);keZ}

x =2+nk

X—-ny=2
20/ * < g y=k
XAy=2

XAy=2
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xAy=2 < (2+nk)Aak=2 & kna2=2
< k=2p ol peZ
=2 +2
d'ou {X P ou p e
y=2p
S, ={(2+2np, 2p)

X =2+nk
*{X—n)’:l? y:k
=y +
=Y ") x=y+1(n)

or x=y+1(n) © 2+nk=k+1(n)=k=1(n)
d’ot k=np+1 ot peZ
S={(2+n*p+n,np+1) ou peZ}

[ Solution 20 :

1°/a) U AU, =(x"=1,x™" 1)

orona:x"™ —I=x(x"-1)+(x+1)
d'ov U AU, =(x"-DAax=-1)=x-1

n+l

car: X" —l=(x-1) (X" +x"7+..+x+1)
Conclusion: U, AU, =x—1

b) U, etU,,, sont premieresentreeux ssix—1=1

Nl
d'oux=2
2°/ d est une diviseur de n < il existe k € N tel que n =kd

Up= U =x= 1= 1) = xH = DD+ O+ x+ 1)
d’ol Ug est un diviseur de U,

3°/ 8 =nAm

a) d’aprés ’identité de Bezout il existe (p,q) tel que : mp—nq = &
b) U, -U,(Ug+D=U, -U (x%)

mp - mp nq
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— me 1= (an _ 1)X6

:me__l__ nq+o+>‘ _)\ _]_Uo

c) A=U_~AU

nq mp

= Adivise U, etU
= Adivise U, —U, (U, +1)

mp nqg
d'ou Adivise U
o divise nq

*d=nAm = 3 divisen et d divise m = .
o divise mp

{Uﬁ divise U, |

U divise U

d'ou Uy divise U AU =
Uy divise A

conclusion : . = A=U;
A divise U;

mp

0 S—nam = {5 divise n:{UE divise U,

ddivise m U; divise U

done U, divise(U AU )

m

y divise U,

Soit ged(U U ) =
v=peed(U,.U,,) {y divise U,

n divise nq U, diviseU
= . = . .
n divise mp U, diviseU,

= ydiviseU, AU

:> y divise U
vy divise U

mp
et parsuite ydivise Uj

conclusion: U AU =Uj
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~ PROBABILITES

Résultats a retenir :

1°/Soit E={a,,a,.,...., a, } unensemble & n éléments et p un entier
naturel non nul .
¢ Le nombre des p- uplets d’éléments de E est I’entier nP .
e Le nombre de n- uplets d’éléments de E deux a deux distincts est
I’entier n !
e Sil =p<=nalors
*Le nombre des p- uplets d’éléments de E deux a deux distincts est
n!

I’entier A'l: = (n-p)! ,

n!
(n—p)tp!

/7
=Le nombre de parties a p éléments de E est I’entier C# =

n
. » . , p . 0
( Pentier C# est aussi noté et on convient que C7 =1 ).

2°/Une expérience aléatoire est une expérience dont le résultat est
soumis au hasard et est donc imprévisible .

L’ensemble E des issues d’une expérience aléatoire est appelé univers

Les éléments de E sont appelés événements éiémentaires .

Une partie A de E est appelée évenement .
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| Soit E I'univers d’une expérience aléatoire et P(E) I’ensemble des

| cvenementsdeE.
| on appelle probabilité sur E , toute application p , de P(E) dans. [0,1] ;
vérifiant les conditions ci-dessous . |
| » L’image p(E)de Eestégaleal.

s [’image p () de ’ensemble vide est égale a 0

¢ [’image p(A) d’un éveénement A , est la somme des images des

zp(ai)

événements élémentaires de A , c'est-a-dire p(A) = %! .

3°/ Soit ( E ,P(E), p) un espace probabilisé et A et B deux événements de E

« p(4)=1-p(A)

* p(AYB)=p(A)+pB)-p(AMB).

e si AN B = alors p(AVY B) =p(A) + p(B) .

s SiAl,A2,...... , Ak sont des événements deux a deux incompatibles ,
alors p(A1VY A2V ...V Ak )=p(Al) + p(A2) + .... + p(Ak) .

4°/soit E I’'univers d’une expérience aléatoire dans une situation

d’équiprobabilité et P(E) ’ensemble des parties de E .

Papplication p définie de P(E) dans [0,1] par p(a) = S , pour
card(E)

tout événement élémentaire a de E est une probabilité sur E ,
]
appelée probabilité uniforme .

5°/si (E, P(E), p) est un espace probabilisé tel que la probabilité p

card(A)

est uniforme , alors p(A) =
card(E)

, pour tout événement A de E .
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6°/Soit (E, p(E) ,p) un espace probabilisé B un événement tel que p(B)#0 .
L>application p de P(E) dans [0,1] . définie par ps(A) = p—(’%’l ,
P

pour tout événement A , est une probabilité sur E .

Soit (E , P(E), p) un espace probabilisé et B un évenement tel que
p(B)#0.
L’application pg ainsi définie s’appelle probabilité¢ B-conditionnelle .

Le réel pg(A) est noté p ( A/B) (on lit « probabilité de A , sachant B » ) .

7°/On dit que deux événements A et B sont indépendants lorsque
p(AMB) = p(A)*p(B) . _
Dans le cas ou p(B) # 0, la réalisation de B n’influence pas celle de A ,

cest-a-dire p(A/B) = p(A)

8°/ Soit E un ensemble fini , les parties B1 ,B2 ,...., Bn forment une
partition de E lorsqu’ils sont deux a deux disjoints et leur réunion est E .
Soit (E, P(E), p) un espace probabilisé ,
B1,B2,.....,Bn des événements formant une partition de E tels que
pour tout i, p(Bi) #0 .
Alors pour tout évenement A ,
P(A)= D p(ANB)=Y p(B).py(4).
i=1 i=l
Variable aléatoire :

1°/Soit (E , P(E), p) un espace probabilisé .

On appelle aléa numérique ou variable aléatoire toute application X : E ¥ R
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| Soit(E, P(E), p) un espace probabilisé et X une variable aléatoire .
On appelle loi de probabilité de X ou distribution de X, [’application
PX : X(E) —>[0,1]
Xji = p(X =x)
2°/ Soit (E , P(E), p) un espace probabilisé . Si X est une variable
aléatoire sur E telle que '
X(E) = {X1, Xa... Xa} , alors D p(X =x)=1.
i=]
3°/Soit (E , P(E) , p) un espace probabilisé et X une variable aléatoire
sur E telle que X(E) = {x,, Xa,...X,} .
On appelle espérance mathématique ou moyenne de X le nombre
E (X) =Zx,.p,
i=l
4°/Soit (E , P(E), p) un espace probabilisé et X, Y deux variables
aléatoires sur E . alors pour tout réel «,
e E(aX)=aEX).
o EX+Y))=EX)+E(Y).

3°/Soit (E , P(E) , p) un espace probabilisé et X une variable aléatoire sur E -

On appelle variance de X le nombre V(X) = E ((X ~ E(X))2 ) =E(x?) - (E(x))’i

On appelle écart-type de X le nombre o(X) =V (X).

6°/Soit (E , P(E) , p) un espace probabilisé et X une variable aléatoire
surE .

On appelle fonction de répartition de X ,’application définie de R
dans [0,1] par F : x = p(X<k)
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Loi binomiale :

1°/*Soit une expérience aléatoire constituée de n épreuves identiques
, indépendantes et n’ayant que deux issues : succes ou échec .

Soit p la probabilité de I’événement succes.

On consideére la variable aléatoire X associant a cette expérience le
nombre de succés réalisés au cours des n épreuves .

Alors la loi de probabilité de X est donnée par
p(X=ky=cn 2 =Pk e{0,],on}

On dit que X suit une loi binomiale de paramétre ( n,p) .

2°/Soit x une variable aléatoire suivant a une loi binomiale B(rx;p) .
OnaEX)=np,V(X)=np(1-p)et o(X)= np(1-p).
Loi Uniforme :

Soit un intervalle [a,b] (a <b ). la fonction f définie sur [a,b] par

est appelée densité de la loi de probabilité uniforme sur [a,b] .

o
fix) = .

On appelle loi uniforme P sur [a,b] I’application qui & tout intervalle

I
[c.d] inclus dans [a,b] associe le réel P([c,d]) = [ F(x)dx .

Pour tout réel ¢ de [a.b] , P({c})= [’.f(x)dx =0.

Si on désigne par [c,a’] le complémentaire de [c,d] dans [a,b] , alors

P([c.d])=1-P([c.d]).

On dit qu’une variable aléatoire X a valeurs dans un intervalle [a,b]

d-c
b—a

suit la loi de probabilité uniforme Psi P (¢ = X=d)=
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Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de probabilité uniforme P
sur I’intervalle [a,b] .
On appelle fonction de répartition de X , I’application F : R— [0,1]

définie par

0 six<a
F(x)= {Pla< X <x) six € [ab]
1 six>b

Loi exponentielle :

Soit A un réel strictement positif. La fonction f définie sur [ 0, +% |

par f(t) = e~ est appelée densité de loi exponentielle .

On appelle loi de probabilité exponentielle de parametre A,
I’application P qui

1°/ a tout intervalle [c,d] inclus dans [0, +% [ associe le réel P([c,d]) =
{ :
I e Mdx
2°/ a tout intervalle [ ¢, +°°[ inclus dans [0,+% [ associe le réel
A
P([c,+0[)=¢

Pour tout réel ¢ > 0, P({c}) = [ F(x)dx=0.

pour tout réel ¢ > 0, P((0.c) = [ f(x)dx = 1-€ o

P(le, +° [) = T-P([0,c]).

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de

parameétre 4,
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{ —Ac —Ad -Ac
SiP(c <X<d)= [le"“a’x=e KoM eipxzoy=¢ "

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de probabilité

exponentielle P de parametre A

On appelle fonction de réparation de X,

L application F : ® = [0,1] définie par

0 six<0
F(x) = .
PO<X<x)six e [0,+o]
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EXERCICES

LExercice 1:

Une urne contient 5 boules rouges numérotées 1, 1, 1,0, 0 et 4 boules
vertes numérotées : 1,1, 1, 0.

L’épreuve consiste 4 tirer simultanément trois boules de ["urne.

1°/ Calculer la probabilité des événements :

A : « Obtenir 3 boules de la méme couleur ».

B : « Obtenir 3 boules portant le méme numéro ».

2°/ A et B sont-ils indépendants ?

3°/ Calculer la probabilité d’avoir 3 boules de la méme couleur ou
trois boules portant le méme numéro.

4°/ Calculer la probabilité d’obtenir au plus une boule verte.

Exercice 2 :

on considere un dé tétraédrique (les quatre faces sont des triangles
équilatéraux)

sur les quatre faces sont respectivement marqués les nombres 1, 3,5
et 10. Apres chaque lancer du dé une face est cachée et 3 faces sont
visibles, on admet que chaque face a4 la méme probabilité d’étre
cachée.

1°/ on lance le dé, quelle est la probabilité pour que :

a) sur la face caché soit inscrit un nombre impair

b) la somme des nombres inscrits sur les trois faces visibles soit un
nombre pair.

c) la somme des nombres inscrits sur les trois faces visibles soit

strictement supérieur a 14.
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2°/ on lance le dé 4 fois de suite.
Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une fois un nombre

impair inscrit sur la face cachée.

LExercice 3:

Dans une classe, 60% des éléves reconnaissent aimer les sciences
économiques; 40% aimer les mathématiques; 15% aimer les sciences
économiques et les mathématiques.

On interroge au hasard un éléve de cette classe.

Quelle est la probabilité pour que cet éléve :

a) aime les sciences économiques mais pas les mathématiques.

b) aime les mathématiques mais pas les sciences économiques.

¢) n’aime ni les mathématiques ni les sciences économiques.

I Exercice 4 :

Dans un lycée; "occupation de deux salles de permanence est une
expérience aléatoire.

Notons S, I’événement : « la premiere salle est occupée ».

et S, I’événement : « la deuxiéme salle est occupée ».

on sait que P(S,) = P(S,); P(S,wS,)=09 et P(S,nS,)=05

1°/ a) Calculer P(S,) et P(S,)

b) Les événements S, et S, sont-ils indépendants?

2°/ Exprimer chacun des événements suivants a I’aide de S; et S, puis
calculer sa probabilité .

a) la 1°° salle est libre

b) les 2 salles sont libres.

¢) I’une des salles au moins est libre
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d) une seule salle est libre.

] ere

e) la seconde salle est libre sachant que la 1°° est occupée;

l Exercice 5 :

Une urne contenant cing boules dont trois vertes numérotées : 1, 2 et
3 et deux rouges numérotées | et 2.

On tire au hasard et simultanément deux boules de cette urne.

1°/ Quelle est la probabilité de tirer deux boules de la méme couleur?
2°/ Sachant que la somme des numéros inscrits sur les deux boules est
égale a trois; quelle est la probabilité de tirer deux boules de la méme

couleur.

Exercice 6 :-

Dans une classe de 35 éléves ou tous étudient I’anglais ou ’allemand,
20 éleves étudient ’anglais et 25 I’allemand.

1°/ combien d’éleves étudient I’anglais et [’allemand.

2°/ On choisit un éléve au hasard. Calculer :

a) la probabilité qu’il étudie I’anglais.

b) la probabilité qu’il étudie I’anglais et ’allemand.

c) la probabilité qu’il étudie I’allemand sachant qu’il étudie déja
I’anglais.

d) la probabilité qu’il étudie ’anglais sachant qu’il étudie déja

Pallemand.

| Exercice 7 :

On dispose de trois machines pour controler les piéces fabriquées par
une usine. Chaque machine accepte une partie des piéces et refuse les

autres.
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Si une picece est refusé par une machine, elle est définitivement
éliminée et n’est plus contrélée par les autres machines.

Pour étre acceptée, une piéce doit étre controlée dans "ordre par la
premiére machine, la deuxiéme, la troisiéme.

La premiére machine accepte 70% des piéces ; la deuxieme 80% de
celles qu’elle regoit, la troisieme 95%. Calculer, pour une piece prise
au hasard, les probabilités suivantes :

1°/ La piece sera acceptée par la deuxiéme machine.

2°/ La piéce sera refusée par la deuxiéme machine.

3°/ La piéce sera acceptée par la troisieme machine.

4°/ La pi€ce sera refusée par la troisiéme machine.

Exercice 8 :

Un établissement de 930 éléves regroupe deux sections :

une scientifique et une littéraire.

* 30% des éleves sont en section scientifique.

* 40% des éléves sont des gargons.

® 25% des éléves gargons sont en section scientifique.

1°/ a) Trouver le nombre des garcons en section scientifique.

b) Trouver le nombre des filles en section littéraire.

2°/ On choisit au hasard un éléve de Iétablissement.

Quelles sont les probabilités des événements 4, B et C suivants :

A : C’est un garcon de la section scientifique.

B : Sachant que c’est un garcon; c’est un éléve de la section
scientifique.

C : Sachant que c’est un éléve de la section scientifique; c¢’est un

gargon.
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LExercice 9:

Dans une village de vacance; il y a deux fois plus d’adultes que
d’enfants. Si on choisit une personne au hasard, il y a une probabilité
de 1/5 pour que ce soit un adulte qui joue au ping-pong et une
probabilité de 2/7 pour que ce soit un enfant qui joue au ping-pong.
1°/ On choisit un joueur de ping-pong au hasard; quelle est la
probabilité pour qu’il soit un adulte?

2°/ On choisit un joueur de ping-pong au hasard, quelle est la
probabilité pour que ce soit un enfant.

3°/ On choisit un adulte au hasard, quelle est la probabilité pour que
ce soit un joueur de ping-pong?

4°/ On choisit un enfant au hasard, quelle est la probabilité pour que

ce soit un joueur de ping-pong?

I Exercice 10.:

Un jeu consiste a lancer un dé  parfaitement équilibré dont les faces sont
numérotées de 1 a 6. Si nous obtenons 1 nous tirons une boule dans
’urne A4; si nous obtenons 2 ou 3 nous tirons une boule dans ’urne B; si
nous obtenons 4, 5 ou 6 nous tirons une boule dans Purne C.

* ’urne A4 contient quatre boules blanches et une boule noire.

* L’urne B contient quatre blanches et quatre noires.

* L’urne C contient trois blanches et sept noires.

1°/ a) Calculer la probabilité de tirer une boule noire sachant qu’elle
provient de I’urne 4.

b) En déduire la probabilité de I’événement :

H : «la boule est noire et provient de [’urne 4 ».

c) Calculer la probabilité de tirer une boule noire.
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2°/ Nous savons que la boule tirée est noire, quelle est la probabilité

qu’elle provienne de I'urne A? de 'urne B? de I’urne C'?

Exercice 11 :

Soit une urne U, contenant 7 boules rouges et 3 boules blanches et
une urne U, contenant 2 boules rouges et 8 blanches . '
On effectue une suite de tirages ( en remettant a chaque fois la
boule tirée dans son urne ) de la maniere suivante :

e Si au (n-1)" tirage on a turé une boule rouge alors le n®™
tirage s’effectue dans U, , sinon il s’effectue dans U, .
eme

1°/On appelle P, la probabilité de tirer une boule rouge au n

coup .

. 1 1
Démontrer la relation : P, = E P+ —.

5

2
2°/On pose Q, =P, - g . Montrer que (Q,) est une suite

géométrique . Sachant que le premier tirage s’effectue dans Uy,

calculer Q, puis en déduire P,, .

Exercice 12 :

Une urne contient 12 boules dont » sont noirs et les autres blanches.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
1°/ On suppose 7 = 5 et on tire, sans remise et successivement deux
boules de "urne.

a) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A : « La 1% boule tirée est noire et la seconde est blanche »

B : « Les deux boules tirées sont blanches »
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b) On répete I’épreuve 6 fois en remettant, a ’issue de éhaque
¢preuve, les deux boules tirées dans I’urne.
On considere ensuite la variable aléatoire réelle X prenant pour valeur
le nombre de réalisations de [’événement A.
Déterminer la loi de probabilité de X ainsi que son espérance
mathématique E(X).

2°/ Dans cette question, son suppose n>2.
a) Exprimer en fonction de », la probabilité p, de A.

b) Déterminer # pour que p, soit maximale.

Exercice 13 :

On dispose de deux urnes contenant chacune trois jetons numérotés
de0a?2.

Dans la premiére les jetons sont rouges, dans la seconde les jetons
sont bleus. On tire au hasard un jeton dans la premiére urne noté a et
un jeton dans la deuxiéme urne noté b.

A ce couple (a,b), on associe le nombre complexe z=a+1ib.
1°/ Quelle est la probabilité pour que z vérifie :

« 22 =(3+20)z+2+4i =0 ».
2°/ Quelle est la probabilité pour que :

a) z soit réel.
b) z soit un nombre imaginaire non nul.

3°/ On considére la variable aléatoire X qui, a chaque épreuve
constituée du tirage d’un jeton rouge et d’un jeton bleu, associe le
module de z.

a) Quelles sont les valeurs prises par X ?

b) Déterminer la loi de probabilité de X.
4°/ Soit M I’image de z dans le plan complexe.

Quelle est la probabilité pour que M soit situé sur la droite d’équation
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Exercice 14 :

On considére I’expérience aléatoire qui consiste a lancer trois billes
numérotées : 1, 2 et 3 en direction de trois trous notés : a, b, ¢, chaque
bille entre dans un trou et chaque trou peut recevoirjusqu’a trois billes.
On suppose que les événements élémentaires liés a cette expérience
sont équiprobables.
1°/ Quelle est la probabilité des événements suivants :

A : « Chaque trou regoit une bille »

B : « Le trou « a » regoit deux billes exactement »

C : « Chaque trou recoit au maximum deux billes »
2°/ Sachant que le trou « a » regoit les billes 1 et 2, quelle est la
probabilité pour que le trou b soit vide ?
3°/ On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de trous
vides. Déterminer la loi de probabilité de X. Calculer son espérance

mathématique.

Exercice 15:

On dispose de deux dés en apparence identiques dont I’un est parfait
et 'auter truqué , les faces de chacun d’eux sont numérotées de 1 a6 .

Avec le dé truqué la probabilité d’obtenir la face portant le chiffre 4 lors

d’un lancer est eéagle a 3

1/
a) On lance le dé parfait trois fois de suite et on désigne par X la
variable aléatoire donnant le nombre de fois ou la face portant le
chiffre 4 apparait. Quelle est la loi de probabilité de X ?

b) On lance le dé truqué trois fois de suite. Quelle est la probabilité

d’obtenir exactement deux fois la face portant le chiffre 4 .
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2°/ On choisit au hasard I’un des deux dés ; les choix étant
équiprobables, et on le lance trois fois de suite. On considére les
évenements suivants :

A : << Obtenir exactement deux fois la face portant le chiffre 4 >>

B : << Choisir le dé truqué et obtenir exactement deux fois la face
portant le chiffre 4 >>

C : << Choisir le dé parfait et obtenir exactement 2 fois la face
portant le chiffre 4 >>

a) Calculer la probabilité de B

b) Calculer la probabilité de C

¢) En déduire la probabilité de A .

| Exercice 16 :

Une urne contient 4 boules indiscernables au toucher . Deux boules
sont blanches et portant respectivement les nombres 1 et 2, les deux

autres boules sont noires et portant respectivement les nombres 1 et 2

Une épreuve consiste a tirer successivement deux boules de la
maniére suivante : on tire une premicre boule :
¢ Si elle est blanche , on la remet dans I’urne et on tire une
deuxiéme boule .
« Si elle est noire , on ne la remet pas dans I"urne et on tire
une deuxiéme boule .
1°/ Soit X la variable aléatoire qui , a chaque épreuve , associe le
nombre de fois ou I’on obtient une boule blanche .
a) Donner la loi de probabilité de X .

b) Calculer son espérance mathématique .
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2°/ Soit Y la variable aléatoire qui, & chaque épreuve , associe le
produit des nombres marqués sur deux boules obtenues .

Donner la loi de probabilité de Y .

Exercice 17 :

Une urne U, contient 3 boules noires et » boules blanches.

Une urne U, contient n boules noirs et 3 boules blanches, ot 7 est un
entier naturel non nul.

On tire au hasard une boule de I’urne U, et une boule de "'urne U, et
on désigne par X I'aléa numérique qui est égal au nombre total des

boules noires qui restent dans les deux urnes U, et U, .

19/ Calculer la probabilité de chacun des deux événements A et B suivants :

A : « Les deux boules tirées sont de méme couleur »
B : « Parmi les deux boules tirées, une au moins est blanche »
2°/a) Déterminer la loi de probabilité de I’aléa numérique X.
b) Calculer I’espérance mathématique de X.
c) Pour quelles valeurs de ’entier #, I’espérance mathématique de

X est-elle supérieure a 5,6 ?

| Exercice 18 :

Un bus passe toute les 20 minutes a un arrét donné .

La variable aléatoire X mesure le temps d’attente en minutes d’une
personne qui veut monter dans ce bus a cet arrét .

On suppose que X est une loi uniforme sur I’intervalle [0,20]

1°/ Calculer p( X <2); p(2 <X <12); p( X>15)

2°/ Caleulerp (x < 10| x>5)
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Exercice 19

On considere une urne contenant des jetons numérotés de 1 a 200.
On tire un jeton au hasard

Soit X la variable aléatoire égale a la valeur du nombre écrit sur le
jeton tiré .

1°/ Déterminer la loi de probabilité de X

2°/ Calculer: p(x <50); p(x>150); p( 10 <x<100)

3°/ Calculer I’espérance mathématique de X .

Exercice 20::

Pour une variable aléatoire X exprimée en minutes , qui représente

une durée de vie et suit une loi exponentielle ,ona: p[ X>3]=0,2

1°/ Calculer la durée de vie moyenne

2°/ Calculerp[ X <5]

Exercice 21 :

Une usine fabrique 9000 unités d’un certain produit en un temps t .
Pour cette méme période , la demande , en milliers d’unités

concernant ce produit peut &tre considéré comme une variable -
aléatoire continue X suivant une loi exponentielle de paramétre 1= 3

1°/ Quelle est la probabilité que la demande dépasse la production ?
2°/ Quelle devrait étre la production pour que cette probabilité soit

inférieure & 4% .

I Exercice 22 :

La durée de vie , exprimée en heurs , d’un certain type d’ampoules
électriques est une variable aléatoire X qui suit une loi exponentielle

de parameétre 0,002
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1°/ Exprimer en fonction de t probabilité p[ x <t ]

2°/ Calculer la probabilité pour qu’elle avant une défaillance avant
500 heures

3¢/ Calculer p [ X > 800]

4°/ Déterminer instantttel quep [ X <t ]=

| —

Interpréter ce résultat .

Exercice 23 :

Un fabricant de jeux électroniques estime qu’une piéce a une durée de
vie moyenne de 700 jours .

On suppose que la variable X qui représente la durée de vie d’une
telle piéce suit une loi exponentielle

1°/ Exprimer en fonction de t probabilité p [ x <t ]

2°/ Calculer la probabilité de chacun événements

A " la piéce n’a pas de défaillance durant les quatre premiers mois"
B " la piéce est encore en fonctionnement au bout de 2 ans”

C " sachant que la pi¢ce fonctionne encore de 2 ans , elle fonctionne
encore au bout de 5 ans "

3°/  Au bout de quelle durée peut-on s’attendre a ce que 10% des

piéces soient en panne .

Exercice .24 :

Une mouche entre dans une salle et on tente de la tuer

On note T la variable aléatoire égale a la durée de vie de la mouche (
on suppose que T suit une loi exponentielle)

1°/ la probabilité pour que la mouche soit tuée au cours de 20

premiers minutes et 0,8
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calculer la durée de vie moyenne de la mouche
2°/ Quinze mouches entrent dans la salle ,
a) Quelle est la probabilité pour que 10 d’entre elles soient tuées
dans le premier quart d’heures ?
b) Quelle est la probabilité pour que plus d’une mouche soit

tuées en moins de 5 minutes .

I Exercice 25 :

On suppose la durée de vie X d’une voiture suit une loi exponentielle
de paramétre 4 =0,1 .

1°/ Calculer la probabilité qu’une voiture dépasse 10 ans de durée de
vie

2°/ On sait qu’une voiture a duré déja 10 ans quelle est la durée
qu’elle dépasse 12 ans de durée de vie ?

3°/ Comparer le résultat précédent avec la probabilité que la durée de

vie de la voiture dépasse 2ans .

| Exercice 26 : I

La durée de vie d’un robot , exprimée en années , jusqu’a ce que

survienne la premiére panne et une variable aléatoire qui suit une loi
exponentielle de paramétre Aou A>0 .
1°/
a) Exprimer en fonction de t la probabilité qu’un robot tombe en
panne avant I’instant t .
b) Déterminer A , arrondi & 0,1 prés pour que la probabilité
p(X>6)=0,3

Dans la suite de I’exercice on prend A =0,2
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2°/" A quel instant t , @ un mois prés , la probabilité q’un robot tombe
en panne pour la premiére fois est elle de 0,5 ?

3°/ Montrer que la probabilité qu’un robot n’ait pas en panne au
cours des deux premiéres années est égale a ¢ 0

4°/ Sachant qu’un robot n’a pas eu de panne au cours des deux
premieres années .

Quelle est, a 0,01 pres, la probabilité qu’il soit encore en état de

marche au bout de six ans .
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|  SOLUTIONS

Solution 1

A:{R,R,R}ou{V,V,V}.

U

Ci+Cy _10+4 1

1°/¢ P(A =—
(A) = C9 84 6
3 3
ppy - SirG 2L
Cs 84 4

2°/ On sait que A et B sont indépendants si et seulement si :
P(A (1 B)=P(A).P(B).
A ) B: « Avoir trois boules de méme couleur et de méme numéro » :

R] R1 R] ou V]V] V] .

— P(AB) =

Ci+Cy 2 1
Cy 84 42°

ona:P(ANB)= P(A).P(B)donc A et B ne sont pas indépendants.

3% P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB)=¢ %_’4‘_2 ;;

4°/ Soit I’événement :
C : « Obtenir au plus une boule verte »
C:{V,R,R}ou {R,R,R}

1 2 3
ot pcy=Ct %3+c 408+410 25;2 %
9

Solution 2:

1°/ a) Soit I’événement 4 : « sur la face cachée est inscrit un nombre

. . 3
impair » ; P(A)=—
4
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b) Soit | *événement B : « la somme des nombres inscrits sur les trois
faces visibles est un nombre pair ».

Soit x, y, z et f les nombres inscrits sur les quatre faces

( est le nombre inscrit sur la face cachée).

x+y+:z est pair < x est pair et y et z sont impairs donc ¢ est impair
. 3
et par suite B= A d'olt P(B) = Z

c)soitC:«x+y+z>14» :«t=lout=3»

P(C) 2 1
4 2

2°/ soit S : « Avoir un nombre impair inscrit sur la face cachée »
3
ona:S=4 P(S)=Z

Soit H : « obtenir au moins une fois S »

H : « obtenir S pendant les 4 lancers ».

- o () 255
P(H):{P(S)] = Z :55_6 done P(H)=5‘5—6

(les 4 lancers sont indépendants)

Solution 3¢

!

Soit £ : « Aimer les sciences économiques ».
M : « Aimer les mathématiques ».
C=EnM
a) A, : « Aimer les sciences économiques et non les mathématiques »
A =EnM
P(A;)=P(E)-P(EnM)

(on sait que P(BNC)+ P(BNC)= P(B))
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b) Soit 4, : « Aimer les mathématiques et non les sciences
économiques» ; A, =MnE
15 25 1

40
P(4,)=P(M)- P(MAE)s————=——=—
i 100 100 100 4

¢) 4, : « n’aimer ni les mathématiques ni les sciences économiques »
Ay=MNE = 4;= MUE '
P(4;) = P(MUE)= P(M)+ P(E)~ P(MAE)

60 40 15 85

=—+4—-—=—-=0,85 d’out P(4;)=0,15
100 100 100 100 )

ISolution 4:

1°/a)Ona: P(S,US,) = P(S,)+ P(S,)— P(S5,NS,)

or P(S,)=p(S,)=x donc 0,9=2x-05<x=0,7
Concluséon: P(S,)= p(S,) =07

b)ona: P(S,NS,) =05 et P(S,)- P(S,)=0,7" = 0,49
P(S,NSy) = P(S,)- P(S,) donc S, et S, ne sont pas indépendants.
2°/ a) Soit A : « la 1° salle est libre ». 4=5, = P(4)=1-P(S)=0,3
b) Soit B : « les deux salles sont libres ».

B=8,nS, = B=SUS, = P(B)=1-P(B)=1-P(S,US,) =0,
¢) Soit C : « I’une des salles au moins est libre ».

C=5US, = C=S5nS5,

= P(C)=1-P(C)=1-P(5,nS,)=0,5
d) Soit D : « une seule salle est libre ».

D= (S, NS, )u(S,NS))
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(S,MS,) et (S,NS,) sont incompatibles
donc P(D) = P(S,NS,)+ P(S,NS))

or P(S,NS,) = P(S,)— P(S,NS,)

car (P(S,) = P(S,S))+ P(S, NS,)) done (S, AS,)=0,7-0,5=02
P(S,NS,) = P(S))~ P(S,nS,)=0,7-0,5=0,2 d’oll P(D)=0.4

e) Soit £ : « la seconde salle est libre sachant que la 17 salle est

occupée » ;  E=(S,[S))

!

Solution 5 : I

1°/ 4 : « obtenir deux boules de la méme couleur ».

A . « obtenir 2 boules vertes ou 2 boules rouges ».

2°/ Soit B : « la somme des numéros inscrits sur les deux boules tirées
estégalea3» ; C:«A4 sachant B ».
P(ANB)

p(B)
¥ ANB« V\Vy ou RiRy »

P(C)= P(A|B)=

G C+C ¢ 2
P(ANB)=——"F——"=—=0,2
Cs 10



Probabilités 0284

4 Maths

Solution 6 : .

!

Soit 4 : ’ensemble des éléves qui étudient [’anglais

B : ’ensemble des él¢ves qui étudient I’allemand

1°/ Soit C : ’ensemble des éleves qui étudient & la fois les deux

matiéres.

C=A4AnB ; AuB=Q (Q:I’ensemble des éieves de la classe)

ona: cardd=20 cardB =25
card( AU B) = cardA + cardB — card (AN B)

35=20+25-cardC = cardC =45-35=10

&m&méou :ily a 10 éléves qui étudient 4 la fois les deux

matieres.
d4 20 4
2°/8) P(A)=—= _Z_2
cardQ 35 7
10 2
b) P(ANB)= P(C)=—=—
35 7
. P(Bn4) 2 |1
c)Soit E«BA» ; P(Ey=———"=—=—
P(4) 4 2
. P(ANB) 2
d)Soit F» AB» ; P(F)=—————=—=04
P(B) 5

J

Solution 7/ : I

4, « la piéce est acceptée par la 19° machine »
A4, « la piéce est acceptée par la 2°™ machine »
4, « la piéce est acceptée par la 3™ machine »
ona: A4, C 4, C 4,

ona: P(4,)=07 ; P(A,]A4)=08
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95
P(Ay| 4, Ay) =—— =095
' *7 100

ona: P(Ay)=P(A,NA)+ P(A,NA)
= P(Ay|4,)- P(A4)+ P(A4,1A))- P(4))
=(0,8x0,7)+0=0,56
2°/ Soit B « la piéce est refusée par la deuxiéme machine ».
B=4,n4,
P(B) = P(4,NA4y) = P(A) = P(4 N A4,)
P(B)=0,7-0,56=0,14
3%/ P(Ay)=P(A;"Ay)+ p(A;nAy)
= P(4;]4;5)- P(Ay) + P(45| 4,)- P(A,)
= P(4;] 4,1 4,)- P(4,)+0 =0,532
4°/ Soit C « la picce est refusée par la troisiéme machine »
C=(A,NA;"A;) or A, < A4, done 4, N4, = 4,
C=A,nd,
P(C) = p(Ay "\ Ay) = p(Ay) = P(4, N 4y)
=0,56-0,532=0,028

J

Solution 8 :

soit G « étre un gargon » ; F « étre une fille» (F=G)
S « étre scientifique » ; L « étre littéraire » (S=1)

1°/ a) on demande de chercher le cardinal de I’ensemble GNS

930x 30 930x 40
cardS = =279 ; cardG = =372
100 100
25 372
card(SNG)=372x—= =93
100 4

il'y a 93 garcons scientifiques
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b) on demande de chercher le cardinal de FN L
Soit H=Fn L : H=FulL=GuS
cardH = 930 - cardH
=930— (cardG + cardS — card (G N\S))
=930-(372+279-93)=372

2°/* A « C’est un gargon de la section scientifique »

93 1
A=GAS : P(A)=P(GAS)=——=—=0,1
930 10
P(SNG d(GNS 93
* B « S|G »;, P(B) = ( ):ca/ ¢ )=ﬂ—=0,25
P(G) cardG 372
P(GNS) B card(GNS) B

*C « GIS» P(C)=

ISoiution 9.

Soit 4 « étre adulte »

1
P(S) cardS 3

FE « étre enfant »

J «joueur au ping-pong »
1 2
ona: P(AmJ):g ; P(EmJ)=;

1°/ on demande de calculer la probabilité de I’événement

J» soit 4, 1« AlJ »

P(ANJ) 1
P(AI)ZP(AU):——NT)* or p(AmJ):;

P(N)=P(JNA)+P(JNA)=P(JNA)+P(JNE) = —13%

1 35 7
P(A)=—x—=—
517 17

: « A sachant
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2°/ On demande de calculer la probabilité de I’événement :
« EsachantJ»  ; A4, 1« E|J »
P(E~NJ) 2 35 10
P(dy) = = Tx = —
- P(J) 717 17
3°/ on demande de calculer la probabilité de ’événement :
«JsachantA» B i« JlA»

p(JnA) 1 3 3

. p(JNE) 2 3 6
4°/soit By 1« JIE» 5 P(B))=—————=—x—=—
P(E) 7 1 7

Solution 10 :

U

1°/ a) Soit N : « obtenir une boule noire »
A : « tirer une boule de I’urne 4 »

soit £ : « M4 »

1
P(E)= P(N|4) =7
b) H:« N4 »

P(H)=P(NNA)= P(N|A)- P(A) or P(N|A4) =%

1 1
et P(A) = P[obtenir le numé ro 1]= 5 donc P(H) =30
S

c) P(NY=P(NNA)+p(NNB)+ p(NC)

(principe de la probabilité totale)

P(N)= P(N[A)- P(A)+ P(N|B)- P(B)+ P(N|C)- P(C)
11 4 2 7 3 1 1 7 11

SEoX—H X T X Em b — b= —

5678761076730 6 20 20
2°/ * on demande de calculer la probabilité des événements :

«AN» ; « BIN» et «C|N»
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P(AN)=———=—x—=—
(4N) P(N) 30 11 33
v PBINY = P(BAN) P(N|B)- P(B)
COP(N)Y  P(N)
4 2 20 10
_4.2.20 10
8 6 11 33
* P(ClN):m_i Q_l

ISolution 11:

1°/ Soient les événements :

eme

R, : << obtenir une boule au n*™™ coup >>

éme

Ay : <<laboule tirée au n"" tirage provient de I’urne U, >>

eme

A, 1 <<laboule tirée au n™™ tirage provient de I’urne U, >>

Ona: P,=P(R,)=P(R, ™ A)+P(R, NAy)car A,= 4,

=P (A) . P(Ry|4,) + P (A) . P (R|4,)

Or I’événement A, se réalise si et seulement si au (n — 1)™™ tirage on
retire une boule rouge . Donc P(A) =P, P(4,)=1-P,,

ct 7 c, 2 1
p(RnlA ) 7 _E 5 P(R"IAZ): C— E g
]O 10

)= P, :1P +;

n-l1

D'oit P, = P, + l(1
10 5

nl

2°/

2 1 1
hd nt = pn+ I Pm~ = _P +—
Qnsi -3 or Py LA

1 1 2, 1

1
D’O‘ 1= —P —_———= P —_ )= —
UQ 1 2 " 5 2( n 5) 2Q”
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Ce qui donne la suite (Q,) est une suite géométrique de raison —.

o Le premier tirage s’effectue dans U; donc P, =

_:>Q1 % 0 Q( )nl ( )nldv ,1 ( )nl

10 2 10 2
|Solution 12 I

1°/a) Soit les événements : Ny : «la |

ere

boule tirée est noire»
B, : «la 1 boule tirée est blanche»

B, : «la 2°™ boule tirée est blanche»

eOna: P(A)=P(N,NB,)=P(N,).P(B,|N))

or P(Nl)=% et P(B2|Nl):% d'ouP(A):l—335E
eOna: P(B):P(BlmBz):P(Bl).P(Bz|B]):lﬁ:’l.
12 11 22
35

b) Soit S=A = P(S)=P(A)= —.
) Soi (8)= ()132

Les épreuves sont indépendantes car a ['issue de chaque épreuve, on
remet les deux boules tirées donc X suit une loi binomiale de
35
E.
Les valeurs prises par X sont : 0,1,2,3,4,5 et 6.

paramétre n =6 etp =

P[X =k]=C} (E) (132) avec k €{0,1,2,3,4,5,6}.

35 35

PR = p=0n =0y
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n 12-n n(l12-n)

2°/a) P =P(A)=P(N,"B,)=P(N,).P(B,[N,)=—-
a) B, =P(A)=P(N,nB,)=P(N,).P(B, N, THET 15
b) Soit la fonction réelle f'définie par :
: x(12-x)  —x*+12x , -X+6
()= = = f'(x)=
T9=" 5 132 (=6

f'(6)=0 et f'(x)change de signe donc fadmet un maximum

pour x =6 d’ou P, est maximale pour n=6.

lSolution 13: I

1°/ 22 —(3+21)z+2+4i=0

A= (3+2i) —4Q+4i)=-3—-4i.
x4y’ =5

2

x? -y’ =-3 dou x=+I et y=12

2xy=—-4<0

dou A =(1-2i)

3420+ (1-2i)

z =2 = g=2eth=0
2 .
pr= 20220 2440 o et b=2
2
11 11 2
dotl A={(2.0).(12)} et p(A) =t Lyt 12
{(2,0),(1,2) } P()33339

2°/e B : « z est un réel »
zestunréel ©Imz=0 < b=0

dou: B ={(0,0); (1,0):(2,0) }

et par suite p(B) = % = %
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e C : « z est un nombre imaginaire # 0 »

a=0
< zz0etRé(z)=0 < qet
b=0
. 2
d’ou C={(0,1);(0,2) } et p(C):a

3°/2) b a| 0 1 2
ON|X=0[x=1 [Xx=2 X =[z|=+a> +b”
1 [X=1[x=+42[X=45
2 [ X=2|x=45|X=2+2

dPot X(Q)={0, 1,2, ¥2, V/5, 242}

b) x, ’ 0 } | [ o2 ‘ \E‘ 22
| oz 1221
P ( 9 ’ 9 . 9 ‘ 9 l 9 ’ 9
Ona: > p =1.

4°/M(z) appartient a ladroite A y=x < a=b.
SoitE:«MeA: y=x»

]
E={(0,0:(1,1):(2,2)} = p(E):é+6+é:%

Solution 14 :

1°/L'univers Q est l'ensemble des applications de
E={,23}——>F={abc} etparsuite CardQ=3"=27.

_ CardA

= P CardQ’
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Or A est I'ensemble des bijections de £ — F donc CardA =3!=6

6 2 CardB

d'olt A)=—=— = B)y=——.

MA=27% P = a0
Exemple :

E F

1 > a

2 " b

v
3 c

Ilya C; choix de 2 billes de I'ensemble E. Pour chaque choix il y a 2

fagons pour compléter le diagramme, donc Card B = C§ x2=6.

6 2 CardC
Dol p(B)=-> =2 = p(C)=
PB)=27=5 = PO=a

C : les trois billes se trouvent dans un méme trou; CardC =3.

= p(E):%zé d'ou p(C)zl—p(E)zL—é:g.
2°/Soit I'événement D : “le trou «a» recoit les billes 1 et 27
E : “le trou «b» est vide”
)= p(EN D) .
p(D)

Or END: “le trou «a» regoit les billes 1 et 2 et le trou b est vide”

La probabilité demandée est p(E/D) : p(E/D

= “le trou «a» regoit les billes 1 et 2 et le trou ¢ regoit la bille 3”.
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E F
1 » a
2 - b
3 > c

1 2
D Card(EnD)=1 d'oy EnD)=—cet p(D)=—.
onc Card( ) ot p( ) 27 p(D) 7

1
-
3% X(Q)=1{0,1,2}.

donc p(E/D)=

p[X = 0]=p(A) = .

27
p[X =2]=7.
[X =2] : “2 trous vides” = “les trois billes se trouvent dans le
méme trou”.
3
X=2]==—.
pX =2]=—

Or on sait que p[X = O]+ p[X = 1]+ p[X :2]: p(Q)=1

6 3 18
doi p[X =1]=1-2-2 =%
ou p[ ] 27 27 27
X; 0 1 2
plx=x] |6 18 13
27 27 27
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¢  Espérance mathématique :

E(X):E+£:ﬁ:§
27 27 27 9

Solution 15 :

1°/
. , 1
a) Soit S : << La face portant le chiffre 4 apparait >>, P(S) = g .

X suit une loi binomiale de paramétresn =3 et P= — d’ou

P[X=k]=Cf(%)k(g)H ouk € {0,1,2,3}

x |0 I 2 3

P 125 [ 75 | 15 | 1 2P =1
216 | 216 | 216 | 216 '

b) Soit S : << Avoir la face n°4 >> et Y : la variable aléatoire qui 4

chaque résultat associe le nombre de fois S .

|
Y suit une loi binomiale de paramétre n =3 et P = P(S) = 5 d’our la

probailité demandée est P[Y =2] = C (%)2 (_i_) :é .
D

2°/

a) Soit ’événement T : << Choisir le dé truqué >>
1
PB)=P(T NMA)=P(T).P(4 IT ) or P(T) = 5 et d’apres 1°/a):

1

P(ALT)zP[Y:21=§d’ou P(B) = 5

NeB )

1
=
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b) PC)= P(T nA)=PT).P(AT)or P(T):% et d’aprés 19/ a)

— 15 5 5
P(AT )=P[X =2]= — = — C)= —
( TT) [ ] 216 72 P© 144

c) Ona: A=BUCetBNC = donc P(A)=P(B) + P(C) = Zg

Solution 16 :

19 X(Q)=1{0,1,21]

I 1
e P[X=0]=P(NN)= —.—=—
[ ]1=P(NN) 3176

o

s P[ X=1]=P(NB)+P(BN) = +

w!l\)
IS

eP[X=2]=P(BB)=

- -h\l\)

IR

AR

x |0 1

2P =

N

1
6 | 12

7 2 13
b) E(X) = x, P =—
) B0 = Z 12 4 12
2%/ Y(2)=1{1,2,4}
P[Y~l]~P(BB)+P(NBl)+P(B]N)—( ) +—— ( ) =—
P[Y =2]1=P(NNy)+P (NN} +P(BiBy) + P(B,B,) + P (N,By) + P

11, 1,
(B:ND+P(NoB)+P (BN, = (2.3-)4-(2)' =—



Probabilités 206 ¢ 42" Maths

P[Y—4]—P(BB)+P(NB)+P(BN)*(1)2+1 1+(1)2—i
e o TN 43 e T 4
x |o 1 ]2
P 5 [14]5 > P =1
24 | 24 | 24 ’
Solution 17 :
3N nN
U, U,: (n#0)
nB 3B
1°/¢ A : « NN ou BB »
n n 3 o6n
p( )_ + ',’) = 5
3+n 3+n 3+n 34n (n+3)
¢ B : « Au moins une boule blanche »
B : « Aucune boule blanche » = « NN ».
— n 3n n’ +3n+9
d’ou p(B) = = p(B)=1- By=—" """,
P(B) (n+3)° P(B) (n +3)° P(B) (n+3)
2°/a) BB=> X=n+3
BN=>X=n+2
NB=X=n+2
NN=> X=n+1
X(Q={n+1,n+2,n+3}.
e p[X =n+1]= p(NN) = —
(n+3)°
n 3 3 n’+9

ep[X =n+2]=p(BNou NB)—

n+3 n+3 (n+3) (n+3) (n+3)
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n 3 3n

o p[X=n+3]=p(BB)= . =
Pl 31=p(BB) n+3 n+3  (n+3)*

x,| n+l | n+2 | n+3
3n n’ +9 3n
P (n +3) (n+3)° (n+3)*
Ona: Y p,=1.
3n(n+1)+(n+2)n*+9)+3n(n+3
(n+3)
3n@2n+4)+(n+2)(n* +9)  (n+2)[n” +6n+9]
(n+3) (n+3)°
(n+3)°

¢) EX)=25,6 © n+2256< n=3,6dou neN\{0,1,2,3}

Solution 18 & ]

p(0 = X< 20)=1
1°/ On a par définition .
P p(a <X <b)= 2—5‘

d’ol p(x<2)=p(o<x<2)=2—2O =0,1

12-2
2<X<12)=—==0,5
p( ) 20

5 1
p(X>15)=1-p(X £15)=1- 2 =2=025
10-5
2/ p(X<10] X>5) = PO<X<10 20 _ > _1
(X >5) 5 153




Probabilités 208 ¢ 45 Maths

Solution 19 :
19 Xo=1{123...,200}

Vae Xq ona: p(X“a)~L

200
X suit une loi uniforme
49 4
29/ p (X <50)= X =k) = —=0,245
p( ) kzzlm )= 20
p(X>150)=1-p(X <150)
150
150 1
- X=k)=1--—"—=—=0.25
Zp( ) 200 4
(10<X <100) = i (x=ky="2=1D_ 8 o445
P =P 200 200
1 & 1 200x201 201
3°/ E(X)="Y xipi = h=—""" =2
00 = X xipi 200 =" 200 2 2
Solution 20 :
)‘)“I:
1°/p[x>3]=o,2@{‘ 02 o
r=3
e =02 © -31=In(02) < z:—lr‘((;—’z)zo,536
, . 1 -3
La durée de vie moyenne est m = E(x) = ———=1,86min
2 n(0,2)

A=0,5
2°/ p[X<5]=1-e™* o {t 5’ 36

— 1 _ e—SxO,536

= 0,931
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Solution 21 :

19/ p (x>9) ? car X est exprimé en milliers d’unités

p(x>9)=e¢™ ou /1:% et t=9

=e7 =0,05

2°/ soit Py : la production cherché en milliers d’unités
ona: p(x>P)<0,04 &

7]
_I()

e’ <004 <
-P, .
ES <In(0,04) < Py>-31In(0,04) <

Py > 9,6566
Donc P, > 9657 unités

Solution 22 :

1o/ p[ X<t]=1-¢7"

or 1 =0,002

don p[X<t]=1- e 0%

2°/ p[X<500]=1-e"' =0,632

3°/ p[ X>800]=1-p[ X < 800]=e " =0,202
4°/ p[XSt]=% Sl-e =05 @ =05 < =2

in2
0,002

D’out= =347

Cela signifie que la moitié des ampoules n’a pas de défaillance avant

347 heures de fonctionnement .
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Solution 23 :
1% p[X<t]=1-e ol A=—0—=—L —00014
E(X) 700

dot:p[ X<t] =1-¢7 %00
2°/ p(A)=p[ X=120]=¢*
ou 4=0,0014

t=120.
p(A) —_ e—0,0014><]20 =~ O, 845
p(B) = p[ X=730]

o ot A=0,0014

¢ £ =730

=0,36

o(C) = p[X =5anset X > 2ans| _ p(X =5ans)
p(X = 2ans) plX = 2ans]
o~ AXSI60 N
= e—/lx2><360 =e ) :0’216

3% p( X <t5)=0,1 olity?
Sl-e™ =01 e =09 o _ ZIn(9.9)
to = 75 jours
Solution 24 :
19/ p[T<20]=1-e* out=20=1-¢*
Or p(T<20)=08 e P =02 e 4=—2102D 5 0,08
D’ou la durée de vie moyenne de la mouche est : m = E(T) = %

= 12,5 minutes
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2°/ soit I’événement S " une mouche soit tuée dans le premier quart
d’heure

( 1 quart d’heure = % =15 minutes)

p(S)=p(T<15)
N . {zzo,os

=1-e" ou
=15

= 0,699
Soit X la variable binomiale de paramétre n = 15 et p = 0,699

Soit H" 10 mouches soient tuées dans le premier quart d’heures

p(H)=p (X=10)=C/?(0,699)"" x(0,301)’ =0,207

b) soit S': « une mouche soit tuée en moins de 5 minutes )

p(SY=p(T<S)=1-¢* o A1 =008ett=5

p(SY = 0,33

Soit Y : la variable binomiale de paramétre n' = 15 et p' = 0,33 .

Soit I’événement K"plus d’une mouche en moins de 5 minutes "

p)=p(Y 2 1)=1-p(Y=0) =1-C}(033)°(0,67)"
=1-(0,67)" =0,998

Solution 25 :

1
1°/ p[X>10]=e " out=10et 1=0,l=¢ ' =—
e

2°/ p[X>12 | X>10]=
(X >12)N(X >10) p[X >12] e
plX >10] plX>10] ¢

=¢?=0,82

A=0,1
p[X>2]=e"" ot {l} 5 =e ™ =082

3°/ On constate que la probabilité que la voiture dure deux ans de pus

ne dépend pas de son age .
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Solution 26 :

19/
a) p(X<t) =l-e*
b) p(X>6)=1-p(X<6)
= ¢ 704
e =03 <=-61=In(0,3)

_ ~Ln(0,3)

<A =0,200662

A =02
2°/

p(X<t)=1-¢" =05 e == < -02t=-log2

1
2
<> t=3,47

t =trois ans et demi .

3°/ la probabilité¢ qu’un robot n’ait pas en de panne au cours des deux
premiéres années est p ( X >2)

p(X>2)=]_(1_ 8—0,2x2):e_034

49/ p[X>6 | X>2]=

PlX>6)NX>2)] plx>6] o2
plX >2] h plX > 2] T 04

=¢% =0,45
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STATISTIQUES

—— i iva——

Résultats a retenir :

1°/ Soit ( X, Y) une série statistique double sur un échantillon de
taille n et soit ( x;, yi)ii » les valeurs numériques prises
respectivement par les variables X et Y .

La distribution marginale de al variable X est la distribution des
valeurs (x;) |; , prises par la variable X.

La distribution marginale de la variable Y est la distribution des
valeurs (y;) i » prises par la variable Y .

2°/Soit X une série statistique sur un échantillon de taille n .

Si X, V(X) et o, désignent respectivement la moyenne , la variance

. P
et I’écart-type de la série , alors X = lZ:n.x.

(bt A4
ng

r _
V(X)= %Z n,(x; —X)2 , Oy = JV(X) ,ou les valeurs x; ,X,,..., X,
i=1

désignent les valeurs distinctes prise par la variable X si elle est
discréte , ou les centres des classes si 1a variable X est continue .
L’entier ni désigne I’effectif de la valeur x; .

3°/Soit (X,Y) une série statistique double sur un échantillon de taille n

On appelle covariance de (X,Y) le réel , noté cov ( X,Y) défini par
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1 1 I
cov (X,Y) = —Z xy; = XY ,ou(x;,y)estlavaleur observée pour
noa

I’individu i si X et Y sont discretes , ou le centre de la classe si I'une

des variables est continue .

3°/ soit (X,Y) une série statistique double de taille n .
soit nij le nombre de fois qu’apparait le couple (x;, y;j) -
1 G =z
alors cov ( X,Y) = ;Zzlnyx,y‘/ -XY .
=

4°/ soit (X,Y) une série statistique double de valeurs (xi, yi) 1y -
I’ensemble des points Mi de coordonnées(xi , yi) dans un repére

orthogonal est appelé nuage de points représentant la série statistique .

le point moyen du nuage est le point dont les coordonnées dont les

coordonnées sont les moyens X et V.

5%/ Principe de la méthode de Mayer

Soit un nuage de points représentant une série statistique double (
X,Y) et G son point moyen . ‘

On scinde le nuage de points de ( X,Y) en deux parties contenant a
peu prés le méme nombre de points .

On consideére alors les points moyens G, et G, des deux nuages
obtenus

La droite (G,G,) définit un ajustement affine du nuage de points
représentant la série statistique double ( X,Y).

La droite (GG,) est appelée droite de Mayer et passe par le point

moyen G du nuage global .
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6°/ Soit (X,Y) une série statistique double sur un échantillon de taille

n et telle que o, 0.
Soit(x; , y;)) 1 i n les valeurs observées de la série . Alors la

sommeZ(ax,. +b— y,)2 est minimale pour le couple (ay ,bp) tel que

i=]

a = cov()z(,Y) et b0 = I_/—COV(/E’Y)}
Oy Oy

7°/ Soit (X,Y) une série statistique double sur un échantillon de taille n .

La droite d’équation y = M( v

> X~ X) +Y est appelée droite

X
des moindres carrés de Y en X , ou droite de régression de Y en X .

cov(X,Y)
2

Oy

La droite d’équation x = ( y- ?) + X est appelée droite des

moindres carrées de X en X, ou droite de régressionde XenY .
8°/ Les droites des moindres carrées de Y en X et de X en Y passent

par le point moyen G du nuage associé a la série (X,Y) .

* Soit (X,Y) une série statistique double . On appelle coefficient de

cov(X,T)
OOy ‘

corrélation linéaire le réel noté p,, défini par p,, =

* Soit (X,Y) une série statistique double . Alors-1 < p,, <1.

Le coefficient de corrélation linéaire est invariant par changement

d’unité ou d’origine .

e . 3 .
Les statisticiens conviennent que lorsque] p‘w’ > ~\/2: , ’'ajustement

affine est justifié¢ et les prédictions faites au moyen de cet
ajustement sont raisonnables .
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EXERCICES

Exercice 1 :

Les résultats d’une enquéte statistique portant sur le hombre
d’employés chez les commergants d’une ville a donné les résultats

suivants :

Nombre d’employés x;| 0 121341561718

Nombre d’établissements y; | 160|110(100]|72 | 36 {29 |20 | 10| 3

1°/ Représenter graphiquement cette série de points.

2°/ Déterminer les équations des 2 droites de régression.

3°/ Calculer le coefficient de corrélation linéaire. Conclure.

4°/ Trouver les coordonnées du point G intersection des deux droites

de régression. Que représente le point G ?

Exercice 22

Dans une entreprise une étude simultanée portant sur deux caractéres
X et Y a été effectuée mensuellement au cours des six premiers moins

de I’année 1997 et a conduit aux conclusions suivantes :

a) Les six valeurs du caractére X correspondant dans I’ordre aux six
premiers mois de ’année 1997 constituent une suite arithmétique de

raison .

b) La droite de régression de Y par rapport a X a pour équation

Y=12X.
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c) La droite de régression de X par rapport 4 Y a pour équation :
9X=3,5Y +24.
1°/ Calculer le coefficient de corrélation linéaire de la série (X, Y).
2°/ Calculer XetY .

3°/ Déterminer les six valeurs du caractére X correspondant aux six

premiers mois de I’année 1997.

Exercice 3 :

On donne la série statistique suivante a deux variables.

x| 1,2 1,4 1,6 1,8} 2
yl{ 13 12 14| 16| a

Par la méthode des moindres carrés, on a : obtenu I’équation de la
droite (D) de régression de Y par rapporta X : Y =9X +0,6.
1°/a) Calculer X.

b) Exprimer la moyenne Y en fonction de a.
2°/ En déduire a .

3°/ Calculer le coefficient de corrélation linéaire » de la série (X,Y).

Exercice 4 :

Dans le tableau statistique suivant, X désigne la température moyenne
extérieure en 24 heures et Y désigne la consommation de pétrole de

chauffage pour les mémes 24 heures et pour une famille donnée.
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X en degréd —2 0 4 8 10
Y en litres |40 |30 20 |15 10

1°/ Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y et
vérifier qu’il y a une forte corrélation linéaire entre ces deux
variables.

2°/ Déterminer une équation cartésienne de la droite de régression de
Y en X.

39/ Quelle prévision (en litres sur sa consommation de pétrole peut
faire la famille considérée, si une vague de froid persiste pendant 48

heures avec une température moyenne extérieure de — 4° ?

Exercice 5

Dans une entreprise, la somme z en dinars réservée au lancement d’un
nouveau produit varie en fonction du temps x exprimé en années.

En posant y = Logz, on a obtenu le tableau suivant :

X; 1 2 3 4 5
Vi 13,3 129 12,5( 12,1 | 11,7

1°/a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire du couple (x, y).
Interpréter le résultat obtenu.

b) Déterminer une équation cartésienne de la droite de régression
de yenx.
2°/ Exprimer z en fonction de x et donner une valeur approchée de z

quand x vaut 10 en années.
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Exercice 6 :

Le rendement R d’une variété de blé (en quintaux par hectare) et la
quantité E d’engrais azotés (en kilogrammes par hectare) utilisée
pendant la culture sont indiqués dans le tableau suivant :

E (kg/ha)| 50 60 70 80 90

R (q/ ha) 35,7 41,4 45,7 47,2 -50,8

1°/ Caleuler le coefficient de corrélation linéaire du couple (E, R).
Que peut-on en déduire ?

2°/ Déterminer une équation cartésienne de la droite de régression de
RenE.

3°/ Quel rendement peut-on prévoir pour une culture utilisant une

quantité d’engrais azotés E = 100 kg / ha .

Exercice 7 :

Le tableau ci-dessous donne le poids Y ( en Kg) de 63 nouveaux nés ainsi

que le poids maternel X .

X | 140,507 | 150,60] | 160,707 [ 170,80] | Total
Y
11525 |1 0 1 0 2
12.53.5] |11 17 13 2 43
13.5,45] |4 4 8 2 18
Total 16 21 22 4 63

1°/ Calculer X et o, ,ainsi Y et oy .
2°/ Déterminer la covariance de X et Y . Interpréter .
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Exercice 8 :

Le tableau ci contre indique I’évolution du personnel paramédical
tunisien dans le secteur public (techniciens supérieurs, infirmeries,
auxiliaires de santé) de 1990 a 2005 .
1°/ En numérotant les années de 0 a 15, déterminer les valeurs de la série
double ( X, InY), ou X est le rang de I’année et Y est le nombre de
paramédicaux de I’année correspondante .
2°/ Représenter le nuage de points.
3°/ Onpose Z=InY
a) Calculer le coefficient de corrélation et justifier que I’on peut
procéder a un ajustement affine par les moindres carrées de la
série ( X ,Z) .
b) Donner la droite de régression de Z en X.
4°/ Quel sera le nombre de paramédicaux en 2020 ?

Année | Paramédicaux
1990 23743
1991 24555
1992 25070
1993 25291
1994 25466
1995 25874
1996 26130
1997 26369
1998 26676
1999 27050
200 27392
2001 30292
2002 28629
2003 29976
2004 29584
2005 29607
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~ SOLUTIONS
Solution 1 :
1°/
160%,A
110
100
72
50
40 (4,36)
10 (5.29)
20
10 o (83
0 * i
1 2 3 4 b 6 7 8

2°/ @ La droite de régression de Y par rapport a X est D :
cov(X,Y)
var(X)

Y=aX+b avec a= etb=Y-aX.

iny/ e
Or cov(X,Y):——N——XY.

2
25
ona:Y:%I—Zx-:ll; Vy = —(RX)* ~ 6,66

N
2

_ .o
ethLZx,zﬁl;VY: N ~(Y)* =2570

d’ot :cov(X,Y)= 125,66 ; a=-18_86 ; b=135,44.
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dou:f:Y=-1886X+135,44.

e La droite de régression de X par rapporta Y est & :a'Y + '

cov(X,Y) ot b

avec a'= =X-aY.

Y

Ona: a'=-0,05 et b'~6,93.
Dou fl: X=-0,05Y +6,93.

_cov(X,Y) cov(X,Y)

Oy 'Oy VX -VY

- 0,96.

3%/ Pyy

La corrélation est forte.
4°/a) Bet B’ se coupent au point G(X,Y)d’ ot G (4;60).

G représente le point moyen de la série double (X, Y).

Solution 2 :

1°/Ona: a=12 et a':gé .

Et on sait que aa'=p,, d’ou =++vaa' ora,da etr ont
q Pxy XY

méme signe d’ol py, =+vaa' = py, =0,68.

2°/ Les deux droites de régressions se coupent au point moyen G(X,Y)

- — . mly=12X
X et Y sont solutions du systéme :

09X =3,5Y+24
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(2)ys’éerit 1 9X =3,5(1,2X)+24

9X=42X+24 d’ou X=§i8=5 d’ot Y =6.

Conclusion: X=5¢t Y =6.

3°/ Soit Xi, X5, X3, X4, Xs et X4 . Les 6 valeurs du caractére X, ce
sont dans I’ordre les 6 premiers termes d’une suite arithmétique de

raison 1.

6 6
Ona: YzéZx, d’otr : Zx, =6X=30.
i=] i=1

Or X2:X|+1= X3:Xl+2 > X4:X]+3, X5:X|+4et
Xg =X, +5.
6

in:m SX X+ X+ X+ X5+ X =30 = X, :%5:2,5.

i=l

Conclusion : Les 6 valeurs du caractére X sont données par le tableau

suivant :
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Solution 3 :

2 s
1°/a) X = =2=16.
N 5

— 12+14+1
b)Y=l3+ 2+5 + 6+a:555+a.

2°/ On sait que le point moyen G(X,Y) appartient & la droite @D donc

Y =9X+0,6 or X =16 et V:SSS“’.
D’ou on obtient : o+a =15 d’ou a=20.

_ cov(X,Y) cov(X,Y)

XY 5, oy r——-‘VXVY

fo%’
or cov(X,Y)=="——

3°p

_5)7:0’46‘”4’4:()’72
N
25 2%
VX ZT—(X)_:O,Og N VY :T—(Y)~:8
0,72 0,72
Folt pyy =~ =22 09,
0,64 0,8

N

Remarque : la corrélation est forte. car )pXY] >—

2

Solution 4 ;

% 25 5
1°/ X = ~ =4 et Vy = -X? =208
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>
Y = =23 et V, =116

N
Zx/yi N
cov(x,y)y==——-XY=-48.
N
ov(X
Foll pyy =S V(X%,y) _cov(x,y) 097
Ox Oy V. Vy

il y a une forte corrélation linéaire entre X et Y.

208: Y=aX+b ol

V.,

et b=Y—-aX=3223.
d’oll Y =-2,3X +32,23.

. cov(x,y) —48 B
20,8

o]
>

3°/ La corrélation est forte donc les pointsde la série(x, y) sont presque

alignés donc on peut remplacer dans I’équation de #, X par — 4 pour

obtenir la consommation de pétrole Y de la famille pendant 24 heures.

On obtient : ¥ =(-2,3)(-4)+32,23=41,43.

Pendant 48 heures on prévoit que la famille consomme 2 x(41,43) [

soit 83/.

Solution 5 :

— i

~(X)' =2 doi oy =+2.

_ Zy/
oY = =125
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i

D
v, =—N——(?)2 =032 d’ou oy =0,4-42.

D
cov(x,y) = N -Xy=36,7-37,5=-0,8

o _cov(X,y) -0,8 1
T s.0,  V2-0,402)

Dl:y=ax+bola= cov(x, y) = _2’8 =-04 et
b=y—-ax=12,5+(0,4)3)=13,7.
Conclusion - By =-0,4x+13,7.
2°/ Logz=y< z=¢" or y=—04x+13,7.
Conclusion : z = ¢0+*137)
lorsque x =10 < z=¢"" ~16317,60 .
Solution 6 :
cov(E, R
1/ per :_*)‘
Of *Og
— 1 1 2 =2
ona: E==> E, =70; Ve=—>» E{=(E) =200
. SZ ; SZ (E)

o =+/Vg =200 = 1042

R =44,16 ; V; =269784 et oy ~ 5,1941 .

ER _ _
cov(E,R):-Z—S;’—E-R =3163,2-3091,2 =72

d’ou r = 0,98 donc la corrélation est forte.
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2°/ A:R=agE+b ou «a

et b=R -aE =44,16-0,36-70 =18,96

dot A:R=0,36E +18,96.
3°/Ona:R=0,36-E+18,96 et E=100 kg/ ha

d’ot R=54,96 q/ha.

Solution 7 J

1°/ Etude de la variable X

_cov(E,R) 72
VE

200

=0,36

x; ( centres des classes | 45 55 65 75
de la variable X)
n; 16 21 22 4 4

Zn, =63
i=l

52 2025 | 3025 4025 | 5625

nix; 720 | 1155 1430 | 300 4
Zn,x, =3605
i=l

n x> 32400) 63525 | 92950( 22500

4
D mx}=211375

i=]

Le calcul donne

s 1 d 1 2 2 o2
X=—)> nx=57,222, V(X)=—) nx; —(X) =80.776
63,4_:,, (X) 63§ (X)

o, =V (X)=8.9875
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e Etude de la variable Y
'y 2 3 [4

n; 2 43 | 18 3
>on, =63
=

yi 4 9 16

ny; | 4 129| 72 3

- > ny, =205
.

o2 (8 [387]288] 2

ny Zn/yjz_ — 683
J=i

Le calcul donne

_ 1 3 1 3 _
Y=—Yny =02529, V(¥)=—>Y ny’ =) ,o, =V, =0.5029
63; ij ( ) 63; 1y1 ( ) R \ Yy

2°/ Dressons les couples distincts des valeurs observées et leurs effectifs :

Couples| (45,2) | (45,3) (45.4) (55,3) (55.4) (65,2 (65,3)] (65,4) (75,3) (75,4)
xiy;)

Effectify 1 11 4 17 l 1 13 8 2 2

Nji . x; .| 90 1485 720 | 2805 880 | 130 | 2535 | 2080 | 450 | 600

Le calcul donne
34
DY nyx,y, =175,
J=li=l
D’ou cov ( X,Y) = glgx 11775-XY =0.7
Interprétation

La covariance est positive donc X et Y ont tendance & varier dans le méme

sens.
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Solution 8 :

Xi Yi zi=1In(y) x! |z} XiZi
0 23743 10.075 0 101.505 | 0
1 24555 10.108 1 102.171] 10.108
2 25070 10.129 4 102.597} 20.258
3 25291 10.138 9 102.778 { 30.414
4 25466 10.145 16 102.921 | 40.580
5 25874 10.160 25 103.230 ¢ 50.800
6 26130 10.170 36 103.430 1 61.020
7 26369 10.179 49 103.612 1 71.253
8 26676 10.191 64 103.860 | 81.528
27050 10.205 81 104.142 | 91.845
10 27392 10.218 100 | 104.410 102.180
11 30292 10.318 121 106.461 | 113.498
12 28629 10.262 144 | 105.310 123.144
13 29976 10.308 169 | 106.254 | 134.004
14 129584 10.294 196 |105.970 | 144.116
15 129607 10.295 225 |105.990 | 154.425

Le calcul donne X =7.5, o, =4, Z =10.199, o, =0,074
cov (X,2)=0.326, p,, = 0.960.

le coefficient de corrélation est trés proche de 1 .
L’ajustement est donc justifié.

0.326

61)’

La droite de régression est d’équation z = (x =7.5)+10.199

Soitz=0.015(x - 7.5) + 10.199 .

4) Le nombre de paramédicaux sera de "7 ?073"1%19 = 34424
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Probléme 1: |

I- Soit m un nombre complexe.

1°/On pose : P(m)=-4m’—4m (1-4 i )+ 15+ 8 i
Montrer que P(m)= (2 im+i+4)

2°/ On considére , dans C , ’équation :

(E): 22 =Q2m+5i)z+2m+(1+i)m-2(5+i)=0

ou m est un parametre appartenant & 1’ensemble C des nombres
complexes.

a) Déterminer les deux solutions de 1’équation (E).

b) Calculer m pour que m soit lui-méme solution de ’équation (E).
I1- Dans la suite, on considére le plan complexe P muni d’un repere
orthonormé direct (0,7, /).

Soit M un point du plan d’affixe un nombre complexe 1.

On désigne :

* par S la similitude directe, qui au point A, associe le point O
d’affixe z=(1+iym+2+31i.

* par §” la similitude directe, qui au point M, associe le point O
d’affixe 22=(1-im-2+21i.

1°/ Donner les éléments caractéristiques de chacune des deux
similitudes directes S et S”.

2°/ Montrer que S” o S est une homothétie dont on précisera le rapport
et le centre J.

3°/ Montrer que I’application f'qui envoie Q sur (O est une rotation

dont on précisera le centre Q et ’angle.
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4°/ Soit I le milieu de [QQ’] . On pose I = {M).

a) Montrer que # est une translation dont on précisera le vecteur.

b) Montrer que si Q est distinct de Q, alors les droites (1) et
(QQ’) sont perpendiculaires.
5°/ a) On donne un point M du plan. Déduire, de ce qui précéde, une
méthode pour construire simplement les points Q et O’ tels que :
SM)=Qet S(M)=0

b) On donne un point Q du plan.
Construire les points M et (O tels que : S(M)=Q et S’(M)=Q’.
6°/ Soit M un point du plan et Q = S(M) , O’=S"(M).

a) Déterminer et construire I’ensemble des points M tels que les
points M, Q et (O’ soient alignés.

b) En déduire, dans le cas précédent, I’ensemble des points Q et

celui des points Q. Construire ces deux ensembles.

Probleme 2 ;-

Soit dans le plan orienté, un losange ABCD tel que

- N>

(AB,AD)E%(Z;I) et AB = 6 (encm).

Soit R la rotation de centre D et d’angle -%[— .

On désigne par [, J, K et L les milieux respectifs des segments [4B] ,
[BCY, [AD] et [AC]. Soit O le centre du cercle circonscrit au triangle
BCD et O le centre du cercle circonscrit au triangle ABD.
1°/ Soit f= S 0 Rj4 ( Sps étant la symétrie orthogonale d’axe (DA4) ).
a) Déterminer la droite A telle que R=S),0 5, .
b) En déduire la nature et les éléments caractéristique de 1.

2°/ Soit g= Ro SB(_' .
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a) Déterminer g(B) et g (C).
b) Montrer que g n’est pas une symétrie orthogonale.

c¢) Déterminer la nature de g et donner sa forme réduite.
- . 1
3°/ On désigne par h ’homothétie de centre D et de rapport 5 et on

pose S=Roh.Soient (§) et (L) les cercles circonscrits
respectivement aux triangles BCD et DKL. Soit E le point
diamétralement oppos¢ a D dans le cercle (£).
Determiner S(B) , S(C) et S(E).

Préciser la nature et les éléments caractéristiques de S .

Montrer que ( £’ ) est le cercle de diametre [DO’].

Probléeme 3::

On donne dans le plan orienté, un triangle rectangle OAB tel que :

- A -
OA =20B et(0OA , OB) z% (27) (On prendra long [OA] =8cm)

Soient J et K les milieux respectifs des segments [04] et [OB]. On

désigne par 4' le symétrique de O par rapport & B, / le symétrique de J

par rapport a O et H le projeté orthogonal de O sur (4B).
A - Soit r la rotation de centre O et d'angle —;E .

1°/ Préciser v(A4) et #(B).

2°/ Soit G = r(H)

a) Montrer que, G appartient a (/4") et que (OG) et (/4') sont
perpendiculaires .

b) Construire alors le point G.
B - Soit s la similitude directe qui transforme Oen 4 et Ben O. -

1°/ a) Déterminer le rapport et l'angle de s.
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b) Montrer que le centre de s est le point AH.
¢) Montrer que s(K) =J ; en déduire que : (HK)L(HJ).
2°/ La perpendiculaire en 4 & (OA) coupe la droite (KH) en C.
a) Montrer que s(O4) = (4C)
b) En déduire que s(J) =C
¢) Montrer alors que HC = 04 = AC
C - Soit ~=sor™". On désigne par L le symétrique de O par rapport
L
1°/ a) Déterminer A(1) et A(O).
b) Montrer que 4 est une homothétie et déterminer son rapport.
c) Montrer que 4 a pour centre le point L.
2°/ a) Déterminer I'image de G par sor™'.

b) En déduire que G est le milieu de [LH]

c) Montrer que LHA' est un triangle rectangle.

Probléme 4 :

Dans le plan P orienté, on considere un rectangle ABCD tel que :

SN T N
(AB,AD) = 5 [2n ] et AB=2 AD . On désigne par I le milieu de [AB],

O le milieu de [BD] et par ( C ) le cercle circonscrit au rectangle ABCD .

Soit f la similitude directe qui transforme Benletlen D .

[°/ Montrer que le rapport de fest 42 et que —% est une mesure de son
angle .

2°/ Soit s la similitude directe de centre C de rapport v2 et d’angle —% .

a) Montrer que s(B)=1.

b) Montrer que fos™ = idp , ob idp est I’application identique du plan .
pp I
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¢) En déduire que f=s.
3°/ Soit A" = f(A) . Montrer que D est le milieu de [ A'I] . Construire alors
le point A . '
4°/ La demi-droite [CA") recoupe (C) en O' .

a) Calculer CO' et CA’ en fonction de CA .

b) En déduire que O' est le milieude [CA'] .

¢) Prouver alors que O' =f(0O)

Probléme 5 : 3

A
Le plan est orienté ABC est un triangle tel que (A_I)3,ATEI) = —735 [27].1a
lettre O désigne le centre du cercle ( C ) circonscrit au triangle ABC et I est le
point d’intersection des bissectrices de ce triangle .
les points P et Q appartiennent respectivement aux demi-droites [CA) et [BA)
et vérifient : CP=BQ=BC.
1°/ a) Montrer que (CI) est la médiatrice de [PB] et que (BI) est la médiatrice
de [CQ].

A

> > 27
b) Montrer que (CP,QB) = Y [27]

2°/ Soit f la rotation qui transforme CenQetPenB.

27
a) Montrer que fa pour centre | et que 5 est une mesure de son angle

—)A—> 7
b) Montrer que (IB,IC) = Y [27]

¢) Montrer que les points I, P et Q sont alignés .

BRGIN
(On pourra calculer) (IP,1Q)

3°/ On pose O, = f(O) et O,=1(0,) .
a) Montrer que f{O; )= 0O
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b) En déduire que le triangle 00,0, est équilatéral et que (OI) est la

médiatrice du segment [0,0,]
. . 2
4°/ Soit r la rotation de centre O et d’angle —31 etg=forof.

a) Montrer que g est une translation .
vérifier que g(O,) = O, . En déduire le vecteur de la translation
b) Montrer que r(B) = C . En déduire que g(P)=Q.
¢) Montrer alors que les droites (OI) et (PQ) sont perpendiculaires .

5°/ Soit s la similitude directe de centre O et qui transforme I en O, .
p bs
a) Montrer que V3estle rapport de s et que (_E ) est une mesure de

son angle .

b) Montrer que pour tout point M du plan distinct de O, d’image M’ par s,
le triangle OM M’ est isocéle de sommet principal M (On pourra utiliser les
relations d "El Kashi) . |

¢) Construire les points B' et C' images respectives de B et C par s .

Probléme 6 :

A - Soit fla fonction définie sur }0,+cc[ par :

1
Ax?

Sfx)=Log(1 +i) ——1—+
X x

1°/ Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative ( )
dans un repére orthonormé (0,7, j ). .
2°/ a) Montrer qu'il existe un réel o unique tel que : O<a<l1 et
Aa)=0.

b) En déduire le signe de fix) pour x 2« .
3°/ Soit un réel A tel que a < A .0On désigne par A( A ) l'aire de la partie du
plan limitée par la courbe ( ), I'axe des abscisses et la droite d'équation x

=A.
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a) Calculer A(1)
b) Trouver la limite de A( A ) lorsque A tend vers +o0.
B - Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul. On se

propose de déterminer la limite de la suite (U, ) définie par : U, =

n_-n

ne

n!

1°/ Démontrer en utilisant les variations de la fonction f, que :

Log(n+l)—]ogn§-1——% (1) et en déduire que
n

nZ
I n '__l_
(1+——j <e W
n

2°/ Démontrer alors que: U

1

< U"e 4n

n+l
Il

s &
eten déduire que: U,,, <U,e *

3°/ Démontrer en utilisant la relation (1) de la premiére question de la

n n
partie B du probléme, que : Log(n+1) < %—% kL’
k=1 k=1

B . —ll,og(n +1)
et en déduire que : U,,,, <U,e *

4°/ Montrer que la suite (U, ) est convergente et calculer sa limite

lorsque # tend vers +o0.
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- SOLUTIONS

Solution 1:
19 Qim+i+4) =Qim) + 4im(i+4) + (i+4)
=Am’ — 4m + 16im +15 +8i
= -4m’® — Am(1-4i) +15 +8i
= P(m)
2°/ a) A = @m+5i) — 4 + (1+)ym —2(5+i) )
=4m’ + 20mi —25 — 8m* — 4(1+i)m + 8(5+i)
=-4m’ — 4m(1-47) +15 +8i = P(m) = Rim + i+ 4 )

z'= 2m+51+22zm+1+4 =m+im+3i+2=1+)m+2 +3i

" 2m+51—221m—1-4 =m-im+2i-2=(1-)m -2 +2i

b) m est solution de () si et seulement si m vérifie (E)
m—Q2m+5iym+2m+(+i)ym=-25+i)=0

o m* + (1-45ym — 2(5+i) =0

A = (1-4i)* +8(5+i) =25

ST et o = :”2&5 =2+2i

!

d’ou m
[I- 1°/ * Eléments caractéristiques de S :
Le rapport de Sest k = |1 +z’[ =2

L angle 0 de S est 0 =arg(1+) (2n) = % (2m)

2+3i 2+3i ~ 349;

I—(+i) —i

Le centre / a pour affixe a=
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* Eléments caractéristiques de .S” :
Le rapport de S"est &' = ‘1 - i‘ =2

L’angle 6' de S'est 0' =arg(1-i) (2n)
T
=-— (2
2 (2m)

Le centre I' a pour affixe o' = — 2 + 2 =2+2i

l

2°/ 8§ o S est la composée de deux similitudes directes donc .S" o S est

une similitude directe de rapport £.A=2; d’angle o = 0 +0' (2n)
=0(2n)

Donc §" o S est une homothétie de rapport 2.

Forme complexe de §' 0 S : ( pour déterminer le centre de S'o §')

Mz) -—&§—> Mz : 2 = (1-0) [(1+D)z +2 +3i] -2 +2i
z'=2z+ 3+3i

D’ou le centre Jde §' o S a pour affixe -3 — 3i .

3°/ @' a pour affixe z' = (1-i) m -2+2i = -i(1+i)m -2+2i

Q a pour affixe z = (1+))m +2 +3i = (1+iH)m = z-2-3i
d’ou z'=- iz - 5+4i

soitf:  Mz) > M(2")/z'=-iz-5+4diona fiQ)=Q'

fest une similitude directe de rapport £ =‘~ i‘ =1etd’angle 6 tel

que : O=arg (-i) (2) soit : O —% = (2m)Donc fest une rotation

d’angle —g— .Soit Q le centre de f

—5+4i=_l+2i
2

2 a pour affixe :
1+ 2
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1

4°/a)y[=Q0* Q' >z = Z—2t£=m+ %iavecm est affixe de M.

o 5 > . .
Soit u d’affixe 51‘ .Ona: IM = u d’ou 7 est une translation de

vecteur 1 .

b) Pour montrer que (QI) L (QQ") il suffit de montrer que :

Zy 2

est un nombre imaginaire pur.
Z,—2Zg

200720 _ (1=Dm=-2+2i-(1+)m—-2~3i _ 2im—-4-i

Z)—Zg

5.1 9, 1 .
m+51+~——1 m+——2i

—2i(m - 2i + l)
= ——_]—2= 2i d’ou (Q) L(QQ).
m=2i+—
2
5°/ a) Soit M €(P) On a : I=t3 (M) d’oti la construction de /
Ona:(Q) L(QQYet] e(QQ") donc :(Q) LUQ)
D’ou Q appartient a la droite A passant par / et perpendiculaire a (Q1)
QQ = Qo'

OrfO=0"' (Q_)Q ’ Q_)Q‘) _ _% @) donc

QQQ' est un triangle isocele rectangle en Q et de sens indirecte et
comme /= Q*(Q' donc /Q=IQ '=IQ0 d’ou la construction de Qet Q.
b)Ona:A0)=0' o QO=Q0' et (Q0,Q0")= ‘% (2r)

d’ott la construction de Q. Et comme /= Q * (' d’ou ’emplacement
de /.

Ona:iMy=1 Mi=i < M= o t-5()=M

D’ou la construction de M.
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- - '
6°/ a) M, Q et Q' sont alignés < MQ et QQ' sont colinéaires
—
MQ apour affixe: (1+i)m +2 +3i —m = im +2 +3i

Q_>Q' a pour affixe: -2mi- 4 — i
On pose m =x+ iy (x, ye R)

x+3

Zmo =ix—y+2+3i  dou MO [2‘y)

ZQ_)Q' =-2i(x +iy) -4 —i d’ou QQ' [ ; 41]
x—

2-y 2y-4]

x+3 —-2x-1
< (-4x - 242xy +y) - 2xy -4x + 6y-12) =0
< 5y+H0=0y=2

L’ensemble demandé est la droite (8) d’équation y=12.

b) 0 =S(M)
M décrit la droite (8) : y = 2 alors O décrit la droite (8,) = S(3)

donc =0 < 2-Y)(-2x-1)-(x+3)2y-4) =0

Détermination de 8 :

A(0,2) ; B(1,2) sont deux point de (d)

Soit A=S(4) = zy=(+)2i+2+3i=5i

d’ou 4'(0,5)

Soit B=S(B) = zp = (1+i)(1+2i) +2 +3i= 1+6i
d’ou B'(1,6) '
G)=(4'B) ( on remarque que : (5,A51 )= %(n))
Q'=RQ), O décrit (§)) = Q' déerit (53) = f(d))

Ona:3, L &, (carl’angle de fest - %)

O, passe par le point A" = f(4') dont I’affixe est :
Zp=-izy —5+4i=-i(5))-5+4i=4i d’ouA4"(0,4)
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Solution 2 :

BCD étant un triangle équilatéral donc le point O est ’orthocentre du
triangle BCD, de méme O' est 'orthocentre du triangle ABD.

>N\ -

[-1°/a) R=rot (D,- =) =8 08y donc D €A et (A, DA)———(;r)
J

A

Or (DO, DA) E_%(”) d’ot A= (DO)

Conclusion : R=S5,,0 Spo
b)f Spa0R=S8p4085408p0=Sno

fest une symétrie orthogonal d’axe (DO).

DB DA

2°/a)g(B)=Ro Sp(B)=R(B)=Acar: {(DB DA) = _% )

DB = DC

g(C)=Ro Sy (C)=R(C)= B car 3{(5&53)5—% (27)

b) g est la composée d’un déplacement et d’un antidéplacement
donc g est un antidéplacement.
Si g est une symétrie orthogonale donc g= S, or g(C) =
= Sw(C) =B = S(B) =C = g(B) =Corg(B)=4
ce qui est absurde .
Conclusion : g n’est pas une symétrie orthogonale.
c) g étant un antidéplacement différent d’une symétrie orthogonale
donc g n’est autre qu’une symétrie glissante.
g=SA, 0ty =t 0SA, ou u estun vecteur directeur de A, .

Ona: gog=hty

i (O)= gog(C)=g(B)=A ol 2ii = CA = ii =
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g(B)=A = A*B=I ¢ A, .
g(C)=B = C*B=J ¢ A, .d’ou A, = (1))

Conclusion : g =S50 t& = z_} 0 Sy
=l
3°/2) * S(B)=R o h (B)
Ona : WB)=L car DL :% 0B d’ot S(B)=R(L)

Ona :L=B*D donc R(L)=R(B) * R(D)=A*D=K
Donc S(B) =K
*S(CO)=Roh (C)=R(C") avec C'=WC)=D*C

A

On a DL = DC et (DC',DL) = —%(2@ donc R(C) =L

Dou S(C)=1L

* S(E) = Roh(E) = R(O) , O étant le centre du cercle circonscrit au
triangle BCD donc R(O) est le centre du cercle circonscrit au triangle
ABD (carR(B)=A,R(C)=BetR(D)=D).

d’ott R(O) = O’ et par suite S(E) = 0.

b) § est la composée d’une homothétie et d’une rotation donc S est

une similitude directe de rapport % d’angle —% et de centre D

(S(D)y=Roh(D)=R(D)=D).

¢) On a: O'KD est un triangle rectangle en K donc K appartient au
cercle de diameétre [O'D]

O'LD est un triangle rectangle en L donc L appartient au cercle de
diamétre [O'D]

Donc [O'D] est un diametre du cercle passant par les points O', L, D

et K d’ou [O'D] est un diamétre de £'.
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| Solution 3 :

A-1°/0na:04'=20B=04

- A —>
et (04, OA)_(OA OB) Q)= (27r)

S>A> g
et (OB, 0J) = > Q2r) dour(4)=4'

ona: 01=OJ:%0A=OB donc OB=0!I dou #B)=1I.

2°/ayona: H e(AB)donc r(H) er(AB) et par suite G er(A4B) or
rAB)=(Al)car (A)=A'etr(B)=1d'ou G e(/4")
On a: (OH)1(AB) et comme la rotation r conserve l'orthogonalité
alors : "(OH) = rAB) or {OH) = (0G) car (O)= O et r(H)=G
HAB)=(IA") d'ou : (OG)L(IA")

b)Ona: (OG)L(IA") et G e(I4")donc G est le projeté orthogonal

de O sur (I4") d'oti la construction du point G.

B - 1°/a)soit k lerapportde Son a : k=%=2—08—=
OB OB

Soit @ une mesure de I'angle de Sona:
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—> A > > A > P
6 = (0B, AO) 27)= (OB ,04) +7 (2rx)= -t

<27r)z§(2n)

b) Soit O le centre de Son a :
d'une part : S(O) =4 et S(Q) = Q alors (QO)L(QA)
S(BY=0¢etS(Q)=Q alors (BQ)L(OQ)
d'ou (QA)/ /(QB) et par suite Q, 4, B sont alignés
d'autre part : (QO)L(QA) et (QA)=(AB) (car Q, A, B sont alignes)

d'on : {(QO)J“(AB) donc Q est le projeté orthogonal de O sur (4B) et
Q e(4B)
par suite QO = H
c)ona: K= O*BetSconserve les milieux donc S(K) =
S(OY*S(B) or S(O)=A et S(B) = O d'ot S(K) =4*0O=J
ona: K—>»J

= A

H—25H donc(HK , HJ) = (27) et par suite

z
2
(HK)L(HJ) .

2°/ a) Soit A; =S(04) donc (OA4)LA, car une mesure de l'angle de §

est g et comme S(O) =4 alors 4 €A, donc A, est la perpendiculaire

en 4 a (OA) et par suite A, L(AC).
Conclusion : S(OA) = (4C)

b) Soit S(J)y=.J et on a : S(H) = H (car H est le centre de S) donc
(HJ)L(J'H) or (HJ)L(HK)donc (J'H)//(HK) et par suite H,J', K
sont alignés et par conséquent J' e (HK) d'autre part J €(04) donc
s(J) €s(04)
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d'ou J'e(AC)donc : J' e(HK)N(AC)={c}d'ouJ'=C
Conclusion : S(J)=C
c) d'une part : J—sC
0—2> 4 donc AC=20J = 04 car J= O*4
d'autre part : H S 5 H
J—>5C donc HC = 2JH

or OHA est un triangle rectangle en H et J= O*4 donc J représente le

centre du cercle circonscrit an triangle OHA et par suite JH=
oJ= —21—0A et par suite HC = 04

Conclusion : HC = 04 = AC.
C-1%a)*h(Ily=sor ' (I) or(B)=Idonc r~'(I)= B et par suite

WD =S(B)=0
* h(O)=sor ' (0)=S(0) = 4 (car : O est le centre de r et par suite de
r! )

b) & est la composée de 2 similitudes directes alors /# est une
similitude directe .

* Soit k son rapportona k=2.1=2

* Soit @ une mesure de son angle. 05%+ —% Q2r) =0 27)

- -
d'ot OW =20I donc A est une homothétie de rapport 2.

¢)On a: A(l) = O et soit W le centre de » donc O_I;V =2 Wi et par

suite :
- - - - -
WO =2W0+20[ orOL=20I (car:]=O%L)

- - i
donc OW =OL et par suite W =L
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Conclusion : h a pour centre le point L .
2°/a)Ona:r(H)=Gdonc r ' (G)=H
sor ™ G)=S(¢"(G))=S(H)=H

b) On a: A(G) = H et L étant le centre de 4 donc L_[)J =2 L_E; et par
suite G=L*H

-> A - T

c)Ona:04'=0Let (04, OL)s-z— Q)
donc r(A4") = L et comme r(H) =G
ona:A'—>1L

H——G donc (HA')L(LG) et comme L, G, H sont alignés donc

(LG) = (LH) et par suite (HA").L(HL) et par conséquent on a LHA' est

un triangle rectangle en H.

Solution 4: A
o ©
f: B>l C
I—-D 0
D
1°/ Le rapport de fest k = Bl A ] B

1 " b
Ona: AD=5AB=AI et (AlLLAD)= ) (27 )
donc IAD est un triangle isocéle rectangle en A
on a cos %%%3 VZIA=1ID d’ou kzﬁ:%:\/f

A
- >

ona: @=(BILID) (27)
VAN

- -
(IA,ID) (27)

(27)

i

If

A,
z
4
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2°/ a) On a: CIB est un triangle isocele rectangle en B et de sens

A

. -> = Cl
direct, donc (CB,CI) = -—E (27) etenplusona: B V2 donc

S(B)=1.

b) foS™ est la composée de 2 similitudes directes donc c’est une

o . 1 . .
similitude directe de rapport V2. —=1 et par suite foS™ est un

N

déplacement , d’angle nul = foS™' est une translation.
or :foST(MH=f(B)=1 = foS' =t =t, =id,
noo
c)Ona:foS'=Idp = foS'oS=Idp0S = f=S$
3% Soit  A—5A'; I—5D et B—>1
On a: I=A*B et comme f conserve les milieux donc f(I)=f(A)*f(B)

= D= A"*1]

> > 5 o
4°/ a)*ona : (CO',CA)=(CA,CA) (27)

or: C—5C et A—L>A
VAN VAN

- o ju - .
donc : (CA,CA')E——4— (27) d’ou (CO',CA)EZ (27)

*O'e C et (C) estlecercle de diamétre [AC] donc O' AC est un

triangle rectangle en O' d’ou O' AC est rectangle isocéle en O'

et par suite : CO'= ~1—CA .

V2

£f(C)=C
*{ © donc CA'=+2CA

f(A)= A’
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1 I
b) Ona: O'€[CA') et CO'=—=CA =—CA'
V2 2
donc O' = A'*C.
¢) On a: O= A*C et f conserve les milieux donc {O)=f(A)*f{(C)

= f(O)= A'*C=0'.

Solution 5 :

1°/a) On a : CP = BC donc CPB est un triangle isocéle de sommet

principal C donc la médiatrice de [PB] est la bissectrice intérieure du

secteur [EP,SB] = [C“)A,C_)B] qui est la droite (CI) .
Conclusion : (C]) est la médiatrice [PB]
On a : BC = BQ donc BCQ est un triangle isocele de sommet principal

B et par suite la médiatrice de [CQ] est la bissectrice intérieure du

- —>~e

secteur [ BC,BQ ] = [ BC,BA ] et par suite (BI) est la médiatrice de

[CQ)
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A A

- - - = — -
b) (CP,QB)=(CA,AB) (2n) car: CP et CA sont colinéaires et de

- ~
méme sens , de méme pour QB et AB

A A
or: (C—)A,AB)E (AC,AB)+71 (27)

= —§+n 2mn)
J

=22 @)
J

A
Conclusion : (€P,JB) = 2—3”— Qr)

2°/f:C> Q
P—> B
Soit Qlecentredefona: QC=QQet QP = QBdonc Q estle
point d’intersection des médiatrices des segments [QC] et [BP]
d’ot {Q }=(BI) n(CI) et par suite Q =1
N

soit @ une mesure de 'angle de fona: 6 =( SP,SB) 2n)

335 27) (d°apres 19/ b)
. 27
Conclusion : f=R(], —3—)

A A A
b)ona: BIC +IBC +ICB==n
AN A A N
or IBC+ICB= %(ABC+ACB)= %(2—;)4;—

N
N - -
d’ou BIC= n—?;:zTﬂ et par suite (IB,IC )= 2%
2 S
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¢)Ona:C—5 Q
P—5B

I 51

A A
- -

Ona:(P.IB)= —231(2n)et(1c,16)5 ELNVRS

AN A N A

(1P,1Q) = (1P,1B )+(IB,IC)+(IC,1Q) (27)

=0 (2n) etparsuitel, P, Q sontalignés
3°/a) f(O;)=fo f(O))=fo fof(O)

f=R(, 33{‘-) done fofof =R (I, 27 ) = id

d’ol f(O,)=1idp (O)= O
b)Ona:f O — O
O —» 0,
O,—> 0
f étant une rotation donc f conserve les distances et par suite :
00; =0, 0, et O; O, =0 0, d’ot OO, O, est un triangle équilatéral

f(0,) =0,
f() =1

Ona }donc 10, =10, et par suite | appartient a la

médiatrice de (O, 0, )

d’autre part : O appartient a la médiatrice de (O, O,)

donc (OI) est la médiatrice de [O; O, ]

4°/a) g est la composée de trois déplacements donc g est un

déplacement d’angle o. o = 2ﬁ£+—23£ +2?ﬂ (2n)
D

EO (271?)
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donc g est un déplacement d’angle nul alors g est une translation
g(0y)=forof(Oy)
Ona:f(0)=0etr(0)=0c¢et f{0)=0; d’ou g(0,)=0,

et par conséquent g =t
0,0,

A A
b)Ona: OB =0C et (OB,0C )=2( AB,AC) (27)

= %’E(Zn) et par suiter(B) =C
gPy=forof(P)=for(B)=f(C)=0Q

- —
Ona:g(P)=Qdonc to”o (P)=Q et par suite 0,0, = PQ

or (OI) 1 (0, O,) et par suite (OI) L(PQ)
5°7a)s: 00— O

00,
ol

On a : 0O, O, est un triangle équilatéral et IO = 1O, (car f{O)=0,)
et 10, =10, (car f{O;) = O, ) d’olt 10 =10, =10, alors | est le centre

I -0, soitklerapportdes ona:k=

du cercle circonscrit au triangle OO, O, 0]

S 00, dou k= 9—0—‘=ﬁ

Ona:0Ol=—
3 e)|

soit 6 une mesure de I’angle de s

N

Ona: 6 5(81,0_(31)(2ﬂ) O
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b)Ona:M—5 M'

0—50
A
OnaOM = y30M et (oT\A,oKA')E-% Qn)
N
Ona:MM2=0M+0M? -20M.OM cos(OM,OM")
MM'? = OM? +30M” -2 OM. 43 OM. ‘/2: M2 = OM?

d’ot MO =MM' et par suite OM M' est un triangle isocéle de
sommet principal M
¢)Ona:s(B)= B donc d’apres 5°/ b

ona:OBB' estun triangle isocéle de sommet principal B .
B

A o B A
d’autrepan:(SB,JB')s-% 2n) dou (BO,BB)= _23£(2n)
AN
ainsiona: BO=BB' et(B_E),B—l)B')z 2—” 0)

et par suite B' = R(B ) (O) d’ou la construction du point B'

de méme : C' =R(C, T) (O) d’ou la construction du point C'
2

LSolution"'G :

A - 19/ fest définie, continue et dérivable sur ]0,+wf et Vx €]0.+[ :
.
2
[1(x)=—% +']——L=——]———+—1——~17 _ Xl e signe de
1+ X2 x(l+x) xP 260 204w
X

f'(x) sur 0,40 est celui de x-1

(¥
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o ] +o0
X 0
S | - -0 +
fx)j+eR )
\L\
Log2——/

. 1 ¢
* lim f(x)= lim T[xz Log(—li”—) -x+ l}
x—07 x—=0" x X 4

1
= lim —l—[x Log(l+x)-x~ 2 Logx —x + 4] +00
x

x>0

.

A\ 4
P

2°/ a) La restriction de f'sur ]0,1]est continue et strictement décroissant
sur ]0,1]donc c'est une bijection de ]0,1] sur [Logz - %,+oo[ donc 0

admet un seul antécédent o e]0,]] par cette restriction ce qui prouve

qu'il existe un réel o unique tel que
O<a<letf(a)=0

b) D'aprés le tableau des variations de fet d'apres 2°/ a)
Vx>a ; f(x)<0

3°/a) A(A) = Ef(x)ldx= ‘[—f(x)cbc: ff(x)dx (U.4)
A

* J.}(X)dx: rLog(l +—1—)dx+ Jv(-l_z_l)dx
/3 /} X L 4x x
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* Calcul de .rLOg(l + l)alx faisons une intégration par parties
A x

u'(x)=1 u'(x)=x

Posons {V(x): Log(1 +l) et V() = - 1
X

x(1+ x)

d'oilfLog(ni)dx:[xLog(Hl)] +J" L
2 x x4, g l+x

=alog(1+ l) — ALog(1+ l) +[Log(1 +x)|
o A

= alog(1 + ) = ALog(1 + ) + Log(A=%)
a A 1+ 4

* Calcul de Jﬂ(L2 - l)abc
h 4x X

1 1 1 “ 11
—dx=|———_ =L +———— on obtient
| G Y { ix "ng e YR
donc
(“ 1 1 1+ 1 1
S (xX)dx =aLog(l +—) — ALog(1 + —) + Log( ) Log( Y t———
., (o4 A I+ o 41 4o

I+a I+A 1 1

= alog(l +—1—) — ALog(1+ —1—) + Log( A Y- Lo (*) ———
a 44 4o
1

1
= (& + D) Log(l +—) (2+1)Log(1+-) +ZZ’E

Conclusion : A(A) = (a+1)Log(l+-l-) (/1+1)Log(l+——)+—~——~l-
o AL Ao

Ud
1+
. 1 . (A+D 2
1 )=
b) /1]—1>Tm(l+ )Log(]+/1) /11_1)1110O 1 Log T
A
1+
or lim MH)—let hm Log A__ lim Log(1+X):1
A+ A A—>+n 1 X-0 X

2
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1 .
donc Alim (A+DLog(1+ Z) =] et par suite
—>+n

lim A(A)=(a+1)Log(1+ l) —1- 1 En remarquant que
A—>+0 o 4o

fla)=0> log(1+L):i—L7 on obtient lim A(/l):—l—— 17
¢ o 4da”

A—>+0 2a 4(,1"

B-1° Daprés A -2°/b)ona: VYx2a: f(x)<0donc pour tout entier
1

1 1
n>1(car a<l)ona: f(n)<0 = Log(l+—)<———
n n

4n*
= v”GN‘I;LOg(n+1)—Lo,gfnSl— .
n 4n°
1 1 1 1 1
= Log(l+—)<——— = nLog(l+—)<1-—
n n 4n° n 4n
I1/,()g(l+l) 1_L . 1 n 1_L
e 7 <e 4 cequidonneque [l+—| <e #
n

2°/ On vient de montrer que pour tout entier n>1 ;ona:

1 1
N e ()" e -
(l+— <e 4"3(——,,—)—“ = (n+1)" <ne A
n n

-n— 7 —n— !
(n+De" M (n+1) cn+De -l n”el_:‘; doit
(n+ ! T o (n+ 1)
1 1

n+1 n+l e—(n+l) nne—-n L . —
(n+1) < e 4 ce quiprouve que U,,, <U,e *
(n+1)! n!

R

; * 44k
* Montrons par récurrence que VrneN : U,,, sUe =
* Pour n=1; d'apres l'inégalité précédente
I 1
) —

3 4=k T .
U, <Uje * =Uje #'" donc l'inégalité est vraie pour n = 1
I

. . 4k
* Supposons que pour un entier n>1donné ; U,,, sUje "+

]"Hl

4=~k
Montrons que U,,, <U,e *=!

n+2

1 ln]

“ioah 1%
<U,,e *"Y orU,, <Ue "*" donc

ona:U,,,<
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1< 1 i —‘”Hl

4= f . 4 g
U”+2 SU]Q =17 e 40+ d'Ou U”+z SU]G k=

, p
Conclusion : ¥YneN"; U,, <Ue ‘=

3°/ * D'apres la relation (1) on a : pour tout k>1 :

Log(k +1)~logk £%— 5

4k

- Z Log(k +1) - ZL()gk <Z___

= Log(2) + Log(3)+ A Log(n)+ Log(n + 1) ~ —Log(2) —Log(3)—....—

n
—~Log(n) £ ——— Z —- en simplifiant on obtient donc

Log(n+l)<z___
*Dapres B-2%ona : U, <U,e Yk
n n
or Lo (n+1)<Zl I L
& Ched k4 k2
k=1 k=l
n n
i 1 -1 1 I I
d'ou —*Z—S—LO +1 ———Z—S——Lo n+1
4k1k a. g(n )I6klk2 4 2( )

LAy

, —ll,og(nﬂ)
Il en résulte que U,,, <U,e

4°/ Ul est évident que la suite (U, ) est positive et d'aprés B- 3%/ on a
] —Log(n+1) —i/,()g(nﬂ)
donc VrneN"; 0<U <U,e4 or lim Uje ¢ =

n -
n—>+o2

H—>+w

d'ou lim U, =0 ce qui prouve que la suite (U, ) converge vers 0.



TABLE DES MATIERES

CHAPITRES Page
I - Nombres complexes ............cccoueoviivciiiiiniiiiniian, 1

Il — Isométrie — Déplacements — Antidéplacements ... ... 49
LT — Similitudes .........c..ocoovoiiniiiiiiiiiiiiieie e 97
TV = CONIGUES ... 168
V — Géométrie dans ['espace ...........cccccccevviiiiiiiiiniin, 193
VI — Divisibilité dans 7. - Identité de Bézout ................... 231
VII — Probabilités ...........cccoceiiiioiiiiiiieiiiaiiiiiiaecee 259
VIIT — SUQUISTIQUES ..ot 303
[XV — Problemes ..........cc.cccooiiiiiiiiiiiiiiiiii i 320

e A% B K K S S A






