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Preéeface

Ce fascicule est consacré G Uétude des nombres réels et des
nombres complexes.

Dans la premiére partie, yui a été traitée dans le méme esprit
que le fascicule réservé aux seuls éléves de Terminale C (nombres
entiers). nous avons choisi délibérément d’écarter toute cons-
truction explicite du corps R. Celui-ci a été présenté comme
un corps commutatif totalement ordonné, out les coupures :

R=AUB, AnNB=2, A# .. B# &

(x€A ¢t yvEB = x<y)

définissent toujours un nombre réel = tel que :

(xeA et yEB = x<z<y)

Cela admis, une théorie cohérente de IR s’ensuit, et los propriétés
Jondnmentales de lu borne supérieure et des intervalles em-
boités en découlent d’une maniére simple. préparant les éléves
a la notion d’encadrement, si importunte pour le calcul
numérique.

dgissant ainsi axiomutiquenment, nous pensons (a la suite de
J. Dicudonné, par exemple) que la théorie compléte des coupures
de Q. ainsi que celle des suites de Cauchy. doivent rester réservées
a Uenseignement supérieur ot leur nttlivé ot leur subtilité sont
mieux admises. De toutes maniéres, elles supposent une cons-
truction de Q. hors programme, alors que ce corps n'est autre
que Uintersection des parties de R contenant 1, stables pour la
soustraction et la division.

Le corps € des nombres complexes posait d autres problémes.
L’extension quadratique par (X? + 1) nous étant interdite & ce
niveuu, conformément au programme, nous avons suivi I’iden-
tification de € & un certain ensemble de mairices d'ordre 2.

Rappelons néanmoins que les problémes rassemblés sous le
n® 3.160 du fascicule d’Algébre Terminale C, et sous le n° 4.96
du présent fascicule permettent aux éléves de suivre une autre
viie sans donte moins artificielle (I"étude des nombres duaux,
esquissée dans cet exercice, nous parait en particulier formatrice
quant & la compréhension de la véritable nature d’une extension).

La partie la plus délicate concernait, sans aucun doute, la notion
d’argument. Dans la confusion non encore totulement dissipée
G ce jour qui caractérise toul ce qui est angulaire, nous avons
résolument conservé notre ligne de ronduite : traiter tout le
programme avec un scrupule qui nous interdit tout « a-pen-
prés», fat-ce au prix d’un alourdissement encore inévitable.
Mais nous crovons avoir beaucoup tempéré le foisonnement
d’applications reliant entre eux matrices, ungles. mesures (telles
que Cos ot cos. entre autres) par usage constant. que le professear
ne manquera pas de renforcer encore, de diagrammes élémen-
taires trés intuitifs. Tout cela est actuellement encore trop
abstrait pour beaucoup d’entre nous; mais nous espérons que
I"expérience pédagogique en cours, dans laquelle notre livre joue
un réle que nous voudrions positif, permettra la naissance d’une
nouvelle intuition qui donnera a ces notions une perspeclive
plus nette et plus stable d’oti les concepts esseniiels se dégageront
avec une force yu'tls n’ont peut-étre pas encore.

Bien entendu. pour ce fascicule comme pour tous les autres,
nous serons (rés intéressés par toute remarque que nos collégues
seront amenés G nous communiquer. Cela nous permettra,
le cas échéant. de relever certaines erreurs nous ayani échappé;
surtout, ce conlact nous guidera pour une exploitation meilleure,
dans les futures éditions, des choix pédagogiques que noas
soumettons aujourd’hui @ la critiqice des enseignants et de leurs
éléves.

LES AUTEURS



MATHEMATIQUE /CLASSES TERMINALES

NOUVEAUX PROGRAMMES
Arrété du 14 Mai 1971

SECTION A
PARTIE OBLIGATOIRE

Fonctions exponentielles ot logarithmes

I. Révision des notions relatives a la continuité, aux limites, & la dérivation
d'une fonction réelle d’'une variable réelle. Dérivée d’une fonction composée.
On admettra sans démonstration que si une fonction numérique est dérivable
sur un intervalle, et si sa dérivée est positive ou nulle sur cet intervalle, alors elle
est croissante au sens large sur cet intervalle et que I'image d’un intervalle est
un intervalle.
Interprétation géométrique de la dérivée.
Application & I'étude et  la représentation graphique de quelques fonctions sim-
ples (uniquement sur des exemples numériques).
Fonction x |—— x" (n € Z).
(On ne demandera pas aux candidats au baccalauréat de démontrer directement
la continuité d'une fonction, ou de chercher directement une limite ; on se bornera
& utiliser les théorémes généraux, énoncés sans démonstratiou, a propos des limi-
tes des sommes, produits, quotients de fonctions).

IL1. Exemples, tirés des sciences humaines et naturelles, de fonctions dont
Paceroissement sur tout intervalle [x, x - £], pour un £ donné, est proportionnel
4 la valeur de la fouction au point x.

2. Etude des suites n [——> f(n) telles que f(n + 1) — f(n) =kf(n),
n €N, calcul de £ (1), monotonie de { ; limite de f lorsque n tend vers + 00.

3. On admettra I’existence, pour tout a réel strictement positif, d'une unique
fonction continue et dérivable f, définie sur IR telle que pour tout couple de
nombres réels (x, y) on ait f5 (x + y) = f (x) f, (y) et f5 (1) = a. Calcul de
£, (x) pour x € Z et x € @). (On pourra admettre 'existence d’une racine nl¢™¢
pour tout nombre réel positif et tout entier positif n).

Calcul de {’4 (x) en fonction de f/; (0).

Notation ¢# (fonction exponentielle de base a), propriétés des exposants:
ab)c = ab¢, (ab)¢ = acbC. Signe et monotonie de fy, limite de f, pour x ten-
ant vers 4 00.

4. Nombre ¢. Notations exp « et e, La fonction x |—> exp x sera caracté-
risée parmi les fonctions exponenticlles par le fait que sa dérivée vaut 1 pour
x =0

Equations différenticlles y’ = ky.
5. Fonction réciproque de la fonction x [——> a%. Notation Log a. Loga-

rithmes décimaux et népériens, notations Log ou In; formule a% = % Loga,
Usage des tables et de la régle a caleul.

6. Représentation graphique des fonctions exponenticlles et lagarithmes.

a®
7. Etude des lonctions x |—> o pour n €N, a> 1. On énoncera le résul-

tat concernant la limite de ces fonctions pour x tendant vers + CO. {Toute
démonstration est en dehors du programme).
Application aux fonctions logarithmes.

PROGRAMME COMPLEMENTAIRE

Calcul des probabilités
Espaces probebilisés finis ({3, § ({2). p). Exemples (dés pipés ou non, cartes,
urnes, ...).

Variable aléatoire numérique ; événements liés & une variable aléatoire X (par
exemple, parties de  telles que X ((») = a, ou X () < & pour a donné) ;
densité discréte ; fonction de répartition, croissance ; espérance mathématique
(ou valeur moyenne) ¢t variance d’'une variation aléatoire.

Probabilité conditionnelle d’un événement par rapport i un événement de pro-
babilité non nulle. Evénements indépendants. Produits d’espaces probabilisés
finis ; exemples.

SECTION B

« Les rubriques du programine comportent un ordre d’énumération. Cet ordre
exprime parfois une intention dont les professeurs pourront s’inspirer, mais il ne
saurait étre iniposé ; par exemple, il est loisible de permuter les I.1 et 2 (notions
de continuité et de limite) etc... ».

1. — Etude des fonctions numériques d’une variable
réealle.

1. Notion de continuité (en un point, sur un intervalle).

Définitions, éclairées par de nombreux exemples et comtre-exemples. Enoncé
des propriétés des fonctions continues (on admettra les théorémes concernant la
somme, le produit, le quotient de telles fonctions ; on admettra que I'image d’un
intervalle par une fonction continue est un intervalle).
Fonction réciproque d'une fonction continue strictement monotone sur un inter-
valle, Exemples,

2. Notion de limite.
Définitions, éclairées par de nombreux exemples et contre-exernples. On mon-
trera I'unicité de la limite, ct on admettra les théorémes concernant la limite d'une
somme, d'un produit, d’un quotient.
Cas particulier des suites.

3. Notion de dérivée.
Révision du programme de 1re B.

Dérivée en un point de la composée de deux fonctions dérivables ; de la fonc-
tion réciproque d’une fonction dérivable strictement monotone.

On admettra que si une fonction numérique admet une dérivée positive ou nulle
sur un intervalle, elle est croissante {(au sens large) sur cet intervalle.

Etude du sens de variation d’une fonction dérivable & 'aide du signe de sa dérivée.
Exemples de représentation graphique de fonctions dérivables par intervalles
(on évitera les exemples présentant des difficultés techniques).

11. — Calcul intégral.

1. Somme de Riemann d’une fonction numdrique f d'une variable réelle définie
sur un intervalle fermé borné [a, b]. On admettra que si f est continue, ou mono-
b

tone par morceaux, il existe un unique nombre réel ff (t) dt que les sommes de

A
Riemann approchent arbitrairement lorsque la longueur du plus grand intervalle
de subdivision est suffisamment petite.



2. Propriétés de linéarité de I'intégrale d’une fonction continue ou monotone
par morceaux, sur un intervalle fermé borné. Moyenne d’une telle fonction. Lien
avec la dérivation si la fonction est continue. Primitive d'une fonction continue,
ensemble des primitives ; égalité

b
f f(t)dt = F (b) — F (a), [ étant continne sur [a, b] ¢t admettant F pour
a. Py
primitive.
Calcul dans des cas simples, de primitives : intégration par parties.
3. On énoncera, sans démonstration, les propriétés des aires dout I'existence
est admise ici (additivité, unité d’aire).
Application du calcul intégral & ’évaluation de I’aire de la partie R, x IR dék-
nie par a £ x < b 0 < y < { (x), { étent une fonction positive, monotone
par morceaux, puis une fonction positive continue.

Extensions & b <{ a et & une fonction négative.

111. — Fonctions élémentaires.

Il sera opportun de répartir les différeutes rubriques de ce chapitre entre plu-
sieurs moments de ’année, de maniere a lcs étudier en liaison av ec les titres I et I1.

1, Fonctions x |— x? (n € Z); dérivées, primitives, représentation gra-
phique.
2. Fonctions x |[—> 27 (x> 0, r EQ); dérivées, primitives.
3. Suites arithmétiques ct géométriques. Somme des n premicers termes.
4. Fonctions circulaires (révision) : dérivées et primitives de x|——> cos
(ax + b) et x |——> sin (ax + b).
5. Logarithme népérien (notation Log)
-
Tt
Logx:J T {(x > 0).
1
- . . infing Log «
Limite, quand la variable positive x tend vers l'infini, de Log x et — >,
. . . . x
Limite, quand « tend vers 0, de x Log x. Représentation graphique.
6. Fonetion exponentielle (notation exp).
Propriétés ; dérivée ; représentation graphique ; nombre e ; notation % ; limite

x4
de 3 quand x tend vers + cO.

7. Autres fonctions logarithmiques et exponentielles.

Relations entre les fonctions exponentielles et logarithmiques de base a, et celles
de base e.

1V. — Statistique et Probabilités.

Révision du programme de Premiére B.

SECTION D

a) Les paragraphes marqués d’un astéricque ne peuvent faire I'objet de questions
de cours, ecntfs ou orales, ni étre utilisés, en mathématiques, & ’occasion d’un
probléme ou d’un excrcice d’application i I’éerit ou a I'oral du baccalauréat.

) Les rubrique~ du programme comportent un ordre d’énumcération. Cet ordre
exprime parfois une intention dont les professeurs pourront <'inspirer, mais il ne
sanrait étre impos~é ; par exemple il est loisible de donner, en 1.3, une autre intro-
duction des nombres complexes, de permuter IL1 et 2 (notions de continuité et
de limite) ete...

¢) Chaque fois que ’occasion s’en préscntera on mettra en évidence, sur les exem-
ples étudiés dans les différents chapitres, les structures de groupe, sous-groupe,
anneau, corps, espace vectoriel rencontrées,

f. — Nombres réels : calcul numérique ; nombres
complexes.

1. Inventaire (sans démonstration) des propriétés de IR : c’est un corps com-
mutatif totalement ordonné (révision) ; toute partie non vide majorée admet an
plus petit majorant ; tout intervalle de JR contenant plus d’un point contient un
nombre rationnel.

2. Valeurs décimales approchées a 10—% prés, par défaut et par excés d’un
nombre réel.
Représentation d’un nombre réel par une suite décimale illimitée (I'étude de la
périodicité n'est pas au programme). Valeurs approchées d’un nombre réel,
encadrement, incertitudes absolue et relative.
Valeurs approchées d’une somme, d’une différence, d’un produit, d’un quotient
de nombres réels dont on connait des valeurs approchées.
De nombreux exercices de calcul numérique seront faits a 1’occasion de I'étude
des fonctions usuclies et & l'occasion de problémes, pour mettre en asplication
les motions dc¢ valeurs approchées, d’encadrement, d’ordre de grandeur d’an
résultat, d’incertitude (ef. IV.8).

3. L’addition et la multiplication des matrices 2 x 2 munissent I'enserble
a—
(€ des matrices i coefficients réels de la forme
a

) d’une structure de corps
commutatif. Identification de JR. & un sous-corps de ( par l'application

a 0

a—> ( 3 C est un espace vectoriel de dimension 2 sur JR. Notation a + bi;
0 a

nombre complexe ; nombres pl conjugués ; dule d'un nombre com-

plexe.

4. Homomorphisme 0 de IR sur le groupe multiplicatif des nombres com-
plexes de module 1 (rappel de Premitre) ; forme trigonométrique d'un nombre
complexe non nul : r (cos x 4 isinx) avec r > 0 et x €]R ; argument d'un
tel nombre (classe des nombres x ou, par abus de langage, I'un d’eux).

Calcul de cosnx et desinnx (x€R, n = 2, 3, 4), et, linéarisation des poly-
némes trigonométriques.

Existence ct représentation géométrique des racines n'®™S d’un nombre com-
plexe (n < 4).

5. Résolution des équations du premier et du second degré & coefficients com-
plexes ; calcul des parties réelles et imaginaires des racines ; cas des coefficients
réels,

It. — Calcul différentiel.

1. Fonctions numnériques d’une variable réelle : continnité. Continuité « en

un point » ; continuité sur un intervalile ; somme, produit, quotient de fonctions
continues ; continuité de la fonction composée de denx fonctions continues
(sans démonstration).
On admettra sans démonstration le théoréme suivant : « si une fonction est
continue sur un intervalle, I'image, par la fonction, de cet intervalle est un
intervalle ». Application i une fonction continue et strictement monotone sur un
intervalle : existence de la fonction réciproque ; monotonie et continuité de cette
fonection (on admettra la continuité).

2. Fonctions numériques d’une variable réelle : limites.
Limite d’une fonction lorsque la variable tend vers un nombre réel donné, vers
I'infini. Unicité.
Cas particulier des suites.
Limite d’une $omme, d'un produit, d’'un quotient (sans démonstration).

3. Fonctions numériques d'une variable réelle : dérivation. Révision du pro-
gramme de 1r¢ D : fonction linéaire tangente en un point i une fonction donnée ;
notation différentielle : dérivée en ce point.

Fonction dérivée ; dérivée d’une somme, d'un produit, d’un quotient de fone-
tions dérivables. Interprétation géométrique de la dérivée (repire cartésien);
équation de la tangente.

Définition des dérivées successives.



Dérivée en un poiut de la composée de deux fonctions dérivables.
Dérivée en un point de la réciproque d'une fonction dérivable et strictement
monotone.

On admettra saus démonstration que si une fonction numérique est dérivable
sur un intervalle et si sa dérivée est positive ou nulle ¢elle est croissante au sens
large sur cet intervalle.

Comparaison de deux fonctions ayant méme fonction dérivée sur un intervalle.
Etude du sens de variation d'une fonction dérivable & I’aide du signe de sa dérivée.
Représentation graphique,

4. Fonections vectorielles d’une variable réelle.
Application d'une partie de R dans un espace vectoricl cuclidien de dimension
nie.
Continuité en un point ; limite d'une fonction lorsque la variable tend vers un
nombre réel donné, vers 'infini.

Dérivée en un point ; si I’espace vectoriel est rapporté 4 une base, coordonnées,
dans cette base, de la dérivée ; fonction dérivée.

Dérivée d’une somme de fonctious vectorielles dérivables, du produit d'uae fone-
tion vectorielle dérivable par une fonction numérique dérivable.

Dérivée du produit scalaire de deux fonctions vectorielles dérivables.
Application a la recherche de tangentes. Exemples.

5. Cinématique du point.
Mouvement d'un point : application d’un intervalle de IR dans un espace affine
euclidien. Trajectoire.

Vecteur-vitesse 4 un instant donné. Un repére étant choisi, coordonnées du vec-
teur-vitesse dans ce repére. Norme du vecteur-vitesse.

Vecteur-aceélération & un instant donné. Un repere étant choisi, coordonnées du
vecteur-accélération dans ce repere.

Etude des mouvenients circulaires (vitesse angulaire) : étude des mouvements
hélicoidaux uniformes.

111. — Calcul intégral.

1. Définition des somnmes de Ricmann d’une fonction numérique d’une variable
réelle sur un intervalle fermé¢, borné. Existence de I'intégrale pour une fonction

"

monotoue : notation f(t) dt; premidres propriétés. On admcttra que ces

“ua
propriétés s’étendent A des fonctions continue-, ou monotoncs par morceaux.
Moyenne d'une telle fonction sur un intervalle fermé, borné.
Lien avec la dérivation en des points ot la fonction est continue.

Primitives ; ensemble des primiitives ; égalité

b
{ f(1)dt = F (b)) — F (a)
va
{ érant continue sur [a, b} et admettant F pour primitive.
Caleul de primitives ; intégration par parties.
2. On énoncera sans démonstration, les propriétés des aires dont l'existence
est admisge ici (additivité, unité d’aire...).
Application dn caleul intégral & ’évaluation de I'aire de la partie de R » R
définje par :

a<x=<b 0 < v fx),
f étant une fonction positive, monotone par morceaux, puis une fonction positive
continue,
Extensions & b< a et 4 une fonction négative.
3*. Applications géométriques, mécaniques, physiques, etc... (caleul de volumes,

masses, moments d’inertie ; vitesse et distance parcouruc ; intensité et quantité
d’électricité : puissance et énergie, etc...).

Valeur efficace d’un phénomene périodique.

1IV. — Exemples de fonctions d’une variable réelle.

Certains résultats de ce chapitre, déja connus des éléves pourront illustrer les
chapitres précédents ; il sera opportun de répartir les différentes rubriques de
celui-ci entre plusieurs moments de I'année.

1. Fonction x—> x7 (n & Z) ; dérivée ; primitive.
2. Fonction x—- x7 (r € () : x> 0) dérivée ; primitive.
3. Suites arithmétiques et géométriques. Somme des n premiers termes.
4. Fonctions circulaires ; dérivées (révision) ; dérivés et primitives de
x [~—-> cos (ax + b) et x |——> sin (ax + b).
3. Logarithme népérien (notation Log)

"z
Log x = —? (x > 0).
“1

Limite, quand la variation positive x tend vers I'infini de Logx et

Log x
-
Limite de x Log x quand x tend vers 0. Représentation graphique.

6. Fonction exponenticlle (notation exp).

Propriétés ; dérivée ; représentation graphique ; nombre e ; notation e? ; limite

el
de — quand x tend vers L OC.
x

7. Autres fonctions logarithmiques et exponentielles.
Relations entre les fonctions exponenticlle et logarithmique de base a, et celles
de base e.

Notation e!Z pour désigner cos x + i sinx; @) €tant une constante réelle, déri-
vée de la fonction x—> iz,

Remarque @ L'étude d’exemiples de fonctions composées du type logarithmique
ou exponenticl sera strictement limitée aux cas ol sont en évidence les intervalles
sur lesquels la dérivée garde un signe constant et ol les indéterminations a lever

. sont uniquement celles qui ont été énumérées plus haut.

8. Calcnl numérique.
Usage de la régle a calcul ;
Usage de tables ; pratique de I'intcrpolation lindaire. Tables de logarithmes ;

Usage de machines & caleuler de bureau.

9%, Equations différentielles,

Recherche des fonctions une ou deux fois dérivables de la variable réelle x véri-
fiant les équations :
¥’ = a y, a étant unc constante réelie,

”n . 13
y 4 w2y =0,¢) étant une constante réelle non nulle (on admetira que les golu-
tions formeni un espacc vectoriel de dimension 2),

V. — Eléments d'algébre linéaire.

L. Géométric vectorielle :

a} révision du titre IV de la classe de 1rc D,
b) on admettra que l'espace euclidicn réel cst orientable , produit vectoriel de
deux vecteurs de I’espace euclidien orienté de dimension 3,
2. Barycentre dans un espacc affine. Repére affine.
Réduction dans le cas euclidien de
f(M) = aMA2 + BMB2 + cMC2.
3. Interprétation géoméirique d’une application z | —— az + b (a, b com-

plexes, a 3 0, aprés identification du plan au corps des nombres complexes,
grice au choix d'un repére orthonormé ; groupe des similitude directes du plan,



V1. — Probabilités sur un ensemble fini ; statistique.

1. Espaces probabilisés finis Q. B (Y, p)
Applications mesurables (ou variables aléatoires) : probabilité image ; fonction
de répartition d’une variable aléatoire réelle.
Couples de variables aléatoires réelles, loi du couple. Lois marginales. Couple
indépendant. Systéme de n variables aléatoires indépendantes.

2. Espérance mathématique d’une variable aléatoire a valeurs dans R oculR2.
Espérance mathématique de la somme de denx variables aléatoires réelles d’un
couple, du produit dans le cas d’un couple indépendant.

Variance, écart-type d'une variable aléatoire réelle.

3. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Epreuves répétées, loi faible des grands
nombres.

4. Description statistique d'une population vu d’un échantillon (révision du
programme de statistique de 1r¢ D, titre VII.10 ; exercices pratiques sur ce pro-
gramme : calcul de coefficients de corrélation observés.

TERMINALE C et E (PREAMBULE)

a) Les paragraphes marqués d’un astérisque ne peuvent faire l'objet de ques-
tions de cours, €crites ou orales, ni étre utilisés, en mathématiques, & ’occasion
d'un probleme ou d'un exercice d’application & ’écrit ou 4 I'oral du baccalauréat.

SECTION C SECTION E

b) Les rubriques du programme b) Les rubriques du programme

comportent un ordre d’énumération.
Cet ordre exprime parfois une inten-
tion dont les professeurs pourront
s'inspirer, mais il ne saurait &tre impo-
é ; par exemple il cst loisible de per-
muter au L3 les trois alinéas concer-
nant les nombres eutiers, les I1I.1 et 2
(notions de continuité et de limite), de
donner, en I1.3, une autre introduction
des nombres complexes, ete...

comportent un ordre d’énumération.
Cet ordre exprime parfois une inten-
tion dont lcs professeurs pourront
s’iuspirer, mais il ne saurait étre impo-
sé ; par excmple,il est loisible de don-
ner, en 11.3 une autre introduction des
nombres complexes, de permuter TIL.1
et 2 (notions de continuité et de
limite) ete.

¢) Chaque fois que I'occasion s’en présentera on mettra en évidence, sur les
exemples étudiés dans les différents chapitres, les structures de groupe, sous.
groupe, anneau, corps, espace vectoriel, ainsi que les isomorphisines, homomor-
phismes (noyau) automorphisines rencontrés.

SECTION C

I. — Nombres entiers natureis arithmétiques.

1*. Enoncé des propriétés attribuées i I'ensemble [N des entiers naturels.
Raisonnement par récurrence. Applications de [N dans un ensemble X ; nota-

tion indicielle ; exemples.

2. Anneau Z des entiers relatifs ; multiples d’un entier relatif : notation nZ.
Congruences modulo n ; I'anneau Z/nZ ; division euclidienne dans 7Z, dans N.
Principe des systdmes de numération ; base ; numérations décimale et hinaire.

3. a) Nombres premiers dans Z 3 si p est premier, Z/pZ est un corps.
b) Décomposition d’un nombre en facteurs premiers ; existence, nnicité.:

¢) Plus grand comnun diviseur et plus petit commun multiple : nombres pre-
miers entre eux ; identité de Bezout. (L'ordre de a), b}, ¢) est, bien entendu,

laissé aun choix du professeur).

SECTION E

I. — Nombres entiers naturels arithmétiques.

Exemples de raisonnement par récurrence.
Exemples d’emploi de la notation indicielle.

Principe des systémes de numération ; base ; nuniération décimale et binaire.

SECTION C et E

. — Nombres réels. Calcul numérique. Nombres
complexes

1. Inventaire (sans démonstration) des propriétés de IR : ¢’est un corps com-
mutatif totalement ordouné (révision) ; toute partic non vide majorée admet un
plus petit majorant ; tout intervalle de JR_ contenant plus d’un point contient un
nombre rationnel.

2. Valeurs décimales approchées a 10 -% prés, par défaut et par excds, d'un
nombre réel.
Représentation d'un nombre réel par une suite décimale illimitée (’étude de la
périodicité n’est pas au programme).
Valeurs approchées d’un nombre réel, encadrement, incertitudes absolue et rela-
tive.
Valeurs approchées d'une somme, d'une différence, I'un produit, d'un quotient
de nombres réels dont on connait des valeurs approchées.
De nombreux exercices de calcul numérique seront faits a l'occasion de I'étude
des fonctions usnelles et a 'occasion de problémes, pour niettre en application
les notions de valeurs approchées, d'encadrement, d’ordre de grandeur d'un
résultat, Jiacertitude (cf. V.0).

3. L'addition et la multiplication des matrices 2 X 2 inunissent I'ensemble €

des matrices & coefficients récls de la forme (" i "} d'une structure de corps
commutatil. Identification de [R & un s;),\,xs-cu(;i)s de @€ par lapplication
a
al— (0 0) ; € est un espace vectoriel de dimension 2 sur IR. Notation
a
a + bi; nombre complexe ; nombres complexes conjugués ; module d’un nom-
bre complexe.

4. llomowmorphisme §) de IR sur le groupe multiplicatif des nombres complexes
de module 1 (rappel de Premitre) ; forme trigonoméirique d’un nombre complexe
non nul : r (cos x + isin x) avec r>> 0 et x €R ; argnment d'un tel nombre
(vlasse des nombres x ou, par abus de langage, I'un d’enx).

Caleul de cos n x et de sinnx (=~ €R, n = 2, 3, 4), ct linéarisation des poly-
némes trigonométriques.

Existence et représentation géométrique des racines n'¢™€8 d’un nombre com-
plexe.

5. Résolution des équations du premier et du second degré & coefficients
complexes ; calcul des parties réelles et imaginaires des racines ; cas des coeffi-
cients réels,

— Calcul différentiel.

1. Fonctions numériques d'une variable réelle : coutinuité. Continuité « en un

point » ; coutinuité sur un iutervalle ; somme, produit, quoticnt, de fonctions
continues ; continuité de la fonction composée de deux fonctions continues
(sans démonstration).
On admettra sans démonstration le théoréme suivant : « si une fonction est
continue sur un intecvalle, I'image, par la fonction de cel intervalle est un
intervalie ». Application & une fonction continue ct strictement monotone sur
un intervalle : existence de la fonction réciproque ; monotonic et continuité de
cette fonction (on admettra la coutinuité).




2, Fonctions numériques d'une variable réelle : limites. Limite d’une fonction
lorsque la variable teud vers un nombre réel douné. vers 'infini. Unicité.
Cas particulier des suites
Limite d'une somme, d’un produit, d'un quotient (sans démoustration).

3. Fonctions numériques d'une variable réelle : dérivation. Révision du pro-
gramme de Premitre : fonction linéaire tangente en un point & une fonction don-
née ; notation différenticlle : dérivée en ce point. Fonction dérivée ; dérivée d’unc
somme, d'un produit, d’un quotient de fonctions dérivables.

Interprétation géométrique de la dérivée (repére cartésien) ; équation de la tan-
gente. Définition des dérivées successives,

Dérivée en un point de la composée de deux fonctions dérivables.

Dérivée en un point de la réciproque d’une fonction dérivable et strictement
monotone.

On admettra sans démoustration que si une fonction numérique est dérivable
sur un intervalle et si sa dérivée est positive ou nulle clle est croissante au sens
large sur cet intervalle.

Comparaison de deux fonctions ayant méme fonction dérivée sur un intervalle.
Etude du scns de variation d’une fonction dérivable & I'aide du signe de sa dérivée.
Représentation graphique ; exercices simples de recherches d’asymptotes.

4. Fonctions vectorielles d'uhe variable réelle.
Application d'unc partie de [R dan~ un espace vectoriel euclidien de dimension
finie.
Continuité en un point ; limite d’une fonction lorsque la variable tend vers un
nombre réel donng, vers I'infini.
Dérivée en un point ; si ’espace vectoriel est rapporté a une base, coordonnées,
dans cette base, de la dérivée ; fonction dérivée.
Dérivée d’une somme de fonctions vectorielles dérivables, du produit d'une fone-
tion vectorielle dérivable par une fonction numérique dérivable.
Dérivée du produit scalaire de deux fonctions vectorielles dérivables.
Application a la techerche de tangentes ; exemples des coniques ct des hélices
cireulaires.

S. Cinématique du point.
Mouvement d’un point : application d’un intervalle de JR dans un espace affine
euclidien. Trajectoire.
Vecteur-vitesse & un instant donné. Un repere étant choisi, coordonnées du vec-
teur-vitesse dans ce reperc. Norme du vecteur-vitesse.
Vecteur-accélération & un instant donné. Un repére étant choisi, coordonnées du
vecteur-accélération dans ce repere. Etude des mouvements circulaires (vitesse
angulaire) ; étude des mouvements hélicoidaux uniformes,

V. — Calcul intégral.

1. Définition des sommes de Riemann d’une fonction numérique d'une varia-
ble réelle sur un intervalle fermé, borné. Existence de l'intégrale pour une fonc-

tion monotone ; notation f(t)dt; premiéres propriétés. On admettra que

o

ces propriétés s’étendent & des fonctions continues, ou nonotones par niorceaux.
Moyenne d’une telle fonction sur un intervalle fermé, borné.

Lien avec la dérivation en des points ol la fonction est continue.

Primitives ; ensemble des primitives ; égalité

b
f f()dt=F (b) —F (a)
a
f étant continue sur [a, b] et admettant F ponr priniitive.
Calcul de primitives ; intégration par parties.

2. On énoncera, sans démeonstration, les propriétés des aires dont I'existence

est admise ici (additivité, unité d’aire...). Application du calcul intégral & ’éva-
luation de I'aire de la partie de IR JR définie par :
aga b 05y < Ex),

f étant une fonction positive, monotone par morceaux, puis une fonction positive
continue.

Extensions a & < a et 4 une fouction négative.

SECTION C et E

3*. Applications géométriques, mécaniques, physiqies, ete... (calcul de volu-
mes, masses, moments d’inertie ; vitesse et distance parcourue ; intensité et
quantité d’éiectricité ; puissance et énergie, ete...).

Valeur efficace d’un phénomeéne périodique.

V. — Exemples de fonctions d’une variable réelle.

Certains résultats de ce chapitre, déja connus des élkves pourront illustrer les
chapitres précédents ; il sera opportun de répartir les différentes rubriques de
celui-ci entre plusieurs moments de ’année.

1. Fonction x | - xt (n € Z); dérivée ; primitives.

2. Fonciiou ¢ |—— 37 (r € Q :x>> 0) dérivée ; primitives.

3. Suites arithmétiques et géométriques. Somme des n premiers termes.

4. Fonctions circulaires ; dérivées (révision); dérivées et primitives de
x [/ vos (ax - b) el x [—> sin (ax + b).

5. Logarithme népérien (notation Log et In)

CF di
Logx = — (x> 0).
¢
“1

P . . . . Log x L
Limite, quand la variable positive x tend vers I'infini de Log x et -~2-- . Limite
de x Log x quand x tend vers 0. x
Représentation graphique.

6. Fonction cxponentielle (notation exp).
Propriétés ; dérivée ; représentation graphique ; nombre e ; notation eZ ; limite

et
de — quand x tend vers {- Q0.
x
7. Autres fonctious logarithmiques et exponentiellies.

Relations entre lew fonctions exponenticllc et logarithmique de base a, et celles
de buse e.

SECTION C

Définition de 2% ot o0 € R 5
dérivée de la fonction x [~—> x%.

SECTION C et E

* Notation e{* pour désigner cos x 4 I sin x ; () étant une constante réelle, déri-
de la fonction x |—> €i®z,

Remarque : L'étude d’exemples de fonctions composées du type logarithmique
ou exponentiel sera strictenient limitée wux cas ol sont en évidence les inter-
valles sur lesquels la dérivée gurde un signe constant ct ofl les indéterminations &
lever sont uniquement celles qui ont été énumérées plus haut.

SECTION E

8. Calcul numérique.

SECTION C

8. Calcul numérique.
Révision des programmes de Secon-

Usage de la régle i calcul ; Usage des
de T et Premiére E.

tables ; pratique de ['interpolation
linéaire. Tables de logarithmes.

Usage de machines & caleuler de
bureau.

SECTION C et E

9*. Equations différentielles.
Recherche des fonctions numériques une ou deux fois dérivables de la vgriable
réelle x vérifiant les équations :

.

y’ = a y, a étant une constante réelle

¥/ + w2 = 0, (» étant nune constante réelle non nulle (on admettra que les
solutions forment un espace vectoriel de dimension 2).



SECTION C et E

V1. — Eléments de géométrie affine et euclidienne.

N.B. : Dans ce paragraplie le corps de base est JR et la dimension n est toujours
égale a 2 ou 3. Une « transformation d’un ensemble E » est une bijection de E sur
lui-méme : nne application { de E dans lui-méme est une involution si fof est
Pidentité : c’est une transformation de E.

1. Somnie directe de deux sous-espaces 1 ectoriels ; sous-espaces vectoriels sup-
plémentaires.

Application linéaire d’un espace vectoriel E dans nn espace vectoriel F | image et
noyau. Addition et composition des applications linéaires. Groupe linéaire.
Homothéties vectorielles.

2. Barycentre dans un ¢space affine. Variété affine. Repére affine.
Réduction dans le cas euclidien de

(M) = aMA2Z + BMB? + cMC2.

3. Application affine d’un espace affine E dans lui-méme, application linéaire
associée. Exemples : projection paralléle sur un sous-espace affine : involutions
affines, leurs points fixes ; translations et homothéties,

4. Applications linéaires d’un espace vectoriel euclidien dans lui-méme conser-
vant la norme ; transformations orthogonales (isométries vectorielles), groupe
orthogonal.

Dans le plan vectoriel et duas l'espace vectoriel de dimension 3, éléments fixes
des transformations orthogonales involutives (syniétries). Orientation du plan
vectoriel cuclidien {rappel de la clusse de Premigre).

Etude des rotations vectorielles de 'espace vectoriel euclidien de dimension 3
(par définition, une telle rotation est, soit lidentité, soit une transformation
orthogonale qui & pour seuls éléments fixes ceux d’une droite vectarielle) ; groupe
des rotations vectorielles : orientation de ’espace.

Produit vectoriel, dans ’espace vectoriel eurlidien, orienté de dimension 3.

5. Définition d’une isométrie de 1’espace affine euclidien. Toute isométrie est
une bijection affine. Groupe des isométries ; sous-groupe des déplacements.

Dans le plan affine euclidien, symétries, translations, rotations i tout déplacement
est de 1'un de ces deux derniers types.

Dans P’espace affine euclidien de diniension 3, symétries, translations, rotations,
vissages : on admettra que tout déplacement est de I'un de ces trois derniers
types.

Exemples simples de groupes d’isométries laissant invariaut un ensemble donné.

VIii. — Compléments de géométrie euclidienne plane.

1. Angle d’un couple de demi-droites vectorielles {rappel de 1re).
Groupe & des angles de demi-droites.

Angle d'un couple de droites vectorielles (ensemble des deux rotations vectoriel-
les transformant la premiitre en la seconde).

Groupe A des angles de droites.
Homomorphisme canonique A — A ; son noyau.
llom‘;irphisme de A’ sur A déduit de ’homomorphisme ¢ |—> x + o de A

gur

Condition, en terme d’angles de droites, pour que quatre points soient cocyliques.

2. Similitudes planes (c’est-a-dire applications du plan dans lui-méme conser-
vant les rapports de distance). Représentation par les formules 2’ = az + b oun

2 = a3 + b lorsque l'on a identifié le plan & @ grice au choix d'un repére
orthonormé.

Points fixes des similitudes. Groupe des similitudes du plan et sous-groupes
remarquables.

SECTION C

3. Etude des courbes représentées, dans un repére orthonormé, par des équa-
tions de la forme :

ax? 4 by? + 2cx 4+ 2dy + e =0 (la] 4+ 1b] # 0).

Diflérentes forines de ces courbes ; existences d’axes ou de centres de symétrie,
d’asymptotes ; équations réduites ; existence de la tangente. Ellipse, hyperbole,
parabole définies par les propriétés de leurs points qui {ont intervenir les foyers
et directrices (les propriétés des tangentes aux coniques sont hors du programme).
Equation de ’hyperbole rapportée a se- asymptotes.

SECTION E

3. Etude des courbes représentées, dans un repére orthonormé, par des équa-
tions de la forme :

ax? + by? + 2cx + 2dy + e = O(Jo| + [b] # 0).
Différentes fornes de ces courbes ; existence d’axes ou de centres de symétrie,

d’asymptotes. Equations réduites : ellipse, hyperbole,’ parabole.
Existence de la tangente. Equation de I'hyperbole rapportée & ses asymptotes.

4. Géométrie descriptive. Les questions énumérées ci-dessous seront avanta-
geusement étudiées en liaison avec le cours de géométrie de cette classe et de la
classe antérieure ; elles serviront utilement & son illustration.

Rotation autour d’un axe vertical, ou de bout.
Rabattement d*un plan sur un plan horizontal ou frontal.

Distance de deux points, d’un point & une droite, d’un point & un plan ; angle de
deux droites.

Projection d’un cercle : épure.

Représentation d’un cylindre de révolution, d’'uu céne de révolution dont une
base circulaire est dans le plan horizontal de projection.

Coustruction par points et tangentes de la projection horizontale (resp. frontale)
de Pintersection d'une telle surface par uu plan de bout (resp. vertical).

Représentation de I’hélice circulaire droite tracée sur un cylindre de révolution
d’axe vertical.

SECTION C et E

VIll. — Probabilités sur un ensemble fini.

1. Espaces probabilisés finis ({2, B (€)), p)-
Applications mesurables (ou variables aléatoires) : probabilité image, fonction
de répartition d’une variable aléatoire réelle.

Couple de variables aléatoires réelles, loi du couple. Lois marginales.
Couple indépendant. Systéme de n variables aléatoires indépendantes.

2. Espérance mathématique d’une variable aléatoire & valeurs dans R ou]R2.
Fspérance mathématique de la somme des 2 variables aléatoires réelles d'un
couple, du produit dans le cas d’un couple indépendant.

Variance, écart-type d’une variable aléatoire réelle.
YP

3. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Epreuves répétées ; loi faible des grands
nombres. -
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1 NOMBRES REELS

1.1  Propriéiés de I’ensemble R.
1.2 Calculs d’incertitudes.

1.1 PROPRIETES DE L'ENSEMBLE R

1.1.1 Corps commutatif totalement ordonneé.

1 Rappelons qu'un ensemble K, muni de deux opérations notées
par les signes usuels + (addition) et x (multiplication) est appelé
un corps commutatif s’il est déja un anneau commutatif unitaire
pour ces lois, et si chaque élément non nul admet un inverse pour
la multiplication :

a+bte)=(a+b)+ ¢
associativites
a{bc) = (ab)c
b+ = ab
a(b + ) = ab + ac distributivités
(a + b)c = ac + bhe
a+b=b+a } ..
commutativites
ab = ba

a+0=0+a=a

éléments neutres
axl=1xa=a

a + (—a) = (—a) +
(@a#0) aa ' =ala=

-8

}élémenls symétriques

2 Un tel corps commutatif est totalement ordonné si I’on peut
définir, sur I’ensemble K. une relation d’ordre total, compatible
avec I'addition et avec la multiplication par un élément positif
(c’est-a-dire supérieur ou égal & 0) :

az=a

> > ¢ 2 ¢

(a b et b (‘) = (a (‘) ordre total
(@a>b et b>a) = (a=b)

a2b = b>a
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(@>b) = (@tec>b+o) )
compatibilités
(a=2b et ¢=>0) = (ac = bc) (2)

AR\

3 Nous admettrons existence de tels corps. Etudions quelques
conséquences des définitions ci-dessus, en utilisant librement les
symboles <, > et < déhnis par les relations immédiates :

(a<b) <= (b=>a);
(a>b) <= (a=b et a#b),;
(a <b) <= (b>a).

| (a+c=2b+c¢) = (az=h) (3)

En effet, il suffit d’appliquer I'implication (1) :
(a+ec=2b+¢) = (at+c+[—c]=2b+c+[—c].

| (a2b) <= (a+c=2b+ec) (4)

C’est la conséquence des relations (1) et (3).

| (a>b) <= (a+c¢c>b+o¢) (5)

Il suffit de remarquer que les égalités ¢ = beta + ¢ = b + ¢ sont
équivalentes et d’appliquer ’équivalence (4).

| (a>0) = (—a<0) (6)

En effet, on peut écrire :

(a>0) = (a+[—a] >0+ [—ada].

] (a<0) = (—a>0) (N

Ceci résulte de I'implication :

0>a) = (O+[—a]>a+[—al].



. (a>0) <= (—a<0) (8)

C’est une conséquence immédiate des relations (6) ct (7), et de
I'égalité a = —(—a).

] a?>0 )

Si a est positif ou nul, alors, d’aprés la relation (2) :
20 — a = aa = a0.
Or, a0 est nul puisque :
a0 + a0 = a(0 + 0) = a0.
Si a est négatif ou nul, on écrit de méme :
—az20 = a’ = (—a)(—a)=(—a)0 = 0.

Ceci prouve que I'équation x2 =k n’a pas de racines si k est
strictement négatif.

n 1>0 (10)
En effet : 1=1x1=12+#0.
] (a>0) = (a7'>0) (11)

Si 'on avait: ¢~ ! € 0, on pourrait alors en déduire I'inégalité :
ae”! < a0, c’est-a-dire :

1 <0,

ce qui est faux.

n (@a<0) = (al<0) (12)

Si I'on avait: a ! = 0, on pourrait alors en déduire I'inégalité :
aa”! € 027!, c’est-a-dire :

1<0.
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N (a>0) <> (a!>0) (13)

C’est une conséquence immédiate dex relations (L1) et (12). et de
légalité a = (a” ')~ 1.

| (a>b et ¢>0) = (ac > be) (14)

On a faulement ac = be. Si Pégalité était vérifiée, en multlplmnt
par ¢ ! qui est positif (11), on trouverait I’égalité a = b, qui est
fausse.

| (ac > bc et ¢>0) = (a>b) (15)

Ceci n’est autre que la relation (14) si l'on tient compte de
I’équivalence :
c>0 <= ¢ '>0.

4 Signalons encore les régles des signes :

@a=20 et b=20) = (a+b=0) (16)
(@a<0 et b<0) = (a+b<0) (17)
@>0 et b>0) — (a+b>0) (18)
@<0 et b<0) = (a+b<0) (19)
(20 et b>=0) = (ab>0) (20)
(@<0 et b=20) = (ab<0) 2n
(<0 et b<0) — (ab>0) (22)
(>0 et b>0) = (ab> 0) (23)
(a <0 et b>0) — (ab <0) (24)
(<0 et b<0) => (ab>0) (25)

Ce sont des conséquences immédiates des relations (1), (2), (8), (13)
et de la transitivité de la relation d’ordre. Par exemple :

(@a=0 et b=20) = (a+b=b et b=0);

d’ou la relation (16).



L’hyvpothése (a = 0 et b > 0) implique done bien :
a+ h=0,

et I'égalité a + b = 0 est rendue impossible par la relation (8),
etc. De méme, pour les implications concernant le produit, si I'on
remarque la propriété fondamentale :

(ab=0) = (a=0 ou b=0).

5 Enfin, un corps commutatif totalement ordonné K contient un
sous-ensemble isomorphe a I’anneau Z des entiers relatifs :

Z=1{...,-2 -1,01,23,...},

comme on le voit en associant I'enticr 0 et I’élément neutre de
I’addition, I’entier 1 et I’élément neutre de la multiplication, I'entier
n ct I’élément du corps obtenu en additionnant n éléments égaux
a 1, l'entier (—n) et I'opposé de I’élément associé a n; on peut
montrer facilement l'inégalité: n > 0, puis I'inégalité: 0 > —n,
en déduire une bijection entre Z et une partie du corps K, puis
vérifier que cette bijection respecte I’addition, la multiplication et
la relation d’ordre usuelles de Z. (Un corps commutatif totalement
ordonné est donc infini.) Nous écrirons, par abus de langage :

Z cK.

1.1.2 Corps des nombres réels.

Nous admettrons I’existence d’un corps, noté (R, +, x) (ou, plus
brievement, R), appelé corps des nombres réels, déja utilisé dans les
classes antérieures, et défini par les axiomes suivants.

DEFINITION /| On appelle nombre réel tout élément d'un ensemble
1 R possédant les propriétés suivantes :

Al IR peut recevoir la structure de corps commutatif
totalement ordonné.

A2 Toute égalité de la forme R = AUB, o0 Aet B
sont des parties non vides telles que tout élément de A
soit strictement inférieur a tous les éléments de B,
implique I’existence d’'un nombre réel supérieur ou égal
a tous les éléments de A et inférieur ou égal a tous les
éléments de B.
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Tous les corps commutatifs totalement ordonnés ne satisfont pas a
I’axiome A2; on peut montrer que le corps @ des nombres rationnels
peut s’écrire sous la forme demandée (prendre pour A 'ensemble
des rationnels r tels que: r < 0 ou: r’ < 2) bien qu’il n’existe
aucun rationnel séparant A de son complémentaire B.

Nous admettrons que les propriétés Al et A2 définissent bien un
corps, ¢t qu’il est unique, a un isomorphisme prés.

REMARQUES. — 1 Le couple (A, B) de I'axiome A2 s’appelle une coupure; A et B
sont &évidemment disjointes, donc complémentaires. Le réel défini par I'axiome
appartient a I’un, et 4 I’un seulement, des deux sous-ensembles. Il est évidemment
unique.

2 Ces axiomes ne sont pas arbitraires : ils sont justifiés par le modéle géométrique
qui a servi, historiquement, a élucider la notion de nombre récl. L’axiome Al n’est
autre qu'un résumé de propriéiés trés simples, valables par exemple pour les
nombres rationnels, que I'on désire garder méme lorsque ceux-ci deviennent
insuffisants (par exemple, en géométrie, si 'on désire pouvoir parler des longucurs
du ¢6té d’un carré et de sa diagonale); 'axiome A2, qui ne concerne que la relation
d’ordre, est rendu trés intuitif si 'on considére les réels comme les abscisses des
points d’une droite affine usuelle; le ternie de coupure évoque bien la partition de
celle-ct en deux demi-droites de nature différente :

A _ B
ou bien :
A _ B

11 existe, évidemment. de nombreuses autres axiomatiques équivalentes de R, et
des constructions explicites de ce corps, a partir de la théorie des ensembles.

1.1.3 Bornes supérieures et inférieures.

1 Rappelons quelques définitions simples liées a I"ordre dans un
ensemble.

DEFINITION / Un majorant (resp. majorant strict, minorant,
2 minorant strict) d’un sous-ensemble non vide A d’un
ensemble ordonné E est un élément supérieur ou égal
(resp. strictement supérieur, inférieur ou égal, stricte-

ment inférieur) a tous les éléments de A.

Un élément de A est un élément minimum, noté
min A (resp. maximum, noté max A) s’il est un
minorant (resp. majorant) de A.

Le sous-ensemble A est majoré (resp. minoré) s’il
admet au moins un majorant (resp. minorant).



Nous allons compléter ces définitions, bien connues, par une
nouvelle notion plus délicate: celle de borne supérieure (ou
inférieure) d’'un sous-ensemble.

DEFINITION / Un élément d’un ensemble ordonné E est une borne
3 supérieure (resp. borne inférieure) d’'un sous-
ensemble non vide A §’il est majorant de A et inférieur
ou égal a tous les autres majorants (resp. minorant de
A et supérieur ou égal a tous les autres minorants).

On le note:

sup A (resp. inf A).

2 Signalons quelques propriétés trés simples des majorants,
maximum et borne supéricure d’une partie A :

a) si m est un majorant de A, tout élément supérieur ou égal a m
est également un majorant;

b) une borne supérieure, si elle existe, est nécessairement unique, ce
qui justifie la notation sup A et I’expression «la borne supérieure

de A»;

¢) un maximum, s’il existe, est une borne supérieure de A; il est’
alors unique, d’ou la notation max A et I'expression «le maximum

de A».

La partie de R constituée par les entiers relatifs de Z n’admet ni
majorant, ni minorant. Les nombres rationnels tels que: r*> < 2
forment une partie de R majorée et minorée; les nombres /2 et
— /2 sont respectivement la borne supérieure et la borne inférieure
de cette partie; ce ne sont pas des maximums ou minimums, car ils
ne lui appartiennent pas. Le méme ensemble, considéré cette fois-ci
comme partie du corps @ des nombres rationnels, y est encore
majoré et minoré, mais n’y admet plus de borne supérieure ou
inférieure.

Notons que, dans un corps commutatif totalement ordonné,
I’ensemble des majorants d’une partie A ne peut étre le corps tout
entier comme le montre I'inégalité: a — 1 < a (équivalente a:
a<a-+1l,donca: 0 < 1)

3 Considérons une partie A de IR, non vide et majorée; ’ensemble
M, formé de tous les majorants de A, et ’ensemble M', complé-
mentaire de M dans R, ne sont donc pas vides. Ils forment une
coupure de R puisque tout élément de M’ est strictement inférieur
a tous les majorants de A qui constituent I’ensemble M.
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Seit a le nombre réel défini par cette conpure. Tl est inférieur ou
¢gal a tous les majorants de A. Supposons qu’il appartienne &3 M’;
puisque ce n’est pas un majorant de A, il existe un élément x de A
qui lui est strictement supérieur :

a < x.
On en déduit facilement les inégalités :

2a < a + x < 2x,

+ x
puis : a<2~2—x<x 2=1+1>0).
a + X y ) . - o
Le nombre v = 5 n’est pas un majorant de A puisqu’il est

inférieur a x: y appartient donc 3 M’ et, par suite, doit étre inférieur
ou égal & a d’aprés 'axiome A2. Comuie ceci est inexact, I’hypothése
de départ est absurde et a n’appartient pas 3 M', ce qui implique
que a est un majorant de A, donc la borne supérieure de A.

THEOREME / Toute partic non vide et majorée (resp. minorée) du
1 corps R admet une borne supérieure (resp. inférieure).

4 Nous avons défini la borne supérieure @ de A comme le plus
petit des majorants de A. On peut donner une autre définition de cc
nombre. Il est clair que a est un majorant de A et que les nombres
(a — ¢),avece > 0, nesont pas des majorants; d’ou les implications :

(x€A) = (x<a) (26)

(>0 = Ay, a—-t<y) (27)

Réciproquement, ces deux implications caractérisent bien la borne
supérieure de A.

EXEMPLE. On considére la suite définie par les relations :

2 2
_ . __u,,+-
Y - .

iy = Upsy =

9
2u,

Calculer la borne supérieure et la borne inférieure de I ensemble des nombres u,.
La suite étudiée est décroissante; en effet :

u,f + 2 2 — u?

u —u, = — - u = .
at+l n n

B <

2u, 2u,,




Pourn = 0, on a bien: uy; < u,.

Pour: n = 1, on peut alors écrive :

1 /u3_1+2 2 _8143_1——(113,, + 2)?
e = e = ;;,, - \211,,_1 - 8unu,,,1# o
- b, -4 1, — 2)?
T i 2 T a2 T

Par conséquent, uy = 2 est le maximum, et done la borne supéricure de I'ensemble

des valeurs de u,. Cet ensemble est minoré, puisque 'on a évidemment :

nt
u, > 0.

Le caleul précédent montre que :

2 912
u -2
p ( n- 1 )
2 —ul= - ——— <0
-l*u", 1
d’on ’inégalité entre réels positifs
u, 2 /2
(nous supposons ici existence de ce nombre, déja largement atilisé dans les classes
antéricures).
/o . . .
/2 est donc un minorant. Montrons que c’est le plus grand des minorants. done la
N !
borne inférieure. Démontrons pour cela, par récurrence, U'inégalité ;

1
n <2n*1.

Elle e~t vérifiée pour n = U puisque :

1
_ 2 e _ T
2 =uy; — 2= 51
Si elle est vraie pour n, alors:
I .
u3+1 2=I (uf—?",
U,
L A - ! 2 _ 9\2 PR
. peut étre majoré par x et (u; — 2)° par 1) d'on:
n—1 4
"3+1 -2
. g 1 1
5011 ¢ v, — 2 < —< =
4" b1

Cette inégalité. qui est done démontrée par récurrence, prouve bien que \/5 est le
plus grand des minorants, car I'existence d’un minorant: m > ; 2 entrainerait,
pour tout n, I'inégalité :

1
< g —

Les bornes cherchées sont done 2 et \/E
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1.1.4 Intervalles emboités et suites adjacentes.

1 Rappelons la notion d’intervalle d’un ensemble ordonné E.

DEFINITION / Un sous-ensemble I d’un ensemble ordonné E est un
4 intervalle de E s'il satisfait a I'implication :

(x€l et yel et x<z<y) = (z€]).

Par définition, I'ensemble [a, b] est formé des éléments x tels que:
a <x<b

Cet ensemble est évidemment un intervalle. Dans R, on parle
d’intervalle fermé borné (ou, parfois, de segment); a et b sont les
bornes.

Une suite d’intervalles [a,, b,] est dite emboitée si I'on a, pour tout
entier n, les inégalités :

a, < a,y < b,y < b,
Cette notion est équivalente a I'inclusion :

[arﬂ bn] ) [an+ 1- bn+1}‘

2 Considérons une suite d’intervalles fermés bornés emboités, et
appelons A I’ensemble des nombres a,. Les inégalités évidentes :

a, < b, < b

n

montrent que A est majoré (par tous les éléments b, et, en
particulier, par b,).

Soit x la borne supérieure de A. Montrons que x est inférieure ou
égale a tous les b,. Si ce n’était pas le cas, il existerait un entier n
tel que :

b, < x.

Posant: € = x — b, > 0, nous savons qu’il existe un élément a,

de A tel que:

x—8<a.p,

d’ou: b, < a,.
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Cette inégalité est visiblement fausse, que I'on ait: p < n (d’ou
a,< a,<b,),ou: p=n(dou a, < b, <b,). On a donc, pour
tout n :

a, <K x<b

n n?

et x appartient a tous les intervalles [a,, b,].

THEOREME /| Etant donné une suite d’intervalles fermés bornés
2 emboités de nombres réels, il existe an moins un réel
appartenant a chacun des intervalles.

(On peut dire encore que I'intersection des intervalles n’est pas vide.)

3 Ce théoréme n’est vrai que pour des intervalles fermés, car les
intervalles ouverts :

Ja, b = {x; a < x < b}

n’y satisfont pas, comme le montre 'exemple :

=
i
I
S
=
H
|~

o

4 Les deux suites (a,) et (b,) sont, 'une croissante, 'autre
décroissante. La différence d, = b, — a, est positive ou nulle, et
définit une suite décroissante, puisque :

byr1 — @iy S by — apyy < b, — a,.

Si, de plus, la différence d, a pour limite 0 pour n infini (par exemple,

sid, =—oud, = gn ) on dit que les deux suites sont adjacentes.
n

Dans ces conditions, le nombre x défini précédemment est évidem-

ment unique et chacune des deux suites admet x comme limite,

comme le montrent les inégalités :
0<x—4q,<b, — a,
0<b, —x<b, — a,

n

5 Nous ne déterminerons pas ici les différents types d’intervalles
de R (bien que ce soit assez facile). Tl en existe dix :

a) les intervalles fermés bornés :
[a,b] = {x: a < x < b};
b) les intervalles ouverts bornés :

Ja. b = {x; a < x < b};
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¢) les intervalles semi-ouverts a droite :
[a, b = {x; a < x < b}
d) les intervalles semi-ouverts a gauche :
Ja, b] = {x; a < x < b};
¢) les demi-droites fermées a droite :
]—00.b] = {x; x < b}
) les demi-droites fermées a gauche :
[a, + o] = {x; a < 2}
g) les demi-droites ouvertes a droite :
J—oo. b = {x: x < b};
h) les demi-droites ouvertes a gauche :
Ja. + o[ = {x; a < x};
i) l'ensemble R lui-méme, noté ] — oo, + ool ;
j) T'ensemble vide & (que I’on pourrait noter Ja, a[).

Il est parfois commode de compléter IR par deux ¢léments, notés
— o0 et + 00, pour obtenir un ensemble appelé droite achevée R.
Ce n’est plus un corps, mais R est encore un ensemble totalement
ordonné si I’on pose les relations (ou a est un réel) :

—ww<a a< +0, —0N < +F.
Dans ces conditions, il n’existe plus que cing types d’intervalles :
[a,b]. Ja,bl, [a.b[, Ja.b]l, ¢,

sil’on convient que a et b sont des éléments de R=R U { — o0, + x|,
non nécessairement dans R.

1.1.5 Théoréme d’Archiméde.

Soit (a, b) un couple de réels tel que I'on ait: a > 0.-11 est intuitif
que I'on peut trouver un entier n satisfaisant a 'inégalité :

na > b.

Démontrons ce théoréme par I’absurde. Si ce résultat était inexact,
on pourrait considérer la borne supérieure ¢ de I'ensemble A des
nombres de la forme na (qui serait alors majoré par b). et U'inégalité,
pourtout n: (n + l)a < ¢
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Prenons : £e=a>0;
il existe un entier n tel que:
¢ — & < na,
ou encore : ¢c < na + g,
c’est-a-dire :
¢ < (n+ Na,
ce qui contredit un résultat antérieur.
On dit que R est un corps archimédien.
THEOREME / Pour tout réel b et tout réel strictement positif a, il
3 existe un entier n tel que :
na > b.

Ce théoréme, reconnu par Archiméde, ¢st encore vrai dans d’autres
ensembles que R: @. Z, N notamment. Il sert, par exemple, de
base a la théorie de la division euclidienne.

REMARQUE. — On peut vérifier facilement que la démonstration
des théorémes 2 et 3 ne dépend que de ’axiome Al et du théoréme 1.
Comme Paxiome A2 peut se déduire de I'axiome Al et des théorémes
2 et 3 (nous admettrons), il en résulte que 1'on peut remplacer
I'axiome A2, soit par le théoréme 1, soit par les théerémes 2 et 3,
pour obtenir une axiomatique équivalente de R,

1.1.6 Valeurs approchées d’un nombre réel.

Considérons un nombre réel x, un entier n, et I’ensemble A, des
entiers relatifs m tels que:

m < 10%.
Le théoréme d’Archiméde montre qu’il existe un entier p tel que :
10"y < p.
p majore donc I'ensemble A,. La borne supéricure de A, est un
nombre réel ¢,; nous admettrons que c’est un entier, élément de

A,. donc le plus grand élément de A, (un ensemble majoré d’entiers
relatifs admet un maximum).

On peut en déduire les inégalités :

g < 10"x < g, + 1.
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Le nombre réel, défini par:

_ qn

a" ?
10"

est un rationnel appelé valeur approchée par défaut de x a 107"
prés. (On précise parfois : valeur approchée décimale.)

De méme, le rationnel :

q, + 1

b, =
10"

BT

est appelé valeur approchée par excés.
Ces deux nombres satisfont aux inégalités :

a, < x <b,.

n

Par exemple, pour x = \/é, n = 3, on trouve les rationnels :

1414 ,_ 1415

03 = _1()T’ 3 = —116—3—5
puisque : 1414 < 1000./2 < 1415,
ou encore : (1414)2 < 2 000 000 < (1 415)2

[(1414)2 = 1999396,  (1415)% = 2 002 225].

Les nombres a, et b, définissent deux suites, et une suite d’intervalles
fermés bornés [a,, b,] contenant tous x (en fait, on a méme la
relation :

x € [a,, b,[).

La différence d, = b, — a, a pour limite 0 pour n infini.

~ 10"
La suite (a,) est croissante.
En effet, I'inégalité :
10", < 10"«
implique I'inégalité :
10n+ lan 10n+1x;

<
d’ou : 10" e, <

In+1-
et finalement :

_ +1
< @y (gns1 = 10" i)
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Il est moins faciie de démontrer que la suite (b,) est décroissante.
Les deux inégalités :

1On+lan+1 < 10"+1:'( < 10n+1b"

2 21 ez
ont pour consequence 1 1negahte :

1
10"“(b,,+l - W"ﬁ) < 10" 'p,,

ou encore
10"+1(bn+1 - bn) < 1.

Le premier membre étant un entier (il est égal a ¢, — 10g, — 9).
cet entier est négatif ou nul; d’ou :

bn+1 - b g 0.

n

Les deux suites (a,) et (b,) des valeurs approchées de x sont done
adjacentes, et x est le seul réel contenu dans tous les intervalles
[a,, b,]. Comme b, est lié trés simplement & a,, on voit que la suite
(e,) détermine entidrement x. Deux réels distinets ne peuvent avoir
toutes leurs valeurs approchées par défaut égales entre elles
(d’ailleurs x est la limite de la suite a,,).

THEOREME / Les valeurs approchées par défaut d’un nombre réel le
4 déterminent entiérement. La suite des valeurs appro-
chées par défaut et la suite des valeurs approchées par

excés sont deux suites adjacentes.

Le nombre 10 ne ‘joue ici aucun role essentiel; on pourrait
naturellement le remplacer par un entier quelconque supérieur ou
égal a 2; il est lié & notre systéeme familier de numération.

1.1.7 Corps des nombres rationnels.

1l existe un ensemble de corps (K, 4+, X) tels que K soit un sous-
ensemble de R, contenant le nombre 1, contenant la somme, la
différence et le produit de deux éléments de K ainsi que le quotient
de deux nombres non nuls de K (par exemple, on peut prendre
K = R). Leur intersection — ensemble des nombres qui appartien-
nent i chacun d’eux — est évidemment encore un corps commutatif
totalement ordonné. C’est le corps @ des nombres rationnels.



16 / NOMBRES REELS

@ doit contenir les entiers de R, comme 0,1,2,3, ..., —1, =2, -3,

11 1 1
..., ainst que lenrs inverses 1, 5: g, cees T ~-§s .... ct les pro-

3 5

duits de ces inverses par des entiers { par exemple 1 et s 3 Ces

propriétés peuvent se¢ démontrer facilement par récurrence. Or,
Uensemble de ces produits, appelés fractions, est évidemment un
corps contenant le nombre 1; ¢’est donc le corps @ lui-méme. Un
nombre réel x est un rationnel si, et seulement si, il existe un entier
n tel que le produit nx soit lui-méme un entier relatif.

Considérons un intervalle I de IR contenant au moins deux réels x
et y; x et ¥ ne peavent avoir mémes valears approchées par défaut.
Il existe donc un entier n tel que, par exemple, la valeur approchée
par défaut de v a 107" prés soit strictement supérieure a celle de x :

1
La<a, +—

@, 10"’

1
C, g ¥ < <, + —167”
a" < (."'

Les nombres 10%, ¢t 10", étant entiers, on a done :
n n

10%, + 1 < 10",
d’ou les inégalités : 1 < a, + 0 ¢, €.
Le nombre rationnel ¢, appartient donc a Uintervalle Jx, y] et par

conséquent, d Pintervalle [

THEOREME / Tout intervalle réel contenant au moins deux nombres
5 contient au moins un rationnel.

(On peut en déduire que I contient une infinité de rationnels.) On
traduit généralement le théoréme 53 en disant que @Q est dense

dans R.

L’intervalle I contient également une infinité de nombres irration-
nels (c’est-i-dire éléments du complémentaire R — @ de Q dans
R). En effet, il contient au moins deux rationnels « et b, ainsi que le

nombre :
a + b\/E
1 + /2

qui est manifestement irrationnel et compris entre a et b.

¢ =
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1.1.8 Valeur absolue d’un nombre réel.

1 Considérons un nombre réel x et I'ensemble A = {x. —x} (si x
est nul, A ne poszéde qu’un seul élément). A est majoré, puisque Fon
peut écrire :

x=20 = (-

= x < x).
(x<0) = (x < —2x).

Sa borne supérieure est I’'un des deux réels x et (—x). C’est donc un
maximuam. Nous poserons :

|*| = max {x, —x} = sup {x, —x} (28)

(On lit : valeur absolue de x, ou module de x.)

DEFINITION / La valeur absolue du nombre réel x est le plus grand
5 des nombres x et — .

Cette valeur absolue généralise la valeur absolue d’un entier relatif,
qui est un cntier naturel.

On peut en déduire immédiatement les relations suivantes :

x| = |-« =0 (29)
x| =0 <= x=0 (30)
x| =2 <= x>0 (31)
| = —x ~— x<0 (32)

2 x| est un élément de I'ensemble R* qui est. par définition,
I’ensemble des récls positifs ou nuls. Si x n’est pas nul. x| appartient
A Iensemble R** des réels strictement positifs, ensemble qui peut
recevoir la structure de groupe multiplicatif d’aprés les relations :

(x>0 et v>0) = (xy>0), (23)
(x>0) = (x7!>0). (1)

Considérons les égalités :

x(—y) =(—x)y = —xy (33)
(—x)(—y) = xy (34)
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(L égalité (33) est une simple conséquence des distributivités de la
multiplication puisque :

0 =20 =x(y+[—y]) =2y + a(—y),
et: 0 =xy + [—xy].
L’égalité (34) s’en déduit aussitdt puisque :

xy = —(—xy).)

Ces deux égalités montrent que, dans tous les cas, on peut écrire :

lxy| = |« |y| (35)

L’application valeur absolue définit donc un homomorphisme du
groupe multiplicatif (R*, X) sur le groupe multiplicatif (R**, x).
Le noyau de cet homomorphisme, ensemble des éléments dont
I'image est ’élément neutre 1, est 'ensemble {l, — 1}.

3 FKEtudions'la valeur absolue d’une somme: z = x + y.
Distinguons plusieurs cas.
a) Six et y sont tous deux positifs ou nuls, alors :

=l y=Dl =30
d’ou: lz2] =z = |x| + |v].
b) Si x et ¥ sont tous deux négatifs ou nuls, alors :
x= -, v=-ly, =<0
d’ou : lz] = —z = |x| + |y|.
¢) Si x est positif et y négatif, alors :
x=|t. y=—lyh. ==l -yl
On en déduit les inégalités :
2 < x| + [yl
—z < ol + |yl
d’ou : lz| < |x| + |yl

d) Dans tous les cas:

lx + ¥yl < x| + |yl (36)

Cette inégalité est appelée inégalité triangulaire de Minkowsky.
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4 Rassemblons les propriétés fondamentales de la valeur absolue

que nous avons définie (on dit que R est un corps valué) :

x| = 0

x| =0 <= x=0
leyl = |l |¥]

lx + yl < |«| + |yl

On peut en déduire de nombreuses conséquences.

Par exemple :

lx — yl < |2 + [yl

En particulier, appliquons I'inégalité triangulaire a la somme :
x=(x+ v)+ (—v):

on obtient :
lxl < v + ¥ + | =yl

c’est-a-dire :
o] — |¥ < fo + .

On trouverait de méme :

vl —lal < x + y

-

d’ou I'inégalité :

x| — |yl] < 1= + ]

(38)

L'inégalité triangulaire est trés importante. On peut montrer
g I

facilement que ce n’est une ézalité que si et seulement si xy est

positif ou nul.

5 Les éléments de R peuvent éire considérés comme les points
d’une droite affine, ou les vecteurs d’une droite vectorielle. On peut
déhnir une distance entre deux nombres, ou deux points, par

I'égalité :

d(x.y) = |y — «|

(39)
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Cette distance posséde quatre propriétés fondamentales :

d(x.y) > 0 (40)
dix.y) =0 <= =x=y (41)
d(x,y) = d(y. %) (42)
d(x.y) + d(y,2) > d(x. ) (43)

Les propriétés (40) et (41) ne sont que des traductions immédiates
des relations (29) et (30).

La propriété (42) résulte de I’égalité :
x—y=—(y -«

La propriété (43) résulte de V'inégalité triangulaire appliquée a la
somme :

z—x=(y —x) 4+ (z — ¥)

On dit que R est un espace métrique.

Si r ¢st un nombre strictement positif, on appelle boule ouverte
(resp. fermée) de centre a et de rayoun r I'cnsemble des nombres x
tels que:

dla.x) <r (resp. d(a, x) < r).

Cette boule ouverte (resp. fermée) n’est autre que l'intervalle borné
ouvert la — r,a + r[ (resp. fermé [a — r,a + r]). Ces notions
sont utilisées dans I'étude des limites en analyse.

1.1.9 Congruences dans R.

Considérons un nombre réel non nul ®. Nous allons définir sur R
une relation binaire, notée par le signe =, lue «x e~t congru a v
modulo ®», par Péquivalence :

(x=y[w]) <= ((Gzn,x -y = no)

(Z est Vensemble des entiers relatifs.)



B Cette relation de congruence posséde les propriétés suivantes :
1 REFLEXIVITE :
(x.x = 0w) = (r = x [0]).
2 TRANSITIVITE :
(x=yv[0w] et v=z[0] = (x=:z[o]).
En effet:
(r—y=now et y—z=mo) = (x—z2=[n+ mlo)
3 SYMETRIE:

(x=ylo]) = (==x[o]).
En efiet:

(x —y=nw) = (y—x=(—nw).
La relation de congruence est done unc relation d’équivalence.

L’cnsemble % des nombres congrus a x n’est pas vide, car il est
formé de tous les réels de la forme :

v=x+no (ne€li).

Cest la classe de congruence de x. 1l contient notamment x lui-méme.

EXEMPLE. Soit ® = 1. La classe de congruence de 0 n’est autre que Z: eelle de

- est I"ensemble suivant :
)

Donnons un autre exemple; si @ = 2n, la classe de congruence de 0 est 'enscmble :

0 =1{....—2m 0.2 4n. 6m,...0.

B La congruence est compatible avec Iaddition de R, ¢’est-a-dire
quc I’on peut remplacer chacun des deux termes d’une somme par
des nombres congrus sans modifier la classe du résultat. Posons en
effet:

x+v=2 2+ =z
x =1 [0], y=y [0]
Il vient : Zd—s=(x" —x)+ (¥ — v) = no + mo.

cest-d-dire : s =2 [w].
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(x=x et y=y) = (x+y=x"+y)

{Les congruences doivent étre naturellement de méme module ©.)
W L’ensemble des classes de congruence est noté habituellement
R/®wZ. On peut y définir une addition; la somme des classes % et j est,
par définition, la classe de (x + y):

. . T
x+y= +y

La propriété précédente montre que la somme obtenue ne dépend
pas, en fait, des éléments particuliers x et y, mais seulement des
ensembles & et ¥.

1 7
EXEMPLE. Prenons®w = 1, x = §»y = — g
. 5 2
X =R —— y ——3 =y =1 —>»
3 3
_ 12 7 238
= A S A '-'_)’ 555’5,
31 16 1 14 29 }
i+ y= S
15 15 15 15 15

1 2 + "7 31
xemple: —-— —-=)=—-=)
par exemp 3 5 T

W 1l est facile de vérifier que cette addition fait de R/0WZ un
groupe commuiatif. En effet, les égalités :

+(y+t2)=(x+y)+z
x+0=0+x=x«
x+(—x)=(—x)+2=0
x+y=yv+x

montrent que "addition dans I’ensemble des classes de congruence
esl associative, admet 0 comme élément neutre, est telle que la

classe x admet la classe (—;t) comme opposée, et est enfin com-
mutative. Ce groupe est appelé groupe quotient par la relation de
congruence.



REMARQUES. — 1  On peut toujours supposcr ® strictement positif puisque :
r=y[0] = x=y[-w]
d’ou : R/wZ = R/{(—w)Z.

2  On peut traduire la régle de compatibilité de 'addition et d'une congruence
en énoncant que 'on peut toujours ajouter enire elles deux congruences de méme
module. Toutefois, on ne peut pas les multiplier entre elles.

Par exemple :

31 1 9

-=-[1], - = —- [11,

5 5 (1. 5 -

3 1 1 9 7 13

*'*E—_"l el £

»t5=3 5 M (10 m)

31 .1 9 3 9
mais : X - -x|=-- 1 — %= ——-

2 572 (5)“(10’ 10)

Remarquons simplement que I'on pent multiplier les deux termes d’nne congruence
par un méme entier :

(x=y (o) = (nz=ny [0]) (n€i)
3 Les congruences modulo T et 21 sont uatilisées en analyse pour Pétude des
fonctions circulaires, et en géométrie pour P'étude des angles et rotations.
4 Si @ est entier. on pent alors parler de la restriction de la congruence au sons-
ensemble Z de R, car:

(xeZ ev x=y) = (vel).

L’cnsemble Z/nZ est alors un anneau; son étude est trés importante en arithmétique.

5 Si® =1, le groupe quotient R/Z est utilisé dans le calcul par logarithmes,
groupc q p g

quand on effectue des opérations sur les mantisses des logarithines sans tenir compte

des caractéristiques.

Par exemple : log, 4 4 + log, 30 = log,, 120

donne {approximativement) dans R/Z :

o — —
0,602 06 + 0,477 12 = 0,079 18

(I’égalité correspondante dans R s’éerit :

0,602 06 + 1,477 12

2,079 18).
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1.1.10 Automorphismes de R.

(Ce paragraphe est réservé aux éléves de la section C.)

Déterminons les automorphismes de IR, c’est-a-dire les applications
bijectives @ de R sur lui-méme, telles que :

o(x+y)=0() + o(y) (44)
Q(xy) = 0(x)9(y) (45)

Seita = @(1). On peut écrire: 1 x 1 = 1; d’oti: a X a = a.
Les solutions de I’équation: a(a — 1) = O sonta = Oeta = 1.
Sil’on avait @ = 0, il en résulterait que, pour tout x:

o(x) = o x 1) = p(x)p(1) = 0.
Par conséquent, a est égal a 1.
Supposons démontrée I’égalité :

®(n) =n (n € IN¥).
Alors : on+ 1) =0xr)+0(l)=n+ 1.

Cette relation est donc vérifiée par récurrence pour tous les entiers
naturels, méme 0, puisque :

¢0) =00+ 0) = ¢(0) + ¢(0).
On peut en déduire @ (—n); en effet :

0=00) =0+ [—n]) =0(@) + ¢(—n);
d’ou: @(—n) = —@(n).

Si n est un entier relatif non nul, alors :

1 1 1
o0 =ofe <)ool o)

l l
d’ou: q)(—> = - (n € Z*%),
n

n

et, plus généralement :
pius g

‘m 1 m
w(;) = w(m)w(;) =
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Si x est un rationnel, on a done :

P(x) = x.

Admettons que tout nombre positif ou nul est le carré d’'un nombre
réel (ceci résulte assez facilement du théoréme sur les intervalles
emboités qui donne une construction effective des valeurs appro-
chées de la racine cherchée). Alors :

(x>0 = (x=4?,
(x=y) = (o) = [o(»],
soit ; (x=0 = (p(x)=0).

Considérons les suites (a,) et(h,) des valeurs approchées d’un réel
x. On peut écrire :
x—a, 2

b

° (p(x - an) =0
L) (‘p(bn - x) 2 0'

.= 0
y—x =0
D’aprés Pégalité :

?(x —y) = 0(x) — 9(y),

qui est nne conséquence immédiate de 1’égalité (44), on a donc:
O (%) — @la,) > 0
o (b)) — 9(x) = 0.

Mais q, et b, sont des rationnels,

Par conséquent :

o(a,) = ap,  @b,) = b,

a, < @(x) < b,
@ (x) appartient donc a 'intersection de tous les intervalles fermés
bornés emboités [a,, b,]. Mais ceux-ci n’ont qu’un seul point

commun: x. Par conséquent, @(x) est égal & x pour toutes les
valeurs réelles de x.

THEOREME / L’identité est le seul automorphisme du corps R.
6

(Il existe des corps qui admettent des automorphismes autres que
I'identité; c’est le cas du corps € des nombres complexes, avec
I’application définic par:

®(a + ib) = a — ib.)
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EXERCICES

1.} Démeontrer, dans un corps commutatif, les relations suivantes @
ab =0 <= a=00ub=0;
—(a+ b) = (—a) + (—b);
—(ab) = (—a) b = a(—b):
—(a —b)=b+ (—a):
(—a)b™ ! = —(ab™Y) = a(—b)""

1.2 Démontrer les implication= (16) a (25) de lapage 4.

1.3 Formaliser la démonstration de I'existence d’un isomorphisme entre Z et une
: p
partie de K. esquissée dans le 5 du paragraphe n° LLL

1.4 Démontrer, dans un corps commutatif totalement ordonné, les implications :
(a}b et (‘Zd) = (u+c>1:+d);
(@=2b=20 et ¢2=2d=0) = (uc = bd).
1.5 Comparer. dans un corps commutatil totalement ordonné, les deux nombres
xr + vetxy.
1.6 Démontrer. dans un corps commutatif totalement ordonné, les implications :
(a—b>x—~y) = (a—x>b—y)
(a=2bz20) = @=2H (n € N);
(azbz2 0 = ([« + b2 = [e® + b31%).

1.7 Démontrer qu’il existe une infinité d’éléments d’on corps commutatif totale-
ment ordonné compris entre deux éléments donnés.

1.8 A et B étant deux sous-cnsembles non vides majorés ct minorés de R, com-
parer :

sup A: sup B: sup (AUB); sup(A NB) (5l existe).
1.9 Méme exercice avec les inf.

1.10 A étant non vide et inclus dans le sous-en~emble B de R, démontrer lex
inégalités :
infB <infA < sup A < sup B.

1.11 Si A et B sont des sous-cnsembles de R admettant des maximums, en est-il de
méme :

de AUB?de ANB?
de la différence A — B = [x;x € A x ¢ B}?
de la différence symétrique : A AB = (A — ByU (B — A)?

1.12 A et B étant deux sous-ensembles non vides majorés et minorés de R. on
pose :

A+ B = {x:3,¢.3gb,x = a + b}.

Comparer sup (A + B) et (sup A + sup B).



1.13 Comparer de méme inf(A + B) et (inf A + inf B).
1.14 M#é&me exercice avec:
AB = {x: 3,4, 3gb. x = ab}.
en comparant sup AB et (sup A) (sup B), puis inf AB et (inf A) (inf B).
Peut-on avoir: inf AB = (inf A) (sup B)?

1.15 La différence I — J de denx intervalles d’un enseinble ordonné est-elle un
intervalle ? Méme exercice pour la différence symétrique (voir Fexercice n® 1.11).

1.16 Démontrer que tous les intervalles contenant une partie majorée et minorée
de R admettent comme sous-ensemble commun un intervalle particulier. Peut-on
étendre ce résultat 3 une partie queleonque de IR?

1.17 Démontrer que les éléments A et B d’une coupure sont des intervalles de R.

118 Démontrer que, pour tout rationnel positif r tel que : r* < 2, il existe un
rationnel positif s tel que :

119 Méme exercice avec:
P> 2 et P> > 2.
L20 Démontrer qu'il n'existe pas d’autres intervalles de R que ceux qui sont
dénombrés page 11.
1.21 Méme exercice pour R.

1.22 4, b, ¢ érant trois éléments strictement positifs d'un corps conunatatif totale-
ment ordonné. démontrer Pinégalité :

ab be ca at+ b+
+ - < €
a+ b b+ e c+ a 2
ab a+ b
comparer — ot — |
a+ b 4

Quand v a-t-il égalité?

1.23 Sil'on peut écrire l(‘; inégalités :
I<aeasb<€e<g |, ¢ < a+b,

dans un corps commutatif totalement ordonné, on peut en déduire les inégalités :
0 (a+tb+e)le+b—)a—b+e)(—a+b+¢) <3

1.24  x, ¥ et z étant trois éléments d'un corps commulatif totalement ordouné. liés
NPT
par inégalité :

x? +y2 + 22 <,

démontrer que, si A est Fensemble des nombrest = xy + vz + zx. alors:

max A = 1. min A = —é.

1.25  Démontrer 'existence d’une bijection @ de R sur Pintervalie ouvert 0, 1].

1.26 Méme exercice avee 'intervalle Ja. b[.



28 / NOMBRES REELS

1.27 Méme exercice avec I'intervalle J0. 1] (on pourra faire correspondre d’abord

la—, 3 a —_/i, etc ..., et en déduire nne bijection entre Iintervalle ]0, 1] et 'intervalle

1.28 Démontrer complétement les propositions du n® 1.1.7 relatives au corps @ des
nombres rationnels.

1.29

1.30

1.31
1.32

1.33
1.34

Démontrer P'implication :
(lx+ v <z et |x—v¥<3) = (a + |yl <32).
Démontrer I’équivalence :
Jxl <y <= —y<x<y
Méme exercice avec le signe <.
Ltudier dans R la loi définie par I’égalité :
vry = fv -yl
Méme exercice dans R™.
Méme exercice pour la Joi définie par:

xry=x-+y+1

(dan~ R, puis dans R™),
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1.2 CALCULS D’'INCERTITUDES

1.2.1 Incertitudes.

B Considérons un nombre réel x. Tout nombre réel a peut étre
envisagé comme une «valeur approchée» de x; 'erreur commise en
remplagant & par ¢ dans un calcul est, par définition. le nombre
Ix — al.

Généralement, cette erreur est, soit inconnue (c¢’est le cas ol 'on
substitue, a la valeur exacte d’une longueur, le résultat d’une
mesure effectuée avec un instrument imparfait), soit malaisée a
utiliser (si ’on utilise 1,414 au lieu de \/5 ["erreur ne peut
s’exprimer que sous une forme complexe. par exemple a l'aide
d’une infinité de décimales).

C’est pourquoi on utilise pratiquement, en fait, une notion veisine
de celle d’erreur, la notion d’incertitude (ou incertitude absolue).

DEFINITION / On appelle incertitude absolue d’une valeur approchée
5 a d’un nombre réel x tout nombre supérieur ou égal a
Perreur absolue [x — al.

EXEMPLE. Soit: x = 7w, a = 3,14.
Les nombres suivants sont des incertitudes absolues :
1 16
5007 10000

16 1
En effet : [m = 3,14 = 0,60159265... < —— < — < 1
10 000 500

B Si le nombre x représcnte la mesure d’unc grandeur, il sera
affecté par un changement d’unité. Aussi a-t-on introduit la notion
d’incertitude relative qui n’est pas soumise a cette servitude.

DEFINITION / On appelle incertitude relative d’une valeur appro-
6 chée a d’un nombre réel non nul x tout nombre

]
.. , . . jx —al
supérieur ou égal a Perreur relative ’ ‘

X
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EXEMPLE. Soit: x = 1, a = 3,14,
L.es nombres suivants sont des incertitudes relatives :

6 I

— - 1

10000”1900

n—’%l4 1
=0,000507... < —— <

En effet : <
1 900 10 000

M La connaissance d'une incertitude absolue permet un encadre-
ment :

(x—al<r) = (@a—r<ax<a+r) | (46)

La connaissance d’une incertitude relative ne permet pas un
encadrement aussi simple. Supposons, par exemple: x > 0. Nous
connaissons la valeur approchée @ et une incertitude relative s :

X —
<s|] = S < s )
X

a < (1 + 9)x, (1 — s)x < a.

X —a

X

oun encore :

Supposons que s soit strictement inférieure & 1 (ce qui est
naturcllement le cas dans la pratique). Alors :

2 << 2 (47)
— £ x
1+s " 1-—s
$ s
ou encore, —— a<x—a< 1 a.
s — s

Si s est petit | par exemple: s < >, on peut en déduire un

1 900
encadrement approximatif :
—as < x —a < as

X — @

< s et

(ce qui revient, en fait, & admettre la majoration

x —a
< s
X

a

non




EXEMPLE. Donner un encadrement d’un réel x sachant que 2,718 est une valeur
approchée avec une incertitude relative de 107,

Appliquons la formule (47) :

2,718 <. < 2,718
X

1,0001 " T 09999
0,000 271 8 0,000 2718
o <v—2Mg g T
1,000 1 0.999 9

¢’est-d-dire encore :
—0,000271 77... € x — 2.718 < 0,000 271 83.
2, 71772822 ... < x < 271827183 ....

N

Nous retiendrons ’encadrement :

27077 < x < 2.718 3.

1.2.2 Représentation décimale d’un nombre réel.

Les valeurs approchées les plus usitées sont naturellement les valeurs
approchées décimales, par défaut et par excés. Soit un réel x. ct
le couple (a,, b,) de ses valeurs approchées a 10 7" prés. Nous savons
que : '

a, < x < a, + T3

Une incertitude absolue de la valeur approchée a, (ou d’ailleurs de
b,) est donc égale & 107",

Techniquement, on ne se donne pas la suite (a,) des valeurs
approchées par défaut, mais la suite des décimales composant ces
nombres. Nous avons vu en effet que les nombres ¢, et b, étaient
tels que :

10"a, = ¢, € Z. 10", = ¢, + 1 € Z,
10" e,y = q,4, €Z, L™ hyyy = g4y + 1 €Z,
10g, < g,4, < 10"y < ¢, + 1 < 10g, + 10.
On en déduit I"égalité :
Gn+1 = 10q, + 1, 0<r, <9

La donnée de g, et des nombres r,. entiers éerits a I'aide d’un seul
chiffre, équivaut donc i celle des nombres a,: elle permet de
connaitre x.
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(S

EXEMPLE. Soitx =

7

Le calcul classique permet d’obtenir les suites :

4 42

a, =0, a = ﬁ’ uy = EE-

428 4285 42 857
BT T e ST T

428 571 4 285 714
T T

ou cncore : g =0. ¢ =4, gy =42, q3 =428, q, = 4285,

qgs = 42857, ¢ = 428571, ¢, = 4285714, ...,

c’est-a-dire :

ro =4, ry =2 rg=8, ry=95, rg=7 rs=1, re=4,...."

Les nombres r,, (m < n) ne sont antres que ceux qui apparaissent
” . - . F
dans Pécriture, en base 10, de 'entier 10" (x — ¢,) :

10" (x —qo) =107 + 10" 'ry + - +10r,_, + 1, (48)

(Par exemple :

3
107<7—o>=4..1o6+2.105 +8.10" +5.10° + 7.10% + 1.10 + 4.)

L’écriture symbolique :

X — qo = 0,1‘01‘11‘2"‘1‘"_11'""'

est appelée représentation décimale (ou développement décimal) de
x. L’entier relatif ¢, peut, naturellement, étre écrit lui-méme dans
le systéme de base 10.

Par exemple :

J2 =141421. .. ;

—n = —4 + 0.858 407 346 41. .. ..

Si x est un nombre négatif, on peut encore écrire le développement
décimal de (—x) et le faire précéder du signe (—).

Par exemple :

-1 = —3,141 592 653 58. ...,



1.2.3 Incertitudes sur une somme et une différence.

1 Considérons deux réels x et x', deux valeurs approchées a et @',
deux incertitudes absolues r et r’.

Il est normal de considérer que (@ + a') est une valeur approchée
de la somme :

y =x + x'.
Linégalité triangulaire permet d’écrire :
ly—a—dadl=lx —a+x —d|<|x—a + | —4d
c’est-a-dire: |y —a—d|<r+ 1.
THEOREME / On obtient une incertitude absolue sur une somme en

7 ajoutant des incertitudes absolues sur chacun des
termes de la somme.

2 Il est normal de considérer que (a — a') est une valeur
approchée de la différence :

:=x—x.
L’inégalité triangulaire permet d’écrire :
zr—a+dl=x—a+a —2<|jx —al +|a - x|

c’est-a-dire : s—a+dl <r+7r.

THEOREME / On obtient une incertitude absolue sur une différence en
8 ajoutant des incertitudes ahsolues sur chacun des
termes de la différence.

(Le théoréme serait évidemment faux si 'on soustrayait les
incertitudes sur x et x'.)

Les résultats sont plus complexes pour les incertitudes relatives.
3 Supposons que nous sachions que a et a’ sont toutes deux des
valeurs approchées par défaut. Alors :

a<x<a+r, a <2 <d +7r.
On en déduit aussitét que (a + a’) est une valeur approchée par
défaut de la somme (x + x).

De méme, (a + a’) est approchée par excés si a et a’ sont approchées
par excés. On ne peut rien dire de particulier si a ¢t ¢’ sont des
valeurs approchées de nature différente.
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Supposons maintenant que a soit approchée par exceés et @’ par
défaut. On ne peut rien dirc pour la somme, mais il est évident que
(e — a’) est une valeur approchée par excés de (x — x7), et que
(' — a) est une valeur approchée par défaut de (x' — x).

THEOREME / La somme de deux valeurs approchées par défaut (resp.
9 par exceés) est une valeur approchée par défaut (resp. par
exces) de la somme. On obtient une valeur approchée
par défaut (resp. par excés) de la différence en sous-
trayant une valeur approchée par excés (resp. par
défaut) d’une valeur approchée par défaut (resp. par

exces).

1.2.4 Incertitudes sur un produit et un quotient.

1 Considérons deux réelx x et x’ strictement positifs, deux valeurs
approchées a et ¢’ également strictement positives, deux incertitudes
relatives s et s'.

Il est normal de considérer que aa’ est une valeur approchée du
produit: u = xx’,

On peut vérilier facilement I'égalité :
xx' —aa’ =x'(x — a) + x(x' — a’) — (x — a)(x’ — a').

ou encore @

= = - (149)

Si a et a’ sont des valeurs approchées par défaut, aa’ est également
une valeur approchée par défaut, comme le montre 'égalité :

xx’ —ad =x"(x — a) + a(x’' — a’).
D’autre part, le nombre :

’

x—ax —a

’

x X

est positif ou nul. On en déduit les inégalités :

’ ' ’ ’
XX — aa X —d X —a
+

0<

PN

’

xx’ x x

La somme (s + s') est done une incertitude relative sur le produit.
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2 Si a est approchée par défaut et a’ approchée par excés, on
peut écrire :

xx' — aa x—a x —a x— a
= + — 1 - ;
xx x A x
. . xx' — aa Ix — (1! |a — x'l x — a!

d’ou : ; < + Rl | Qe ,

= e B v [
. xx' — aa x—a a —x

et meme : y < + —

xx x x
. x — a| . a . .
puisque |I — ———|> égal & —» est compris entre 0 et 1. lci encore,
x x

(s + s') est donc une incertitude relative sur le produit, mais on
ne connait pas la nature de la valeur approchée aa’.

3 Supposons enfin que a et a’ soient des valeurs approchées par
excés. Alors:

' . N s P
aa’ est donc une valeur approchée par excés. et 'on peut écrire les
inégalités :
aa’ — xx’ , ,
0 —— < s + s + ss'.
xx

Si nous supposons — ce qui est généralement le cas — que 'une

des erreurs s ou s’ est petite | par exemple =i s < > on peut

1000
négligerle terme ss’; (s + s') est encore pratiquement une incertitude
relative sur le produit.

THEOREME / Le produit de deux valeurs approchées (resp. approchées
10 par défaut, resp. approchées par excés) positives de
deux nombres réels strictement positifs est une valeur
approchée (resp. approchée par défaut, resp. approchée

par excés) de leur produit.

La somme d’incertitudes relatives sur les facteurs est
une incertitude relative sur le produit si I’une des valeurs
est approchée par défaut.

On peut étendre ce résultat au cas général sans risque
important si Pune des incertitudes relatives est petite.

Les cas ou I'un au moins des nombres x ou x’ est négatif se traitent
facilement a I’aide de ce théoréme.
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o
4 1l est normal de considérer que le nombre — est une valeur
a

. x
approchée du quotient — -
x

Supposons que a soit approchée par défaut, et a’ approchée par
excés. On peut écrire :

~ i

ou encore :

N

! ’ !

ax xx xx
< <

o, R )
ax ax xx

Par conséquent :

R‘|a

On voit que la somme (s + s') est une incertitude sur le quotient
(bien noter que a et a’ sont de nature différente).

5 Supposons maintenant que a soit approchée par excés et a
approchée par défaut.

On peut écrire :

a x a—x x — a ax'

x x  ax
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a
— est donc une valeur approchée par excés, mais on ne peut rien
a

dire, en général, sur 'incertitude relative sur —-
x

6 Dans le cas général, on peut mettre ’égalité ci-dessus sous la
forme :

x a X — a
- - = ) , 1=
: a x—a x —a x
- x % x —a’
- 1 - ,
x x
d’ou Vinégalité :
x a x— a
- - = ) g 1=
x <|x—a| x —a x
=~ + ’ ' 7
X x x — a
= 1 — ;
x x

Si les deux incertitudes s et s’ sont petites (par exemple si

1
s<s' < I 000>, on peut remplacer pratiquement le nombre :
x— a
1 —

x
r r
' —a

1 - ;

x

par 1. On en déduit alors que (s + s’) est encore pratiquement une
incertitude relative sur le quotient.

THEOREME /| Le quotient de deux valeurs approchées strictement
1 positives de deux nombres strictement positifs est une
valeur approchée de leur quotient.

Si le numérateur est approché par excés et le dénomina-
teur par défaut, le quotient est approché par exeés.

Si le numérateur est approché par défaut et le dénomina-
teur par excés, le quotient est approché par défaut. Dans
ce cas, la somme des incertitudes relatives sur les termes
est une incertitude relative sur le quotient.

On peut étendre ce dernier résultat au cas général sans
risque important si les deux incertitudes relatives sont
petites.
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EXEMPLE. On donne les encadrements :
1414 < /2 < 1415, 1732 < /3 < 1,733,

Calculer les nombres définis par :
2+ .3 I
a=————f v B=(2+VH2 -3

\/5 - \/;
Un caleul direct donne, évidemment :

azi‘—z;\/@f:_g_a\/g_ B= 1.
— 3

B -

Employons une autre méthode qui nons permettra d’utiliser les théorémes précé-
dents.

B 1l est immédiat d’obtenir les encadrements ;

3,146 < /2 + /3 < 3.148:

0319 < /2 — /3 < —0317.

Nous prendrons les valeurs approchées :

a = 3.147. a = —0.318,
avec les incertitudes relatives :
0,001 1
s = par exemple s = ——)-
3,146 3 000

. 0.001 ;o
s 2 — par exemple s’ = — )3
0.317 300
o et f3 étant négatifs, nous calculerons |o] et |B].
B Une valeur approchée de o est égale i :
a 3147
la'] = 0,318

=98962....

Une incertitudce relative sur le quotient est pratiquement égale a la somme :

) 1 1 1 L

s S W R

+ <
3000 300 3000 230

||

Une incertitude absolue sur |af est done égale &

Elle est certainement inférieure a:

10
— = 0.04.
250

On peut donc écrire les inégalités :

9.85 < |of < 9,93:
-993 <a < —9485
(enfaita = —5 — 2./6 = —9.898...).
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B Une valeur approchée de || est égale & :

ala] = 3,147 x 0,318 = 1.000 746.

- 1
Une incertitude relative sur le produit est, ici encore. inférieure i m Une incerti-

e

tude absolue sur |B| est donc inférieure a 350" soit pratiquement 0,004,

On peut done écrire les inégalités :
0.996 < |B| < 1,065:
—1.005 < —B < —0,996
(en fait p = —1).

Les résultats ci-dessus seront utilisés pour le calcul numérique.

EXERCICES

1.35 Calculer les nombres :
3+ 2 L1+ NE
52 3-2
3 - \/5 1 - \/‘E

- + ST (1414 < /2 < 1.415)

1.36 Quel est le plus grand des denx nombres :
gy B T I
19 192 19°  19*
2+ o 1
19 ° 19 19°  19*
1.37 Démontrer que le développement décimal d’'un nombre rationnel est tel
qu’a partir d’un certain rang r, les décimales se reproduisent périodiquement.
1.38 Démontrer gue le nombre défini par:
0,721 253 253 253 ...

est rationnel.

1.39 Démontrer qu'une suite d’entiersr, (n € N. 0 < r, < 9) définit le développe-
ment décimal d’un nonibre réel compris entre 0 et 1 sauf si, et seulement si, tous les
nombres r, sont égaux & 9 a partir d’un certain rang.
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1.40 a, b, c. d, o, b, ¢, d' étant des nombres réels, démontrer les implications
suivantes :

(a<b et c<d) = (a—b<d-—c et d—a<c—b),

(a<a e ¥>b = (a+b<d+b et a—d <b+1¥)

< a b ¢ d a a+b+ec+d d

O<=<o<s<z) = =<7 <5/)
d ¥ ¢ d ad a+b+d+d d

Donner des exemples numériques oi ces nombres sont définis par des valeurs
approchées 3 1073 prés.
1.41 Calculer les incertitudes absolues et relatives sur le nombre 1 quand on prend
les valeurs approchées suivantes :

22 10 355
s 3+ —:

3; 3,14: - :
71 113

-
i

1.42 Caleuler 3 1078 preés les nombres :

[
—
—

+
|
+
i
+

Do | = | b

+
W = & =

— LD

-1

+

[==)

—

19

B

w

|
wn

=

-
=R
=

LI !
2 6 24 120 720

1.43 Calculer 2 10~ * prés les nombres :
1,8 o s
11 13 97 91

5 7 8 9

TR RETRETY
1.44 Calculer n,/2 sachant que:

1414 < /2 < 1,415; 3.141 592 < < 3,141 593.
1.45 Calculer le nombre :

4
V= 3 nR3 (volume d’une sphére)

sachant que R = 0,5 + o avec [z < 1073,

1
1.46 Calculer . 107* prés (m = 3,141 5926535...).

1.47 Calculer a 107% prés les nombres :

1 N 1 . 1 . 1
1.3 1.3.5 1.3.5.7 1.3.5.7.9°
1 1 1

e — + — .
1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4.5
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PROBLEMES

1.48 QUELQUES PROPRIETES DE LA PARTIE ENTIERE.

1° Démontrer que, pour tout réel v, il existe un entier relatif unique [x], appelé
partie entiére de x, tel que :

[x] € x < [x] + 1.

.
2° Etudier les applications qui associent successivement i x les nombres :

[«]. [—x]. [«]+[1—x]. —[x]—[-x]
3° Parmi les relations snivantes :
x > n. [x] > n, [x] = n. x=n (n € Z).

choisir tous les couples (R, R’) de relations telles que I'implication (R => R’) soit
vraie. (On pourra tracer un diagramme.)

4° Méme probléme avec :
x < n, [«] < n, [«] < n, x < n
5° Méme probléme avec:
x>y WK>D) W00 a>w

6° v étant strictement positif, on pose :

1

Démontrer I'inégalité : f(x. v) < [x].

Démontrer ’égalité : f(x,y) = [x] siy est entier.

7° v étant strictement supérieur a 1. on pose :

glx.v) = [Ti’] [x_y]:|.

Démontrer I'inégalité g(x, v) = [x] si x est positif.
8° Calculer un couple (x, ¥) et un couple (x'. ¥') tels que :
£(v,y) < [+] < glx v,

x <0, f(x'.y) < [x], gx'.v) < [«'].

9° Si a est un réel et a, b, ¢ trois entiers strictement positifs, démontrer I’égalité :

ESRTHA

10° Tracer les graphes des applications qui associent successivement i x les

nombres :
1 x
O(x) = | —5—— = 3 s
) |:.1'2 + l:|’ @) [xg + l:|

s(x) = o(x) — ©(—x), r(x) = xs(x).

Comparer v(x) et |x|.
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11°  Etudier I'application définie par :
P4 x 1
0= [ o [—— ) + 01 =D |
x+1

12° Démontrer que les nombres d’entiers appartenant aux intervalles Je, b]. [a, b[.
[e, b] sont donnés par les formules respectives :

[6] — [a], [—al ~[—b], [b] +[1 — al

a
13° «a et b étant deux entiers premiers entre eux, on pose X = Z Démontrer
I’égalité :

a—1)b -1
[x] +[2]+ -+ [(b— Dxa] = (___4._.__).

14° Démontrer I'égalité :

AN

15° Démontrer I'égalité :

et sa généralisation :
n—1
m
[nx] = ) I:x + —]-
m=0 n

Remarque. -— Les questions sont pratiquement indépendantes entre elles.

149 1° Démontrer, par récurrence sur m 2 1. I'implication :

1\ m m\?
[m <n] = 1+4-) <1+ —+4+1|-— (n € N*).
n n n

2°  En déduire Finégalité :

1"
(1) <s
n

3°  En déduire 'inégalité :

(1 +£> <3  (peN)

n

4° Démontrer I'implication :

[n=23) = [(n+ 1) <n"'].
5° En déduire 'implication :

[n>m=23] = [m">n"]

1
6° Posanta =1+ —, b =1 + ——, démontrer 'inégalité :
n n+1 -

"t -t < (e - b)(n+ 1)d"
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7°  En déduire Pinégalité :

1\" 1 n+1
(l + —-) < (1 + .
. n n+1

n
8" Démontrer que 'ensemble A des nonbres de la forme (l + —) admet une borne

n

supérieure.
1.50 1° PectQétant deux polynomes i coefficients réels tels que Q ne soit pas nul,

P
on note — 'ensemble des couples de polynomes (A, B) tels que :
PB = QA, B # 0.

P
Démontrer que ’ensemble des fractions rationnelles o recoit la structure de corps

commutatif si on le munit d'une addition et d’une multiplication telle que:
P P _PQ +PQ

T W

P’ _ PP

Q¢ QY

+

P
(on légitimera ces écritures dans lesquelles la fraction — pourrait étre remplacée par

A
n’importe uelle fraction B telle que PB = QA)

’

2° Onnote — > 6; si, el seulenent si, on pent trouver un réel v tel que

(x> v) = (Iﬂ > il (x))
Q) Q(x)

Vérifier la relation: x? > nx (n e N).

3° Démontrer que la relation > fait du corps des fractions rationnelles réelles un
corps commutatif totalement ordonné dans lequel le théoreme d’Archimeéde n’est
pas vérifié.

1.51 x étant irrationnel. n et n’ entiers relatifs, on considére les nombres X de la
forme : X =nx —n.

On pose X = (x, n, n').

1°  x étant donné, choisir n et n’ pour que X = 0,

2° x étant donné, A quelles conditions a-t-on: X = X, avee X, = (%, ny, n1)?

3°  xétant donné positif. démontrer qu’il existe une infinité de nombres X tels que:
0 < X < 1.

4° « étant donné, démontrer que 'on peut choisir n et n' de fagon que [X| < ¢,

€ > 0, soit aussi petit que 'on veut.

(Ce probléme ne peut étre traité que par les éléves de Terminale C.)
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1.52 x, désignant un réel positif. on appelle ¢; sa partie entiére (a, = 0) et I'on
pose :
1

X =a; + —- donc: x, > L.
X2

Puis on appelle a, la partie entiére de x; {¢; = 1) et 'on pose :

|
Xy = @y + —> donc: =x;3 > 1,
X3
et ainsi de suite.
On écrit :
1 1
r=a, ry=a, +— r3=a + > ete
a, 1
a; + —
a3
P P P2 P3
On écrit encore: r, = —: r, == rg == s
U 92 93 -
avec: P1=a;; ps=aay, +1: py = aaza; + a; + ay;

g1 = 1l: g = a3; ¢q3 = azaz + 1; ete.
Le nombre r, est appelé réduite de rang n du nombre x,.
1° Etablir les relations :
Pn = @Pp1 + Pr-23
9 = 0,4, + Qu-2:
(Raisonner par récurrence.)
Prdn-1 = 9nPn-1 = (=10

_ Q-1 X1 — Tp-

KXo+l &= — "7 T}
qn h — %

(=
Ty = Ty = 3%

Gnn -1

1 1 —1)
r, =Tnm + — - — ( ) :

9192 4293 9n-19n

2° Démontrer que:
a) r, est irréductible:
b) Pa+1 > Pa B Qi1 > it
€) Ty > Ty >Tg>Tg...s
ry <ry <rg <rg...3
d) x; est compris entre r, et r, . et est plus prés de la réduite qui a le rang le plu:
élevé.
3° Former les réduites des nombres :
22 256 117
15" 117 256

En déduire les solutions en nombres entiers de ’équation 256x — 117y = 1.
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4°  Former les réduites du nombre :
x, = m =~ 3,141 592 653
jusqu’a ry.

1.53 Ce probléme a pour objet I’étude des sous-groupes additifs, et de certains
sous-groupes multiplicatifs du corps R des nombres réels.

Les diverses questions sont largement indépendantes.

Premiére partie : Etude des sous-groupes additifs de I'cnsemble R.

On s’intéressera dans la suite au cas ol le sous-groupe additif A n’est pas le sous-
groupe trivial {0}.

1° Supposons d’abord que I'ensemble des éléments strictement positifs de A
posséde un plus petit élément, noté a,. Démontrer alors que A est I'ensemble
Zey = {hay; k € Z}. (On pourra faire la division euclidirnne d’un #lément quel-
conque a de A par a,.)

2° Supposons maintenant que 'ensemble des éléments strictement positifs de A
n’a pas de plus petit élément.

a) Soit un intervalle I = 70, 0] tel que IN A # 3. Soit n un entier naturel quel-
conque. Démontrer que I’on réalise alors une partition de I en posant :

p=moa + Lya
I = U I, avee Ip = }IEL—)—-}
r=9

m m
Démontrer qu’il existe un intervalle I, contenant au moins deux éléments de A. En
déduire que. quel que soit le réel € strictement positif A N ]J0,e] # ©.

b) Soit J un intervalle quelconque non vide [B.y] de R. Démontrer que JN A # @.
Pour traduire cette situation on dit que A e~t dense dans R.

3°  Application. A quelle condition nécessaire et suffisante le sous-groupe additif
engendré par deux nombres réels non nuls a et & est-il du premier type?

Exemple. Eu prenanta = 1. b = \/-2-., démontrer que :

€
Vee -6 3zp. 3z, L. \/E € -
q q
Seconde partie : Etude des sous-groupes multiplicatifs de Pensemble R™.
1° En utilisant un isomorphisme croissant, noté e, du groupe additif IR sur le

groupe multiplicatif R'* des réels strictement positifs, montrer que si le sous-
groupe multiplicatif M de R'* n’est pas le sous-groupe trivial {1} il est alors d’un des
deux types suivants :

— Pensemble des éléments de M supérieurs a 1 ~trictement a un plus petit élément,
noté by, que I’on déterminera, et alors M = b = {b’(‘]; kel

— M est dense dans R,

2°  Application. On considére I'équation de Fermat x* — 2y = 1, (x, y) € Z%.

a) Démontrer que M = {x + ¥ \/5; xetydansZ,x + y \/5 >0, 2% — 2_y2 = 1}
est un sous-groupe multiplicatif de R"*.

b) Démontrer que J1,2] N M = © et en déduire que M n’est pas du second tvpe.

¢) En déduire la forme générale de toutes les solutions de I'équation de Fermat.



2 CORPS DES NOMBRES
COMPLEXES

—b
2.1  Corps € des matrices <Z )

a
2.2 Espace vectoriel de € sur R.
2.3 Nombres complexes.
2.4 Module d’un nombre complexe.
2.5 Représentation géométrique des nombres complexes.

2.1 CORPS C DES MATRICES (‘; _b>

2.1.1 Définition.

On appelle Mo Pensemble des matrices carrées d’ordre
2 a termes réels. Sur le corps R des nombres réels, on
appelle € le sous-ensemble des matrices M(a, b) de la

forme :
a —b
M(a, b) = <b >,
a

pour tout a et pour tout b,

Quand il n’y a aucune ambiguité, on écrit :
M(a, b) = M; M(a', b)) = M.
REMARQUE., — L’ensemble € contient I'ensemble U des matrices

des rotations vectorielles dans une base orthonormée fixée. Notons
en outre que :

M(0,0) = O, et M(l,0) = I,

Oy, et Iy, étant respectivement la matrice nulle et la matrice unité
de I’anneau (M, +, .) des matrices carrées d’ordre 2.



21.2 Le groupe (C, +).

Pour toute matrice M(a, b) et pour toute matrice M(a’, b'). la res-
triction i € de la loi d’addition définie sur M donne :

a+ada —(b+b)
b+ b a+a
soit : - M(a. by + M{a',b') = M(a + . b+ D).

M{(a, b) + M(d', b)) = (

L’ensemble € est fermé pour la loi +.
D’autre part: —M(a, b) = M(—a, —b).

| done: (—-M) eC:

comme : 1, € C.

il en résulte que (€. +) est un groupe commutatif, sous-groupe de
(Mo, +). La loi + sur € est dite lot induite sur € par la loi + de M,

REMARQUE. — On a démontré (Algébre, Terminale C) qu’une partie
non vide H d’un groupe (E, L) est un sous-groupe si, et seulement
si, pour tout x ¢t pour tout v:

(xeH et yeH) = [(x L1y !)eH];

I’élément y ™' est le symétrique de y pour la loi L du groupe E.

EXERCICE. B EXERCICE D APPLICATION IVMEDIATE.

En utilisant la remarque précédente. démontrer que (€. +) est un sous-groupe de

(Mo, +).

2.1.3 Le corps commutatif (C, +, .).

B La restriction 3 € de la loi multiplicative de 'anneau Mo des
matrices carrées d’ordre 2 entraine, successivement pour tout

couple (M, M') de matrices de € :

. a —b\fad =V
wenonen (0 I )

aa’ — bb' —(ab + a'b)
ab’ + a'b. ad — bb' )
soit : M(a, b) x M(a', b') = M(aa’ — bb’, ab' + a'b).

M(a, b) x M(a', b') = (
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Il en résulte que le produit M X M’ est une matrice de C.

La loi x sur €, partout définie, est induite sur € par la loi x de
Pensemble M. Cette loi de composition interne est visiblement
commutative.

D’autre part, elle est nécessairement distributive par rapport a la
loi additive du groupe C et la matrice M (1, 0) est la matrice unité

de C.

PROPRIETE / L’ensemble € a, pour les lois + et X des matrices
1 carrées d’ordre 2, une structure d’anneau com-
mutatif unitaire, structure induite par celie de Jb.

RemarQuEs. —1 Soit J = M(0, 1). Calculons J=.
On obtient :

J2

M(—1, 0),
¢’est-d-dire :
JP=-L

2  On peut d’abord établir, si on le désire. que € a une structure
d’espace vectoriel de dimension 2 sur R, dont une base est {I, J}, et
utiliser la décomposition :

M(a, b) = al + bJ (n°2.2.2).

EXERCICES.
M EXERCICE RESOLU.
—b

>a soit une homothétie vectorielle
a

a
Soit une rotation vectorielle @ de matrice (b

hy et 'application £ = @ o hi,. Démontrer que la matrice de f est une matrice de €.

Ona: Mf=Mo x Mh,

. a —b\(/A O 9 .
soit : Mf= eta® + b* =1,
b a/\0 A

d’ou : Mf = M({dh, bd) = M(a’. b') avec a? + b2 =17

M EXERCICE D’APPLICATION IMMEDIATE.

Soit J = M(0, 1).

1° Démontrer que G = {J. J2, J®. J*} est un groupe multiplicatif.

2°  Calculer J", pour n entier naturel, suivant les congruences de n, modulo 4.

3% Calculer directement la matrice unité. (On est amené a étudier sur R un systéme
de deux équations.)

4% Calculer le produit : M(a, b) x M(a, —b).
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B L’ensemble € est un corps si, et seulement si, toute matrice
M (a, ) non nulle est inversible, c’est-a-dire si, et seulement si, le
déterminant de la matrice M(a, b) est non nul (Aleph,, Géométrie

1 CDE, n° 4.3.5).

On note M~ ! la matrice inverse.

On a, pour tout couple (a, b) ixé et différent du couple (0. 0) :
Dét M(a, b) = a? + b2,
d’ou: Dét M(a, b) # 0.

PROPRIETE /| Toute matrice de C* = € — {0} est inversible.
2

B caLcUL DE M~ (a, b).

Une matrice M de €* étant fixée, déterminons sa matrice inverse
M~L

Soit : M(x,y) = M !(a, b).

On a successivement :
M(a, b) x M(x, y) = M(L, 0),
M(ax — by, ay + bx) = M(1, 0).

Il en résulte sur R le systéme :

ax — by =1
bx + ay = 0
a® + b #£ 0.

On obtient :

a —b
(x.y) = a2 +b2, a + b2 :

Pour tout couple (a, b) de R? — {0, 0}, on peut écrire :

_ 1
M l(a, b) = m X M(a, _b)

REMARQUE. — La matrice M(a, —b) est appelée la matrice trans-

posée de M(a. b); si a*> + b% = 1, on retrouve la matrice associée 2

la rotation vectorielle ¢ 1.
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EXEMPLES. .
M 1(3.4) =M 3 4)' '\![_1(] ! =M 1 L
Meh =M n) M\ E e TNE T

Les propriétés I et I permettent d’énoncer :

THEOREME / Les restrictions de ’addition et de la multiplication des
matrices carrées d’ordre 2 munisseut 'ensemble € des
matrices carrées M(a, b) d’une structure de corps
commutatif.

EXERCICE.
H EXERCICE D’APPLICATION IMMEDIATE.

L’ensemble K = Z/3Z. muni des lois +. X des lois des congruences, est un corps
commutatif. On a K = {6, I,E}. Combien de matrices du type M(a, b} peut-on
construire ? Soit € "ensemble des mairices obtenues. Démeontrer que €y est un corps
commutatif. Calculer M~ ! a0
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2.2 ESPACE VECTORIEL DE C SUR R.

2.2.1 Le sous-espace vectoriel € sur IR.

Rappelons que 'ensemble Mo des matrices carrées d’ordre 2 a une
structure d’espace vectoriel sur R (Alephy, Géométrie 1° CDE,
n° 4.1.5).

Le sous-ensemble € est non vide; la restriction a € de la loi de com-

position externe notée ., définie sur Mo, a opérateurs dans R, permet
écrire :

d7

\ A —bh
(Vgh), (VeM) K.M(a,b)=<zx 'ax>’

soit, pour tout élément M de € :

AM (a. b) = M(ak, bL). (1)

La matrice AM (a, b) est élément de C.
D’autre part € a une structure de groupe additif.

C. non vide, est stable pour I’addition matricielle et pour la multi-
s p p
plication par un scalaire. On énonce :

PROPRIETE / € est un sous-espace vectoriel sur R de ’espace vec-
toriel b des matrices carrées d’ordre 2.

EXERCICES.
B EXERCICES D'APPLICATION IMMEDIATE.

L. Soit le corps K = {0, 1, 2}. On prend. comme corps commutatif des scalaires. K
Ini-méme. Combien espace vectoriel des matrices M(a, b) sur K a-t-il de vecteurs?
Trourer des sous-espuces vectoriels de K.
I1. On cousidére 'ensemble M des matrices carrées d ordre 2 de la forme :

U a 5b )

| = s
b 3b + a,

oft a et b sont des réels fixés,
1°  La matrice est-elle inversible ? Démontrer que M est un sous-corps commutalif du
corps des matrices carrées d ordre 2.
2°  Démontrer que M est un sous-espace vecioriel sur R de espace vectoriel Mo des
matrices carrées d’ordre 2. Indiquer une base {1. V| de ce sous-espace vectoriel.
3°  On considire les matrices U dont le déterminant est égal & 1. Etablir qu’eiles

Jorment un groupe multiplicatif commutatif. Forment-elles un sous-espace vecioriel

de M?
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2.2.2 Base et dimension de PPespace vectoriel C.

1 Posons M(1,0) = Iy =1 et M(0,1) = J. Pour tout couple
(a. b) de réels, c’est-a-dire pour toute matrice M(a, b), on a:

1 0 0 —1
M(a,b)za(o 1)+b(1 0)

ou: VM M(a,b) = al + bJ

Cette relation exprime que le systéme {I, J} est un systéme généra-
teur de €.

2 Montrons que {1, J} est une partie libre. Soit & et B deux nombres
réels tels que, O étant la matrice nulle de € :

al + pJ =0 et M(0,0) = O.
Comme : ol + BJ

M(a, B), il en résulte que :
M(a, B) = M(0,0) <= (a,B) = (0, 0).

Tout élément M(a, b) de € s’écrit d’une maniére unique :
q

M(a, b) = al + bJ; I =M(1,0), J = M(0,1)

On énonce :

THEOREME / Les matrices I et J forment une base de €, et € est un
espace vectoriel de dimension 2 sur IR.

REMARQUE. — Les matrices I et J appartiennent au sous-ensemble
U des matrices des rotations vectorielles.

EXERCICE.
B EXERCICE RESOLU.

En wiilisant la base {1, J}, calculer : M(a, b) x M(a’, b').

Pour tout couple (a, b) et pour tout couple (a’, b') on a:

M =al + b, M = a1+ ¥,
suit : M. M = (aIl + bI)(a'l + b)),

MM’ = aa’l* + (ab’ + a'b) 1] + bb'J?%;
IJ=JI =], P = -1,
dou : MM = (ag’ — bb)1 + (al’ + a'b) J.

et

o
or: I =
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2.2.3 Isomorphisme de R et d’un sous-corps de C.

1 Soit f I'application de R vers € définie par:

(a 0)
a > .
0 a

Soit €, le sous-ensemble de € dont les éléments sont les matrices
M(a, 0) : f est une bijection de R sur C;.

2 L’ensemble €, contient, en particulier :
M(1.0) =1, M(0,0) = O;

il est non vide; d’autre part, €, est stable pour les lois induites sur
lui-méme, par les deux lois de composition internes définies sur € :

M(a,0) + M(a’,0) = M(a + d, 0),
M(a, 0) x M(a’, 0) = M(ad, 0);

il en résulte que (€,, +, .) est un sous-corps commutatif de (€, +, .).

Ona:
Ve, M —M(a, 0) = M(—a, 0),

1

1
VeM M7 l(a, 0) = M(ﬂO), C; = €, - {0}.
a

REMARQUE. — On pourra établir. a titre d’exercice, la propriété
suivante.

Une partie I, non vide, d’un corps K est un sous-corps de K si. el
seulement si :

(xeHetyeH) = [(x— y)eHetaxy e H],
et: x€H* = x 'eH* H*=H—{0}.

3 Fiudions le comportement de la bijection [ vis a vis des struc-
tures des corps R et €.

Pour tout a et pour tout o', réels :

f(a) + f(a) = (g 2) + (3 2)

, a+ a 0
f(a)+f(a)=( 0 a+a'>,
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soit : f(a) + f(a') =f(a + a'). (1)

D autre part, pour tout  réel. non nul, pour tout a et pour tout a’
non nuls, on obtient :

f (ha ) f(a); (2)
f(a).f(a’) = {(aa’). (3)

coNcLusions. — 1 Les relations (1) et (2) expriment que la bijec-
tion f est une application linéaire et, par suite, un isomorphisme
d’espaces vectoriels.

2 Les relations (1) et (3) expriment que f est un isomorphisme du
corps des réels R sur le sous-corps €, des matrices du type :

a 0
0 a
M CoNsfEQUENGES.

1 Le corps R est isomorphe a un sous-corps de C.

£ . . ; R . a 0
2 1l est alors légitime d’identifier tout réel a a la matrnce( >,
a

c’est-a-dire d’identifier R et C;.
Le corps € est un « sur-corps» de R.

Il en résulte, en particulier, que :

1 0
lestidentifié¢ a1l = )
0 1

. —1 0
—1 estidentiféa — I = .
0 -1

D’autre part, si on appelle J la matrice M(0; 1), on a:
0 -1\ /0 -1
2 3
J (1 0) (1 0)
d’ou: J* = —1:

par suite, —1 est identifié 4 la matrice J=.
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PROBLEME

2.1 Etude d’un sous-ensemble des matrices carrées d’ordre 2.

I. A tout élément (x, y) de R x IR, vn associe la matrice M(x, y) telle que :

x -
Mxy) = 2y x—2v)

1° Démontrer que I'ensemble Jb(2, —2) de ce~ matrices est un sous-espace
vectoriel de 'espace vectoriel sur R, des matrices carrées d’ordre 2. En donner une
base simple ct préciser sa dimension. Démontrer que cel espace vecloriel est iso-
morphe &8 R x R,

2° Démontrer que db(2. —2) a une structure de corps K commutatif pour I'addi-
tion et la multiplication des matrices, Trouver un élément A de Mo(2, —2) tel que

. (—1 0)
A% = .
0 -1

I1. On considére 'ensemble Mo(p. ¢) des matrices a termes réels a et b telles que :

M )_(a -b
(p-0) = ‘qb a+ ph ’

les réels p et g étant fixés.

1° Reprendre la question (I, 1°%).
2° Démontrer que Ab(p, g) est un anneau commutatif unitaire pour les lois
habituelles.

3° Démontrer que.sil'ona: p? — 4g < 0, ’ensemble Mb(p, q) a upe structure de
corps.

ITI.  On considére & nous eau le corps K de la question I. Trouver un isomorphisme
de corps entre K et €.
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2.3 NOMBRES COMPLEXES

2.3.1 La notation z = a + ib.

1 L’ensemble € a une structure d’espace vectoriel de dimension 2
sur IR, D’ou, pour toute matrice M(a, b) dans la base {I,J}, on a:

a 0 b0\ [0 —1
M(“’b):(o a>+<0 b)(l 0)’ M

et cela d’une maniére unique.

L'isomorphisme f a permis d’identifier :

taObtb()
ana,eOb

Posons J = i.On a, surC:

ao (719,
0 —1

il en résulte que ’on peut, dans €, poser :

i’ = -1

2 L’identification précédente permet d’écrire toute matrice M (a, b)
sous la forme :

M(a, b) = a + ibeti® = —1.

On écrira désormais :

z=a+ib et i2= —1, a et b réels

L’ensemble € est alors appelé ensemble des nombres complexes:
chaque nombre complexe est noté z = a + ib. et cela d’une
maniére unique. Une base de I'espace vectoriel € est alors: {1, i}.

3 La composante a est appelée la partie réelle de z notée R (z) = a
et la composante b est appelée la partie imaginaire de z, notée
J(z) = b.

Sib = 0: z = a est un nombre réel. z appartient au sous-corps R
du corps C.

Sia = 0: z = ib est dit imaginaire pur.



27

EXEMPLE.
t =0 + i: 1estimaginaire pur.
i2 = —1: i?est unréel.
EXERCICE.

B EXERCICE D’APPLICATION, IMMEDIATE.

I. Démontrer que {i} engendre le groupe multiplicatif :
G ={+1,i, -1, =i},

et que {i} engendre un groupe fini multiplicatif.

II. Démontrer que G est isomorphe & un sous-groupe des rotations vectorielles, que
PVon précisera.

2.3.2 Opérations sur les nombres complexes.

Il résulte de I'identification précédente que toutes les propriétés et
les résultats obtenus au cours de I'étude de I’ensemble € des matrices
M(a, b) permettent d’obtenir des propriétés pour les nombres
complexes écrits sous la forme :

.}

z=a+ib et i°= -1,
cette forme étant dite normale ou cartésienne.
On obtient aisément les implications :

(z =27) = (ab) = (d,¥),

(=0) <= (a,b)=(0,0).
Les opérations :

M+M=(+d)I+((b+1D)]

M.M' = (aa’ — bb)I + (ab' + a'b) ]
a b

] -'!I__ 9 3

a® + b* a” + b° ]

M (a, b) =

et:
M#0 <= (a® + b #£0)
AM (a, b) = M(Aa, Ab)

sont respectivement traduites pour tout z et z’ par:
p p p
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z+ 2 =(a+d)+i(b+b)
2z = (aa’ — bb') + i(ab’ + a'b)

2% 0 = z =
a b .
a’ + b? ¢:12—!—b21

Lz = al + ibl, pour tout A réel

Il suffit, pour obtenir ces résultats, d’appliquer les régles de calcul
sur un corps et de tenir compte du fait que it = —1.

Par exemple :
"= (a + ib)(d + ib)) = ad' + i*bb + i(ab + &'b),
¥ = (ad’ — bb') + i(ab + a'b).

iy
(3]

EXEMPLES. Voici quelques exemples de calcul numérique.
I. Ondonne: z =3+ 4i.z" =2 — 3i. Calculer :
1 B
s+, . - st =
~ 4
On obtient : +:2=5—-14; 25 =18 -1

1 3 4 z 6 L7

u

— - =i — = —— — 1L
25 25 z 25 25

3
La calcul du quotient — sera reptis au n° 2.3.5.
z

5 1+
1L Caleuler: (1 + )%, (1 — )%, (1 + 1)31_4
-1

On obtient successivement :

(1 +)2 =2 (1-i)*= -2
A+ =0+D0+H=201+i)=-2+2:
1+ 1+ i) 2

11— (-npo+y 2 "

2

111. Factoriser, sur C. les expressions : z° + 4; 2 — 1.
Ona: 32+ 4 = (3 + 2i){z — 2i);
Bl =0-DE+ 2+ 1)

Plus généralement, (s + 1)" se développe en atilisant la formule du binome de
Newton qui cst valable dans tout anneau commutatif,
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EXERCICES.
B EXERCICES RESOLU:.
1. Caleuler de deux fagons (1 + i)? ot en déduire lu valeur de :

S, =1-C2+ ¢k s,
q

et de: S = =34+ 3 -l
Ona: QA+ =0+0H%0 +19)
=[(1 + H1*Q + i),
d’on : 1+ 7 =81 + 1)
= —8i(l + 1).

1+ =8-8i

Développons (1 + i)7.
On obtient :

(1 + 07 =1+ Chi + €% + C3% + ¢ + 3% 4+ ¢S + ¢l
Conipte tenu de:
=1, 3 =—i, *=1 P#=i *=-1, i"=-i
il vient : A+ =01-C+Ct—-cH+iC! =+ i =0l
soit. d'aprés (1 + §)7 = 8 — 8i:

1 —CE4+ ¢4 -8 =8 et €2 -CP4+CE—-Cl=—3g.

11. Démoniver que 8 = {1 — i. 1 + i est une base de € et exprimer. dans cette
base :

:=3 4+ 1.
Soit 2 et B deux nombres réels tels que, sur € :

afl — i)+ B + i) =0.
Ona: (@+P +iB—-—a)=0 <= (2+PB=0 et B—o=0),
dob: (2. B) = (0. 0).

B est une partie libre: comme € est de dimension 2. B est une base (Aleph,, Géo-
métric 1° CDE. n® 2.3.4).

On peut done éerire :
3—i=a(l =D+ b1 + 1),
J—i=(a+by+i(hb—a) = {(6+b=3 et b—a=1)

dol : (a. b) = (2, 1),
et 3 -0 =20 —=iy+ (L + ).

Opérer de méme avee 2" = 2 4+ 34,
I
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2.3.3 L’équation z° = a, a réel.

L’ensemble € est un sur-corps de IR dans lequel on a:
2+ 1 =(:+i)s— i)

les nombres i et —i sont donc solutions de I’équation définie par:
22 +1=0.

D’une fagon générale, I'équation définie par z2 = a. o0l a est un

réel non nul. a-t-elle au moins une solution dans C ?

1 Soit z; = x; + iy, une solution; on a:
2 2
X —yi=a
UIRY 1=
(x1 +iy)" =ea <

2xyy, = 0.
(Ce systeme est a résoudre sur R.)
Par suite, on obtient :
a) v, =0 = y? = —q, ce qui implique a inférieur a zéro: on

obtient :

/ . " .
=i/ —a et ] = —1./—a:

s 2l - -
b) vy =0 => 2} = a:alors, 2 = a n’a de solutions'que pour «
strictement positif ou nul; on obtient :

~I —_ "o /—
5 = a et z = —y/a.

La réunion de ces deux cas entraine que, pour tout réel a, I’équation
en z a pour solutions :

sta > 0: {—V/;, \/;};
{ {

sia < 0: ./—a.}.

2 1l n’existe pas d’auire solution car, si z; est une solution de
24

57 = a, —3; en est une autre; d’ou :

22 —a=0 = 22 — 22

—i/—a,

i
o

> =) E) =0
=> z=12z et z= —z,
car € étant un corps, n’a pas de diviseur de zéro.

Il importe de bien se rappeler que = est un nombre, élément d’un
corps commutatif et que beaucoup de calculs se font sans expliciter s
sous la forme a + ib. a et b réels.
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2.3.4 Nombres complexes conjugués.

DEFINITION / Le conjugué du nombre complexe z = a + ib, ou
a et b sont des réels, est par définition le nombre com-
plexe noté :

[ 3]

]
w
+
N
~
(33
f
w

!
=

Ainsi :

23]
-~
|
It
|
-

M PROPRILTES.

Soit @ I'application de € vers € qui, a tout nombre complexe z. fait
correspondre son conjugué z.

L’application ¢ est une bijection de € sur € qui laisse invariant tout
nombre réel a, car :

a = a.

Premiére propriété. — On a:

=a—ib=a+ ib;

u

i
l
w

il en résulte :

(Py)

L’application @ est une involution de C.

Deuxiéme propriété. — On a:

T =(atib) F(@ Fib)=(ata)Fri(b +5),
Soit :
stz =(a+a)~i(b+b)=(a—ib)+ (¢ —ib);

il en résulte, pour tout z et tout =’ :

z+z =5+2z (P.)

Troisiéme propriété. — On a :
= = (aa’ — bb') + i (ab — ab)
= (ad’ — bb') — i(ab' — a'b),

soit : = = (a — ib)(a' — ib);
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il en résulie, pour tout z et tout 2

’

sz = z.z' (P3)

En conclusion. on ohtient sur € les trois relations suivantes :
Oz + 2) = 0(z) + 0(5).
P (:) = 9(3).0(<),
P(z) = 9~ ' (3).

La bijection z +~—> 3 est donc un automorphisme involutif du
corps € des nombres complexes.

Quatriéme propriété. — Pour tout élément = de €*, on a:

s X -=1,

W o

il résulte de I'étude précédente que 'on a :

soit : (zYHY=3z" (P,)

_ 96
< q’( >‘ 0()

ReMARQUE. — Les propriétés P, et Py se généralisent aisément par
récurrence sur n. On a:

!

LSS

SN——"
i
el
X
wf —
i
““ w |
-

| n

n _ n
Y mo= s [Tz =11
k=1

k=1 k=1 k=1
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2.3.5 Applications.

B Caleul dun quotient.
Ona.siz=a + ib:

3 = (u + ib)(a — 1b),

5% = a®> + b*?

Le produit zz est un nombre réel, strictement positif, si 5 est différent
de zéro. Par suite :

1

z 1
=z a’ + b?

al

-~

On retrouve ainsi I'inverse de =z :

I a b }
z  a’+ b2 a2+b21.

3 ;
EXEMPLE. Calculer le quotient : S :
2+ 3
. (3 — )2 — 3i) (3 + i}2 — 3i)
Ona: - — = ,
(2 + 3i)(2 — 347) 13
. 3 -1 9 Ti
soit : = = — = —
2+3 13 13

B Polynomes a coefficients réels.

Soit P une fonction polynome définie sur €, a coefficients réels. et
soit P(z) le polynome associé :

2
P(Z) =ay + a1 + asz” + -+ + ak;l‘ 4+ .- _1._(1":"3
ou n est un entier naturel.

En appliquant les propriétés de Papplicationz +——> Zetenécrivant:
n
P(z) = z a;s",
k=1
on obtient, du fait que, pour tout k. a; appartient a3 R :
n h
Z H = Z (lkqu
1 1

soit : P(z) = P(3).

;-U
—
(1]
S—
Il
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CoNsEQUENCE. — S’il existe un nombre complexe 3, tel que
P(zy) = 0, alors:

P(ro) = P(zo) = 0.

Sizgestréel: 35 =343

mais, si 55 est un nombre complexe tel que: z, € C\R, alors:
) # 50

On obtient donc un autre nombre complexe tel que P (z) = 0.

Les nombres complexes z, et z, sont des zéros du polynome P (z).

EXEMPLES. 1. Soit:

2 2
1 /3\? 1 3
Ona: ——+iXT) 4+ ——+i£ +1=0,
2 2 2 2
soit : P4+j+1=0;
j est un zéro de P(z) = 2% + z + 1; par sunite, j est aussi un zéro de 2% + z + I,
- 1 /3
avec j = — — {—~—-
’ 2 2

(On vérifiera en calculant ;2 + j + 1.)
I1. Soit, sur €, le polynome défini par:

Q) =2*+ 2 + 1.
On remarque : Q(—2) = Q(2).
Calculons : QN =j*+,2+ L
On obtient aisément j° = 1, d’ou:

Qi =j+i*+ 1,
soit : Q) = 0.

Par conséquent, j étant un zéro du polynome Q(z). a coefficients réels. —j. J.—J
sont aussi des zéros de Q(z).

Soit E = {j, —j,J. —j} I'ensemble des zéros; on a:
=D+ le =i+ =[x = ) = HIx + ) + )]
et, en utilisant le fait que les nombresfj etj + ; sont des récls, on obtient :
[x® — x(j + ) + [+ x(j + )+ jil= 0 —x + D+ x+ 1);
or: (2 —x+ D+ e+ ) =x*+27 + L

On a ainsi obtenu la décomposition du polynome en un produit de deux poly-
nomes a coefficients réels.
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ReMARQUES. —1 Soit z = x + iy un nombre complexe, sous
forme cartésienne; on a:

z=x — 1y,

2 +3=2x = R((z) =

n
|
wi
Il
[\
-
-2
[
—
)
g
il
)
l
N
-

et :

2 Ilen résulte:
a) Un nombre complexe est réel si, et seulement si:
Iz =0 <= =73
b) Un nombre complexe est imaginaire pur si, et seulement si:

R(zx) =0 <> z+37=0.

EXERCICES.

B EXERCICE RESOLU,

Déterminer les nombres complexes = tels que le nombre ' = (3 — 2){(z + 1) soit un
nombre réel.

Ona: T =( - 2)(z - 1)

Par suite, 3" est réel si, et seulement si :

(s = 2 + i) = (& = 2)(s — i);
d’oni: 2z + iz — 2z — 2L =32z — iz — 2z + 21.
soit : 2(z —3) +i(z+3) —4i =0,
et, en écrivant z = x + iy:

diy + 2ix — 1 = 0,

202y +x—2)=0 = 2y +x—-2=0
Pour tout y réel, les nombres z sont de la forme :

5= (2 — 2y) + iy.

REMARQUES. — 1 En posant z = x + iy, on peut aussi calculer = sous la forme
2 = x + iy et écrire: I (5') = 0.
Ona: =[x =2y + ] [x —i(y + 1]

On achéve le calcul et on vérifie le résultat précédent.
2 On peut également déterminer z pour que 3’ soit imaginaire pur.
M EXERCICE D’APPLICATION IMMEDIATE.

En vous inspirant des exemples 1 et 11 précédents, étudier la décomposition du
polynome défini par: x —> 2% + 2* + 1.
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EXERCICES

2.2 Démontrer par récurrence sur n. entier naturel. que :
(1 + )* = (—4)"
Calculer : (1 — )%=

n

Calculer 5 = ) i*, pour tout entier naturel n. Différencier les valeurs suivant les
k=0
congruences de n, modulo 1.

/3

. 1
2.3 Ondonne: j = -5+ i =~ Calculer:

a) L4+ 1. j", n étant un entier naturel;
b) (¢ + b+ ¢)(ej> + bj + ¢)(aj + bj® + ¢). a.b, ¢ étant des réels.
) ;

2.4 Démontrer que {1,;}, pour j = —5 + i~ est une base de C. Exprimer
tout nombre complexe z = x + iy (v et y réels) sous la forme = = u + jr ot u et
v sont des réels. :

Exprimer u et v en fonction de x et de y, et réciproquement. Calculer, en fonction
de u et de v, le carré du module de z = u + ju. Exprimer, sous la forme p + jg. les
nombres complexes <uivants:

3, conjugué dez = u + jo:

oy —

2.5 On considére, dans €, le sous-ensemble A des nombres complexesa = a + b,
@ cL b étant des entiers relatifs. Démontrer que A a une structure d’anneau com-
mutatif unitaire. Quels sonts les éléments inversibles ?

2.6 Eflectuer les calculs suivants :
@) 3+17%: (3-0% B-0% (3-20)%
b) (4 — Si)(6 + 3i); (2 + 30)3(2 — 30V (=4 + i /)%

. 1 3 2
2.7 1° Démontrer que.sij = — + i-—alorsj +j+1 =0 Calculer j3.

2° a) Déterminer les coefficients réels A et L. tels que le polynome défini par:

Afx) = h(a® + 5x* + 422 4+ 3)? — (2 + 322 + 2)° + u(x® + 1t

soit divisible par le polvnome défini par B(x) = +* + x + L.

b) Déterminer les valeurs de I’entier naturel m pour que le polynome défini par:
Clx) = £%+2 4+ 3+ 4 )

soit divisible par le polvnome défini par B(x) = x2 + x + L.

2.8 Déterminer deux réels a et b tels que, pour z = | + i, la fonetion polynome
définie par:

z > 3+ az® + b,

prend la valeur zero.



a b
2.9 Au nombre complexe z = a 4+ ib. on associe la matrice M(z) = (0 )
u«

Le produit M(z). M(z') est I'associé d'un nombre complexe u noté z x3. On définit
ainsi sur I'ensemble € une loi qui. a z, 5", assoecic un nombre u.

1° Démontrer que Popération notée * est commutative, associative ¢t distributive
par rapport a I'addition habituelle des nombres complexes.
20 Soitu =c¢+ idetv = ¢ + id’ deux nombres complexes fixés. Résoudre et
discuter sur € I’'équation définie par:

wkz = p.
3°  Déterminer les solutions éventuelles de I'égquation définie par = * = = 7. ol ¢
est un nombre complexe fixé.
2.10  On considére les applications [ (a, b) de € vers C. telles que :

f{a.b)(s) =az + b =7,
odaesttelque: ae{l.i. —1. —ijetb =p + igavec: pEZetgy €.
Démontrer que I'ensemble G des applications f{(a. b) est un groupe pour la loi de

composition des applications.

2.11 Soit E, un espace vectoriel sur R et soit € I'ensemble des nombres complexes.

Sur E; x E,, on définit les deux lois notées + et .. et exprimées par:

Vi{x1, ¥1)s V(xa, yo) (v1a ¥1) + (2, va) = () + %2,y + Yo, (n
Y(x.¥). V{a + ib) (a + ib).(x.¥) = (ax — by.av + bx). (2)

1° Démontrer que K, x E; a. pour les lois ainsi définies, une structure d’espace
veetoriel sur €. On note T cet espace vectoriel.
2°  Démontrer que I'application @ de E, vers E

Vg, o x> (x.0)
est une bijection de E; vers le sous-espace @ <Ey> et que @ est compatible avec
Iaddition des vecteurs et avec la multiplication des vecteurs par un réel.

2.12 Calculer les nombres complexes suivants, ¢’est-a-dire les exprimer sous la
forme a + ib, ot a et b sont des réels :

10
a) 1 —7T 241 3 —1
—5 -+ -5
34+ 73— 2+
i -7 I —7 1418/ T — 261

’)) —'+ I _+ N
34+ T 1 +1 34+ 4 3 —

3+ 31
f l+f l+i—1=:.Calculer: .
D-i 3+ 3
(1+i)3+(1—i)4 (1+i>32
L—i  (L+0)2\ -

go

—

a)

el
+
!

b)
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1 3
2.13 Sachant que j = -5+ ié, calculer :
1+ 1-j 1-;

+ : .
Q-0 (1+21-j2
2.14 Soit les nombres complexes :
1+i3 . i
5= —F et 39 = ——-
Ti-i /3 T3 -2

Calculer :

by 22,5355, + 2% + 23
8
12.(z1) A
2
(12)3

Expliciter 3, z; et tous les autres résultats sous la forme la plus simple.

¢) (21)°(22)

24+ 541

2,15 Calculer Z = -——4——1~ avecz = 3 — 2i.
2t —

2.16 1° Démontrer, a priori, que I’expression :

(1 +4)" + (1 — i)", n entier naturel,
est un nombre réel.
Démontrer, de méme, que 'expression :

(1 + )" = (1 — i)". n entier naturel,
est un nombre imaginaire.
2° Développer: (1 + i)". Démontrer que la partie réelle est la somme des termes
tels que :

(—1yresr,
la partie imaginaire étant la somme des termes tels que :

(Gl VELa
3° On pose:

f(x) =1 — C2x% + Clx* + .. 4 (=1)PC2Px2%P + ...,

gx) = Clo — C3a® + - (—1)PC2rrig2e+l 4 Lo
Chaque somme est finie, mais le dernier terme dépend de la parité de n. Calculer :

[f(0]* + [g(x)]

2.17 Résoudre, sur €, les systémes définis par :

) 2iz + 2 =21 ) M+dz+i7 =217
a
3z — i = 1: -+ 3 —-20s =54 3.
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2.18 Discuter et résoudre, sur €, le systéme défini par :
w4+ 5B =1
{Ela +zp=0,
o« et B étant des nombres complexes, non réels.
2.19 Résoudre, sur @, le systéme défini par:
iz 4+ =8+1
{22 + & =141

{Ne pas utiliser la forme z = x + iy.)
2.20 Vérifier que (s + 2i) est un facteur de :
P(z) = 22 + (5 + 6i)z + 10 — 8.
Achever ensuite la factorisation.
2.21 1° Résoudre, sur €, I'équation définie par:
z=(1+1i)z+ 3 — 2. (1)
Généraliser avec:
= pz +gq,
p et g étant des nombres complexes.
(Prendre I’équation (1') obtenue en utilisant application z —— 7.)
2° Reprendre I'exercice cn utilisant les formes :
z=x+ iy et z=x— iy

2.22 1° Quelle relation existe-t-il entre les réels x et y pour que le nombre

z — 2 st=zx+ i
Z= > avec ysoit:
z— 1 s #1

@) imaginaire pur? b) réel?
(Faire le calcul de deux fagons différentes.)

=2

sz #F AL

2° Méme question avec: Z =

2 — 4
2.23  Quelle est la condition pour que (a + ib?)? soit :
a) réel?

b) imaginaire pur?

2.24 1° Quelle est la condition pour que (x + iy)? soit réel et supérieur 4 8?

2° Méme question pour (\/; +1i \/_;)6.
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2.4 MODULE D'UN NOMBRE COMPLEXE

2.4.1 Norme et module.

Pour tout nombre complexe z = a + 1b. ou a et b sont des réels, le
9
produit sz est un nombre réel positif ou nul car:

2z = a® + b2,
Le nombre zz est appelé norme de z.

Lorsque z est un nombre réel, on a:

et la valeur absolue du réel z est :

lel = lal.

DEFINITION / D’une facon générale, sur €, on appelle module ou
valeur absolue de z le nombre réel positif ou nul

noté ‘z|, tel que :

(|z|2 = z3) <> Iz‘ = \/zg = /a* + b2

EXEMPLES. 2=3 —4i = | =5;
1 3
J="5+i% = il =15 Jil =1

B 11 en résulte les propriétés immédiates suivantes :

o= =4 = [l
(Iz2l =0) <= (s=0).
B Les inégalités sur R:

a <la < Ja? + b2 et b<|b < Ja® + b

entrainent les relations :

R(z) < |5 et I (z) < ||
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B Par définition. on a:

|22|> = (22} x (2%)).
D’autre part: = = .3,
d’otui : |z5"|° = (z5") x (z.7).
En utilisant les propriétés du groupe multiplicatif €*, on obtient :
|22 = (23) (='7"),
2

2 ne
=|:| X|Z|0

|..-,.-

soit sur C* :

22| = |=l x |&'|

L application z ——> [z est un homomorphisme du groupe multi-
plicatif (C*, .) vers le groupe multiplicatif (IR *, .), dont le noyau
est le groupe multiplicatif (U, .) des nombres complexes de module 1.

B On a, d’autre part:

1 1
l =|5— = |Z| —»
4 z
ll 1
d’Oﬁ: — = —
s |z|
. z 1 |2|
et, par suite : — = 2] |- = —-
z z 7]
On notera que :
1
Izl = = = |zl = L.

On obtient, par récurrence sur n, les relations :

no__ |.qn - _ —n
2" = =", |77 = 5[ 7™

EXERCICES.

M EXERCICE RESOLU.

Déterminer z tel que les nombres complexes 5. —, z — 1 aient méme module.
z

Ona: lzg] = —>

d’ont: ls] = 1.
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Il en résulte que: |z —~ 1} = 1,

soit (z—=D(~-1)=1,

ou: G-DE-1=1 <> ==3+:
Or: s} =1 <= = =1,

d’ou : zZ+z=1.
Enposantz=x+iy,ona:x=é;

or: %2 +y2 = 1.

11 en résulte les deux solutions :

1 /3 1 /3
Ty = — — —_ 3 = — 1 —
1S5 Ty Ty
B EXERCICE DHAPPLICATION IMMI:IDIATE.
1+ Aé

Démontrer que, si ) est réel, le nombre complexe z = 1 )_ a pour module 1. (Calculer
- At
zz.)

2.4.2 Inégalité de Minkowski.

Cette inégalité, définie sur € x €, se traduit par:
lz + 2| < |s| + |2

On a, pour tout z et tout z":
2+ 2> = (z + 2)(z + 7)),

soit, en utilisant les régles de calcul sur le corps € :

Iz + 2|% = 22 + 27 + (22 + 32). ()
on remarque : & = 27,
d’oti : 2z + 27 = 2R (s5');
or: 2R (z2') < 227,
soit : 2R (z3') < 21{3]|#],

d’ol, en majorant le deuxiéme membre de I’égalité (1) :

o+ 2 < B* + 517 + 2 s 2,

c’est-a-dire : |z + 7| < =] + |5




La généralisation est immédiate; on obtient :

|2, + 29 + «ov + 2, < 3| + |52l + -0 + |5,

EXERCICE.
B EXERCICE D’APPLICATION IMMEDIATE. |

Appliquer Uinégalité précédente & z et (z' — 3z), puis d 2 et (s — 5') pour établir que :

fzl = Iz} €|z - &)

2.4.3 Le groupe multiplicatif U des complexes
de module égal a un.

1 Soit U, sous-ensemble de €, I'ensemble des nombres complexes
de module égal a un:

U={ulueCet |u = 1}.

1 3
Par exemple: j = —3 + i_:,\/__'

Tout nombre u correspond a une matrice M(a, b) telle que
a’> + b* = 1. Donc, U est un groupe multiplicatif isomorphe _au
groupe des rotations vectorielles de ’espace vectoriel euclidien E,.

Montrons, directement, que W est un sous-groupe de €. On a, pour
tout u et pour tout u’ de Us:
.| = |u| x 0| =1.

L’ensemble U est stable pour la restriction de la loi multiplicative
de €. Cet ensemble., non vide, est d’ailleurs tel que, pour tout u et
pour tout u’:

w1 = Jul J Y = ful x = = 1,
|w']
ce qui établit que U est un sous-groupe multiplicatif de C.

Remarquons que I’on a I’équivalence :

[3Y]

v | =
w
I
—
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2 Tout nombre complexe z = a + ib, non nul, est tel que:

lz| = /a® + b*.

Posons: |z] = r; r étant un réel strictement positif appartient
aussi & €. Pour r fixé, sur le corps €, quel que soit z non nul, il existe
un nombre u et un seul, tel que :

z = ru;

d’oti : Izl = |ru| = Ir] |u],
2| = rlul;

or,on a: Is] = r;

il en résulte, pour tout z appartenant a €* :
] = 1.
Réciproquement, si ’on a :

z=ru, r€R*" et ue,

alors : sl =1rljul=r = r =]
- . 3 1.
EXEMPLE. (=3 +4) = {lz]=5) et =5 ;+—5—L’
< .
3 4 ]
avec : -+ -il =1
5 3
EXERCICE.
B EXERCICE RESOLLU.
5+ uz .
Démeontrer que 7, = - est un nombre réel si lu| = 1 et u 5 1, z étant un nombre
- u

complexe.

Le nombre Z est récl si. et seulement si: Z = Z:

L. 3 — uz oz — Uz . .
dou: —— = ———: =0il, successivement :
1—u 1l —u

(z — uz)il — u) = (1 — u)(z — uz),
3+ uuz =3z + uus.
(z—z)(1 — uu) =90.
Par suite, si - est différent de 2, ¢"est-a-dire si z n’est pas réel, alors on doit avoir :
us =1 <= |u =1.

Si z est réel, I'égalité est toujours réalisée par tout nombre complexe u.




EXERCICES

2.25 Résoudre, sur €, 'équation délinie par:
42 + 8z12 - 3 = 0.
2.26 On considére, sur €, équation définie par:
az? + bl +ic =0,
ou a, b, ¢ sont des réels.
Quelles conditions vérifient les nombres a, b, ¢ si 2 = 3 + 2i est une solution de
I'équation?
Déterminer (a, b, ¢) lorsque :
(a.b.c)eZ® et 0<a<l15.
2.27 Soit @ et b deux nombres complexes tels que :
el <1 er b = 1.

Soit u le nombre complexe tel que :

Démontrer que :
W €1 = |51,

avee correspondance des égalités.

(On pourra calculer 1 — |u>.)
2.28 Démontrer que 1'égalité :
s + <1 =l + I<]
équivaut i 'existence d'un nombre positif ou nul A, tel que 2" = As.
Etudier de méme I’égalité
o+ <1 = Bl .

2.29 Démontrer que 'application N de € vers R*, définie par z —> zz, est un
homomorphisme de (€, .) vers (R, .) et que = est inversible dan= €” si, et seule-
ment si W (z) = zz est inversible dans R**. En déduire le calcul de 2/, inverse de z.

230 1° Caleuler le module de s = (/2 + /2 + i /2 — J/2).
2° Calculer le nombre complexe 5 tel que :

z — 12 5 z—4

—— ] =~ et —_]

- = 1.
s — 8 3 z— 8

2.31 Déterminer le nombre complexe z pour que :
2% = 11 = 2| = [2],
ou que : [z — il =iz —i] = |z — iz
2.32 Soit: u? = zz', odl 7 el = sont deux nombres complexes. Démontrer que:
,

=+ !
—— + ul.
2 7Y

>

|zl + 12| =

+

- u
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2.33  Soit le nombre complexe z = u + iv, oit u et v sont éléments de €. Démon-

trer que ’on a |21* = [u® + [v]? si, et seulement si :
ou bien : z =0,
ou bien : (u. v) € R,

2.34 Résoudre, sur €, les équations définies par:
a) |zl + 2 =3 + 4i:
b) 2| —z =4 — 3i.

z
2.35 Démontrer que Papplication z —> — est un homomorphisme du groupe

multiplicatif €* sur le groupe multiplicatif U.

2.36 Soit U; = U —{—1} I’ensemble des nombres u complexes de module égal a

1; u est différent de — 1. Démontrer que I'application f de R vers €, définie par
1 +ix .
x —> PR est une bijection de R sur U .
—ix
) z1 + 29 L .
2.37 Démontrer que Z = ———— est réel si |z)| = |z5|, out z; et z; sont des
1 + zz, ot

nombres complexes.

2.38 Résoudre, sur U, ensemble des nombres complexes de module égal a 1, le
systéme défini par:

{:1+z2+z3=1

Z2y%223 = L.
18223

1
(Utiliser: zel) <= z= —~>
z
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2.5 REPRESENTATION GEOMETRIQUE DES
NOMBRES COMPLEXES

2.5.1 Plan vectoriel et plan affine
identifiés a C.

Soit P un plan affine associé a un plan vectoriel euclidien i muni
d’un repére orthonormé (0O, €,, é,).
B L’application { de P vers P, définie par:

M +—> f(M)=7%=0M,
est une bijection de P sur P. 1l en résulte que le plan P peut étre
muni d’une structure d’espace vectoriel par le choix du point O.
Nous noterons ce plan vectoriel : (P, 0).

Si O est un point de P, la translation tgg est un isomorphisme des
plans vectoriels (P, O) et (P, O').

La bijection g de P sur € définie par:

> - > .

vt =xe, + yéyg > z = x + 1y
est un isomorphisme du plan vectoriel P sur ’espace vectoriel réel €
qui associe les bases (e;. e,) et (1, i) de ces espaces vectoriels.

On peut done identifier, a 'aide de la base orthonormée (¢,, ¢,).

P et C.
On dit :

z est laffixe de ¥,
¥ est le vecteur-image de z,

ce que I'on note encore :
[3] = 2,
cette notation se lisant : « mesure complexe du vecteur ¥ égale z».

REMARQUE. — La norme du vecteur ¥ est égale au module du
nombre complexe z = g(?):

ol = [l
B L’application ¢ = g o f telle que:

v
2

M z
¢ =gof
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composée de deux isomorphismes est un isomorphisme de P sur €.
On peut donc identifier, i 'aide du repére orthonormé (0O, #,. ¢,),
P et €. On dit alors que P est le plan complexe.

M étant un point et z un nombre complexe tels que :

(g0 f)(M) = =,

on dit que : M est I'image de =.
et que : = est I"aflixe de M.
Ona: s = [[OM].

Notons que: @ (0) = 0, o(E) =1, o(F) =1,

& (fig. 1).

L’axe x'Ox. défini par le repére (O, €,) est identifié au sous-corps R
de € : onYappelle axe des réels.

P —

avee : OE =¢, et OF

L’axe ¥'Oy. défini par le repére (0. €,) est identifié a lensemble J des
nombres complexes de la forme 5 = i), A réel : on I'appelle axe des
imaginaires ou axe des complexes.

2.5.2 Interprétations géomeétriques.

. —

B L’isomorphisme g du plan vectoriel P sur I'espace vectoriel réel €

(ou I'isomorphisme @ de P sur €) permet de transférer sur € des
-

propriétés géométriques définies sur P (ou sur P).

Réciproquement. toute relation établic entre nombres complexes

peut étre interprétée dans P, ou dans P,

EXERCICE. B EXERCICE RESOLU.

Etant donné deux nombres complexes distincts | ef 59, d’images respectives M| et My,
déterminer I"ensemble des points M dont Uaffixe = satisfait a la relation :

G | (k réel positif fivée).
z — 3
Ona: ’ M
- oz . 2 — =] HMMl"
=k =k <= — ==k
z— z, 5 — 24 M|

L’ensemble des points M est le cercle, ensemble des points dont le rapport des
distances & M; et & M, est égal & k.

Si k = 1. I'ensemble est la médiatrice du segment [M. M. ] (fig. 2).

y
F/
e
¥ 0|, E
y
Fig. 1
y
M
M2
F
x 0 E
Yy
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B Soit T une application du plan athine enclidien P vers lui-méme: @ ¢tant la
bijection qui identifie le plan a @€, le schéma =nivant :

M-—VM

définit une application 0, dite transmuée de T par @, telle que :

1

0=@poTo@"
T=¢ 'c0og.
M Soit deun upl,rlica‘liuns T. wotées T, et Ty et soit 0.0, les transmuées

(-‘urr«*sl'n’m(la ntes:

1

0, =@oT, 0@ ', 0, =@oT,op "
Appelons 0 la transnuée de T, 0 T) par @ :
0 =@o(T,oT, )o@ .
o, avee @ o @ = ep (ep est Fidentité sur Py :
0 =@o(T,oe,0oT,jog ',
0=@o(Tyop 'opoT o '.
0 =(poT,0op YHo(@oT,cp ).
sont 0 =20,00,

Ou peut denc composer les trawsnuées par @ de T, ¢t de Ty pour obtenir la
transmuée de T, 0o T

Remarquons. en particulier qu’it toute bijection £ de € sur € correspond nne bijection T
du plan complexe, ¢’est-i-dire une transforination ponctuelle. ot réciproquement.

EXEMPLES. 1. Seit un nombre complexe fixé zp = 2 — 34 et soit 9 Iapplica-
tion de € vers € définie par:

s > 2=+ 3

-
¢’est une bijection de € sur lui-méme.

D aprés Uétude précédente, d la bijection 8 de € sur € correspond nne bijection T
di plan complexe P osur P.

Soit M et M’ les points d'atlixes respectives z et 2" et ~oit A le point dTaflixe 3.
Parons OA =17,

Ou a: OM = OM +7 <>
pour tout point M.
La bijection T de P sur P ext la translation définie par fe vectenr T daflixe 2.

[ addition sur € permet d’exprinter toute transletion dans le plan affine cuclidien
muui d'un repere orthonormé et réciproquement.
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11. L’homothétie vectorielle sur i définie par: vV = W, A réel, s’exprime sur €
par: 2’ = Az

L'alignement des points A, B, M du plan P, d’affixes respectives a. b, z, donne
I"équivalence :

(AM = MAB) <> [z — a = A(b — a), Aréel].

IlI. L’isomorphisme entre le plan cuclidien P et € améne a exprimer sur € le
produit scalaire.

Soit, dans (P, O) muni d'un repére orthonormé, le produit scalaire :

OM.OM' = xx’ + vy

On a. dans C:
z = x + iy, affixe de OM,
7 = x' + v affixe de OM,
7 + 27 = (x + i) — )+ (x — iy + ),
2z + 37 = 2(xx’ + yy),
1 —_—
SOit ¢ 5 (z + %) = OM.OM;
or: == oy +i(yx — ay)s

on a donc : R(zZ') = OM.OM' et OM?® = ==
Application. — Soit, sur €, la relation définie par:
7 = iz.
Ona: zz = z(iz) = —izz;
or, zz est réel; d’ot :

R(zZ') = 0:

il en résulte que. sur (P, O), les vecteurs-images d’afhixes respectives z et iz sont
orthogonaux.

On peut d’ailleurs remarquer que :
p q q

. s(*\ .{7Y .
si 3 = x + iy, alors 7 = —y + ix, et les vecteurs V(), v ( > sont bien
v x

orthogonaux,
Onaeneffet: V.V =x(—v) + yx = 0.
IV. D’autre part, a la norme euclidienne HV” = \/x_"‘ + y? est associé le module
de z, affixe de V.
On a l’égalité .

IMM|| = |z" — ],
et ’équivalence :

Ivdr|  mM, ==l

o = =k <=
Iyl MM, |z — o
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M

2.5.3 La symétrie plane axiale. y
Soit un plan affine euclidien P, muni d’un repére orthonormé
(0, ¢,,¢,) et identifié a C (fig. 3). A
Soit M un point d’aflixe 5, D une droite de P contenant O, et dont
un vecteur directeur unitaire est —07(, vecteur d’affixe a. Soit M’ le
symétrique de M par rapport a D, 2’ étant son affixe.
Le point M’ est bien défini par les rclations :
[oM] = (oM (1) A
OM + OM' = LOA, X\ e R*, (2) -
ez
Dans €, on a donc:
x 0 e"
l2| = || (1) o
s+ 2 =Xa, AER (2) Y

Dans le groupe multiplicatif €* = € — {0}, pour tout z et pour Fig. 3
tout 7, il existe un couple unique (w, w') tel que:
z=aww et =z = aw';
la relation (2') donne :
alw+ w)=%a = w4+ w =21 Le&R*
comme (w + w') est un réel, on a:

w+w=w+w;

d’autre part: |s| = |Z| entraine |w| = |w'],
ou, sur C*: ww' = ww,
7 I
. w w w + w
solt : ::_,:i=l,
w w w o+ w
d’ou : w = w.
De la relation z = aw, on obtient :
_z
w = —
a
et la relation 7’ = aw donne :
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or: aa = 1,

soit : z = a"z

Notons que: 3" = (a)%z;

d’ou : z = Fi

or, [a] = 1 entraine:
1

62

. .
=a’ et z=a""":

il en résulte que la transformation est inxolutive.
REMARQUE. — En observant que:

— s — —_—, ——

OM.OA = OM'.0A,

et en utilisant I'expression sur € du produit scalaire, il est possible
de retrouver la relation 7 = a%z.

EXERCICES.
B EXERCICES RESOLUS.

1. Quel est. dans le plan affine euclidien, identifié @ C, 'ensemble E des points M
tels que les points A. M, M', d"affixes respectives 1, 5, 1 + 2%, soient alignés.

PREMIERE METHODE. — L’hvpothése AM’ = XAM. pour % réel. se traduit dans €
par: (L4 —1=xiz— 1),
2 =h:z—-1).

soit. en posant 3 = x + iv:

2% = T 4 2ixy = hx — 1) + hiv: (1
en utilisant 1’égalité des deux nombres complexes de la relation (1). on obtient le
systéme : RN SR o

2xy = Av.

On obtient :

a)y=0—= ze€R;

solution évidente: M & x'Oux.

By v#0 = h=2r = 27—+ =2x(x—I):

on obtient 'équation du cerele I de centre @(1, 0) ¢t de rayonr = 1:
4+ -2 =0,

et: E =T U (1" O0x).
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SECONDE METHODE. — On a:
2 = Az — 1) X réel,
d’on: A= — l).=22.

et, pour A réel non nul :
APE — 1) =23 (= 1)

ilen résulte: %G — 1) =Z%(z — 1I).

soit : (s —3)z== — (s +2z2)=0.
=3 <= zréel
et Z—(z43) =0 <= 2P+ -2vr=0.
Dans le méme esprit, on pent écrire :
=% et z#£1:
z—1
L étaut réel. d’aprés la remarque 2 a) du n® 1.3.5, on a:
L2 -2
= = I ) =30 - 1)
o T { ) { )
on obtient ainsi 'équation du cercle T
De méme, on peut dire que, si ——— est réel, alors 7 = :3(z — 1) ext réel: on rem-

slace = par x 4+ iv et I"on écrit que la partie imaginaire de Z est nulle.
I I 2 g

REMARQUE. — On peut, aussi, exprimer z sous la forme z = x + v, et traduire

dan= (P. O) que AM’ et AM sont linéairement indépendants.
Or: 2= 1+ =% - v 4+ 1 + dixv:

.
par suite, AM’ a pour composantes :

2

T = v et 2ay,
et ?\M a pour composantes :
x — lety:
. xd = =1 5 o
d’ot : b = : = v = v} = 2 - Ly =10,
2xy v )
D = v(x? — 2 = + 2x) = —v(a? 4+ v = 2x).

¢t I'on conelut de la méme tacon.
IT.  En wutilisant les résultals connus sur les rotations vectorielles du plan vectoriel
euclidien. établir la loi multiplicative des complexes de module égal & un.
. -
Soit (€4, €5) une base orthonormée directe P et »0it V = x&, + vé, un vectenr unitaire
- Ve
de P. Il existe une rotation vectorielle @. et une <eule, telle que :
. -
Q(é;) =V:

de méme, il existe une rotation veetoriclle unique @ telle que :

-

PEN=V. V=xe +2 a [V]=1
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Ona:
a) @(¢)) = xé, + yé;, et s = x + iy est Iaffixe de V:
B @(E) = x'8 + vE, et i = + iv estaffixe de V.
Composons @’ © @ :
(@ @) () = ¢ (xé, + y&;) = 20" () + v¢' (&);
or: @' (6) = —y'é, + x'é,,
d’oii : (@ o @), = x(x'8, + v&) + v(—¥E + x'E),
(@' 0 9)8, = (xx' — )& + (xy + yx)&,.
Soit : _\71 = (@ o @Q)é,:
a VI est associé un nombre complexe z,; a la loi de composition ¢ 09 = ¢ ¢ @

est associé le produit commutatif :

2 = (xd' — yy) +i(xy’ + yx).

EXERCICES

Dans tous les exercices, on considére toujours le plan affine euclidien identifié o C.
muni d’un repére orthonormé.

C’est dans ce plan que I’on considére les poinis M d’affixe z.

2.39 Comparer, dans le plan P identifié a €, les images respectives des nombres
complexes: z, —z,7, —=.

2.40 Démontrer que les points A, B, C, dont les affixes respectives sont 1, j, i,
sont les sommets d’un triangle équilatéral.

Comment se traduit la somme: 1 + j + j*?

2.41 Quel est ’ensemble des points M, d’affixe s, tels que les points d’affixes i. 1z

soient alignés avec M? Le nombre complexe a étant fixé, comment choisir M pour
que les points d’affixes «, az soient alignés avec M?

2.42 Construire dansde plan complexe les images de 5 dans les cas suivants :
a) z = (3 + 40)(5 — 2i);

4+

1= 50

b) z =
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2.43 Déterminer, dans chaque cas, 'ensemble des points M d’affine z tels que:
a) |z — 3il =5

l= — i
b)) ——— =2;
|z + 24

c) " a des composantes égales;

I+ =
d) —— soit réel, soit imaginaire pur;

e) 2 +32 =1,
z —

f) —— soitimaginaire pur (on démontrera de plus qu’il existe un nombre complexe

[= N I 89

p
‘ B

soit indépendant de . et on calculera B et

-

indépendant de z, tel que ’] - f)

4

1 — 4.

z

2.44 On considére, sur €, I'application f définie par z ——> 2z — z. Quelle est la
transformation ponctuelle F associée a f?

Quel est I'ensemble des points M d affixe = telle que Z = 2iz> + (3 + 4i)z + 1 — i
soit un nombre réel?

2.45 Quel est I’ensemble des points M d’affixe z telle que Z = 23 + 3z% + 3z + 9
soit un nombre réel?

2.46 Soit t un nombre complexe, d'image P dans le plan identifié a €. On pose
t = x + iy et I'on considére, sur €, les fonctions suivantes:

tr——>Zl= H

t —> Zy = -
2 i — 1)

Quels sont les ensembles respectifs des points P: si Z, est réel? si Z, est réel ? si Z,
est imaginaire pur?

2.47 Déterminer I’équation cartésienne dec I’ensemble des points M d’affixe :,
-3

tels que 22 — a® =% — 3% oft a est un nombre complexe tel que ¢ = o + ip.
. a+1i
248 On considére le nombre complexe z tel que z = S Quels sont,
a— 2q

dans le plan complexe, les ensembles des points A, d’affixe a, pour lesquels on a:
soit z réel positif, soit |z] = 17?

22

—z~2
——. Quel est ’ensemble

2.49 Soit, sur €, la fonction h définie par z +——>

I' des images m de z dans le plan complexe lorsque h(z) = Z est réel? En posant
Z=X+iY,z =x + iy, X, Y, x. y étant des réels, déterminer I'’ensemble A des
images m de z lorsque Y = 2y.
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2.5¢  Soit €, I'easemble des~ nombres complexes privé de = = 1. et soit f applica-
tion de €, vers € définie par:
i Z+1
f( = ="
Z -1

Déterminer dans le plan complexe :

1° T'ensemble b, des points M d’affixe Z pour {(Z) réel.

2¢ I'ensemble Mo, des points M d’affixe z pour { (Z) imaginaire pur.

2.51  Etablir, sur €. Uidentité :
|2 4+ &1 4 |5 17 = 20s° + 515,

En déduire dans le plan complexe une propriété du parallélogramme,

-

- -
2.52 On donne deux vecteurs V = x@ + v, V' i + v'% du plan veetoriel

= x
. . - 23 . . R
euclidien. Exprimer. dans €, le produit scalaire V.

,
V’'. en foncuion des aflixes
2 =x + iy, 5 =2 + iV, et deux conjugués s etz

-

Applications. — 1° Démontrer que V.V’ = 0 si, et seulement si. 7 estimaginaire
pur (V # 0 et V' 3 0).

2°  Déterminer 'ensemble des points M d’affixe s telle que les images des trois

2 3 . . .
nombres z. 32, 53 soient les sommets d'un triangle rectangle.

2.53  Soit un plan affine euelidien P, rapporté & un repére orthonormeé (0. &,. €,).

1 2 1 1- €3
~0it D une droite tlu plan, passant par O et de veeteur directeur @ normé. et soit
(i, §) unc base orthonormée de P,.

A tout point M de Py, on associe <on symétrique par rapport a D.

1° Démontrer que:

- E0M _ .
OM' = 2——.ii — OM.
o

2°  En utilisant le produit scalaire défini sur € (exercice précédent) démontrer

BhRLy
que. en appelant s, 2', ¢ les affixes respectives des vecteurs OM, OM'". #. on a:

’ 2

PROBLEMES

2.54  Soit E I'ensemble des matrices carrées d'ordre 2 sur le eorps des complexes.
On considére le sous-ensemble E; de E formé des watrices de la forme :

)

o et B étant deux complexes quelconques, d et B leurs conjugués,

1 Démontrer que la restriction des lois d’addition et de multiplication des
matrices conférent & E; une structure d’anneau. Cet anneau est-il unitaire com-
mutatif, d'intégrité.
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2° Démontrer que E; a unc structure d'espace vectoriel sur R, Exprimer la

dimension de cet espace et en donner une base simple.

3° Démontrer que Fapplication @ de E; vers E). telle que :

o [=8 [+ B a+B
--M—[g J"““"‘“"[w B a+B]’

est une application linéaire.

2.55 On considére des matrices carrées d’ordre deux du type:

o
y 6
dont les éléments a, B, ¥, 8 sont des complexes,

I 0
On désigne par E = [0 1] la matrice unité.

On appelle matrice scalaire toute matrice qui est le produit d'un scalaire et de la
matrice unité. D’autre part, on note :

L_[2 1]
M _[E S]'

3. B. ¥,  étant les conjugués respectifs de a, B, 7, d.

19 Déterminer les matrices M telles que M + M* et M. M* soient scalaires et que
le déterminant de M soit réel positif ou nul. L’ensemble de ces matrices sera
désigné par ().

2¢ Soit M une matrice de (Jdb). Définir "enscmble des matrices M’ telles que

M + M et M. M soient des matrices scalaires.
3° Démontrer que toute matrice M de (JAb) peut s’écrire, si 'on pose 2 = a + b,
B =c¢+ id(a.b,c,d, réels):

M = aE + bI + ¢J + dK.

I. J K étant trois matrices convenables.

Démontrer que les matrices E, I. J. K sont indépendantes sur le corps des réels.
Calculer leurs carrés et leurs produits deux a deux.

Démontrer que la somme et le produnit de deux matrices de (M) ~ont des ¢léments
de (M),

Démontrer que toute matrice non nulle de (Mb) posséde une inserse qui ¢t élément

de ().

2.56 Soit € le corps des nombres complexes: € a. sur R une structure d'espace
vectoriel dont B = {1. i} est une base.

r). en assovie la transformation

1. A tout couple de nombres complexes (u.
= T, o(z) tel que

T, qui. a tout = de €, fait correspondre Z
Z = us + vz,
ou z est le conjugué de =.

1°  Dénrontrer que, quel que soit le couple (u. v}, T, est une transformation

linéaire de € dans €.

W, )
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2°  On pose:
u=ua+1b et v=c+ id,
ol a. b, ¢, d sont des réels.
C étant rapporté A la base 8, écrire la matrice de la transformation T, .

3° Démontrer que toute transformation linéaire de € dans € est une transforma-
tion T, , et délerminer le couple (u, ¢} en fonction des éléments de la matrice de
la transforiftation :

o)

€ étant rapporté a la base B.

II. Démontrer que le sous-ensemble constitué par les transtormations T, .
ot u est réel et ¢ imaginaire pur, posséde une structure d’anneau commutatif,
relativement & la somme et au produit des transformations.

2.57 Soit un entier k supéricur ou égal & 2 tel que D = 1 + k* soit ue nombre
premier.
Soit u. r deux entiers relatifs vérifiant la relation :

(E)) «®+ ¢ =D" (nentier = 1),
Démontrer que :
a) u® ~ K% et 2 — k%1” sont des multiples de D (dont I'un peut étre nul);
b) i D ne divise pax a la fois u et p. D divise nn, et un seul, des nombres u + ke,
u — kr;si D divise v + kv, D divise aussi v — ku:
¢) pour toute solution de (E,). le quotient de u + iv par I'un des nomibres 1 + ik,
1 — ik prend la forme u’ + i’ avee o', ¢’ entiers relatifs; caleuler 1* + /2.

En déduire que, pour chaqgue entier n, D" est décomposable dune seule facon en la
somme des carrés de deux entiers positifs non multiples de D. Donner la loi de
formation de ces décompositions.

2.58 Dans le plan euclidien, muni d’un repére orthonormé (0. . ¥). on considére

Iellipse E de fuvers F(C, 0), F'(C, O). d’équation :

1° A tout point M de E. d’affixe z. on associe le point M. image de 7, tel que:
I I & q

JE VLI
Démontrer que : oM? = HWHHW'L

29 Etablir les relations :
ls = d® 4 fz 4 o = 213 + ).
(Is = el + 1z + o)? = 2= + 1" + ).
puis les relations :
IME) + MF| = ||+ |F
OM? + OM"? = «® + b
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3° Soit I et T’ les images des nombres complexes :
w=3z+1, u=:z—1is.

Démontrer que :
we' = ¢ (L = +1Z + o = [u] + |ul;
IME| + M| = foi] + or)

2.59 1. On convient d’appeler G le sous-ensemble de C constitué par les nombres
complexesx + iy.x €Z, y € Z.

On désignera par 0 I'élément nul de G, c’est-a-dire I’élément dont le module est nul
et I’on notera :

G* =G — {0}

A tout élément a de G, on associe I’entier naturel n (v) égal au carré du module de a,
. 2
soit n(o) = |of*.

1° Démontrer que I'addition et la multiplication dans € conférent & G une
structure d’anneaun commutatif.

2° Titant donné deux éléments @ et B de G (B # 0), dit que « B divise a dans G»
(ou gue B est un diviseur de a dans G ou que x est un multiple de § dans G) pour
exprimer qu’il existe un élément 3 de G tel que ’on ait:

a=f8 x 0.
a) Démontrer que, quel que soit y élément de G. vy divise n(y) dans G.
b) Démoutrer que si § divise & dans G, n(B) divise n(2) dans N.

Réciproquement, si n(B) est un diviseur dans N de n(a), peut-on aflirmer que f
divise o dans G?

¢) Déterminer les éléments de G qui sont des diviseurs dans G du nombre com-
plexe a = 1. De tels éléments seront, par la suite, appelés éléments unitaires de G.

d) Démontrer que dans G* la relation bhinaire définie par:
«o divise B et B divise oi»

est unc relation d'équivalence; on la notera:
a|l B,

et 'on énoncera simplement :
«d et § sont équivalents».

Déterminer tous les éléments de G équivalents & un élément donné o.

Démontrer que si o || B, alors n (o) = n(B).

Peut-on énoncer une réciproque en supposant f diviseur de a et n(a) = n(f)?
Application numérique. — Déterminer tous les diviseurs dans G de chacun des
éléments : 1+ A+ T

3° a) Démontrer qu'étant donné un élément z de €, il existe au moins un élément
o de G tel que :

|z —a} < 1.

Cet élément o est-il unique ?
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Application numérique — Calculer o pour chacune des valeurs de 5 :
. 5 .
2+ 3, (1 + ).
2

b) En déduire que, quels que soient les éléments a et B de G*. il existe des éléments
6 et p de G tels que I'on ait :

a=Ppd+p et pl<IB}
Application numérique. - — Calculer § et p pour v = —2 + 5i, § = 3 + i.

4 On appelle « diviseur stricty de o, dans G*, tout diviseur de ¥ qui n’cst mi
élément unitaire, ni équivalent a .

Un élément de G* est dit premier dans G ponur exprimer qu’il n"admet pas de
diviseur strict: dans le cas contraire, il est dit composé dans G.

Démontrer que si un élément o de G est tel que n(%). [n(0) # 1] est un nombre
premier dans N. alors o est premier dans G. La réciproque est fausse : on montrera
par exemple que 3 est premnier dan~ G.

Application numérique. — Rechercher si les éléments suivanis sont premiers ou
composés dans G :

2, 5. 1 +4. 3 —1i 34 44
II. On convient de dire qu’un ensemble 3, non vide et non réduit a {0}, est impact
i » t P
pour exprimer qu’il possédc les trois propriétés snivantes :
1 Jest un sous-ensemble de G.
2 YyuedvVereld alorsu —r el
3 Vueld VoeG, aorsau €3,

1° a) Démontrer que. ¢ étant un élément donné de G*. I'ensemble E constitué
par les éléments ¢ de la forme e = %€, ol ¢ parcourt G, est impaet.

b) Réciproquement. démontrer que, dans tout cnsemble impact, I exixle un
élément r non nul, détfini & un facteur unitaire multiplicatif prés, qui a un module
minimum, et que tout élément de cet ensemble est un multiple dans G de r.

2° q) Etant donné n éléments 0, Q. . . . , &, non tous nuls, de G, démontrer que
I'eusemble ¥ constitué par des éléments f de la forme f = a,0; + ay%y + - -
+ ad,, oua,, a,....,q, parcourent G, cst impact.

b) En déduire que. parmi les diviscurs dans G communs § o, %y, ...,9,, il en

existe un. défini & un facteur unitaire prés, de module maximum, et que tons les
autres diviseurs communs sont des diviseurs dan~ G de celui-la.

3° Oun dit que deux éléments o et B de G sont premiers entre eux dans G (on que o
est premier avec B) pour exprimer que leurs seuls diviseurs communs sont des
éléments unilaires,

a) Démontrer que o et f satisfont a une relation de la forme :
o + puf =1,

ou A ct p sont des éléments de G.

En déduire que si un élémeut a de G* divise le produit By de deux éléments de G* ct
que si & est premier avec B, alors & divisc y dans G.
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En particulier si I'élément o. premier dans G, divise dans G le produit By, alors a
divise B ou o divise y. Si. en plus, B et y sont aussi premiers dans G, alors o || B ou
ay.

b) Eun déduire que tout élément composé de G est décomposable en un produit de
facteurs premiers dans G, chacun étant défini 4 un facteur unitaire prés et cela
d’une fagon unique.

Application numérique. — Décomposer chacun des nombres :
3 -4, 94+ 7

ITI. 1° @) Démontrer qu’aucun élément premier dans G ne peut diviser dans
G deux nombres premiers dans N.

b) Démontrer que tout élément A, premnier dans G. divise dans G un et un seul
nombre ! premier dans N.

¢} Déduire du b) que:
—'ou bienl || A;

— ou bienl = n(A) et alors L, qui n’est pas premier dans G, est une somme de deux
carrés d’éléments de Z.

2° KEtant donné un nombre I premier, de N, et différent de 2, il est soit de la forme
4k + 3, soit de la forme 4k + 1, ou k appartient 3 N.

a) Sil = 4k + 3. démontrer que [ est premier dans G.

b) Sil = 4k + 1. on admettra qu’il est d’une seule fagon la somme de deux carrés
d’entiers naturels.

3°  Que peut-on dire alors de la recherche des éléments premiers dans G ?

(CAPES, 1967)

2.60 Rappels. — On appelle automorphizme d’un corps K toute application
bijective u de K sur K telle que :

u(x + y) = u(x) + u(y) et u(xy) = u(x)u(y).

NE

. . 1
On désigne par j le nombre complexe -5 T =

A. 1° Montrer que ’ensemble des nombres de la forme a + b ./2, qui appar-
tiennent au corps Q des rationnels, est un corps pour I’addition et la multiplication
des nombres réels.

2% Soit P(X) un polynome i coefficients rationnels, K un corps quelconque con-
tenant @, # un automorphisme de K laissant invariants les éléments de @.

Montrer que si & est racine de P dans K, u(a) est aussi racine de P. Que peut-on en
déduire pour @, imaginaire conjugué de o si o est racine de P? Etudier de méme
a—1b \/5 (aetbdans Q)sia + b \/E est racine de P,
B. 1° Montrer que le polynome :

P(X) =X*+ X3 - X% -92X ~2

a exactement deux racines réelles en étudiant les variations de P(X) a 1'aide de

P (X) et de P"(X).
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2°  Calculer P(j). En déduire les racines de P{X) et décomposer P(X) en produit
de facteurs du premier et du second degré A coefficients dans Q.

C. I° Montrer que a + b \/5 + ¢ + dj \/5 = 0. a, h. ¢ et d appartenant a Q.
entraincea = h =¢=d = 0.
Montrer que I'ensemble :

. /s . .

K=la+b2+ ¢+ d]\/é, a.bc,de @,
est un corps contenant Q.
Trouver 'inverse de 1 + \/E +j +j\/§.
2° Résoudre dans K I’équation :

XL+ 22X +1=0

3° Soit G I'ensemble des automorphismes de K laissant invariants les éléments
de @Q. Montrer que G est un groupe pour la composition des applications.
4° Montrer qu'un élément u de G est déterminé par la donnée de u(\/i) et de
u(j)- _ _
Montrer que u(/2) = \/Z'E ou u(\/—é) = —2ectqueu()) = jonu(j) = j2
5° Trouver le nombre n d’éléments de G et donner sa table. Indiquer les propriétés
de G.
Quel est I'ensemble des éléments de K laissés invariants par tous les éléments de G,

par un élément de G différent de ’automorphisme identique ?

D. Soitu,,...,u,les éléments de G (u, est 'élément neutre). et s0il & un élément
de K.
Montrer que :
R(X) =[X = ey ()] [X — ua(®)]...[X — w,(2)]
est a coefficients rationnels.

Soit S(X) un polynome i coefficients rationnels admettant o pour racine. Com-
; poly P
parer R et S. (On discutera suivant que les u; (o) sont distincts ou non.)

(HEC. 1971)



3 FORME
TRIGONOMETRIQUE DES
NOMBRES COMPLEXES

3.1 Rappels et compléments.

3.2 Forme trigonométrique d"un nombre complexe.
3.3 Argument d"un nombre complexe non nul.

3.4 Applications trigonométriques.

N
Nota. — Dans tout ce chapitre, le plan vectoriel euclidien P est
rapporté a une base orthonormée directe B = (€,. €,), ce qui signifie

TN N
que Uangle (€1, €,) est égal & "angle droit posiiif o.

3.1 RAPPELS ET COMPLEMENTS

‘a —b
3.1.1 Le groupe des matrices (a .
a

a’® + b®> =1,etle groupe & des angles.

1 Soit (L. +) le groupe additif des angles et (U, x) le groupe
multiplicatif des matrice~ réelles de la forme :

a —b o o
A=( >.u‘+b“=].
b a

Ces deux groupes sont des groupes commutatifs.
Rappelons que le groupe (o, +) des angles est un groupe isomorphe
au groupe (#, o) des rotations vectorielles de P.
2 Pour toute matrice A fixée. dans toute base orthonormée direcie
du plan veetoriel euclidien orienté P, il existe une rotation @, et

A~

une scule. et, par suite. un seul angle @
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3 Soit g I'application de U vers Jb telle que :
g(A) = §;
d’aprés 2. cette application est une bijection.

Le produit des matrices A et A’ des rotations vectorielles @, ¢’ est
la matrice de la rotation vectorielle ¢’ 0 @: d’ou ;

g(A x A) = ¢ + @,
et, par suite, pour tout couple (A, A’) de matrices de U :
g(A x A') = g(A) + g(A).

Il en résulte que P'application g est un isomorphisme du groupe
multiplicatif U sur le groupe additif b des angles :

(U, x) & (J, +):

U — %
g

3.1.2 Le groupe additif IR/2nZ et le groupe additif
Jo des angles.

1 Nous avons admis (Aleph,, Algébre 1°° CDE, n° 9.1.2) I'exis-
tence d’un homomorphisme surjectif, dit canonique, du groupe (R, +)
sur le groupe (Jbo, +). Nous le noterons, ici. f.

Cet homomorphisme f est tel que, pour tout couple (x, y) de R?:
f(x + v) = £(x) + £(3).

On a, en particulier :

R

L .
on dit que 5 est une mesure de I’angle droit positif.

Plus généralement, tout x réel tel que f(x) = @ est une mesure de
Pangle .
2 L’équation définie par:

£(x) = 6.

ou § est un angle fixé, posséde une infinité de solutions; si x, est
I'une d’elles, Iensemble p des solutions est :

p={x;xeR,Izk x=xy+ k.27}.



95

L’application f n’est pas injective. Le noyau N’ de ’homomorphisme
f, c’est-a-dire I’ensemble des réels x tels que :

f(x) =0 (0 étant Pangle nul),
est égal a 2nZ.

L’ensemble p n’est autre que la classe & de xy modulo 2nZ. élément

du groupe additif quotient R/2rZ :
ne R2nZ.

3 Nousx définissons ainsi une application, notée ici f, de b vers

R/2nZ telle que:

1) =
soil : () = n
L’application f est surjective :

pour tout réel x, fixé appartenant a la classe x, 'homomorphisme
canonique { associc un angle @ :

£ (x0) = et & = E[f (xo)]-
L’application f est injective :
sil’on a: (@) = 1(§).
alors : f[f(x)] = F[L(x)],
soit : f(x) = 1(x),
cest-a-dire: @ = @',

L’application f est une bijection du groupe additif .b des angles sur
le groupe additif R/2nZ. Cette application f est un isomorphisme de
groupes. 1l suffit, pour le démontrer, de prouver I’égalité :

(@ + 4 =1@) + 1)
Soit deux ¢léments x et y tels que :
ref@ =p, yel® =p,.

La définition de la somme de deux classes de congruences entraine :

——
Py + By = x + y;3

(Le signe + indique qu’il s’agit d’une addition dans les classes

modulo 2nZ.)
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Done, I’ensemble des nombres réels 1. solutions de I'équation définie
par: £(1) = f(x + y), n’est autre que la somme ) + H,.

Or. f est un homomorphisme, ¢’est-a-dire que :
f(x+3) = £00) + 1) = & + b:

L1 + Ky est done 'ensemble des nombres t tels que:
f(0=9+V,

¢’est-a-dire I'ensemble :
£+ W),

et: 16+ =10 +{@.

3.1.3 Conclusion.

.
Le plan vectoriel euclidien P étant rapporté a une base orthonormée
directe, les groupes commutatifs suivants sont isomorphes :

.a) (U, x): groupe multiplicatif des matrices réelles :

~b
A:(a >,a2+b2:1:
b a

b) (b, +): groupe additif des angles notés §;
¢) (R/2nZ, +): groupe additif des réels modulo 21, notés i.

Les isomorphismes sont réalisés par les applications suivantes :
b 7
g _~ \i

= SuRez

U
Ar—@r— x

EXERCICE.

B EXERCICE D’APPLICATION IMMEDIATE.

On considére le produit cartésien R** x WU des groupes multiplicatifs R*" o U.
(U est le groupe multiplicatif des nombres complexes y de module 1.)

1° Démontrer que R** x W peut étre muni d une structure de groupe commuitatif.
dit « groupe produit cartésien ».

2z

|z
du groupe multiplicatif €* des nombres complexes s sur le groupe produit cartésien

R** x U.

2° Démontrer que Uapplication { définie par z ——> <|:| ) est un isomorphisme




3.2 FORME TRIGONOMETRIQUE
D'UN NOMBRE COMPLEXE

3.2.1 Homomorphisme 0 du groupe additif R sur
le groupe multiplicatif U.

1 Toute matrice A de I’ensemble U, dans toute base orthonormée
dirccte, s’exprime sous la forme :

a —b 5 o
A= , a® + b° =1,
b a

ol @ et b sont des nombres réels.
On sait que toute matrice A, écrite sous la forme précédente, se note

également et d’une maniére unique :

u=a -+ ib, 1t = —1,

u étant un nombre complexe de module égal a un.

L’ensemble U est le sous-ensemble des nombres complexes de module 1.
2 Le groupe multiplicatif U des matrices A et le groupe additif %
des angles sont isomorphes par la bijection g (n° 3.1.1). Il en résulte
que le groupe multiplicatif U des nombres complexes u de module 1
et le groupe additif J» des angles sont isomorphes puisqu’il ne s’agit,
pour toute matrice A, que d’un changement de notation :

gu) =9 (ueUet e )

3 Il existe un homomorphisme surjectif f de R sur le groupe
additif &b des angles et un isomorphisme g du groupe multiplicatif
U sur .b. Par composition des applications f et g~ !, on en déduit un
homomorphisme surjectif @ du groupe (R, +) sur le groupe (U,.),
défini par:

0=g 'of,

suivant le schéma :
-1

£ N g
]R/ TN

0

4 Pour tout couple (x, y) de R%, on a: .
O(x +v) =0(x) x B(y), 0(x)=u 0(y) =u"
D’oti: O0(x +y) = u.u.
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EXEMPLES. 1. 0(0) = (g7 ' o £)(0) = g~ }(®) = 1 car a I’angle nul ® correspond

la malrice(o 1), c’est-a-dire le nombre complexe u = 1.

\

II. On obtient également :

0(%) —i; 8m) = —1; e(%) = —i.

5 Le noyau N de 'homomorphisme 0 est égal au sous-groupe
additif 2Z. On a, en effet :

-1 -1
0 =(gﬂlof)_l=fog;
-1
comme : g{l} =0et f {6} = 2nZ,

il en résulte : N = 2nZ.

EXERCICES.
B EXERCICE RESOLU.
On appelle amyplitude du nombre complexe u (ju|l = 1), langle @ tel que :

g(u) =@ (voir n° 3.2.1).

D’autre part, le nombre réel x tel que 8(x) = u est une solution de U'équaiion définie
par f(x) = @ : c’est une mesure de amplitude . On note: @ = Amu. (On
retrouvera cette notion au paragraphe n’ 3.3.1.)

Déterminer I'ensemble des mesures de I'amplitude des nombres complexes j et ij.

1° Ona: ] ! \/g

=—A+.—,
J 2 "'

d’ou : ljl =1;
si x est une mesure de Am j, alors:
1 , J3
cosx = —— el sinx = ~—-

2

L’ensemble E des mesures de Am j est donc:
2n
E = {x: xe R, b « =5 + k.Zﬂ:}-

2° Soit 8 ’homomorphisme canonique de R sur U.

Si: B(x) =i et B(x2) =7,
ona: O(x, + x9) =1.].

n 2n 5
Comme : o5 = 3 + k.2n et xy = 5 + h2n (k,h) € Z*,

m
il en résulte : X +x3=—6—-+p.2Tt (p=k+h).
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L'ensemble F des mesures de Am(ij) est tel que:

n
F = {xE]R: xr = T + p.2m, pEZ}
)

3° Calculons ij :

2 2
,g s
= —L + 1'|/ ——)
2 \ 2
N E
On a bier cos — = _L
6 2
. im 1
et sin — = ——-
0 2

B EXERCICE D APPLICATION IMMEDIATE.

FEtudier les ensembles des mesures des amplitudes respectives des nombres complexes :

.9 < RS )
P PN AT

3.2.2 Forme trigonomeétrique d’un nombre
complexe de module 1.

1 La surjection canonique f dn groupe (R, +) sur le groupe
(L. +) et la définition des fonetions circulaires entrainent que toute
matrice A relative a un angle @, dans toute base orthonormée
directe, s’exprime sous la forme :

Cos X  —sInx
A=y . .
s X 0Os X
ol : cos x = Cos @ = Cos { (v).

sin v = Sin § = Sin { (x).
Le nombre x est un réel, solution de I'équation définie par f (x) = §.
On a le schéma :

cos
R

e

.
Cos~_ 2, . 1
et: cos = Cosof:

de méme : sin = Sin o f,
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2 Toute matrice A, écrite sous la forme précédente, se note
également :

u = cos x + isin x, i‘-= -1

On dit que le nombre complexe u(|u|l = 1) est écrit sous forme
trigonomeétrique.

3 Remarque importante.
Le nombre x est une solution de I’équation définie par:
f(x) = ¢:

il en résulte d’aprés le n® 3.1.2 que, [t étant I'ensemble des solutions
de cette équation :

XEW ou x Ex,

% étant un élément du groupe additif R/27Z el que:
(@) = 4

avec:

f: » — R/2nZ.

3.2.3 Forme trigonometrique d’un nombre
complexe non nul.

1 Considérons I'application h qui, 3 tout nombre complexe non

-
&

nul z, fait correspondre le nembre complexe h(z) = ﬁ
z

On a, pour tout z élément de €*:

l=|
hz) = — = 1:
l2|
le nombre complexe h(z) est un nombre complexe de module 1.
Il a été établi (n°® 2.4.3) que tout nombre complexe = s’écrit de fagon
unique :

z=|zlu (uel).
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D’autre part, pour tout couple (z;, 35) de €* x C*:

h(z).h(zg) = SR S z_lz_z_;
|21 |25 ] 2122
d’ou : h(z,33) = h(z) h(z,).

L’application h est un komomorphisme du groupe multiplicatif €*
sur le groupe multiplicatif U.

2 On sait que tout nombre complexe, élément de U, sécrit :
u = cosx + IsnAx,

x étant un nombre réel tel que :
£(x) = o,

ou f est 'homomorphisme canonique de R sur le groupe des angles.

.

Il en résulte que tout nombre complexe z, non nul., peut s’écrire :

z = r(cos x + isin x) r=jz xR

Cette égalité s’appelle la forme trigonomeétrique du nombre complexe
z, non nul.

3 Tout nombre complexe non nul s’écrit également de maniére
unique :

z = a + 1b,
ol a et b sont des nombres réels.
Ona: r(cos x + isinx) = a + ib,
d’ou : a = rcos x,

b =rsinx,

c’est-a-dire :

= ST,

sinx = \/T—m~

ce qui détermine parfaitement I'’ensemble des nombres réels x.
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EXERCICES.

B EXERCICE RENOLU.

Mettre sous forme trigonoméirique les nombres complexes :
:=14+i F=1-4

Dans les deux~ cas :

=l = 121 = /2.

R ~f{ 1 { ~{ 1 [
D'ou: :=\/2 f/f+—/—.':=\/2 — - .
2 2 : 2
RN V22
T
et: :=\/5 cos — + isin— )
4 4
) AN )
D= \/5 cos{ —— | +ixin| —— 1|
4 1)
B EXERCICES D APPLICATION IMMEDTATE.
1. Metire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivant:
a) : =1i; 3=9; z= —6; = +8.
~ —
Wz=14+iU3 :=1-i/3: z=j
11. Metire sous forme trigonométrique les nomlres complexes suivants :
. . . cos O + isinb
a) 2 =sn0 —icosB; z=14+71tgh; z=——n——.
cos 8 — isinf
(6 est un nombre réel fixé.)
-1 3
(PP ———
1 +1 I —
111, Mettre sous forme trigonométrique le nombre complexe suivant :
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3.3 ARGUMENT D'UN NOMBRE COMPLEXE
NON NUL

3.3.1 Isomorphisme du groupe (IR/27Z, + ) sur le
groupe (C*, *).

1 Nous avons établi que 'homomorphisme surjectif canonique
du groupe additif des réels sur le groupe additif b des angles impli-
quait I'existence d'un homomorphisme surjectif canonique 0 du
groupe additif R sur le groupe multiplicatif U des nombres com-
plexes de module 1.

D’autre part, I'application f du groupe &b des angles sur le sous-
groupe additif R/2nZ est un isomorphisme de groupes; de méme, les
groupes U et /b sont isomorphes par la bijection g.

Il en résulte que I'application composée f o g est un isomorphisme

du groupe U sur le groupe R/2nZ.

On appelle fonction argument la bijection f o g de

U sur R/2rZ :

On note : arg = fo g.

On a le schéma suivant:

)
R2Z g ’ R

K_ wL e
A S

Les trois groupes encadrés sont isomorphes.

2 On a, pour tout nombre u, élément de U:
argu = (fog)u,

puis, comme g(u) = @ :
arg u = { (),

donc, comme f (§) = %:

arg u = A.
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3.3.2 Argument d’un nombre complexe u
et forme trigonométrique de u.

Capplication argument associe 4 tout nombre complexe u la
1 TLlapplicat t tout b I I
classe & des nombres réels modulo 21, ¢’est-a-dire 'ensemble p des
solutions de I'équation définie par:

f(x) =9,
f étant 'homomorphisme canonique de R sur Jb.

Il en résulte, d’aprés la remarque du paragraphe n°® 3.2.2, que %
n’est autre que la classe des nombres x détinis par la forme trigono-
métrique de u :

u = cosx + isin x,
c’est-a-dire:

[xeEx <= xe(foglu <= x€argu].

. 1 ﬁ
EXEMPLE. Soit le nombre complexe: j = -5 +i

i . 2n . 2n
Ona: Jj = cos — + isin—-
3 3

2n
Un élément x de Jargument de u est —3—

Dot : arg u =

In
3 (module 27).

DEFINITION / Un nombre complexe u de module 1 étant écrit sous
forme trigonométrique : cos x + i sin x, on appelle ar-
gument du nombre u, noté arg u. la classe % des
nombres réels x; arg u est un élément du sous-groupe

additif R/2nZ.

REMARQUE. — Si I’on utilise un réel x tel que :
Q q

x € arg u,

on dit couramment que x est un argument du nombre complexe z;
x est un représentant fixé de la classe arg u.
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Quel que soit un tel nombre x, il existe un nombre complexe u.
unique, tel que :

u = cos x + 1 sin x.

2 Dans le sous-ensemble I = [0, 2r[ de R, pour toute classe % de
IR/27Z, il existe un représentant x unique de %, appartenant a [.

Soit ® I'injection canonique définie par :
0(x) = x.
On remarque : ©®(%) € %.

Cette application ® de IR/2nZ vers R permet de définir par com-
position avec application arg une nouvelle application notée Arg.
lue grand argument, du groupe multiplicatif U vers le groupe
additif IR. On obtient le diagramme suivant :

U
arg l\h\g\
R/21Z — R

et: Arg = w o arg.

Le nombre réel Arg u est appelé la détermination principale de arg u
etl’on a:

Arg u € arg u.

Tout nombre complexe u peut done s’écrire :

u = cos(Arg u) + isin(Arg u)

EXEMPLE. Soit le nombre complexe u tel que:

1 N i
4= ——F%+—
NEIINE
) 3n 1 3 1
On a, puisque cos — = ———etsin— = —:
/2 4 /2
Y v
A 3n
rgu = —-
- 4
3n
Notons que: argu = T
1§ ¥;s

et qu'un argument de u est, par exemple : —-
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3.3.3 Formule de Moivre.

1 Pour tout réel x fixé tel que: x & arg u, il existe un nombre
complexe u unique défini par:

u=cosx + isinx (v &€ argu),
c’est-a-dire : xex, xeR/2nZ.
Soit : u; = cos x; + isin Xy,
Uy = €0s x9 + 1 sin x,,
u = cos(x; + x5) + tsin(x; + xg),
les nombres complexes de module 1 respectivement définis par :
X1, Xg, ¥ = &} + xgq.

Dans ’ensemble des classes modulo 27, on a:

. TN . .
X =x; + x9g = X1 + Xog,
soit : arg u = arg u; + arg uy,
le réel x appartenant a arg u.
Comme : arg (uyuq) = arg u, + arg u,,
il en résulte: argu = arg (uqus).

et par suite :

cos(x; + x3) + isin (x;, + x,)

= (cos x| + isin x5)(cos x5, + isin x,
1 2 2

Cette égalité porte le nom de formule de Moivre.
On en déduit les égalités connues :
cos (x; + xy) = cos xy cos xy — sin x; sin xg,
sin (x; + x,) = sin x; cos x5 + sin x, CoOs %y,
qui permettent de trouver la somme de deux arguments.

2 La formule de MOIVRE s'étend a un produit de n nomhres com-

plexes de module 1: wy, us. oo, wyp oo 1y
n n n
On écrit : [T ux = cos Z X+ isin Y x.

k=1 k=1 k=1
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EXEMPLE. De la relation:
{cos @ + isin @) (cos b + 1 sinb) (cox ¢ + Isinc)
=cos(a+b+c)+isinfa+b+c),
on déduit :
cos (e + b+ ¢) =cosacosbeosc — cosasinbsinc
— cos bsin ¢ sina — cos ¢ sin « sin b;
sin{fa + b 4+ ¢) =sinacosbcosc + sinbcosccosu

+ sin ¢ cos a cos b — sin a sin b sin c.

N

3 Dans le cas ou:
Up = Uy = Uz = =u, == u,
ona: u" = cos nx + 1 sin na,
(cos x + isin x)" = cos nx + tsinnx (n € N*),
4 D’autre part, la relation:
arg (z7") = —nargz
entraine : (cos x + i sinx)™" = cos (—nx) + isin (—nx).

La relation:

(cos x + isin x)" = cos nx + isin nx

s’étend aux exposants entiers relatifs.

Elle porte aussi le nom de formule de Moivre.

3.3.4 Argument d’un nombre complexe z non nul.

1 Les applications arg et Arg ont été uniquement définies sur le
sous-groupe multiplicatif U du groupe multiplicatif C*. D’autre
part, nous avons étudié 'homomorphisme h du groupe €* sur le
sous-groupe U, défini par:

F4
|l

L’application de C* vers R/2nZ, telle que :

z +—> h{z) =

z > arg[h(z)],

a pour restriction a I’ensemble U ’application arg.
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Nous la noterons par le méme symbole arg, ce qui donne le
diagramme suivant :

h U
//

c* arg
arg™ R/2nZ.

Ona: _
argz = arg|—z—| *’(z € C*)
z

De méme : Argz = Arg — (z€C*);

=]
d’ot le schéma : c* a_l‘g) R/2nZ

Arg \ // ®
R

z
z

DEFINITION / L’argument du nombre complexe = non nul est Pargu-

z
ment du nombre complexe —
|3

2  Tout nombre complexe z non nul peut s’écrire sous la forme :
s=r(cosx +isina), r=[:5] (xR, reR*")
avec: x € arg .

On représente souvent le nombre z par le couple (r, x), x étant Vun
quelconque des représentants de la classe arg u. On choisit de
préférence la détermination principale Arg u.

3 On appelle un argument de z ’'un quelconque des représentants
de la classe arg u.

EXERCICES.
B EXERCICE RESOLU.
Déterminer le module et I’argument du nombre complexe s =1 + cos a + isina,

o étant un nombre réel.

Ona: [212 = (1 + cos 0)? + sin®a = 2(1 + cos @) = 4 cos® —;

vl R

g
cos ;l~
<

dlom: lz] = 2
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1° (‘c»s-E > 0.
2

L. o o3 I o
On peut éerire: = = 2 cos o COS§ +1i smé » sl =2 GOSE el — € arg u.

P4

Wl R

o
On dit que ; estun argument de =

o *
2° con— < (.
2

o a « ) «
Par suile: 3] = —2cos—etsz = (——2 cos = r-ns(—-— +isin{ —— )|
2 2 2 2
. a o o o
d’ou : 3 = (—2 cos —) [L‘()S (Tt + 7> + 1 xin (Tr + —>i|,
2 2 2
et: <n+.>Earg:.

o
On dit que © + 5 est un argument de z.

v R

B EXERCICE D APPLICATION IMMEDIATE.

Déterminer le module et 'argument du nombre complexe 5 =1 — cos & + isinq,
o élant un nombre réel.

3.3.5 Propriétés de la fonction argument de z.

H RELATION FONDAMENTALE.

L’application argument est un izomorphisme du groupe multipli-
catif U des nombres complexes de module 1 sur le groupe additif des
réels modulo 273 cette application a été prelongée par I’homomor-
phisme h de €* vers U en une application de C* vers R/2nZ.

Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls; on a. d’aprés le para-
graphe précédent :

!

, zz
arg (zz') = arg —:
|22'|
22 z 4
or: arg — = arg| — x — )
|21 lzl 5]

et, du fait de 'isomorphisme du groupe multiplicatif U sur le groupe

additif R/2nZ :

Il

> 3 F F4
arg| — X — ) = arg — + arg — -
= 1] Il



110 / FORME TRIGONOMETRIQUE DES NOMBRES COMPLEXES

Par suite, pour tout couple (s, z') de €* x €*, on obtient la relation :

arg (zz') = arg z + arg z’ (1)

On peut énoncer :

THEOREME / L’argument du produit de deux nombres complexes non
1 nuls est égal a la somme des arguments de ces deux
nombres,

B CONSEQUENCES.
La relation fondamentale :
arg (zz') = argz + arg 2’

se généralise par récurrence sur ’entier naturel n. On obtient :

n n
arg [[ 5 = ) args (2)
i=1 i=1
et. en particulier :
arg z" = narg z (3)
’ ]‘ . -1
Posons : 7 =—, soit: zz - = 1.
Ona: arg (zz ') = argz + arg 27!
comme : arg (1) = 0,
il en résulte: arg(z"') = —argz.

On peut énoncer :
THEOREME / L’inverse d’un nombre complexe non nul, d’argument x,

2 a pour argument I"opposé (- x) de «.

’

z 1
Il en résulte: arg— = arg (; X —) = argz — arg s,
z

1
et: arg —; = —arg (z") = —n arg z,
ou: arg (z7") = —n arg z,

ce qui généralise, sur Z, la relation (3) de ce paragraphe.
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3.3.6 Cas des nombres réels et des nombres
imaginaires purs.

1 Considérons I'application qui, & tout nombre complexe z(z # 0),
associe son argument arg z. Cette application est un homomorphisme
surjectif du groupe nultiplicatif €C* sur le groupe additif R/2nZ.
Le noyau de cet homomorphisme, ¢’est-a-dire le sous-ensemble de
€* qui a pour argument 0 élément neutre du groupe R/2nZ, est le
sous-groupe R** du groupe multiplicatif C*.

En effet, tout réel strictement positif a a pour argument 0:

a . .
arga = argﬁ = argl = 0 ou Arg a = 0. et réciproquement ;
a
d’ou : (Argz = 0) <= (s & R*"),
2  Tout réel a. strictement négatif, a pour argument T :
& p 8
a ] .
arga = argﬂ = arg (—1) = T ou Arg a = 7, et réciproquement;
a
d’ou : (Argz =7n) <= (z€R*").

Le sous-ensemble de €*, qui par I’homomorphisme précedent a
pour image I’élément 7t de IR/2nZ, est I’ensemble R* ™,

-1
3 Sil'on note f la réciproque de la fonction arg z. on a:

-1
£ 10.%) = R~

Le nombre z = 0 n’a pas d’argument défini.
4 Sizest un imaginaire pur, on a: z = iA, A& R*:

d’ou : Arg (i\) = Argi + Argh;
comme : Argi = -

il en résulte que:

a) si: A > 0: Argik = > et réciproquement ;

3n
b) si: A < 0: Argik = ~» €t réciproquement.

-

EXEMPLE. Arg2i = g; Arg (~3i) =

w| g
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3.3.7

. .. L. . n 3n
z imaginaire pur est équivalent d : Arg z € .

|
%

En particulier, pour n

Résumé des propriétés du module et de

Pargument d’un nombre complexe non nul.

|zz"} = |2| |57 et arg(sz’) = argz + argz';
1 |=| 5

;—rz,—l et arg;—arg-—mgz7

lz"f = [ et argz' = nargz (n€Z);
n n n H

[T =l= 1] sl et arg [T 2= argx
k=1 k=1 k=1 k=1

seR* = arg:=0 <= Arg:z=0;

sER* <« arg:=1 <= Arg:=rm;

(=0 <= |z] = 0): pas d'arguinent défini:

Si I'on atilise la notation s =
r (cos x + ixin x), ot 5 est élément de R**, les relations (1),
» (3) précédentes s’écrivent :

272

(r. x) du nombre complexe non nul

(ro x) x (rya")y = [rr.x + X1

(r. x)

(T . _ -\
(r,x')_ r','\ )

(r, x)" = (", nx) pour tout n entier,

—1:

(rex)_lz 1*

(r. x)

- <l _x>.

B En utilisant la forme trigonométrique =z = r (cos x + i sin x),

on a:

r{cosx + isinx).r' (cos x’ + isinx’)

rr'[cos (x + x') + isin (v + x')],

’

r(cos x + 1 sin x) r
= —| cos (x

r (cos &’ + isinx) r

— x') 4+ i sin (x — .1")],

[r (cos x + isinx)]" = r" (cos nx + i sin n).
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3.3.8 Exemples de calcuis.

LY

. P . - . .9 .3
1 On sait: J= "3 + i Déterminons Arg j°, Arg j~.
2n 2n

On a: Jj = cos 3 + { sin —-
. Am . 4w 4m
d’ou : j* = cos— 4 isin —s et Argj2 = —.
3 3 3
so1t : ] =———§+12'
On remarque : }2 = 7,
3 2 .. .2«
on a enoutre: j° = cos 3 =y + isin3 ?,
il en résulte:  j* = cos 2n + i sin 2m,
soit : j3 =let Ar‘gj3 = 0.

2 Déterminons les nombres |z et Arg z dez = (1 + L\/'g) (\/§+1)
1 /3 s T
Ona: (1+i3)=2{c+i¥2)=2]cos= + isinz |
2 2 3 3
/3 1 n T
N/§+i=2<\’T+i;)—):2[9(,.q-(;+i,ing;

T
d’ou: |z] = 4 et Argz = 3 + - =

Il en résulte: =z = 4.
En calculant directement le produit indiqué, on trouve bien
z = 44.

: 1 +i/3
3 Déterminons les nombres |z| et Avg zde z = —

S+i

D aprés les caleuls précédents, on a:

f)
2 T b T
sl =-=1letArgs=—- — - = .
2 3 6 6
) , T .. V3o
il en résulte : z=cos— + tslm— ou z = —"——— + -
6 6 2 2

En calculant directement le quotient indiqué, on trouve bien ce
résultat.
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4 Déterminons le module et I'argument de z = (1 + i\/g)lzz.

T T
On sait que: 1+ i\/g =2 (cos§ + i sin 5),

d’ou : |z] = 2'22,
S
. _122n
et: argz = —
Cherchons la détermination principale de arg = :
122n A0 + 2w
= s —_—
3 3
d’oli: Argz =
: ) 122 2n
il en résulte: 2z =2 co~ — + i sin 3
z =

EXERCICES.
B EXERCICE RESOLU,

Déterminer le module et ’argument des nombres complexes suivants :

VN
2

12

=1—-i; =

!

w
—

Iy
N

. . n . n
En déduire cos — ef sin —-
12 12

1° Ona: z1=\/§<\/§—£—>, :2=\/§(i—%);
9 \‘1

NCING)
- I
dou : |s1] = /2 et Argz; = i
n
[29] = /2 et Argzy = —;
4
. 1in n n
s0it : 2] = letArgz = — — — = —
6 4 12

Le nombre z s’éerit donc sous forme trigonométrique :

T .. T
3 = cos — + 1sin —-
12 12
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3 a1 N e
2° Calculons z = —- en utilisant les régles de calcul définies sur le corps € :

23
.= r . s ~ P
_Ve-ive _We-iynma-i_ /i OGS
2+ 0 20+ 0 —1) 4 4
3° La comparaison des deux résultats obtenus entraine :
T _\/‘/E""\//E . ® _\/8— 2
Co§ — = ——————_ 8in - = ~——
12 4 12 4

B EXERCICE D’APPLIGATION IMMEDIATE.

Déterminer le module et argument des nombres complexes suivants :

Iz N
Vo + iyl . z)
=0 n=1l-i :=—

2 Za

31

7 n
En déduire cos — et sin —-
12 12

EXERCICES

3.1 Mettre sous forme normale et sous forme trigonométrique :

1+ (1+i)3+(1—i)4_ 1+ 1—j

a Kl . R N N
-7 =) a+D A=
3.2 Mettre ~ous forme trigonométrique le nombre complexe :

[cora + i (1l + sina)]?
1 — «in 3a + i cos 3a
(1 + i\/f;) (sin x + 1 cos x)
2(1 — i) (cos x — isinx)

&
R

i

. (On pourra poser ¢ =

> x nombre réel.

3.3 Caleuler:

’

. 9N 3 -\ 12 —_— J—
1+ 3 1+ / = .
) (f—’-—/; : (——’) AT i )

1 -

1 — 1\,3 20 \,/5 — \3! \//g — o\t
DA\ T) U S\

(=1 +i3)'2 (=1 —i/3)7

o (1 + i) (1 -

(1 + §)2° (1 — )2
3.4 Calculer le module et 'argument de :
1 1 1
u) z = e '_Té—a: M =-l—;i—tg—E: z1 =:__:;E
| 3
b) Z = é*_—?, avee 3 = Lt —., xréel.
-5

L i . 2n
]+llgz+zx<1 +Ltg?)
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3.5 Calculer le module et Pargument de :
1+ b

a—
1 — b

, aet bétant des réels.
3.6 Calculer le module et I'argument de :

u=i+\/§; B=2—0a; y=204+0a; &=

3.7 Calculer le module et Pargument de :
i-3
i+ 3
3.8 Mettre sous forme trigonométrique les produits suivant:
(1 +i/3)(1 + i) (vos @ + i sin @)
(1 —i/3)(1 — i) (cos ¢ — isin @),

@ étant un nombre réel fixé.

-

3.9 Mettre sous forme trigonométrique :

(1 +i/3)(sinx + isin %)

2(1 — i) (cos x — isinx)
x étant un nombre réel fixé, .

3.10 Démontrer que tout nombre complexe de module 1 peut se mettre sous la
forme:

1+
1 — A

(A € R).

3.11 Mettre sous forme normale le nombre complexe = :

n R ¢
cos — + ¢ s1n —
9 9

2 4n — in

cos — + Isih—
9 9

Caleuler 5°.
3.12 Caleuler:

cosx — éisinx  cosx — Lsinx

H
- . B . .
siny — 1 €os ¥ sSmxy — 1L Cos X

x et y étant des nombres réels fixés.

3.13  Sachant que 37| = |z5] et que 2,2, est différent de — I, exprimer en fonction

des argumenis 8, 8, de z; et z5:

3.14 Soit z un nombre complexe de module 1 dont la détermination principale de
I'argument est a. Calculer le module et Vargument du nombre: Z = 1 + z + %,
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3.15 Enconsidérant le produit (sin 3x + i sin x) (cos 3x + 7 cos x), établir I'iden-
tité:

(sin? 3x + cos? x) (cos? 3x + cos? x) = sin® 2x.(4 cos® 2a + cos? 4a).
3.16 Ou donne:
A=(1+3" B=( +im"

En utilisant la fornie trigonométrique, donner les différentes valeurs de A et de B
suivant les vuleurs de entier naturel n.

3.17 Soit le nombre complexe u(Ju] = 1). et soit A = (1 + u)" et B = (1 + w)".
Calculer de deux maniéres différentes A et B et en déduire les sommes :

4, =C)+ Ccosa+ Clcos2a +----
4, = Clsina + C2sin2a + -- -
3.18 Pour quelles valeurs de entier naturel n expression (1 + \'/TS—)" est-elle :
un nombre réel positif? un nombre réel négatil'? un nombre imaginaire pur?
3.19 Ondonne expression :
A= 40y — (1 —i/3"
Démontrer que A permet de calculer la somme :
§=Cl —-3C +9C; —27C7 + ...
Pour quelles valeurs de 'entier naturel n a-t-on ¥ = 0?
3.20 En utilisant ’expression B = (1 + i\/g)" + 1 -1 \,/-3-)", caleuler :
1 —3C2 + 9C} — 27C8 + ...

3.21 Calculer les sommes :
sinkx; $9 = z cos kx.
1 k=1

4, =

k

P s

3.22 Calculer les ~ommes :

n n
4, = Z a* Veoskx; 9, = Y a7 lsin kx
k=1 k=1

1
3.23 Calculer. pour x # 5+ knkeZ:

cos ¥ cos2x cos 2nx
g, =1+ + e T
oS X  cos” x cos“" x
? sin kx
T, = —
k=] cos x

(On pourra furmer: —1 + 4, + i Z,.)

3.24 Soit I'expression définic par:

n

fix) = 3 L cos (a + ).

o2

ou les a4 sunt des nombres réels.



118/ FORME TRIGONOMETRIQUE DES NOMBRES COMPLEXES

Démontrer que :
[f(x) =0etf(x)y=0] = x=x [n]
(On pourra, en développant f{x). démontrer qque Fon pent éerire :
f{x) = Acosx — Brinux,
ct l'on formera A + iB.)
3.25 On désigne par §,. $5. I3 les sommes <uivantes :
g, =C0 +C+Cl+- . d=Cl+CH T+
g, =C2 -+ C -
1°  Démontrer que:
¥, + 9, + 43 =27,

o . ni .. nm
g, 4+ j9s + j7d, = (1 + )" = cos 5 + i~in En

2°  En déduire, en fonction de a, les valeurs de :

$,. 9. Y.

—

’ . 1 v 3 . .0
(On rappelle que j = —; T i etyue P+ +4 =0

P4
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3.4 APPLICATIONS TRIGONOMETRIQUES

3.4.1 Calcul de cos nx et de sin nx, x étant réel

(n=2,n=3,n=4).

L’emploi combiné de la formule de MoIVRE et de la formule du
binéme permet d’exprimer, pour tout entier naturel n, cos nx et
sin nx en fonction des nombres cos x et sin x.

B n=2

. . 9 - .
Ona: (cos x + isin x)” = cos 2x + i sin 2x,
s0it :

cos? x — sin? x 4 2i cos x sin x = cos 2x + i sin 2x,

d’ou:
_ 2 .2
cos 2x = cos“ x — sin“ x
2
=2cos"x — 1
A
=1 — 2sin* «,
sin 2x = 2 sin x cos x.
REMARQUE.  cos 2x s’exprime rationnellement en fonction de cos x.

mais sin 2x ne s’exprime pas rationnellement en fonction de sin x.

B n=3
Ona: cos 3x + isin 3x = (eos x + i sin x).
Comme :

(cos x + isin x)> = cos® x + 3i cos? xsinx
« 9 . .
— 3 cos x sin® x — isin® «x
il en résulte:  cos 3x = cos® x — 3 cos x sin? x.

sin 3x = 3 cos? x sin x — sin® x,

et, aprés transformation :

cos 3x = 4 cos®> x — 3 cos «x,

sin 3x = 3 sin x — 4 6in® x.
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REMARQUE. cos 3x s’exprime rationnellement en fonction de
cos x et sin 3x s’exprime rationnellement en fonction de sin x.

Calcul de tg 3x.

Ona:

sin 3x 3 cos” sin x — sin®

tg 3x = =
J cos 3x  cos®

x _3tgx—tg3x

x — 3 cos xsin® x 1 -3tg’x

On constate que tg 3x s’exprime comme une fraction rationnelle en
tg x.
B n=41.
Les coefficients du développement du binéme pour n = 4 sont:
0 1 2 3 4
Ci=1; C =45 C=6; Ci=4; C=1;
les puissances de i sont :
-1 _ . _ . — . —
=1, *=-—-1, "= —i, 1" =1.
On a, d’aprés la formule de MOIVRE :

(cos x + isin x)* = cos 4x + i sin 4x.

On obtient, dans le développement de z = (cos x + i sin x)*, la
partie réelle et la partie imaginaire du nombre complexe z:
2 . .
R(z) = cos* x — 6 cos” xsin? x + sin* x = cos 4ux,
3(z) = 4 cos® x sin x — 4 cos x sin® ¥ = sin 4x;
d’ou:

cos dx = cos* x — 6 cos? x (I — cos® x) + (1 — cos? x)%,

et:

cosdx = 8cos*x — 8ecos’x + 1.
La formule : sin 4x = 4 cos® x sinx — 4 cos x sin’ x
peut s’écrire :  sin 4x = 4 sin x cos x.(cos® x — sin® x),

sin 4x = 2 sin 2x cos 2x,

qui ne s’exprime pas rationnellement en fonction de sin x.

Calcul de tg 4x.

On obtient :
drgx —41g3x

1——6tg2x+tg4x.

tgdx =
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3.4.2 Complément: étude du cas général.

D’une fagon générale, pour n entier naturel. on peut caleuler les nombres cos na et
sin nx en fonction des nombres cos x et sin x pour tout réel x fixé.

La formule du bindme peut s’écrire. pour tout couple (a, b) d’éléments d’un anneau
commutatif :

(a + b) = Z Cha" " *p*

k=0
avec : ck =
n
Ona: (cos x + isinx)" = Z i*C¥ cos™ ¥ x sin x,
k=9
avec: PP = (=1 et PP =(-1)Pi

La formule de MOIVRE :
. ; M Y . b .
(cosx + 1simx)" = cos nx + 1sin nx

permet d'obtenir par égalités respectives des parties réelles et des parties imagi-

naires :
cos nx = cos" x — C2 cos" % xsin’ x

+ Ceos" *xsin*x — C8eos" Cxsin® x4+ .0
sinnx = C) cos" ! xsinx — C2 cos”" ? x sin 3

+ €l cos" P xsin®x — €] cos" Txsin’ x 4+ -

Le dernier terme de chaque expression dépend de la parité de I'entier naturel n.

EXERCICES.

B EXERCICE RESOLU.

n  2m
Démeontrer que : tg T tg = = ﬁ
1° Ona: z = (cos x + isin x)® = cos 5x + i sin 5x.
Développons le binéme (cos x + i sin 5x)°. On obtient :
R(z) = cos® x — Cf cos® x sin? x + C% cos xsin* x.

R (z)

.2 .
cos® x — 10 cos® xsin? x + 5 cos x sin? x,

4 5

3(z) = 5cos? xsin x — 10 cos? x sin® x + sin® 1.
Il en résulte, en particulier :

— i’ 2 .3 PR

sin 5x = sin” x — 10 cos” x sin” x + 5 cos” x sin x,
soit, si sin x est différent de zéro :

sin 5x = sin® x [5 cotg® x — 10 corg® x + 1].
2° Déterminons les réels x, de I'intervalle [0, n[, tels que:

sin 5x = O etsinx # 0.
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On obtient 'ensemble § :
n 2n

g = < -
55

T 2n
Pour chacun des réels : et = il en résulte que :

5 cotg4 x — 10 cot,'_.!,2 x+1=0,

d’ot, en utilisant le produit des racines de cette équation :

n 2n 1
tg? ~ cotg® — = —»
cotg S otg s z
T 2n
2 2
ou: tg® —tg°— =5,
" €58 5
n 2n
et, finalement : tggtg?=\/g,
n>0 t 21[>O
: tg — ettg — .
car g5 gs

B EXERCICE D’APPLICATION IMMEDIATE.
En utilisant sin 5x établir que :
T 3n

tg —tg— =
10 10

Sl

3.4.3 Lineéarisation des polynomes trigonometriques.

Soit x un réel fixé et soit les nombres complexes conjugués :

z=cosx +1isinx, 3=cosx —isihx = —:

1 1
On a: cosx=4(z+—) 1)

sinx=§1;(z—%> (2)
f(z) = (: + %)P (z - ;)q
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Ona:
(-GG
ff—)=|-+= -—z]>
1 P q
(-rl -
.. 1
d’ou: f<—>=(—l)qf(z).
En utilisant la formule du bindme, il est possible de développer f(z).

1

Le développement obtenu contient des termes en z* et en — avec:
%

?»gp-l-qq
LEp+yg

1° Si qest pair,ona:

f<1> = f(2).

I

0 <
0<

A tout terme en 5" correspond un terme de méme coefficient réel a, en

—; et 'on obtient :
z

1
a, (z" + =) = 2a, cos Ax.
z

L’expression y = cos? x sin? x s’exprime en une somme de termes du
type g, cos Ax.

2° Si g est impair, on a:

f(}) = —f(2).

IS

A tout terme en z" correspond un terme de méme coefficient réel b, en

— et I’on obtient :

1
a, <:-" — =] = 2a; isinkx.
o)

L’expression y = cosf x sin? x s’exprime en une somme de termes
du type a, sin Ax (exemple précédent).
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EXEMPLE. Soit ¢ linéariser le monéme y = cos x sin* «.

On obtient successivement :

<
[

1

1 ] 1
s\ e\t T

11-
)

y = — (cos bx — 3 cos 3x + 2 cos x).

4

[ &3

L’exposant de sin x dans P’expression donnée étant pair, on a obtenu une ~omme

algébrique de termes du type cos Ax.

3.4.4 Notation €™,

1 Aun°®3.2.1, nous avons établi I'existence d’un homomorphisme
surjectif @ du groupe additif R sur le groupe multiplicatif U des
nombres complexes de module 1, homomorphisme dont le noyau

est 2nZ.
Ona: R i> U
x —> 0(x) = u,
soit : 0(x) = cos x + i sinx,
et pour tout couple (x, x’) de R*:
0(x + x') = uu/,
avec : 0(x) =u'.
2 Posons: 0(x) = &%,
soit : e’ = cosx + isina,

e étant la base de la fonction exponentielle, isomorphisme du groupe
additif R sur le groupe multiplicatif R™* (Analyse, Terminale

CDE, n° 8.2.1).

Cette notation donne en particulier :

cosO +isin0 =1 == e

T T

cos§+isin—= ]

9

“

cCosT + 1 sin | =
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Les relations suivantes :

(cos x + isinx)(cosx’ + isinx’) = cos(x + x') + isin (x + &)

1
cosx —isinx =u = —
u
sont respectivement traduites par :
L _—
elx‘etx — et(x x’)’
—ix _
e - eix
3 Des relations :
e = cos x + isinx,
e = cosx — isinx,
. 4 1 ix —ix
il résulte : cosx = (e +e™ ™),
1 . )
sinx = —(e™ —e™ ™).
2i

Ces formules, dites d’Euler, sont souvent utilisées daus les calculs
trigonométriques. (Reprendre les exercices n™ 3.21 a 3.24.)

EXEMPLE. Soit ¢ linéariser : v = cos x sin* x,

1 . . . .
On obtient : y =" + ™) (e — e ™"

2 (2i)*

1 2ix -~ 2ix ix —ixy3
}':—25-(9 — e ") (" — e ™)

| — 2im s 30 . o -
y = 3 (02 — o blx) (e ix _ 340% | 3,70% _ o lx)

1 5ix - 5i 3i -3 ix —i
¥y =33 [(e”™ + e7°%) — 3(e®™ + 7 7)) + 2(™ + e7')]

1
¥y = 7z (cos 52 — 3 cos 3x + 2 cos x).

Lo

4 Posons par définition :
exp (a + ib) = ¢ (cos b + isinb),

v
ue I’on note : “t®,
q
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Au nombre complexe z = a + ib, on fait correspondre le nombre
complexe e”(cos b + isinb): cet homomorphisme de € dans C*
prolonge ’homomorphisme « exp» de R dans R* *. On notera que :

a

lz2l = ¢ et a = Log |4l

NOTA. — On trouvera en Analyse, Terminale CDE (n® 9.3.3) une
autre introduction de la notation e™.

EXERCICES

Linéariser les monémes ou polynomes suivanis :

3.26 cos? x; sin®x; cos?x; sint x.

. . R - 2
3.27 cos? xsin x; cost x sin® x; sin? x cos® «.

3.28 3 cos® xrsin® x — 2 cos* xsin? x.

3.29 Exprimer linéairement :
2m 2m ., mo2m _:_2m . ; 1
2°M cos*" x5 (—1)" 2°™ sin“" x, m entier naturel.
3.30 Exprimer linéairement :

x, m entier naturel.

+ 2 2 :
22m 1 cos m+1 X3 (_l)m 9 m+1 hln2m+l

PROBLEMES

3.31 1° On considére 'expression :
cos 2x = 2X?% — 1 (cosx = X).
Résoudre de deux fagons I'équation définie par cos 2x = 0 et démontrer que la

donnée de cos x détermine cos 2x sans ambiguité, En est-il de méme de la donnée de
sin x pour sin 2x ?

2° On considére 'expression :
cos 3x = 4X® — 3X  (cos v = X).

Démontrer que la donnée de cos x détermine cos 3x sans ambiguité et qu’il en est de
méme de sin x pour sin 3x.

3° Démontrer que la donnée de cos x détermine cos nx ans ambiguité pour tout
entier naturel n et que la donnée de sin x détermine sin nx sans ambiguité si, et
seulement si, n est impair. Que conclure pour I'expression de cos nx, de sin nx
respectivement en fonction de cos x ¢t de sin x ?



3.32 1° Exprimer sin 9x en fonction de sin x et d¢ cos x.
2°  TKtablir que sin 9x = 0 et cos x # 0 est équivalent a :
Cycotg? x — CJcotgbx + C§cotg*x — Cleotg’x + C3 =0
3° Démontrer que:
n 2n 3t 4=m
tg;tg?tg? tg; =3
4°  Démontrer, en utilisant la méme méthode, que :
T 2n 3n 4n  5S5m 6m
i Et T?;t Etgﬁtgl—stgl—g = \/1_3
3.33 Développer x(x + 1)", n entier naturel. En déduire les sommes suivantes :
g, =cosx + Cp cos 2x + - - + C'" ! cos nx + cos (n + 1) x,
g, =sinx + Clsin2¢ + -+ + C2 'sinnx + sin(n + 1) x.

3.34 1° Exprimersin 3a et sin 5a en fonction de sin a. Ecrire la relation (E) iant
. a .
X = sln— et 4 = sin a.
5

2° En transformant le produit p en une somme, caleuler :
.r  In 13m | 19m | 25w
P = s8Il — 81N — 81 n—smm-——-
30

n——si
30 30 30 30

3° Retrouver la valeur de p a I’aide de I’équation définie par (E) en posant o =

[N

4° Soit m un entier naturel impair. Démontrer que sin mx s’exprime par un poly-
nome P, en X = sin x ne renfermant que des puissances impaires (récurrence).
Exprimer P; ¢n fonction de X,

R sin 2a sin na
5° Onpose: uy =1, up=—5++r u,=— (n € N).
sin a sin a
Démontrer que :
2 —
(up)* — upy_qupe; = 1.

6°  On considére les polynomes :

Q=1 Q=2 Q3=20,-Q...., Qu, =2Q,—-0Q,_,,
avec: —T < ¢ € . On pose x = 2 cos a.

Exprimer Q), Qy, Q;,. .., Q, a I'aide de uy, uy, us,. ... u,






4 APPLICATIONS DES
NOMBRES COMPLEXES

4.1 Applications géométriques des nombres complexes.
4.2  Racines n'“™* d’un nombre complexe.
4.3 Résolution d’équations dans le corps C.

4.1 APPLICATIONS GEOMETRIQUES DES
NOMBRES COMPLEXES

4.1.1 Plan vectoriel euclidien et argument d’un
nombre complexe.

~
Soit P un plan vectoriel euclidien orienté, identifié au corps € des
nombres complexes a 1'aide d’une base 8 = (¢, ¢,) orthonormée
directe.

B Soit z un nombre complexe non nul dont le vecteur image est ¥

. <
et soit ¢ une mesure de ’angle (¢, ?):

5 3
¢ € p(é),7); )
<3
(on lit : @ élément de mesure de ’angle (e, ¥)).

Au vecteur ¥ correspond un couple unique (a, b) de nombres réels
tel que :

7 = aé;, + bé,.
Ona: 7.6, =a ¢t V.é, =0,
e
d’ou : a = "5" Cos (¢,, 1),
b = [l sin . %
= |9|| Sin (¢,, ?),
soil encore : a = n5" cos O,
b = [#] sin o.
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M Le nombre complexe z, affixe du vecteur ¥ est tel que :
z =a + ib,
soit :
2= [#l(cos o + ising). 1z = [&l. (1)
Le nombre complexe cos ¢ + isin @ a pour module 1.
Or, tout nombre complexe non nul z peut s’écrire :
z = |z| (cos o + i sin 1), o € arg z. (2)
En comparant les égalités (1) et (2), et compte tenu du fait que :
lel = ll.

il en résulte les égalités suivantes :

cos ¢ = cos « (3)
sin @ = sin o. 4)

Les relations (3) et (4) expriment :

. =5
a) que le réel o est une mesure de I’angle (¢,, 7);
b) que le réel ¢ est un argument du nombre z.

On peut conclure :

-
Dans un plan vectoriel euclidien P, muni d’une base
orthonormée directe B = (é,, ¢,), soit U le vecteur
image du nombre complexe z, non nul.

On a, entre ¥ et z, les relations suivantes :
lal = [#l;
bl

=y
arg z = p(e;, ).

B Dans le cas ou le nombre z est un élément du groupe multiplicatif
U des nombres complexes de module 1, 'ensemble des vecteurs
images des nombres z est le cercle trigonométrique vectoriel noté
(W, B). W étant I’ensemble des vecteurs unitaires de P et
B = (é,,¢,) étant une base orthonormée directe.

L’application f, qui 4 tout élément u de U de vecteur image ¥ fait

T
correspondre I'angle (¢, 9), est un isomorphisme du groupe multi-
plicatif U «ur le groupe additif Jo des angles.
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4.1.2 Plan affine euclidien et argument d’'un
nombre complexe.

B Dans un plan affine euclidien orienté P, identifié 3 € a I'aide du
repére orthonormé direct (O, OA, OB), si M est le point image du

nombre complexe z, il en résulte par un raisonnement identique au
précédent que :

{|z| — |OM]| = d(0. M)
= T
arg = = H(0A, OM)

On peut conclure :

1°  Lorsqu’on exprime z sous la forme cartésienne :
=X+ 1v,

x et y sont les coordonnées du point M et :

[OM] = 1

OP = a,
0Q =y (fig. 1).
2° Lorsqu’on exprime z sous la forme trigonométrique :

s = |z| {(cos a + isin a), o € arg 3,
4\_\,
o est une mesure de I'angle (OA, OM) et I'on a :
=)

— 7 T
arg = = p(0OA, OM).

B Dans le plan affine euclidien orienté P, identifié & €, le sous-
groupe multiplicatif U de €* a pour image le cercle trigonométrique

du plan afhne.

B Soit deux points distincts M et M', d’aflixes respectives s et z';

-

’

. i3 2 ~
le vecteur image MM’ a pour afhxe Z = 5’ — z; d’ou:

arg Z = arg (z' — z).
— =
arg Z = p(0OA, MM").

>V_/



132 / APPLICATIONS DES NOMBRES COMPLEXES

4.1.3 Représentations de nombres complexes.
Exercices.

M IMAGES DE NOMBRES COMPLEXES.
1 Dansle plan_aiﬂ:ine_.i_(}entiﬁé a €, a I'aide du repére orthonormé
direct R = (O, OA, OB), représentons les images respectives des
éléments de 'ensemble E = {1, j, j!

Ona: il =173 = L

Les points images A, M. N, d’affixes respectives 1, j, j2, sont donc
des éléments de la figuration du cercle trigonométrique du plan

afline (fig. 2).
Ona:

2n

Argj = —;

a) Argj 3

= 2n

une mesure de ’angle (OA, OM) est 3
Ain
b) Argj® = 3

= = T
une mesure de 'angle (OA, ON) est e

Remarquons que :

T T ~

(OM, ON) = (OA, ON) — (OA. OM);
/\\

—_— —— T
done, une mesure de 'angle (OM, ON) est 3 et:

— = —
(OA, OM) = (OM, ON)

T
= (W, 6K),
[0A] = oM = [on].

Le triangle défini par {A, M. N} est un triangle équilatéral; le
triplet (A, M, N) est un triangle équilatéral de sens direct (fig. 2).
On établit de méme que ’ensemble des images des éléments de
F={1.i, —1, —i} définit un carré.

Ad)

B
(M
\
A
x H| | g
(N
Fig. 2
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B DU PLAN AFFINE P VvERS LE corps €.
Le plan affine euclidien P est muni d’un repére orthonormé direct

(0, €,.¢,). On pose :
$,=0A, 4, =0B e P*=P - {0

EXERCICE
B EXERCICE RESOLU. (On utilisera les notations ci-dessus.)

Soit k un nombre réel strictement positif. On considére la transformation ponctuelle
T, qui, au point m de P*. associe le peint M de P* défini par :

S T

{@L Om) = (OM, 0X) (1)
[oM]. [Om] = . )

Exprimer le nombre Z, uffixe du point M, en fonction du nombre compleve z, affixe
du point m.

Ona: arg = = u(ﬁ;& m),
arg L = M(BK, W)
Les relations (1) et (2) entrainent respectivement les relations :

{arg: = —arg Z (1)
1Z].|5] = k. (29

qui sont équivalentes a :

(3)

qui est une involution de €*.

Remarquons que la relation (3) permet d’exprimer le couple (X,Y) des
coordonnées de M ¢n fonction des coordonnées r et y de m :

E k k=

7 =-=—3z=—>
H F2 2|2

soit : (X, Y) = (Jx— ;k’_)

x2 +y2’ x2 +y2

B pu corps € VERS LE PLAN AFFINE P 1pENTIFIE A C.
Le plan affine euclidien P est muni d’un repére orthonormé direct
(0,%,,8&,). On pose:

é = 0A, ¢, = OB, P* = P — {0}.

[\~
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EXERCICE
M EXERCICE RESOLU.

Avec les notations ci-dessus, déterminer I’ensemble des points M d’affixe z telle que les
points B, M, M’ d’affixes i. =. iz soient sirictement alignés. (Les poinis B, M, M’ sont
distincts.)

Les vecteurs W, W, d’affixes respectives iz — i, z — i. sont linéairement
dépendants; d’oi: BM' = H;Tvi, L e R*,
soit ¢ iz —i=hk(z — 1) (1)
La relation (I) entraine, en particulier :

arg (iz — i) = arg A + arg (s — i),

argi + arg(z — 1) = arg A + arg (z — i),

arg(s — 1) — arg(z — i) = arg b — arg ().

Deux cas sont & envisager :

a) h >0,
Dou: argh = 0, 6 € R/2nZ;
or: argi = 3
L
doui : argh — argi = _2.-.
. 3
et: arg(z-—l)—arg(z—l)=—2—-;
soit, en mesure d’angle :
e e S, =
u(0OA, OM) — 1 (OA, BM) = S W(BM,AM) = 5
T 3n
Une mesure de ’angle (ﬁ, MA) est 5 (2)
by A < 0.
D’odi: argh = T, ft e R/2nZ.
On obtient alors: u(BM, AM) = 3
- = n
Une mesure de I’angle (MB, MA) est 3 (3)

11 en rérulte que la réunion des cas a) et b) entraine pour tout point M :

T T
p(MB, MA) = 3 et réciproquement.

L’ensemble des points M, tels que les points distincts B, M, M’ soient alignés est
le cercle I' de diamétre [A, B] privé des éléments A et B (fig.3).

Fig. 3




B INTERPRETATION DANS P DU PRODUIT mn DE DEUX NOMBRES
COMPLEXES NON NULS.

Soit M et N les points d’affixes respectives m et n. lL.e nombre
complexe ¢ = mn a pour point-image Q. (fig. 4).

On a: g = mn,

P {]ql = |m]| . |n]

ar = argm + argn,
Y tad

qll -
H(OA, 0Q) = n(0A, OM) + p(OA, ON).

soit :

{HO_’I = [OM] . [oN] ou 0Q = oM. ON
- T T T

On en déduit :

0Q ON
or = ox (0A=1). (1)
— — = —
et: (OA. 0Q) = (OA, OM) + (OA, ON),
= T
soit : (ON, 0Q) = (OA, OM). (2)
le vecteur N—(j a pour affixe ¢ — n; or:

g —n=n(m—1);

m — | a pour vecteur-image TM’; d’oui :
N ON
NQ = ON.AM <= —Qz—»
AM OA
soit, compte tenu de la relation (1) :
0Q B NQ _ ON 3
OM AM ~ OA )
D’autre part, la relation :
arg (§ — n) = argn + arg (m — 1)
implique successivement :
— = — = =
H(OA, NQ) = p(0OA, ON) + u(0OA, AM),
— T =
(OA. NQ) = (OA, ON) + (OA, AM),
T — T
(ON, NGQ) = (OA, AM), (4)
T /\

soit : (NQ. NO) = (AM, AO). (5)
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A Taide des relations (2) et (4), on déduit :
= = = =
(QN. QO) = (MA, MO).

REMARQUES. — 1 On peut en utilisant la commutativité du pro-
duit mn, établir d’autres relations du méme type.

2 Le produit mn sera également interprété au cours de I'étude des
similitudes planes directes.

EXERCICES

Dans 1ous les exercices ou problémes, on appelle plan complexe P le plan affine
euclidien muni d’un repére orthonormé direct (0, %, ¢,). identifié¢ a C.

4.1 Eludier, dans le plan complexe P, les applications de €* vers €* définies
respeclivement par:

a) z ——> I;
1
b) z B> -
’I‘ . -
¢) 5 —> —» k étant un réel non nul.

4.2 On désigne par M. A, B les images respectives dans le plan complexe des trois
nombres z, ¢, b. Donner une interprétation géométrique du module et de I’argument
du nombre complexe Z tel que :

) 21— a
7 = .
z—b
o . . 2+ 2
Application. Construire le point m d’aflixe z tel que le nombre Z = - soit

— 1

z

tel que :

IZ] =2 et ArgZ =

to| A

4.3 Dans le plan complexe P, le point A a pour affixe a. le point M a pour affixe 2.
Quel est Pensemble des points M pour que le point M’ d’affixe Z telle que

. z
Z:( )soit:
z—a

a) un point de I'axe des réels?

b) un point de I'axe des imaginaires purs?

. \3
4.4 Quel est ensemble des points M d’affixe z pour que le nombre Z = ( h 1>
z —
soit réel?
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4.5 Déterminer ’ensemble des points M d’affixe z, tels que le nombre complexe

. 2

2+ 1 +7\° . . . . .

, = (2—:1—> soit réel? (Solution analvtique et solution géométrique.)
s+ 1 -1

4.6 En utilisant le fait qu’une mesure de I'angle (AB, AC) est nulle si ¢t sculement
si A, B, C sont alignés, démontrer que, a, b, ¢ é&tant les affixes respectives des points

est réel.

A, B, C, le nombre complexe Z =
c—a

4.7 Les points distincts A, B, G, D sont cocycliques si et <eulement si une mesure

non nulle de ’angle (AB, AC) est égale 4 une mesurc de 'angle (DB, DC). Démontrer

que. a, b, c. d étant les affixes respectives des points A, B, C, D, le nombre complexe

b—a b—d b—a b—-d
7 = : est réel, chacun des nombres ,
c—a ¢ — c—a ¢ —

n’étant pas réel.

4.8 Soit le nombre complexe 3 =1 + 1'\/5. Démontrer que les images dans le

2
s ., R
plan complexe de z, —z, 5°, — sont situées sur un méme cercle,

— iz
4.9 Soit 7. = T Quel est I’ensemble de: points m d’affixe z si Z est réel?
+ 1z
Quel est I'ensemble des points m d affixe z si Z est imaginaire pur? (Solution
analytique et solution géométrique.)

4.10 Soit Z = ——- Déterminer. dans le plan complexe, I'ensemble des images
s+ 1

m des nombres complexes z tels que :

a) 1Z) = /2:

by ArgZ = o8
rg /=

4.11 On considére 'application f définie par :

+1
z ;oseC— (1

z B> 2z =
z —

Dans le plan complexe, m est 'image de z, M est 'image de z; et les points A et B
ont pour affixes respectives —1 et +1. On appelle T I'application de P ver. P
associée a ’application f.

1° Etablir que T est, sur un ensemble E, une involution. Quel cst 'ensemble des
points m pour que |z,| = \/E?

n
2°  Quel est ’'ensemble des points m pour que le réel ~1 soit un argument de z, ?

1

4.12 Détermincr le module et ’argument du nombre complexe z = ———.
T+ tga

T
oti ® est un nombre réel différent ch +kn. ke Z.

Quel est, dans le plan complexe, I’ensemble des points M d’affixe : lorsque o varie?

1

En déduire une construction simple du point image A de z, = —-
«TC

1+ tg —
£8
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5: — 4

4.13 On donne la relation Z = = et les points suivants dont les affixes

sont indiquées entre parenthéses :
m(s), M(2), A (1), m,(5z — 4), my (5 — 4z).
1° Démontrer que les points A, m, m;, my sont alignés.

1 4
2° Le point p a pour affixe — et le point B, s Quel est 'ensemble des points m

r

pour que Z soit réel (on démontrera que B, p, m sont alignés).
3° Quel ext 'ensemble des points m pour que 5] = |Z|?
4.14 Le plan P est le plan complexe. Soit T I"application de P vers P qui, a
tout point M d’affixe z = x + iy (z # 0), associe le point M" d’affixe 2’ telle que :
25’ = ia®,
ol @ est un réel strictement positif.
1° Démontrer que :
|o].[oar] = o2
perdin PO
p(Ox, OM) + p(Ox, OM') = 5 3 e R/2nZ.

L’application T est-elle, sur P* = P — {0}, une involution?

2°  Démontrer que T admet deux points double A L A', que Von précisera.

3° Démontrer que les coordonnées (x, y) de M et celles (x'. v') de »on transformé
M’ = T(M) sont liées par les relations :

x' —yy' =0 et xy + 2y = d’.

Retrouver les points doubles de T en les obtenant comme intersections de deux
courbes. Calculer x et y en fonction de a, x" et y'.
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4.2 RACINES n“™ D'UN NOMBRE
COMPLEXE

e

4.2.1 Racines n'°"** d’un nombre complexe.

W Soit un nombre complexe fixé z non nul et soit n un entier
naturel strictement supérieur a 1.

On appelle racine n**™ du nombre complexe z tout

nombre complexe Z dont la puissance ni*™ est égale
az:
7" = z, z € C*, ne N* — {1;. 1)

L’équation ainsi définie sur €* est une équation bindme; les solutions
de cette équation sont les racines niemes de =

B Exprimons le nombre fixé z sous forme trigonométrique :

a) r est le module de z:

r =1, reR*";
b) 0 est un argument de z:

0 € arg z.
Il en résulte :

z = r(cos 8 + isin 0).

De méme, tout nombre Z, solution éventuelle de I'équation (1), peut
kN4 he
s’écrire :

Z = p(cos @ + isin @), p=17Z] et @eEargi.
B Tout nombre Z est une racine n'*™ de z si et seulement si;
p"(cos @ + isin @) = r(cos 0 + isin 0),

c’est-a-dire si et seulement si:

pr=r (2)
ng = 0 + k2w, kel (3)

On sait, qu’étant donné un nombre réel r strictement positif. il
existe un et un seul nombre réel positif p tel que :

p" =r. soit: p = {/r.
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D’autre part, I’égalité (3) est équivalente a:
0 2n
¢o=-+k— ke lZ.
n

n

Pour une valeur fixée k; de ’entier k, le nombre complexe Z, .,
1 ki

tel que :
— 0 27 0 27
Z,, = Q/lz] [cos<~ + Kk, 4) + 1 sin( + kK, —‘>:|’
n n n n

est une racine n'*™ de z = |z|(cos 8 + i sin 0).

B Lorsque k décrit 'ensemble Z. pour deux valeurs fixées de k

distinctes, k; et k,, on obtient les nombres Z, , Z,. de méme module;
1 2 k) k>

les réels :

0 2n
O =—+k —
n n
0 2n
Oy ==+ ky —
n n

sont des arguments respectifs de Z, et de Z,,.
Sil'ona:
©, — ¢, = A.2m, Le Z, (4)

¢, et @, sont des représentants de la méme classe de réels modulo
2m.

1l en résulte :
arg Z, = arg Z,,.

ce qui entraine Z, = Z, car:

IZk,I = lezl‘

La relation (4) est équivalente a:

2 2
n n n n

kl - kz = )\.n7
ou: ky =k, (mod n).
Les entiers k, et k,, tels que k; — ky = An, définissent la méme
racine n'*™¢ de z.

Il suffit d’attribuer' au nombre entjer k. par exemple, les n valeurs
consécutives de I'intervalle [0, n — 1] de I’ensemble N pour obtenir,
a partir d’'un argument fixé 0 de z, toutes les racines n'*™ de z.
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On peut conclure :
Tout nombre complexe non nul :
z = r(cos 0 + isin0)

admet n racines n'“"** qui s’expriment sous la forme

trigonometrique générale:
0 2n 0 o
Z = {/; l:cos( + k) + i sin ( + kz—):l .
n n n n
avec, par exemple :
kei0,1,2,...,n —1].

Cette conclusion exprime également que, dans l'ensemble C*,
I’équation définie par :

7" —a =0, a e C*

a n racines distinctes.

4.2.2 Repreésentation des racines n'*™,

Soit P un plan affine euclidien orienté identifié a €, a 'aide du

repére orthonormé direct B = (O, 0A, ﬁ) (fig- 5).

M2 J M1

M; X

H; 0 A *
M p%l"/\
78
\\
\\ //
n=15
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Soit M, I'image de la racine n'*™ Z, de z = r (cos 8 + 1 sin 0).

B Quel que soit k, élément de I'intervalle [0, n — 1] de N:

|:'k|::/r;

il en résulte que tous les points images Mg, M, ... . M, ... . M, _,.

sont situés sur le cercle de centre O et de ravon p = 2/;

M Soitieti + 1 deux valeurs consécutives de k, i étant un nombre

de I'intervalle I = [0, n — 1[ de I'ensemble N.

Soit Z;, Z;,, les racines n'“™* de z correspondantes, et soit ¢; ct

®; 1 les arguments respectifs de Z; et de Z; ;| tels que:

0 . 2n
¢;=—+ 11—
n n
0 . o
Py =_—+1+1—
n n

On appelle M;, M, | les points images de Z; et de Z,, ;.
Ona:

9
Qiv1 — @9, =0+ 1 ‘“1)7’
on
Piy1 — P = —

n
n

Cette relation entraine que — est un représentant de la mesure
n

/\ e T

p(OM;,,, OM,) de I'angle (OM,;, ,. OM}) :
2n Ell
— € u(OM;, ,, OM}). pour tout i de 1.
n

B Les images M,, My, ..., M,_, des n racines n™ de =z sont les
sommets d’un polygone régulier de n c6tés inscrit dans le cercle de
centre O et de rayon /.

n
Tout segment [M;, ;, M;] est un ¢été de ce polygone et le réel —
est une mesure de « I’angle au centre». La hauteur [O, H;] du triangle
isocéle (M;, O, M;, ) est appelée apothéme du polygone régulier.
Le point O est le centre du polygone régulier.
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EXEMPLE. Déterminer les racines cubiques du nombre complexe s =1 + |.
Représenter géométriquement les racines obtenues.

1 i
Ona: ;=1+,‘=\/5<___+ﬁ:>
‘o /o
~\/.'.. N o=
s
d’ot : |« = \/E et 1 € arg =.

Les racines cubiques du nombre 1 + { s’écrivent sous la forme trigonométrique

générale :
~ ‘n m ‘1 21
ZkZ\G/Z[('Oh(I_)-I-k3)+isi11(w+k3):'- 0< k<2 M

o~ m . A
don: Z, = 2/2 cos — + I sin — |-
12 12

B

Mo

N
)

Il
<

1y’

Le~ points images étant respectivement My, M. M,. on obtient dans le plan

vomplexe le triangle équilateral [My. M. My} tel qn'un représentant de la mesure
T~

i T :
H(OA. OM,) soit le réel o A étant le point daflixe 1 (fig. 0). Flg. 6

4.2.3 Racines cubiques de I'unité.
M DETERMINATION.

Etudions les trois racines cubiques du nombre complexe 1, notées
®p, @), ©y. Le nombre complexe 1 a pour module 1 et un argument
de 1 est le réel 0. Il en résulte que. @, #tant une racine cubique de 1,
on a:

2n 2n
W, =1 COhIi‘?-i-isillk'?v 0 <k <2

On obtient : o = 1(cos 0 + ixin @) = 1.

" 2n n 1 3

@, = 1lcos— + isin—| = —7+i\ﬂv
3 3 2

Y in 1 3

(02:l<(-os?+isin )z——i[-

o
D}

—_ < B a 0
Z, = 2/3 <CU.\'% + 7 <in §E>~ \ \
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011 remarque que

O);l :0)2 :(-131

et que: Wy + ®; + 0y, =0
On note : w, = j,
b .9 . 1
doni : 0, =j =j=-:
J
par suite : 1+ —|-j2 = 0.

L’ensemble Wy; des racines cubiques de I'unité est :
__f L2
Wy = 11,777

B PROPRIETES.

1 L’équation dans C, définie par 22— 1 =0, admet done pour
racines les nombres 1, j, ]2
On a: P —l=0E-DE+:2+ 1.

La racine 1 annule le facteur z — 1. L’égalité 1 + j + j2 =0
montre que j annule le second facteur. D’autre'part :
=it =14=j;
d’our : j4+j2+l:j+j2+1=0;
j2 annule le second facteur.

. 9 . .
2 L’ensemble W; = {1.j,j*} des racines cubiques de 1 a une
structure de groupe multiplicatif ainsi que la montre la table
sulvante :

A

Le groupe {Ws3, .) est un sous-groupe du groupe multiplicatif (U, .).
3 Considérons le groupe additif Z/3Z dont les éléments sont les
classes 0, 1, 2.
Soit @ 'application de Wy vers Z/3Z telle que :

o) =0. e()=1. e()=2
On a: o(j x jH = @(1) = 0;
or: o)+ e(H=1+2=0.
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En étudiant les autres cas, il en résulte que @ est un isomorphisme
du groupe multiplicatif W; sur le groupe additif Z/3Z.

B REPRESENTATION (fig. 7).

1 Les points images A, M, N des nombres l,j,j2 sont les sommets
d’un triangle équilatéral dont O est I’équibarycentre; d’ou :

OA + OM + ON = 0;
cette relation implique dans C:
1 + j + j% = 0 (relation déja établie).
3

NI

et ji= —

w

N | =
8|

2 Lefaitque:j = —

entraine que : "Fﬁ" = % et "_I\H\f" = ﬁ,

[0, H] étant Papothéme du triangle équilatéral {A, M, N} et le
segment [M, N| étant un c6té de ce triangle.

4.2.4 Racines quatriémes de Punité.

B DETERMINATION,

Etudions les quatre racines quatriémes de ’unité, notées g, ®;,
®;, ®3. Toute racine quatrieme ®, de 1 s’écrit :

T L 2n
mk=cosk—4—+lsmk7, 0 <k <3

Ona: Wy =cos0 + isin0 =1,

n TR n .
®; = cos — t8ln - = 1
1 9 9 s

Wy =cosT + isin = —1,
3n+, . 3n .
M3 = CO08 — Lsin— = —1,
3 2 2

On remarque: ®, + ®; + ®, + ®; = 0.
L’ensemble W, des racines quatri¢mes de 'unité est :
‘11)4 = {].’ i, _].7 _i}.

Les images A, B, A’, B’ des éléments de W, sont les sommets d’ur
carré dont O est 'équibarycentre.

Y
B
(M
N AQ)_
x H 0 x
|
GHN
y
Fig. 7
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B PROPRIETES.
L’ensemble ‘W, = {1,7, —1,i} des racines quatriémes de 1 a une
structure de groupe multiplicatif ainsi que le montre la table
sulvante :

1 1 -1 —1

1 1 1 -1 —1
i ) -1 -1 1
-1 -1 —1 1 i
—1 —1 1 ) —1

Le groupe (U, .) est un sous-groupe du groupe multiplicatif (U, .).

EXERCICES
B EXERCICE RESOLU.
Déterminer, dans C. les solutions de I’équation définie par :

Zd4F a4+ 1=0 (1)
On a, pour tout nombre complexe z, dans le corps € :

G2 s+ -1 =3 - 1.
Les solutions de I'équation (1) ~ont celles de Péquation binome (2): z* — 1 =0,
privées de la racine @, = 1. ’
Les racines quatriémes de I'unité étant : 1,7, —1, —i, il en résulte que 'ensemble ¢
des solutions de I"équation (1) est :

S=1{i,-1, i}
B EXERCICE D’APPLICATION IMMEDIATE.

Démontrer que le groupe multiplicatif W, est isomorphe au groupe additif Z/4Z.

4.2.5 Racines n'*™°* de I'unité.

, .

Etudions, dans le cas général, les n racines n'“™®® de 'unité. Nous
d 9

noterons ces n racines :

(1)0,(01,0)2,...,(01”...,(Dn_.l;

nous noterons WU, 'ensemble de ces tacines, avec pour tout entier k
de l'intervalle [0, n — 1[ de N:

2 2n
0, = 1<cosk* + isink—>~

n n
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M Toute racine ®, peut s’écrire, d’aprés la formule de Moivre :

an 2m\*
mk=<cos+isin—>, ELel0.n—1].

n n
21 .. 2m

Or: ®W, = cos — + isin—;
n n

d’ou: 0, = of, Ee[0,n—1].

Ainsi, ensemble W, = {0, = 1, @},..., ®, ..., ®, ;} peut-étre

engendré par {®,}.

EXEMPLES.

I.n=3.Alors: 0, =j.

Ona: W, =7"=1, o =j @®=0w =
et Wy = {1,/,j%}.

On remarque, ici, que {2} engendre aussi U;.
II. n = 4. Alors: @, =

~

Ona: w, =i" =1, ®, = i, Wy =i2 = —1. Wy =% = —q,
et: W, = {1,i, =1, —i}.

On remarque, ici. que | —1} n’engendre pas W,.

EXERCICE.

B EXERCICE D’APPLICATION IMMEDIATE.

Déterminer 'ensemble Uy des racines sixiémes de I'unité. Peut-on choisir arbitraire-
ment une racine pour engendrer Us, ?

M On a, dans le corps commutatif €, pour tout nombre z différent
de 1:

_l—z"

1+Z+22+"'+Zn41—1;_z (1)

Considérons I'ensemble WU, des racines n'*™* de I'unité :

W, = {1, 0, Ogy oo oy Opy - -+, Dy}

n—1 n—1

Ona: S= Y o= Y of.

0 0
S étant la somme des n racines ni*™ de | unité.
Soit :

1+0)+ -+ + - -+o, ;=14+0i+---f+ - -+ L
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On a, d’aprés (1) :

1 — o}
S = —— ® 1;
1—0)1 1#:
or: o] =1, dou: S =0.

La somme des n racines n'*™ de 'unité est nulle.

EXERCICE.
8 EXERCICE D’APPLICATION IMMEDIATE.

2 2
Soit le nombre s = cos - + i sin = On pose :

Calculer S + T et ST.

Calculer S (un dessin peut aider a distinguer S de T).

REMARQUE. — 1l en résulte, dans le plan affine euclidien identifié a
€, que la somme des vecteurs images des racines n'*™* de I"unité
est nulle :

OA + OM, + OMy, + --- + OM, + --- + OM,_, = 0.

Cette propriété est une propriété de tout polygone régulier inscrit
dans le cercle trigonométrique et dont les sommets sont :

AM,....M.,.....M,_,.
Le point O est I'équibarycentre des n sommets (fig. 8).

M
Mg ‘
1
7\ \
»l ; y
H
0
.\ /
M3

M4
Points-images des racines cinquiémes de 1.

Le polygone A M; Mz M3 M4 est un péntagone d’apothéme [O,H]|.
Iig. 8.
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4.2.6 Racines n'*™* d’un nombre complexe z
jé P
et racines n'“™ de 1.

B Soit un nombre z non nul. Il admet n racines n'*™<s,
Soit Z, une racine fixée et Z, une racine n'*™ quelconque. On a
les deux égalités :

(Ze) =z et (Z)" ==
avec k appartenant a Vintervalle [0, n — 1].

Il en résulte :  (Z,)" = (Z;))". Z,, #0;

Z n
d’ou : (l> = 1.
Zkl

Z .

Le nombre complexe —* est donc une racine n*™ de unité que
ky

nous notons ;.

On obtient : 7y =2y, X O, kyfixt et ke[0,n— 1]

On peut conclure :

On peut obtenir les n racines n'™* d’un nombre
complexe non nul en multipliant 'une d’entre elles par
Ies n racines n'*™*° de Punité.

EXERCICES

B EXERCICE RESOLU.

Déterminer les racines cubiques du nombre —8.

Une racine cubique de —8 est le réel —2. Les racines cubiques de 1 sont 1, j,j2.
L’ensemble 4 des racines cubiques de —8 ext :

g = {—2, —2j, —2j2!.

B EXERCICE D’APPLICATION IMMEDIATE.

Déterntiner les racines quatriémes de 16.

B Calculons la somme S des n racines n'*™* de z.

Ona:
n—1 n—1 n—1
S= Y Zi=Y Z,.0, =Z,. Y o
k=0 0 0
n—1
or: Z o, = 0;
0

d’ou : S=0.
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La somme des n racines n'*™ ¢’

nulle.

un nombre complexe non nul z est

Dans le plan euclidien P identifié a €, si M, est 'image d’une racine
quelconque Z,, la propriété précédente se traduit par:

n—1
S OM, = b,
0

k=

Par conséquent, pour tout polygone régulier inscrit dans un cercle
de centre O, le point O est 'équibarycentre des points images.

B Chacune des n racines n'*™* d’un nombre complexe s, écrit sous
forme trigonométrique |z| (cos 8 + i sin ), s’exprime par la forme

générale :
21 6 2r
\/|z||:cos( + k ) + isin(— + A——>:|
n n

— 0
=£/|z| (coq— i sin <coak—+ isink >

n

0
Ona: Zo—\/||<(‘0s—+Lqm—>
n

‘7

et: of = cosk~—~ + Lsmh-—, dou: Z, = Z,.0%.
n n

On retrouve le résultat établi précédemment car O étant un
argument quelconque de z. Z; est I'une quelconque des racines
niémes de =

4.2.7 Racines carrées d’un nombre complexe z
non nul.

B Le nombre z est donné sous forme trigonométrique.

1 Soit: z =r(cos 0 + isin0), r=1z et 0€arg:.

Le probléme posé revient a résoudre sur € ’équation définie par:
72 — =0, zfixé (1)

Nous en ferons une étude directe. Le nombre Z étant exprimé sous

forme trigonomeétrique |Z|(cos ¢ + isin ), P'équation (1) est
. . b -

satisfaite si et seulement si:

Z|* = |4 (2)
20 =0 + k2n, kel (3)



L égalité (2) donne un nombre réel positif unique :

1z = /s,

et la relation (3) implique existence de deux arguments distinets.
Les réels @, et @4, tels que:

0

o=, et @, =

.
9 +

18| &

sont des représentants respectifs,

2 1l existe donc deux nombres complexes Zg et Z;, solutions de
I'équation Z= — z = 0 tels que:

— 0 0
Zy = \/!:I ((‘os 5 + isin ;)»

— 0 0
1z, = \/’zl [(:os (; + n) + 1 xin <§ + n>:|»

(.0 . 0
_\/I:I COs§+le§ :

d’ou : Z, = —1Z,.

O conclut : les nombres Z, et Z; sont opposés.

ou: Z,

3 Les points images My et M, sont symétriques par rapport a O,
origine du repére orthonormé (O, OA, OB); en outre :

— e T o
@, € L{OA, OM,) et @, € u(0OA, OM,):

comme @y = @®; + 7, il en résulte que la droite définie par les

—
points images M, et M, est la droite bissectrice de I'angle (OA, OM).
M étant le point image du nombre complexe z (fig. 9).

¥
4 M
B
M;
0 A *
M2
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1

EXEMPLES. 1. Soit d déterminer les racines carrées du nombre s = 7 + -
2
T
Onalz = 1et 1 est un argument de z. D’ou:
1Z,] = 12y = 1 P oot gy = o
il = 1doy = L, ‘01*8‘3 ‘Pz'—g
L i ées d ! + i
es racines carrées de 3 = — + —— sont
NN
T .=
Z, = cos— + isin—»
8 8
z 9t +is Yn 7
= cos — sin— = —Z7Z,.
9 = CO 3 i sin 3 1
11, Seit a déterminer les racines carrées de i.
Ona: l2l =1 = |Z,| = |Zy] = 1;
b3 5n
=- et =
Py 1 D2 1
NC
Do : Zy=--(1+7)
/e
Z, = - (1 + 1)

—

J2

B Le nombre z est exprimé sous la forme a + ib.
Posons Z = x + iy, x et ¥ étant des réels. On a:

7? = (a + ib)
si et seulement si :
{xz —y’=a
2xy = b.
Notons qu’en outre :

1Z]? = |z) <= «*+y?=/a® + b’

(4)

a) Si b =0 et a > 0, les deux racines carrées sont les réels \/;

et —./a.

b) Sib = 0 et a < 0, les deux racines carrées sont les imaginaires

purs i,/ —aet —i,/—a (déja étudié au n° 2.3.3).
c) Sib # 0,1l en résulte :

x#0 et y #0.
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Premiére méthode.

Le systéme :

{xz —yi=a (2)

2xy = b 3)
est équivalent au systéme :
b
= — 3’
Y= 5 (39
b2
xfl—axz—T:O. (5)

L’équation bicarrée (5) admet, quels que soient les réels a et b
(b # 0), deux racines réelles dont une. et une seule, est strictement
positive, A cette racine correspondent deux valeurs x; et —x, de
x et par suite deux coup]es :

(%1 ¥1) et (—xy, —y).
En conclusion, on obtient pour tout nombre complexe non nul deux
racines carrées opposées, et deux seulement.

EXEMPLE. Soit a déterminer les racines carrées de = = 5 + 12i.

Ona: {xz—y2=5 1
ay = 6 2)
d’ou: Vo= - (2"
x* — 522 — 36 = 0. (3)

On obtient x> = 9 et, par suite, les couples :
(3. 2), (-3, =2).
Les racines carrées du nombre complexe 5 + 12i sont:

3+ 2 et -3 -—25

Deuxiéme méthode.

Considérons le systéme :

{x2 - yz =aqa 2)
2xy = b, (3)

auquel nous adjoignons la relation :

2+ vt = Ja? + b (4)
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Les relations (2) et (4) donnent :

. 1 —
x = E(a + Ja* + bY),
1
y: = S(—a+ Ve + b

CES valeurs ne sont pas négatives car :

Ja* + b% = |dl,

I'inégalité stricte étant réalisée si: b # 0.

Il faut associer x et y de telle sorte que le produit xy ait le signe de b.

EXEMPLE. Soit & déterminer les racines carrées du  nombre complexe
3= —7 — 214.

Soit Z = x + iy une racine carrée de z,

Ona: x? — _v2 = -7
{x)' = —12
2?43 =25
. 1
d’on : ,\"=5(—7+25)=9

On obtient les couples:

(3, —=4) et (=3.1):

d’olt les racines carrées de z = —7 — 244
Z, =3 -4 et Zy= =3+ .
EXERCICE.
- i .
B EXERCICE RESOLU. Soit le nambre complexe z = —= + -—=- En exprimant de

; )
NCERVE
deux maniéres différentes les racines carrées de z. calculer :
s

oo T
S0& —» a0 tg —-
8 M3 3

g . . n . . n
1° En utilisant la forme trigonométrique cos I + 1 .51111 de z, nous avons

+
Ve

précédemment calculé les racines carrées 2, et Zy de z =

ol
%WI o

Z, = cos — + isin—;
8

Z, = —Z,.



i
2° Utilisons la forme cartésienne — + ——=. Posons Z = a + iy, I'une des racines
de =. \/5 \/5
1
Ona: -yl = —
%
¥4 vo =1

d’ou: x2=1|ii+]] et yz=l[~i+1:|=
2l /2 2l 2

[N
+
<
L
[
!
I

Tt \/2+\/§ n 3'—\/5

T ™
0 < - < —;dott: cos— = — sin — =
8 2 8 2 8 2
T
On obtient : tgg = ﬁ - 1.

REMARQUE. — Ce calcul ne différe pas de celui utilisé en classe de
Premiére pour résoudre le probléme suivant.

Soit @ la rotation vectorielle du plan vectoriel euclidien orienté P,
définie par :

Cos @ et Sin@ = —

1
NE J2
Déterminer [’ensemble des rotations vectorielles Y telles que

oy = @ (Aleph,, Géométrie 1° CDE, n° 10.2.4).
¢ (Aleph,

EXERCICE.

B EXERCICE D’APPLICATION IMMEDIATE.

Justifier la remarque précédente.

EXERCICES

Calculer les racines carrées des nombres complexes suivants :
415 i; P+ i, 9 + 40i; T - 21i; 40 — 12i.

L4+i 14
1.16 Lo —aan 4 i)

I — 1 1 -3

4.17 —é—iﬁ; -+

>3
-

_
S‘
[¥21

[ ]
L]
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Calculer les racines cubiques des nombres complexes suivants

418 —i; 1+ 24+ 117 —27.

i+ /3

i— 3 '

4.20 18 + 26i; 11 + 2i; -2 4+ 2:.

4.21 4\/5 (—1 + t). Donner le module et argument de chaque racine.

*

419 2(0 +i); 1+ j;

Calculer les racines quatriémes des nombres complexes suivants :

/3
S

423 i+ /3: 3 +4i; 24— T;
8./2(0 —i); 28 —96i: 1+ 4i /5.

*

4.22 28 — 96i; 2 — i /12,

B | —

4.24 TEtudier les racines cubiques de z = a + ib. En déduire la résolution du
systéme défini sur R :

2 = 3xy2 =

1
3aly — yP = —-
7
4.25 Soit le nombre complexe :
Z=8%—(1+d)? + 4a(l —e%i, R

1°  Calculer le module du nombre Z; si @ est un argument de Z, caleuler :
. 2 & .
cos o, s o, cos” 57 cos of stn o,

en fonction du réel a et démontrer que:
o a+1 - 1 -a
LT Rara) aT Ll
2°  En déduire les racines quatriémes du nombre Z.
4.26 Résoudre, sur €, I’équation définie par: 2 +ar4+1 =0
4.27 Résoudre, sur €, I'équation définie par: X+t 1 =0

En déduire que «® + x* 4+ 1 peut se décomposer en un produit de quatre facteurs
du second degré a coeflicients réels.

4.28 Résoudre, sur €, les équations suivantes :
a) x> +1=0; b z6:\/§+i; c) x7+\/§—-i=0;

1+ 9./3
(1 —iy/3).

)z =—— - ¢ =

N 2




(Déterminer d’abord lz].)

4.30 Le nombre z est un nombre complexe. Développer (3 + 1)* et en déduir
la résolution, sur €. de ’équation définie par:

2 - —_
24+ 32 +3:—-7=0.
Construire les images des racines.

4.40 1° Soit W, I'ensemble des racines complexes n'*™* de I’unité. Démontrer
que la restriction de la loi multiplicative du corps € contére & W, une structure de
groupe. Démontrer que ce groupe est cvclique, c’est-a-dire qu’il admet une partie
génératrice réduite 4 un seul élément.

2° Démontrer qu'une condition nécessaire est suffisante pour que {®,} engendre
le groupe W, est que p et n soient premiers entre eux (®, étant une racine niéme
de T'unité). Démontrer que si n est un nombre premier, alors le groupe U, est
engendré par n’importe quelle racine différente de 1.

n in

4.32 On pose u = cos — + isin = Chacune des sommes qui suivent est un
7

réel dont on formera une expression ne contenant que des racines carrées comme

irrationnels.
k=16
1°  Calculer: S = Z uk.
k=1
2°  Calculer : T=w? +u* +u® +u®+ -+ w4+ . L %%,

T o= u® 4+ w2 b w4 4% 4 o 768,
(On calculera T + T’ et T.T".)
4.33 «) Caleculer la somme:

$(x) =1 + 22 4 2t + . 4 27F xeC.
b) Résoudre, sur €, I'équation définie par:

X — 1 =0, n € N*,

n—1 5 T N
Démontrer que:  d(x) = H A —2xcosk—-+ 1}
k=1 n
¢) En considérant 4(1). démontrer que : -
n 1 n \/;t
n sink — = ——-
Pl o2

d) En considérant 4(i), calculer le produit :

n—1

T
cos k —-
kI=-[1 n
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4.3 RESOLUTION D'EQUATIONS DANS
LE CORPS C

4.3.1 Reésolution de ’équation définie sur €
par az + b = 0.

Soit I’équation définie sur C par:
az +b=0, N
a et b étant des nombres complexes fixés,

L’ensemble € étant un corps commutatif, la discussion et la résolu-
tion de cette équation sont identiques a celles de I'équation définie
sur le corps commutatif IR des réels par:

ax + b = 0.
Il en résulte :

Si: (a, b) € €* x C, I’ensemble ¥ des solutions est :

s ={_§}.

Si: (a,b) e {0} x C*,ona:
=g,

Si: (a, b) = (0,0), alors ¥ = C si aucune restriction
n’intervient pour le choix du nombre z.

EXEMPLE. Seit ¢ résoudre I’équation définie sur € par :
3 z—1 )

+ = .
3+ 4 5i 3 — At

On a, successivement :
:(3—11’)_(:—1)51' 5(3+/1-i)’
25 25 25
(3 — 1) — 5i(z — 1) = 5(3 + 4i),

5(3 — 4i — 5i) = 15 + 20i — 5i.
3:(1 — 3i) = 15(1 + i).

(1 = 3i)(1 + 3i) = 5(1 + i)(1 + 30),
10z = 10(—1 + 2i) <> z= —1+42i.
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4.3.2 Résolution de I’équation du second degré,
sur €, a coeflicients complexes.

B 1° Soit I'application f de € vers C telle que :
z —> azl 4+ bz + c,

a, b et ¢ étant des nombres complexes fixés et a étant non nul,

On cherche a déterminer dans € le sous-ensemble ¥ tel que :
-1

£{0) =8

En utilicant les régles de calcul dans un corps, cherchons a obtenir,
pour le polynome f(z) = az® + bz + ¢, une expression de la
forme :

72 —d* =(Z + d)(Z — d),

dans Jaquelle d est un nombre complexe déterminé en fonction du
triplet (a, b, ¢).

2° On a, pour tout nombre z, a étant non nul :
4af(z) = 4a%2? + 4abz + 4ac,
1af(z) = (2as + b)? + 4ac — b2,
taf(z) = (2az + b)® — (b® — 4ac).
Le nombre comR'lexe b?> — dac a toujours deux racines carrées
opposées, sauf si b~ — dac = 0 (n° 4.2.7).
Soit d 'une des racines carrées de b2 — 4dac:
d® = b® — 4ac.
Ona: 4af(z) = (2az + b)® — d2,
ou, pour tout nombre z:
4af(z) = (2az + b + d)(2az + b — d).
B Onaf(z) = 0si et seulement si:
4af(z) = 0,
soit : (202 + b + d)(2az + b — d) = 0.

Tout corps étant un anneau d’intégrité, cette équation admet dans
C deux, et seulement deux solutions z; et z, :

—-b—d _—b+d

22 -
2a 2a

3 =
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Si b% — 4ac = 0, alors d = 0 et 'équation admet une racine d’ordre

b
deux : le nombre — —-
2a

On peut énoncer :

THEOREME / Pour a non nul, I’équation du second degré a coefficients
complexes, définie par:
az’ + bz + ¢ = 0,
admet deux racines z, et z, exprimées par :
-b—d -b+d
% = T %a 22 = T oy

ou d et —d désignent les racines carrées du nombre
b% — 4aec.

Si: b2 — 4ac # 0, alors: z, # z,.

. b
Si: b2 — dac = 0, alors: 2, = 2, = ——.
2a
REMARQUES. — 1 On obtient aisément :
b ¢
2y + 39 = —— et 2729 = —
a

Réciproquement, si I’on fixe trois nombres complexes a, b, ¢ (a # 0),
les nombres complexes u,, u,, tels que :

b ¢
u, + ug = —— et wujuy = —>
a a
sont les racines de I’équation :
az® + bz + ¢ = 0.
En effet, l’éq.uation définie par:
(z — uy)(z — up) = 0,
admet u, et uy pour racines. Or:
(z — u))(z — uy) = 2% — (u; + uy)s + ujuy;
b c

d’ou : 24+ -z4+-=0,
a a

et: az® + bz + ¢ = 0.
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2 1l en résulte que, résoudre sur € le systéme (1) défini par

(1) {31 + 29 =5

%152 = P,

ou s et p sont des nombres complexes fixés, revient a résoudre
I’équation définie par:

u? —su+p=0. (2)
Le systéme (I) a donc toujours deux couples solutions :

(u',u") et (u',u),
u’ et u” étant les racines de I'équation (2).
3 Sib = 2b, alors:

d® = 4(b'® — ac) = 4d'%;
d’ou: d? =¥? - ac,

d’ étant une racine carrée de b'? — ac.

On a alors:
_bl _ dl
5= —0)
a
_bl + dl
Z2 -_-————
a

4.3.3 Equation du second degré a coefficients
réels sur C.

1 Rappelons que le cas ot I’équation s’exprime sous la forme :
22 = a, a réel
a été étudié au n° 3.3.3.
a) Si: a > 0, il existe deux racines réelles opposées :
2 = -\/;l,
2 = Ja.
b) Si: a < 0, il existe deux racines imaginaires pures conjuguées
2, = —i, /—a,
29 = i/ —a.
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2 Dans le cas général, si:

f(z) = az® + bz + ¢, (a, b, c réels et a # 0),
on obtient comme au paragraphe précédent :

daf(z) = (2az + b)* — (b — dac).
Le nombre A = b% — 4ac est réel.

a) Si: A > 0, ’équation définie par az® + bz + ¢ = 0 admet deux
racines réelles qui sont acceptables puisque IR est un sous-corps de C:

_—b+ /A ~b— /A
T 2 T 2

b) Si: A =.0, I'équation admet une racine réelle d’ordre deux
exprimée par:

21 29 =

—_ b .
2a
¢) Si: A < 0,1l n’y a pas de racines réelles, mais :
b2 — dac = (=1)(—=A) = i2(—A)
admet deux racines carrées opposées :
i/ —A et —i/—A.

L’équation définie par az> + bz + ¢ = 0 admet deux racines
complexes conjugudes :

~b—i/-A b+ ifA
2a

%5 = ’ %9

2a

REMARQUE. — Ce résultat est un cas particulier de I’étude des zéros
d’un polynome P (z) a coefficients réels (n° 3.3.5 (2)).

4.3.4 Exemples de résolution d’équations
du second degre.

M Soit I'équation définie sur € par:

(1 —i)z> — (6 —4)z+ 9 — 7i =0.
a) Calculons le nombre b'? — aec.
Ona: b —ac = (3 — 2)? — (1 —i)(9 — Ti).
soit : b — ac = 3 + 4i.
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B) Déterminons les racines carrées du nombre 3 + 4i.

Posons : Cd? = (x + iy_)2 = 3 + 44,
d’ou: 2~y =3 9
4 {A Y et 1t +y?t=5
xy =2 i

Le nombre d = 2 + i est une racine carrée de 3 + 4i.

¥) Les racines de ’équation sont :

L B-4)-@2+1)
1 -4

., B3 =20)+(241)

3 = =3 + 2:.
1— 3 ’

-~

= - 1.

B Lorsque ’équation proposée le permet, il est préférable de faire
une étude directe, sans faire appel aux formules.
[On utilisera souvent Uidentité : @® 4 b> = (a + ib)(a — ib).]

1°  Soit a résoudre I'équation définie sur € par:
22 —2zcos @ + 1 =0, ¢ €R.
On obtient successivement :
(s —cos @) + 1 —cos®> ¢ =0,
(z2 — cos @) + sin? @ = (z — cos @ + i sin Q) (z — cos ¢ — i sin Q).
Les racines de I’équation considérée sont les nombres conjugués :
3 = cos ¢ + 1 sin @, 29 = cos Q — isin Q.
2°  Soit & résoudre I’équation définie sur € par:

322 + 2x + 2 = 0.

Cette équation peut s’écrire :

NN A N RN A S N
X §x+§ = . x+§ +§—,

soit : (x—}-;) +§=(x+3+i\/T‘>(.\‘+§—i\/T>=0;

d’on les deux racines conjuguées suivantes :

1 /5 1.5

Xy = —7 — 10— Xy = —= + 1

3 3
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4.3.5 Applications.

M EXERCICE RESOLU.
On considére I’ensemble § des racines cinquiémes de ["unité :

4 = 11,0 0% 0’ o'}

Déterminer équation du second degré qui admet 0. = ® + ©* et
q gre g
9

B = ®* + ®> pour racines. En déduire la valeur de cos :;[— el celle
de cos 4“-
Calculons : (0 + 0*) + (0 + %) =5,
et : (0 + oY) (0® + 0’) = p.
On a: o+ o+ 0+ ot=s;
or: 1+0+ 0+ 04+ o0=0;
d’ou: s = —1,
el:
(@+of) (o’ +0’) =+’ +o*+o’' =’ +to+o*+o’= -1

D’aprés la remarque 2 du n° 4.3.2, I’équation cherchée est définie
par: 2 4+z-1=0,
et admet les racines réelles suivantes :

o —1+.5 -1 -5
z ——2—‘———’ ="

1 ~2 = 9

Considérons le pentagone régulier associé a ’ensemble § (fig. 10).
B()
M(w)

N(w?2)

P(w3)
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On a, par raison de symétrie :
OM + 0Q = 20H.

Or le vecteur OH a pour affixe (® + ®*) et H appartient a I'axe
défini par le bipoint (O, A).

Ona:
20H = © + o,

-1+ ./5
et : w+m4>0=>(o+(o4=T‘/--
D’autre part :

of 2n
H:. —_—
cos5
21 -1+ ./5
d’ou : cos?=—4—\[—-

On obtient en outre, en raisonnant de méme :
_ am -1 -5
OK = cos — = ——-
5 4
REMARQUE. — Les résultats précédents permettent de construire a

la régle et au compas le pentagone régulier AMNPQ. Il suffit de
construire les racines de 'équation 2 + s — 1 = 0.

. 1 .
Le cercle de centre Q, point d’affixe -3 contenant les points B et

B’ du cercle trigonométrique, coupe l'axe défini par le bipoint

(O, A)en Iet].
Ona: 01.0] = —1,
Ol + 0J =20Q = 1.

Les nombres OI et OJ sont donc les racines de I’équation
2> + z — 1 = 0 et la médiatrice de [0, I] coupe le cercle trigono-
métrique en M et Q; de méme, la médiatrice de [0, J] détermine les
points N et P.

B EXERCICE D APPLICATION IMMEDIATE.

Le nombre o ayant la méme signification que dans [’exercice résolu
précédent, former I’équation du quatriéme degré qui admet pour racines
les éléments de I’ensemble Y tel que :

¥ = {(1 + (0)27 (1 + (02)2, (1 + (1\)3)2q (]_ + (04-)2}.
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4.3.6 Résolution, sur R, de I’équation
acosx + bsinx + ¢ = 0.

Nous étudierons uniquement un cas numérigue.
Soit a résoudre I'équation définie sur IR par:
cosx + 3sinx — 1.8 = 0, xr € R.

a) Soit 3 un complexe de module 1 et dont un argument est x. On a:

s = cosx + (sinx; (1)

1 .

~ = €05 X — 1 sin A, (2)
Doi - ____l~+l b 3
) ou : Ccos x = 2l * ok sinx = 5\ * - 3)

ces relations impliquant (1) et (2).
b) La résolution de I'équation :

cosx +3-simx — 1.§ =0
revient done & résoudre le systéme (I) défini par:

s =1

1 1 1 3 1
() —{z+-] —=ilz—-1—18=0. e .
4 z 2 =

On a successivement :
241 = 3izT — 1) — 3.6 = 0.
(U —31) — 3,65+ 1 + 3i = 0.

L’expression relative a cetre équation :

A =12 — ae
est égale a (1.8)2 — (1 — 3i)(1 + 3i) = (1.8)* — 10,
soit : A = —6.76 = (2.61)%.

‘D’ou. en appelant z; et zy les racines :

1.8 + 2.6i (1.8 + 2.6i)(1 + 3i)

S T T 10
3 4

5 5




le7

LB =260 (1,8 + 2.6i)(1 + 3i)

- 1 - 3i 10

48 14i 1
= _ E ol = .
5 5 %2

Ces deux nombres donnent :
cosxy; = —0.6 et sinx, = 0,8;
cos xy = 0.96 et sinx, = 0,28.

Les réels x; et xy s’obtiennent a I'aide des tables et définissent
'ensemble ¥ des solutions de I’équation proposée :

= {x; + k2n}U{xy + k2n}, bk, €Z et k,eL.

EXERCICE. M EXERCICE D’APPLICATION IMMEDIATE.

En utilisant la méthode précédente. résoudre ’équation définie sur R par :
p q p

\/Ecus.\‘+ 3sinx — 1 = (.

EXERCICES

4.34 Résoudre, sur le corps € des nombres complexes, les équations du premier
degré suivantes définies respectivement par :

1
1° 224+ 3i=—2+ 3/ —5:
2

4° (5 4 3i)z + =(j + jH%
( i) T (i+J9)

4.35 Résoudre, sur €, les équations suivantes définies respectivement par :

1° 22— 3+ 2)z+54+i=0:
z2—2iz—i\/§=0.

22 22 -2l +i)z4+i—1=0;
PB4+ e+ 1 -2 =0,

24 2i/2: —2(1 + i) = 0;

2% — (20 + 9i)z + 50 = 0.

4° 22— (5-i)s+8—i=0;

2 (5 + 43+ 9 =0,

L3

39

o
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5 -l —i)s+ 24 —i) =05
2 — 46 + i)z + 3(63 + 16i) = 0.
6° 22— (1 +2)z24+3(1+i)=0;
52— (100 — ?)z — (11 + 14i) = 0.
4.36 Résoudre, sur C. les équations suivantes définies respectivement par:
1° iz2 + (1 —5))=+6i —2=0.
2° izt 4+ 2z 4+24i=0.
3P A+ - (B5+i)z+6+4i=0.
4° (1 —iz" -2z~ 11 + 3i = 0.
5° (4 +30):" — (2 —4)z+2—i=0.
6 (2-i)" —(3+i)z— 2+ 6i=0.
7 4 (4i—3s+i—5=0.

!

4.37 Résoudre, sur €, I'équation définie par : 22— 201 +ia¥)z+1—a*=0.
4.38 Résoudre, sur €. les équations suivantes définics par :

1° 22 —2:+1+a>=0 aeR

2° 1622 — 40z + 69 = 0.

Exprimer pour chaque racine le module et un argument. Construire les images des
racines,

4.39 Résoudre, sur €, I’équation définie par: 4% 4+ 8|23 — 3 = 0.
Mettre sous forme trigonométrique toutes les sommes de deux racines quelconques.
4.40 On considére, sur C, I'équation définie par:
22 +dxcosu + 2 + 4cos2u =0,
ot ¥ est un réel compris entre — 1 et + 7.

1°  Pour quelles valeurs de u les deux racines sont-elles réelles?

n
2° Déterminer le module et 'argument de chaque racine dans le cas u = A

4.41 Résoudre I'équation définie par:

22 — 2%+ 4 =0, ze C.

-

» T
Soit 2’ et 2 les racines obtenues (z' a un argument compris entre 0 et ;)- Calculer :

v
z
n
"

u = u", |u"], Arg u”.

Résoudre I'équation définie par :
7% = u.

t
4.42 1° Le nombre t est un réel fixé. Exprimer, en fonction de > le nombre & :

8 = sin’ 1 — 2(1 — cos 1).

Quels sont les nombres appartenant soit 2 IR, soit & €, dont le carré st 8?
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2° Discuter et résoudre, sur €, I'équation définie par:

2z3(1 — cos1) — 23sint + 1 = 0.

4
Préciser, suivant les valeurs de sin 5’ le module et I'argument de chaque solution.

4.43 Résoudre, sur €, I"équation définie par :
23(5 — cos 1)* — 32z cost(5 — 3 cost) + 256 = 0, te R

4.44 Résoudre et discuter, s’il y.a lieu, les équations suivantes définies sur € :
1° 2% 4+ 1022 + 169 = 0, z* + 1852 + 1681 = 0.

20 3t 4 2:2 41 =0 - (65— 14i):r - 2(5i + 12) = 0.

3° 22 4+41=0. aeR; st — 22%2¢c0s204+1 =0, aeR.

4.45 On considére. sur €, le polynome f (z) tel gue :
f(z) = s* — 41 + i)2® + 12iz> — 8i(1 + i)z — 5.
Calculer : f(1), f(i). Déterminer les zéros du polynome f (z).

4.46 Résoudre I’équation suivante définie sur €, sachant qu’elle admet une racine
réelle

2 -3+ 4):E -4 - 30)z+12=0.

4.47 1° Quelles condition~ nécessaires et suflisantes doivent exister entre les
modules et les arguments des nombres complexes A et B pour que les denx racines
de I’équation, définie sur € par:
32+ Az + B =0, (1)
aient méme argument ? Que deviennent ces relations pour A réel?
2° Démontrer que, pour les images respectives M, et My des racines z, et z, de
I’équation (1) soient :
a) alignées avec 0,
b) telles que OM, .OM, =1,
il faut et il suffit qu’il existe un réel 6(0 € [0, n[), et un réel t satisfaisant 2
certaine inégalité telle que I’on puisse écrire :
A = 1, B = ¢**, % = cos 0 + isin9.
4.48 Résoudre, sur €, les équations suivantes, définies par :
8:* — 8:* + 275 — 27 = 0 (indiquer module et argument):
22— (1 —i) —i=0
HrB-2=0
4.49 Résoudre les équations suivantes définies sur € par:
2+t + 1 =0
20+ 41 =0
Dans chaque cas, on en déduira une factorisation des polynomes :
fza) =22 +:*+1, g(a)=2"+:"+1

en produit de polynomes du second degré a coeflicients réels.



170 / APPLICATIONS DES NOMBRES COMPLEXES

4.50 a) Résoudre, sur €. 'équation suivante définie par:
3+ 20371 + cosB) cox B + 11 + cosx8)2, 0<0<m, Le .

Dans le cas ot b = 1, déterminer le module et I'argument de chacune des quatre
racines 3, 3g, #3, 34 de '"équation.

b) Calculer : o= ()" + (22)" + (53)" + (=)™,
m étant un entier naturel, dans le cas od A est un nombre complexe fixé.

4.51 Déterminer les coefficients réels A et |t tels que le polynome f(x). défini sur
C par:

fx) = M(x® + 5xt 4 42 + 3)7 — (2* + 322 + 293 4+ u(x? + 1),

admet pour zéros les zéros du polynome g(x) = x* + x 4 1.

4.52 Sachant que x + — = 2 cos a. calculer:
x

" 1
Sp= Y (x" + 7)'
k=1 \ X
4.53 Résoudre. sur €. I'équation suivante définic par :
at — 2x3(cos w4 sin®) + 2x%(1 + sin 20) — 2x(cosa + sina) + 1 = 0.

1 .

On posera x + — = X; & est un réel.

x

4.54 Sachant qu’elles ont une racine commune, résoudre les équations suivantes,
définies sur € par:

24z 4+5=0 et 33— (1422 -3+ (2i~1)=0.
4-.'55 Résoudre les équations suivantcs, définies sur € par:

(z+ 1+ iz~ 1 = 0;

CG+1)'+Ez-D"=0: (z+0)"—(:-0"=0;

(L—iz)"+ il + Y =0n=2,n=23n=1;

is\" iz\"
1+ — +{1 - — = (.
n n

4.56 Résoudre, sur €, les équations définies par:

= —i\? =1\ s — 1
a) - + - + ——+1=0.
z+ i 2+ s+

1 +i\* 1+1i
b)( l>= +“£.. a e R

1 — iz

4.57 Soit A un nombre complexe, m un entier naturel non nul. Démontrer que
la condition nécessaire et suffisante pour que '¢quation, définie par:
q

1+ ix\"
( ”E> = A, r € R,

1 — ix

ait m racines réelles est que |A] = 1.

Cette condition étant réalisée, calculer les racines. Faire une figure



171

PROBLEMES

4.58 Calculer les racines de I’éguation définie par :

n
xedC, x2—2.1'1-osz+1=0.

a) Soit o I'une des racines. Calculer, pour tout entier m. la valeur de I'expression :
ar + oo
o n .. T . i
b) Soit @ = cos — + isin— (on pourra utiliser ¢ = ¢'1). Pour tout couple (p. q)
4 4
d’entiers compris entre 1 et 8, on considére le nombre complexe :
= gqlp~D@-N
Apg = a :
Soit r et s deux entiers compris entre 1 et 8. Calculer I'expression B,, j, telle que:

By o= A nAcy T Ap e g + - F A gl s

4.39 On définit une suite illimitée dont les éléments sont : uy, uqg, ..., u, .
en =e fixant u; et u, et la relation de récurrence :

Uppq = au, + bu,_, (a, by € R* x R*, (1

On suppose que: a? + 4b < 0. Démontrer qu’il existe un réel r strictement
positif et nn réel 0 (0 < 0 < ) tels que la relation (1) s’écrive :

Upe1 = 2reos® x u, — riu,_,. (2)
On choisit : uy = x; et uy = r{x; cos O — v, sin 0).
En utilisant la relation (2), démontrer que :
ug = r¥(x; cos 20 — v, «in 20),
et que : U,+1 = r'"(x; cos n — y, sin nb).
4.60 1° On donne un réel 0. Démontrer que ’équation, définie par:
2 —25¢c050 +1 =0,

admnet en général deux racines complexes conjuguées que ’en note 3, et z;. Donner
leurs expressions en fonction de 0. Quel est le module de z, 7 Examiner le cas~ ou
0 est un multiple de 7.

2°  On appelle de méme 3, et z, les racines de I’équation définie par:
22— 25c050" + 1 =0,
ot 0’ désigne un réel donné.

Calculer, en fonction de cos 0 et cos 0', lex coefficients a. h. ¢ et d pour que le
polynome : Pi)=:* + a2 + 02 + ez + d
soit identique au polynome :

Q) = (= —5)(z — =) — 2) (s — 3)

Démontrer que I’on a, dans ces conditions. les relations :

{a =ec, ¢
d 1. ©

I
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3° Inversement, on se donne a priori les coefficients a, b, ¢ et d, satisfaisant aux
conditions (C) et ’on cherchf‘ a déterminer des réels 0 et 6', tels que Q(z) =oit
identique a P(z).

Démontrer que cos 0 et cos 8" sont racines de ’équation :
b—2
4

Ecrire les inégalités (C') qne doivent vérifier a et b pour qu’il existe des réels 0 et
0’ répondant a la question.

X? = 0.

4°  Ou se propose d’interpréter géométriquement les inégalités (C'). Pour cela, on
considére, dans le plan rapporté A un repére orthonormé. le point M de coordonnées
a et b.

Dans quelle région du plan faut-il choisir M pour que les relations (C') soient
satisfaites?
On tracera soigneusement les courbes qui délimitent cette région.

5° Appliquer les résultats précédents a la recherche des racines de 1I’équation
définie par:

-3 4P -+ 1 =0.
(On déterminera, an préalable, 0 et 6'.)
4.61 1° Résoudre, sur €, I’équation définie par :

#—1=0. (1)
2°  Vérifier I'identité :

Vez z5—1=(z—l: P4+ 4 1)

2 4+ z + 1 en I'écrivant :

T (ol

et en introduisant le complexe u = = +

3° Factoriser le polynome =

| -

4°  Résoudre algébriquement I'équation (1).
2
5° Interpréter géométriquement le complexe u. En déduire les valeurs de cos 5

4in . 2 . 4n
et cos — puis celles de sin — et sin —-

5 5 S
4.62 Dans un plan 7, identifié 3 € et rapporté i un repére orthonormé (0, 1. j),
M, et M, sont les images des racines complexes 5, et 3, de I'équation du second

degré (E) définie par:

1
:2—2(a+ih)z+a+b+§:0,

ott a et b sont des paramétres réels et ol 7 est le nombre complexe dont I'image a
pour coordonnées (0, + 1).

4) 1° Quelle est la somme des arguments de z; et (e 5,7

. ) /\\
2°  Quelles sont les bissectrices de I'angle de droites (OM, OM,)?
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B) 1° Quelle est "affixe du milicu de [M,M,}? Comment doit-on choisir a et b
pour que I’équation (E) ait ses deux raeines égales et réelles? On vérifiera qu’il
existe deux couples (a. b) répondant a cette question et I'on notera P et Q) les
images des racines doubles correspondantes.

2° Comment doit-on choisir @ et b pour que I’équation (E) ait ses deux racines
égales et imaginaires pures? On vérifiera qu’il existe aussi deux couples (a, b)
répondant i la question et I'on notera R et S les images des racines doubles
correspondantes,

3° Vérifier que 'un quelconque des points P, Q. R et S est 'orthocentre du triangle
ayant pour sommets les trois autres points.

4° Former les équations des deux cercles admettant pour diamétres [P, Q] et
[R, S]. Vérifier que ces deux cercles sont orthogonaux.

C) Etant donné deux nombres réels x et y, on appelle T le point d’affixet = x + iy.
1° Calculer, en fonction de a, b, x et y, la partie réelle u et la partie imaginaire v
du nombre complexe :

@ = (t — 2} (1 — 23)s

ol z; et z, sont toujours les racines de I"équation {E). Vérifier que u ¢t v peuvent
&tre mises sous la forme :

u=Aa+ Bb+C et v=Aa+ Bb+ C,
ou A, B, C, A’, B’ et C’ sont des fonctions des variables x et y.

2° A chaque nombre complexe t = x + iy, on associe I'ensemble E, constitué
dans le plan par les points d’affixe @ obtenus lorsque @ et b décrivent Iensemble
des réels.

Préciser, suivant la valeur de ¢, la nature de E, en distinguant les cas oil les vecteurs
d [de composantes scalaires (A, A')] et B [de composantes scalaires (B, B')] sont
linéairement indépendants ou non. Dans le cas de la dépendance, démeontrer que
E, contient O si et seulement si T est I'un des points O, T, et T,. ou T, et T,
désignent les points communs aux cercles de diamétres [P, Q] et [R, S].

3° Déduire des résultats précédents que les bissectrices des angles de droites

/\ /\
(T\M,, T,M,) et (T;M,, T,M;) sont indépendantes de a et de b. Quelles sont ces
bissectrices ?
(Baccalauréat C, Strasbourg, 1970)

4.63 On considére la relation :

6z — 3zsin0 + cos O = 0, (1)
qui lie les deux nombres 0 et z.
1° z étant un nombre réel donné, la relation (1) est alors une équation en 6. On
cherche les valeurs réelles de 0, solutions de cette équation ¢n fonction de 2.
a) Calculer effectivement ces valeurs lorsque :

/3 /3

1 =— e 2z =
3 3

b) Discuter, suivant les valeurs de z, ’existence des solutions de I'équation et le
nombre des extrémités des arcs du cercle trigonométrique qui ont pour mesures
ces solutions.

2° 0 étant un nombre réel donné, la relation (1) est alors une équation en z; on
cherche les valeurs réelles ou complexes de z, solutions de cette équation.
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Déterminer les valeurs de 8 pour lesquelles I'équation (1) posséde :

a) une racine double:

b} deux racines réelles et distinctes:

¢} deux racines complexes,

Dans ce dernier cas, calculer le module des racines en fonction de 0 et démontrer
qu’il est compris entre deux nombres indépendants de 6.

3° Dans un plan, on donne un systéme d’axes orthonormé x'Ox, ¥ Oy.

a) Déterminer le transformé E du cercle C de centre O et de rayon 1 dans

1
I’affinité orthogonale d’axe x'x et de rapport 3 Le point M appartenant a C, on
= =
pose p(Ox, OM) = 6, 0 < 0 < 2n. Calculer. en fonction de 0. les coordonnées du
point M’ transformé de M dans cette affinité.

b) On donne la parabole P qui a pour tangente au sommmet yv'y et pour fover le
—— 1 —
point F de Ox tel que OF = g; H étant un point de v'y, on pose OH = z.

Déterminer. en fonction de z. 'éqnation de la tangente T a P, autre que y'y si
s est différent de 0, qui passe par H.

¢) Démontrer que ’équation (1) est une condition nécessaire et suffisante que
doivent vérifier 8 et z pour que le point M’ appartienne a T.

Interpréter géométriquement les résultats des questions 1° et 2° (s réel),

En déduire les points communs et les tangentes communes a F et P.

4.64 1° Démontrer que le polynome :
2T+ 22+ )7 + 3 + M
ot Z est un nombre complexe, est le carré d’un polynome du premier degré,

2%  On considére, sur le corps des complexes, ’éguation (E) en U :
P p q

U2 —2(Z 4+ YU + 222 + 2(6 + i{)Z + 19 + 41 = 0,
ou Z est un paramétrc appartenant lui-méme a I’enscinble des complexex,
a) Déterminer Z pour que cette équation ait une racine double.
b) Déterminer les deux solutions de (E) dans le cas général (on pourra appeler U’
et U” ces deux solutions).
) Déterminer I’ensemble des Z tels que Z soit lui-méme une des solutions de
Péquation (E).
3° Dans un repére orthonormé (O. &. ¥), a tout point dec coordonnées (x, v)
appartenant 3 IR?, on associe le nomnbre complexe x + iy dont il est 'image.
Soit Z ¢t U deux nombres complexes. M 'image de Z et P V'image de U. On dit
que M et P vérifient la relation A et 'on écrit MARP si et seulement st U est une
racine de I’éqnation (E) correspondant a la valeur Z du paramétre.

Démontrer que:

P = ¢'(M)
MRP <= ou
P =9¢"(M),

¥’ ct ¥ étant des transformations ponctuelles planes, respectivement définies par :
U=ZQ014+i)+3+2i et U'=7(1-1i)+5—-2i

que I'on caractérisera en s’aidant du 2°.



1° a) Pour un point M donné. on pose:
P’ = ¢ (M) et P’ = 4" (M).
Quelle est la transformation ponctuelle fixe ¥ permettant d’associer P a P”?
Caractériser ¥ géométriquement.
b) Soit T le milieu de [P'. P"]. On pose I = B(M). Démontrer que G est une
translation,
En déduire une construction simple de I'ensembie :
{PIMRP!. le point M étant douné,
puis de I'ensemble :
'MIM®RP]. le point P étant donné.
¢) Déterminer I'ensemuble des points M tels que M. P’ et P soient alignés. Quel est
alors 'ensemble des points P' et Uensemble des points P72
(Bacealauréar C. Orléans, 1970)
4.65  Soit I'équation délinie par Fr 2pz + 1 = 0. dont les racines 5" et 3" appar-
tiennent au corps € des complexes, On désigne par A. B, P, M et M” les points du
plan complexe ¥'Ox, v'Ov. d"affixes respectives +1, — 1. p. 2" et 57,
I On suppose p réel.
«) Déterminer I'ensemble des points P pour lesquels 27 et 2 ~ont deux racines
réelles distinctes ou confondues.
b) Méme question lorsque 3° et 37 sont denx racines complexes,
2°  On suppose, dans la suite du probléme, que p est un nombre complexe non réel.

a) Démontrer, sans calculer ' et 3", que P est le milieu de [M. M"]. que

1&@7 .”()M '” = ”OA“” = “GE“J et que Ox est bissectrice de Fangle (OM’. OM").
by Caleuler (z' — p)* et (" — p)* en fonetion de p.

En déduire que :

—

[Pa].IPB| = [Par)* = [pw”

2

et que la droite M'M” est bissectrice de I"angle (PA.PB).
3°  Le nombre complexe p est tel que :
p = cos @ + isin Q. 0< o< m.
a) Comparer les modules et les arguments des racines 2" et 2",
Calculer @ ponr que 3° et 27 soient : réelles: imaginaires pures.

b) Calculer le module et "argument des nombres :

Z—p et 3" —p
¢) En supposant: cos @ < 0. démontrer que 3"+ 7 et 7 4+ 1 ont le méme

module, que T'on déterminera. Démontrer ensuite que 3" — { et 3" — i ont le
méme argument, que Pon déterminera.

4.66 On considére 'ensemble E des équations du {4 degré, définies sur €. a
coeflicients réels, de la forme :
f(x) = x* — 202" + b = 0. , M

1° ) Démontrer que I'équation (1) a toujours quatre racines. réelles ou non,
distinctes ou non.
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by Démontrer que. si I'équation (1) a une racine complexe x4, non réelle et non
imaginaire pure, elle admet au-=i pour racine x4 et ~xy. On dit que I'équation est
du type I. Quelle est dans ce cas, dans le plan complexe. la disposition des images
des quatre racines?
¢) Résoudre I'équation (1) si:

a = p2 con20 et b= p4,

p et O étant deux nombres réels tels que :

T
p >0, 0<9<(-)~

Mettre f (x) sous forme de deux polynomes de la variable x a coeflicients réels.

2° A chaque élément e de E, on fait correspondre le point M de coordonnées
(a, b) d’un plan rapporté i un repére orthonormé. Le point M est I'image de e.
Discuter, suivant la position du point M, si I'équation (1) est dn type I précédent,
on si elle a quatre racines imaginaires pures (type II). ou si deux de ses racines et
deux seulement sont imaginaires pures (type III), ou si elle a quatre racines réelles
(type IV). Donner la disposition dans le plan complexe des images des quatre
racines de (1) pour chacun des types IL, III, IV.
3° L’équation (1) étant du tvpe L, trouver 'ensemble des points M :
a) tels que le module d’une racine de (1) soit un nombre fixé p:
b) tels qu'un un argument 'une racine de (1) soit un réel fixé 6.
4° L’équation (1) étant dn type III, trouver 'enzcmble des points M:
a) tels que les cotés du polygone convexe ayant pour sommelt~ lex images des
racine- de (1) aient une longueur fixée /:
b) tels que le rayon de son cercle inserit soit un nombre fixé r.

(Baccalauréat. Groupe 1. 1968)

4.67 1° a) Démontrer que toute éqguation du 1° degré en X, a coeflicients réels.
dont on a rendu le coefficient de X* égal 4 1:

NP+ AXP + BX?P 4+ CX + D=0 M

peut étre ramenée, par un changement d’inconnue de la forme X = & + x, & une
équation de la forme :

b+ e =0 (2)

b) Démontrer que I'équation (2) peut se mettre, d’une infinité de fagons. sous la
forme :

T2 + T = 0, (3)

T et T’ étant deux polynomes du second degré en x. T étant nécessairement de
la forme : -

T = 1% + B.
(On posera T' = ux® + vx + w et 'on calculera u. ¢ et w en fonction de a, b, ¢ et B.)
¢) Démontrer que le polynome T’ peut étre mis sous la forme :

T = u(x + v)°%

pourvu que B soit racine d’une équation du 3¢ degré définie par @(B) = 0 que I'on
formera.



En déduire que, si I'on peut trouver une racine de ’équation @(B) = 0, on peut
résoudre Péquation (1). [On rappelle que l'on peut factoriser. c’est-a-dire
décomposer en un produit de facteurs, I'expression M? + N2 en l'écrivant :

(M +iN)(M —iN).]
Cette méthode a été inventée par le mathématicien bolonais Feryari (1522-1565)
et raméne ainsi la résolution d’une équation du 4° degré a celle d'une équation du
3° degré.
2°  Appliquer ce qui précéde a I’équation définie par:

fx) = x* + 3% 4 6x + 10 = 0. (H

Calculer, dans ce cas particulier, les racines de I'équation définic par @(B) = 0
('une des racines est 1).
En déduire trois factorisations du polynome f(x) en un produit de deux trinomes
a coeflicients réels ou complexes, et la résolution de I"équation (4).
Représenter les images des racines dans le plan complexe. Quelle est leur somme
et quel est leur produit?
3° Résoudre I'équation définie par:

F(X) = X* —4X® + 9X? —4X + 8§ = 0. (5)

Quels sont les modules et les arguments des racines? Quelle est leur somme ct quel
est leur produit?

Factoriser F(X) sur le corps des réels.
(Baccalauréat C, Paris, 1970)

4.68 On considére I'ensenble E des équations du 4° degré. A coefficients réels,
de la forme :

f(x) = x* + 2ax® + bx? + 2ax + 1 = 0. (1)

n
On désigne par i le nombre complexe de module 1 et d’argument 5

1° Aprés avoir divisé f (x) par 2, poser v + — = u et démontrer quc Ja nouvelle
x
inconnue u est racine de '"équation définie par:
w4+ 2qu + b -2 =0. 2)

En déduire que I’équation (1) a toujours quatre racines. réelles ou non. distinctes
ou non.

2" ) Enrevenant & la forme initiale : 2* + 2ax® + bx® + 2ax + 1 = 0,
démontrer que si I'équation (1) a une racine complexe. non réelle, x,, elle a aussi
pour racine le nombre conjugué de x, et le nombre inverse de x,.

b) En déduire qu’alors, si lc module de x; est différent de 1, I'équation (1) a quatre
racines complexes dont on précisera la disposition des images dans le plan complexe.
Une telle équation (1) est dite du type 1.

¢) Déterminer « et b sachant que I’équation (1) admet pour racine le nombre
2 + i. Résoudre dans ce cas I'équation (1) et mettre f(x) sous forme d’un produit
de deux polynomes de la variable x a coefficients réels.

d) Méme question qu’au §c), en supposant maintenant que I'équation (1) admet
pour racine le nombre p (cos 0 + # sin ). p et 0 étant deux réels tels que :

0<p<l, 0 <0 <m
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3° a) Démontrer que si I'équation (1) a nne racine complexe, non réelle, de
module 1, elle a ou bien trois autres racines de module 1 (type IT) ou bien deux
autres racines réelles et inverses (type III).

b) Démontrer que I’¢quation (1) peut avoir quatre racines réelles (type TV).

¢) Représenter, dans le plan complexe, les images des quatre racines de ’équation
(1) pour chacun des types 11, I11 et IV.

4° @) A chaque élément e de E, on associc le point M de coordonnées (a, b) dans
un plan rapporté i un repére orthonormé. M est appelé I'hnage de e. Discuter,
suivant la position de M, le type de I’équation e.

b) L’équation (1) étant du type I, trouver 'ensemble des points M tels qu’une
racine de 'équation e associée ait un module donné p (p < 1).

¢) L’équation (1) étant du type TIT. les iinages dans le plan complexe de ses quatre
racines peuvent-elles étre cocyeliques?

4.69 A) 1° Déterminer les racines cubiques de i et leurs images dans le plan
complexe.
2°  Soit u nn nombre complexe; 1, étant une des racines cubiques de u, comment
peut-on obtenir les deux autres racines uy et uy?
3° Soit deux nombres complexes u el v et leurs racines cubiques respectives.
Comiment les associer pour que le produit ur de deux d’entre elles =oit le méme?
B) On considére, ~nr €, I"équation définie par:

u? + 2u — i =0, (1)
On pose = = u + v. Démontrer que I'équation (1) est satisfaite en prenant u et v

P s . q q

tels que u® et v” soient les racines de I’équation sur €, définie par:

2 - 5
pe — dir — — = 0. 2

Résoudre I'équation (2) et en déduire les racines de I'équation (1).

13 1y®

NOTA. — On calculera d"abord : (1 + A—_) et {1 — —,_) .
V3 V3

4.70 On considére Pexpression (E): (x + jy + j%5)3,
dans laquelle x. v, z sont des nombres complexes et j, j2 lex racines cubiques de
I"unité.
1 Les nombres x, v, = étant fixés, démontrer que, lorsqu’on permute de toutes
les maniéres possibles x, y, z, I'expression (E) nc prend que deux valeurs di~tinctes
A et B. A quelles conditions doivent satisfaire x. v. z pour que I'on ait A = B?

9o 7

2¢  Soit x;. x,. X3 les racines de I'équation (1) :
12 Apa V3 1
2+ px+g=0,
ou p et ¢ sont réels.

a) Donner en fonction de p et 4 les expressions de :

3
A Sy = 3 XK S3 = X %aX3.
i=1
3 3
— 2 — 2.
g, = Y af, 4, = x;, g, =3 xix;.

(i et j appartiennent 2 C = {1, 2, 3}.)



b) En supposant que v, y. s sont les racines de équation (1), former 'équation
admettant A et B pour racines. En déduire les fornules permettant de calculer
les racines de I’équation (1).

3° Résondre, sur €. I'équation définie par:

243 +2=0

4.71 Soit, snr €, I'équation définie par:
0
;4(1 + tg? E) — 4z% cos O + 4iz5in 20 + 8sinZ2 0 = 0,

ou 0 est un réel fixé.

1° Démontrer que cette équation a unc racine de la forme A (1 + i) et une racine
de la forme A(—1 + i), A étant un nombre réel que I’on déterminera.

En déduire les racines de I’équation.

2° Quels sont, dans le plan complexe, lorsque 8 varie. les ensembles respectifs
des images des quatre racines?

4.72 Le plan affine euclidien muni d’un repére orthonormé est identifié a
I’ensemble €.

1° Démontrer que. =i |z = 1. le nombre Z = T est imaginaire pur.

2° Résoudre, sur €, 'équation définie par:

x — 1\" x + 1"
+ . = 2 cos o, meN* ¢ 0 a<m (1)

v+ 1 x—1
3% Soit A, P. Q les points d affixes respectives :
:=1, p=cosa+isina ¢ =cosa — isind.

Quels sont les points M, images des racines m**™* des nombres complexes p et ¢?
Démontrer que les racines de 'équation (1) sont représentées par les points de
rencontre des droites AM avee Paxe Oy du repere.
Discuter le nombre des racines de I’équation (1).

(Arts et Métiers, 1962)

473 A) 1° Représenter. dans le plan complexe, les images des racines de
I’équation définie par:

2 — 1 =0, ze C.

, . 5
2°  Démonirer que les racines du polynome > — 1 dans le corps € des complexes
sont les puissances d’'nn méme nombre €.

En déduire que ces racines forment un seus-groupe du groupe multiplicatif de C*

isomorphe au groupe additif des entiers modulo 5. Z/5Z.

3°  Décomponer le polynome z° — 1 en facteurs irréductibles sur €, puis sur le
corps IR des réels,

B) Soit E le sous-espace vectoriel de € sur Q@ engendré par les racines de I'équation
définie par z° — 1 = 0.

1° Démontrer que, pour tout entier naturel n, € est élément de E.

a0

Démontrer gne {1, £, £, 83} est une base de E.

3° Démontrer que E est un sous-anneau de C.
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*C) Soit P(s) un polynome non nul a une indéterminée sur Q de degré au plus
égal a 3. .

1° Démontrer que les polynomes & coeflicients dans Q, P(z) et 1 + 2+ 22424t
ni ont pas de facteur commun.

2° Démontrer que P(g) est inversible dans E.

3° Démeontrer que E est un sous-corps de C.

4.74  On désigne par € le corps des nombres complexes.
Pour A réel, on définit "application fA, de € vers €. définie par:
2 —> Z=f0h(z)=(1+ i)z — Ai.
1° La fonction fA est-elle bijective ?
2°  Soit M I'image de Z et m celle de = dans le plan complexe. Chaque application
f) définit une transformation ponctuelle plane T, et I'on note M = T, ().
a) Démontrer qu’il existe un élément unique de €. 54, tel que, pour tout A réel.
fh(zy) = 5. Soit my I'image de cet élément.

Z— s

b) Calculer

—_—
et en déduire le produit scalaire mym . mM.

3 — 2,
3° a) Pour m fixé et A variable, déterminer ’enseinble des points M tels que
M =T, (m).
b) Pour M fixé el A variable, déterminer 'ensemble des points m tels que :
M = T, (m).
¢) Soit O. F, F', A et A’ les points de ’axe réel d’abscisses respectives 0, +1. —1,
a, —a, oi a est strictement positif et différent de 1.
Pour & variable. déterminer:
I'ensemble des points Q, tels que @ = T, (0):
I'ensemble des points K, tels que K = T, (A):
Iensemble des points K', tels que K' = T, (A').
4.75 Soit, dans le plan complexe, denx points My et M, d affixes respectives:
3 =x) + vy et 39 = Xy + ivs.
ol Xp. V), &9 el ¥y sont réels.
1°  On suppose les affixes 37 ¢t 3, liées par la relation :
3150 = 1.
a) Quelle relation lie les modules p; et py de z; ef de 5,7
Quelle relation lie les arguments 8, et 0, Lels que :
0, €argz et 0,€argsz,?

b) Démontrer les relations :

AR ’ X1
¢) Déterminer z; et 3, lorsque z; = z,.
2° Les nombres complexes z; et z, étant liés par la relation 2,3y = i, on désigne

par T la transfurmation qui associe au point M, le poind My = T(M)).
a) La transformation T est-elle définie pour tous les points du plan? Est-elle
involutive? Quels sont ses points doubles?
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b) En utilisant les résultats de la question 1° b). déterminer la courbe transformée
par T de la droite D d’équation x = ¥ Préciser la nature et la position de cette

courbe.

¢) En utilisant les résultats de la question 1° «), indiquer une construction du
point My, le point M, étant fixé.
3° On considére I'ensemble I des points M. privé du point O, dont les coordonnées
a et v vérifient la relation: (R) x* — x®v? — ¥ =0,
a) On pose: x = p cosx 0. v=psinh (p>0. 0<0 <2n).
Démontrer que, pour tout M élément de I, distinet de O, on a: p? = 127 0.
En déduire que I" est globalement invariant par T.
b) Ecrire la relation ® sous la forme ¥% = [ (x) et étudier la fonction g définie par
g(x) = /f{x). Représenter graphiquement I'ensemble I'.

(Baccalauréat ., Poitiers, 1970)
4.76  Le plan affine euclidien m est rapporté & un repére orthonormé direct
R = (0. 4, b) et identifié au corps € des nombres complexes.

On désigne par A, B. P, Q les images respectives des nombres complexes —1, +1.
1

+,+ +2 et par m le point d’affixe z. Soit C le cercle de diamétre [A, B].

A tout point m de T — {Q}, on associe le point M d"affixe Z; Z est défini par:

z(2z — 1)

- — 9

7 =

On pose : 2= x + iv, (x.v) e R%
Soit T I'application qui, & m, associe M.

1° Le point m est élément du segment [A, B]. En étudiant sur Uintervalle
[ ~1. +1] la fonction f de la variable réellc x définie par:

2% — Dx
fx) = (%}

déterminer ’ensemble transformé du segment [A. B] par T.

20 "éerire sous la forme :

2% Démontrer que Z peut s

Z=a:+ b+

a. b et ¢ étant réels.

On pose : Z=X+4+1iY, X et Y étant réels.

Calculer X ¢t Y en fonetion de x et v et en déduire I'ensemble des points m tels
que M soit élément de I'axe x'x des réels.

3°  On pose:

. 2z — 1

SR

} ”mP“ T
Démontrer que:  |Z)| = 27— et argZ, = pu{(mQ. Pm).

[y P

[Un argument de Z, el une mesure de angle (m(). Pm).]



182 / APPLICATIONS DES NOMBRES COMPLEXES

4° Démontrer quec, si m est intérienr a C. ¢’est-a-dire si |z < 1, alors |Z] < L.
puisque, si m est extérieur a C. alors M est exiérienr & (.,

5" On suppose que m appartient au demi-cercle ¢’ de diamétre [A, B]. qui
contient image de i. On désigne par 8 I'argnment de z tel que 0 < 8 < 1 el par
@ un argument de 7.

Démontirer que: sm¢@ 2 0.

On suppose: 0 < ¢ < 7. Calculer cos @ en fonction dc cos 8 et en dédaire que ¢

est une fonection croissante de 0.
(Baccalauréat C. Besangon.-1969)

477 Soit z=x + iy et 7Z =X +{Y deux nombres complexes liés par la
relation :

az + b
Z = ——-: (h
s+ d

ou a. b, ¢ et d sont des nombres réels tels que: ad — be # 0.

La relation (1) définit une application de P vers P rapporté a un repére orthonormé
(0.7.7) (7 de support Ox, j de support Oy), faisant correspondre au point m d"affixe
z (c’est-a-dire dont les coordonnées cartésiennes dans’le plan P sont les nombres
réels x et v) le point M d’affixe Z.
1° Cette application conserve la droite x'x (c¢’est-a-dire trausforme tout point
de x'x en un point de x’x). Dire pourquoi.
On considére, ~ur la droite ¥'y, un point quelconque m d’affixe 3 = iy. Calculer
I'affixe Z = X +iY du point M correspondant. Comment faut-il choisir les
nombres réels a, b, ¢ et d pour que la relation (1) conserve non sculement la droite
x'x mais aussi la droite y'y? On trouvera qu’il existe deux application~ répondant
a la question :
( boe)
Z=Ik et Z=—: k réel }-
zZ
2°  On considére celle, T. de~ deux applications précédentes (autre que I'identité)
admettant le point A (+1. 0} pour point double. Démontrer qu’elle est involutive
et qu'elle admet le deuxiéne point double B(—~1. 0). Démontrer que deux points
correspondants quelconques m ¢t M et les points A et B sont situés sur un méme
T
cercle, C, que la droite x'x bissecte Mangle (6;;, O_I\/f) et que le point ot la droite mM
coupe la droite y'y est le pole de x'x par rapport a C.
3° A tout point m du plan P autre que A ou B, I'application T attache la droite D
joignant m a son transformé M.
Réciproquement, toute droite D du plan P provient-elle d'un point m? Préciser
Pensemble des droites D pour lesquelles il en est ainsi. Indiquer une construction
géométrique du couple de points transformés (m, M) situés sur une droite D donnée.
Ensemble des poiuts M lorsque m décrit une droite A passant par O.
Enzemble des milieux du segment [m. M] dans la méme hypothése.

4°  On suppose que m décrit un cercle G, de centre O et de rayon donné r, et 'on

pose :

el
u(Ox. OM) = ¢.
Former, relativement aux demi-droites Ox, Ov, I'équation de la droite D attachée
a m et celle de 'ensemble des points N se projetant orthogonalement sur Ox et
Oy aux points ou ils sont coupés par D.
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4.78 Dans le plan complexe. on considére I'application T qui, & tout point M
d’affixe = non nulle, fait correspondre le point M’, d’affixe z’ définie par:

h2_,_2
3=

2z

ol h est un nombre complexe fixé non nul. On note M’ = T(M).
1° Ertudier I'ensemble des points invariants par l'application T et construire
ces points,
2° M’ étant un point donné du plan, démontrer que ’ensemble des points M tels
que T(M) = M’ contient en général deux points M; et M, d’affixes respectives z,
et z4. Calculer: z; X z,.
Démontrer que I’ensemble des points M’ tels que M; et M, sont confondus contient
deux points A} et A, Quels sont les points A, et A, d’affixes respectives @, ¢t a,,
tels que :

Al =T(A}) et A) =T(A,)?

z — @, , i -
3° On pose: w=—— e u =——

z — ay z — ay
ou a) et @, sont les aflixes respectives de A} et Aj.
Calculer u’ en fonction de u.
4° Etudier I'ensemble des points M’ dans chacun des cas suivants :
a) M décrit la médiatrice du segment [A,, A,];
b) M décrit la droite A} A,;
¢) M décrit un cercle contenant A, et A,.

4.79 Soit € I’ensemble des nombres complexes et ¢ le nombre complexe de

T
module 1 et d’argument —-

On considére I'application de € — {z} vers €, définie par :
iz + 2
fz) = 2=
z—1
Dans le plan P représentant €, le point M a pour affixe z; soit M’ le point d’affixe
f(s). On associe ainsi 4 f une application de P vers P, notée F, telle que:

M’ = F(M).

Elle est définie sauf lorsque M est le point I d"affixe i.

On repérera un point, soit par son affixe, soit par
orthonormé du plan.

, N
s coordonnées dans le repére

1° @) Déterminer les points invariants, A et B, de la transformation F.
b) Démontrer que f est involutive, c’est-a-dire que :

M = F(M).
¢) Démontrer que, si = = iy, avec y appartenant 4 R — {1}, f(z) s'exprime par
f(z) = Y, o Y est réel.
Démontrer que, si 2 = x + i, avec x appartenant & R — {0}. 1 (3) s’exprime par

f(z) = X + i, ou X est réel.
En déduire qu’il existe deux droites dont chacune est globalement invariante (on
excepte toujours le point I) dans I'application F.
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2° @) Démontrer que, pour tout z différent de 7 :

f(z) —il.]2 —i| = 1.

(La notation |z| signific « module de z».)
Quel est le transformé par F d'nn cercle de centre I et de rayon R?

b) Démontrer que le transformé par F d’un point dont 1'affixe est réelle appartient
] q P P PP
] 1

31
au cercle ayant pour centre le point @ d’affixe — et pour rayon -+
y p p 5 ol yony

3°  On considére 'application g de € vers €. définie par:

g(zx) == — 1L
Soit G la transformation ponctuelle associée. Démontrer que g est bijective.
On désigne par g~ ' 'application réciproque de g. Déterminer g~ '.
Déterminer 'application h telle que I'application f définie au débnt du probléme
s’écrive :

f=g 'ohog

(Baccalauréat. Partiel)

4.80 Une application notée F fait correspondre, a tout point m d'aflixe z du
plan, le point M d affixe Z. tel que:

Z -1 z-1 ( : sin )

—— = ———(cos & + isina

Z+1 341 ’
o étant un réel fixé.
1° Préciser I'application T poura = 0 et o = 7.
2°  On considére I'application obtenue en composant deux applications T, corres-
pondant a deux valeurs &' et a” de o. Démontrer que I'on a:

Ta' o Tu” = Trx" o Tu' = Ta'+a”'

8
3° On suppose 2 = 3 Calculer les coordonnées (X.Y) de M, en fonction des

coordonnées (x,y) de m. et inversement. Déterminer Pensemble des points M
lorsque :

a) m décrit le cercle de centre O et de rayon 1;

b) m décrit un cercle fixe contenant les points de 2’ Ox d’abscisses —1 et +1:

¢) m décrit un cercle fixe contenant les points de v'Oy d’abscisses —1 et +1.

4.81 On désigne par A et B lex points de Paxe x'Ox d’abscisses respectives +1 et
—1, par M l"image du nombre complexe Z, par m 'image du nombre complexe z,
1 & r p g p

et 'on <uppore que:

1 1
Z—-E ~+;'

1° Démontrer que la droite Mm est une bissectrice de "angle (MA. MB). et que
Von a:

Mm® = MA.MB.

2° Soit Z =N +4+1iY et z =r(cosO + isinB) (r > 0). Calculer X et Y, en
fonction de r et 8, En déduire I'en~emble des points M lorsque m décrit un cercle
de centre O, et lorsque m décrit une droite contenant O.



3° Démontrer que l'on a:

Z -1 z — 1\?
Z+1 \sz+ 1) ’
et en déduire les relations :

N T
(MA, MB) = 2(mA, mB),

MA mA>2
MB  \mB,

Ensemble des points M lorsque m décrit un cercle contenant A et B.

4.82 Soit A et B deux points d’abscisses +1 et —1 sur Ox. Soit m(z) et M(Z)

tels que :

Szl T

1° Démontrer que Om est. en direction, la bissectrice de I'angle (MA, BM) et que :
Om®> = MA.MB.

(Eerire : 2 = (1 — Z)(1 + 7))

OM joue le méme réle pour le triangle (A, m, B}.

2°  On sait :

=iz et Z' =1iZ, u=z+1Z

v =3 —iZ. u =7 + i=. v' =7 — iz

Calculer :

Soit m', M". C,'D, C’, D' les images respectives de z’. Z'. u, v, u’, v’
Démontrer que OC et OD’ sont perpendiculaires ainsi que OD et OC'.
3% Démontrer que :

MA + MB = mA + mB = OC + OD.

4.83 Dans 'ensemble €, on considére la fonction f qui, au nombre z, associe le
nombre Z tel que:

[

f(z) = Z =

2 -1
1° Quel est le domaine de déhinition de f? Sur ce domaine, la fonction f cst-elle
une bijection ?

2° Seoit @ la fonction qui, au nombre complexe z, fait correspondre le nombre

7 = U et soit @, la fonction définie par:

2 7=z

Démontrer que @ est une involution et que f est la transmuée de @, par @ :
f=¢o¢,00.

(Calculer @, 0 @.)
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4.84 Dans le plan rapporté & un repére orthonormé (O, L,;), on considére le
point M de coordonnées (x.y), image du nombre complexc z = x + iy. On dit
aussi que z est I'affixe de M.
® étant un nombre réel donné, soit le produit: 2’ = (z + 1 + i)(0z — i).
On désigne par M’ I'image de z'.
1° Ondonnea = 0. Démontrer que M’ est le transformé de M dans une application
que ’on précisera.
2° On donne maintenant & différent de 0.
@) Déterminer les points M tels que z' = 0.
b) Mettre ', dans le cas général, sous la forme A + iB, A et B étant réels.
3° On se borne désormais au cas @ = 1;: M’ est le transformé de M dans une
application T.
a) Quelle est I’équation de I’ensemble H‘1 des points M tels que z' soit imaginaire
pur?
Démontrer que H, est une hyperbole dont on déterminera le centre de symétrie
et les asymptotes, et que I’on construira.
b) Quelle est 'équation de 'ensemble H, des points M tels que 5’ soit réel ?
Mettre I’équation trouvée sous la forme y = f(x) et construire H,.
Démontrer que les points d’intersection de H, et de H, sont connus a priori.
¢) Quelle équation vérifient les affixes des points invariants dans T? Déterminer
ces affixes sous forme trigonométrique.

(Baccalauréar D, Paris, 1969)

4.85 Soit z un nombre complexe d’image m dans le plan complexe. A z, la
relation :

ZP — 2724+ 2:2 -1 =0 )]
fait correspondre deux nombres complexes Z, et Z,. racines de cette équation en
Z. On désigne par M, et M, les images respectives de Z; et Z, et par A et A’ les
points d’affixes 1 et —1.
1° Démontrer que :

a) m est le milieu du segment [M, M,];
b) [md, P = fmMo)” = fm&Y. a7
¢) la droite définie par M, et M, est perpendiculaire 4 la bissectrice de 'angle

T -
(mA, mAY(Z, # Zyetz #1etz# —1).

2°  Etablir les relations :
IMCALLIM A = IMGA]L M,AT] = o). IM, 3]
/\ /\

3° Démontrer que les bissectrices des angles (M, A, M,A") et (M;A, M,A") sont

P
perpendiculaires et comparer ces bissectrices a celles de 1angle (M, M,, Om).
4° L’équation (1) fait aussi correspondre a tout nombre complexe Z, d’image M,
deux nombres complexes z, et z, d’images respectives m; et mg,. racines de
I'équation (1) en z.
a) Comment sont disposés les points O, M, m; et m,?

=T =7 T~
b) Comparer les bissectrices des angles (Mm,, Mm,) et (MA. MA").
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5° Déterminer I'ensemble des points M, et M, lorsque :

a) m appartient i I’axe des réels (z est un réel).
b) m appartient a ’axe des imaginaires purs (z est imaginaire pur).
¢) m décrit une ellipse E de foyers A et A'.

4.86 Par rapport a un repére orthonormé ® = (O, U, ¥), une conique E a pour
équation :
1222 + 16y + 12ax — 90* = 0,
olt @ désigne un nombre réel fixé, strictement positif.
1° Calculer les coordonnées de son centire, de ses foyers, de ses sommets. Eerire
les équations de ses directrices D et D' (on désignera par D celle qui rencontre I'axe
focal en un point d’abscisse positive). Calculer son excentricité e.
Soit M un point quelconque de E. Calculer, en fonction de « ¢t de I’abscisse x de
M I'expression rationnelle de ”W" On pose "O‘lﬁ" = p et soit O une mesure de
=T

I’angle (&, OM). Calculer p en fonction de a et de 0.
2° A chaque point M de E, de coordennées (x. y). on associc lc nombre complexe
z = x + ty. affixe de M.
Eerive I'expression trigonométrique de z (on désignera par 0 un argument et I'on
exprimera le module de z en fonction de a et de 0).

Soit 5’ et 2 les affixes des deux points M’ et M” de E, d’arguments respectifs o et
o+ T
a) Ecrire sous forme trigonoméfrique le nombre complexe z° — 2” et en déduire
la longueur du segment [M’, M"].
b) On considére, dans le plan, le point P dont 'affixe Z est définic par la relation :

1 1

NI te
w
v

Ecrire I’expression trigonométrique de Z. En déduire Vensemble des points P
quand a varie. Que peut-on dire de la figure formée par les points O, P’, M', M" ¥

4.87 Par rapport a un repére orthonormé R = (O, #, ) une conique Y a pour
équation :

155% — 10v% — 30ax + 9a? = 0,
ol a désigne un nombre réel fixé strictement positif.
1° Quelle est la nature de la conique ¥? Calculer les coordonnées de son centre,
de ses sommets. Déterminer, s’il y a lieu, les équations des asymptotes. Caleuler
son excentricité e.
Soit M un point quelconque de y. de coordonnées (x, y). Calculer, en fonction de
a et de x, 'expression rationnelle de "OMI (on distinguera deux cas).

. gl
On pose "OM" = p et s0it 0 une mesure de I'angle (Ox, OM). Calculer p en fonction

de a et de 0.
2° Soit & un nombre réel et D, la droite contenant O et le point d’affixe
u, = cos o + i sin d. Lorsque D, n’est pas paralléle a4 une asymptote de ¥, on note

M’ et M” les points d’intersection de D, et de y et 7" et 5" les affixes de ces points.
a) Calculer 2’ et 2" en fonction de a.
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b) On considére le point P, d’affixe Z définic par:
2 1 I
+ —.

i:? Y

Donner 'expression trigonométrique de Z. Quel est 'ensemble des point P quand
o varie? Que peut-on dire de la figure formée par les points O. P, M’ ct M" ?

4.88 On donne deux nombres complexes non nuls @ et s et 'on considére la suite
Y des nombres complexes 39,2, 59, ..., 5, .... définie par 3, =0 et par la
relation de récurrence :

Z,4+1 = $3, + «¢. pour tout n entier naturel. N

a) Calculer zj, 54, 33,2, en fonction de a et de s. Exprimer simplement z, en

fonction de a. de s et de n, lorsque: s # 1. Que peut-on dire de X lor~que
s = —1? Donner la valeur de s, lorsque s = 1.

b) Deux éléments distincts de X peuvent-ils étre égaux? Démontrer alors que X
est périodique.

¢) Vérifier que deux terines consécutifs de T ne sont jamais égaux et démontrer
qlle H

gﬂz——1=s+1, ne N
Zp+1 T 3
d) Inversement, soit une suite donnée vérifiant les trois conditions suivantes :
deux termes consécutifs ne sont jamais égaux;
la relation (2) cst satisfaite;
les deux premiers termes sont et a.

Démontrer qu'une telle suite est confondue avee Z.

(Baccalauréat C. Paris, 1971. Partiel)

4.89 On désigne :

a) par Z I'ensemble des entiers relatifs et par € celui des nombres complexes:

b) par p et p* lex racines dans €, supposées non rationnelles (p & @), de I'équation :

& —prtg=0 (h
oll p et g sont deux éléments donnés de Z;

¢) par Q le sous-ensemble de € formé par les nombres ® = x + py obtenus
lorsque x et ¥ sont des entiers relatifs [(x, y) € Z%).

A) 1° ) Démontrer Véquivalence :
x€Z, yelk x+pyr=0 = x=y=0.

b) Démontrer que la somme et le produit sur € de deux éléments de Q sont des
éléments de Q et que les opérations internes ainsi définies donnent & Q une
structure d’anneau commutatif. (Les démonstrations seront aussi succinctes que
possibles.)

2° Pour tout élément ® = x + pv, on pose:
o* = x + pry.

Démontrer que o* est élément de Q.
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3° Pour tout élément ® de Q. on définit :
N(w) = ow* = [(x. v).
¢) Démontrer que f(x. y) = 2+ pxy + ¢y
Constater que N (@) est un entier relatif.
) Démontrer que. pour tout conple (;. @) d’éléments de Q. on a:
(0,09)* = OTOF.
En déduire que:  N{0,05) = N(0,)N (®y).
¢) Démontrer que: N(@) = 0 <= o = 0.
4°  Soit @ un élément de Q. Démontrer que le nombre complexe ©” 1 est élément
de Q si et sculement si N(®) est égalal ona —1.
Démontrer que. muni de la loi de multiplication de €. le sons-ensemble Q' des
éléments ® de Q tels que N(®) = 1 est un groupe commutatif.
B) Soit a, b, ¢ et d des entiers relatifs, Soit Papplication T de Z2 vers Z? déhimie
par T(x. v) = (X. Y). avee X =ar +byet Y =cx + dv.
On se propose de rechercher a. b, ¢ et d de fagon que Papplication T correspondante
vérifie la condition :
Y(x.3) ona N(X + pY) = N(x + py). (2)
a) Calenler N(X 4 pY) en fonction de x, y, @, b, e. d, p et ¢.
On considére les nombres o, a*, B et B* définis par:
o =a+ pe, B=25b+ pd
a* =a + pFe et P* = b + p*d
Démontrer que: N(X + pX) = ao*x? + (a*B + afF) v 4+ PP
b) Tronver entre o, B, a*, B*, p el g un ensemble de relation- néces~aire et suflisant
pour que la condition (2) soit réalisée.
Vérifier qu’alors a*B et aff* sont les ~olutions de I"équation (1).
¢) Dans le cas ot la condition (2) est vérifiée et o af* = p, calculer b et d en

fouction de a. ¢, p et g =vus forme de polynomes du premier degré par rapport
chacune des variables qu'ils contiennent.

Quelle est la valeur de f(b. d)?

4.90 On définit, sur le corps € des nombres complexes, une loi de composition
interne notée «*» en posant :

z* ;’ = Z .E’.
1° Démontrer que:
|s * 5"l = {z.2"].

2° La loi # est-elle commutative? Est-elle associative? Admet-elle un élément
neutre ? Est-clle distributive par rapport a addition de deux nombres complexes?

3 Le nombres = a + ib étant finé. déterminer z° = x + iy (x et y réels) tel que :
zx:z = 1. -

Démontrer que z' peut s’exprimer en fonction de = et 1l A-t-on alors 2"z = 17

1°  Déterminer le nombre complexe 2 = & + iv tel que:

(z*%z)y*xz = (.
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4.91 Soit deux nombres complexes :
3, =x, + iy, et 33 = xy + ivy.
On convient de dire que 3; précede z,. et Pon note z; > 3, si:
X, <x3 ousi x; =xp et ¥ <3y
1° Démontrer que :
(21 > 32 et 39 >23) = (21 > 33)-
2° La relation z; > z, entrainc-t-elle:
@) pour tout nombre complexe u:
zp + u >z +u?
b) pour tout réel a:
zia > za0?
3° Si:z; >3y et 0>k (ke ), at-on:
kzy > kzp?

4.92 On désigne par € le corps des nombres complexes. On considére la fonction

h de € vers € définie par:

s —> h(s) = Z. Z:g__i\_/é);__*_l.
s — (1 +i2)

1° Préciser sur quel ensemble la fonction h est une bijection.
2° On munit h de la loi de composition des applications, notée «o». Caleculer
h? = hoh, puis h? o h? = h*. Démontrer que l'ensemble 36 = {h, hZ, ke, h"‘}
muni de la loi précédente est un groupe.
3° Démontrer qu’il existe deux éléments « et b de C, que I’on déterminera. tels
que :

h(a) = a et h(b) = b.

4° Démontrer que h® peut se définir trés simplement en utilisant la fraction

z+ 1 7 ~a
- Former

rationnelle et démontrer que I’on retrouve le résultat de la
q X

2i¢me qyestion.

5° On considére, dans le plan complexe, un cercle " contenant les points d’affixes
a et b et ne contenant pas le point d’affixe 1 + i\//E. Quelle est 'image de I' par

’application définie par h?

4.93 Dans le plan complexe, on désigne par m, M, M,, les points d’affixes
respectives z, Z, Z, et par A et A’ les points d’affixes 1 et —1.

1° La relation ZZ, = 1 définit une application qui, au point M d’affixe Z, associe
le point M, d’affixe Z,.

La relation (z — 1) (Z, — 1) définit une application qui. au point m d’aflixe z,
associe le point M; d’affixe Z,.

Etudier ces deux applications.

L’élimination de Z, entre les deux relations précédentes conduit a exprimer Z en

fonction de z:

Z = {(2).
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2° On appelle 7 le demi-plan défini par les points de coordonnées x et y, telles que :
(v.¥) R x R*.

La transformation définte par Z = f(z) posséde deux points invariants d’affixes

respectives o et f§, le point d’affixe & étant un élément de .

Démontrer la relation :

Z-p z-
Z—d—l:ﬁ

-

=

En déduire que. si m est un point de 7. son transformé M est aussi un poiut de 7.
3° A tout nombre réel k strictement positif, on associc C,, ensemble des points
M dont 'afhxe vérifie |f(z)| = k.

Déterminer une équation cartésienne de C;.

4.94 On désigne par T, ’application qui, 4 tout point m d’aflixe z, fait correspondre
le point M d’affixe Z telle que :
z(cosd + sin®) — 2 sina

7 = - - > o réel.
zsin® + (cos o — sin o)

1° Démontrer que 'application T, admet une application inverse, que I'on
caractérisera par une relation analogue a celle qui caractérise T,.
2° Démontrer que Iapplication T, admet en général denx points doubles P
et Q, dont on calculera les affixes p et ¢ (on désignera par P celui des deux points
¢ui a une ordonnée positive}.
3° Démontrer que la relation qui caractérise T, peut étre écrite sous la forine :

Z — z -

_,_P = A %Ep.

Z-—q z—q
dans laquelle A ¢st un nombre complexce indépendant de z. Calculer A en fonction
de . En déduire :

MP mP

et —:
MQ mQ
b) une relation entre les angles (MP, MQ) et (mP, mQ).

4° Déterminer la courbe transformée par T, de la droite PQ.

a) une relation entre les rapports de longueurs

Préciser les cas particuliers. Déduire de cette étude une construction géométrique
simple de M a partir de m.
5° Plus généralement, on considére deux points quelconques m, et m,. d’affixes
respectives z, et zy; on désigne par M, et M,, d'affixes respectives Z, et Zs. leurs
transformés respectifs par T,.
Calculer le complexe 11 tel que :

Z-17, z-z

Z-17, “:-—:2.

En déduire la courbe transformée par T, d’une droite ou d’un cercle qucleonque.

6" A chaque valeur du paramétre & est associée une application T,. Etudier la
structure conférée a I’ensemble de toutes ces applications T, par la composition des
applications.
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4.95 On désigne par T, ’application qui. a tout point m d"affixe 5. fait correspondre
le point M d’aflixe Z telle que :

(1 — )z + 21 — i)
z—a— 3

7 =

(1)

(Le paramétre @ est un eomplexe. dont on désignera 'image par A.)

1° Démontrer que Iapplicatian T, admet une transformation inverse T, ' que I'on
caractérisera par unc relation analogne a (1); déterminer la valeur o, quil con-
vient d’attribuer a & pour que T, ! = T,.
2° Démontrer que 'application T, admet deux points doubles P et Q, dont on
calenlera les affixes respectives p ct ¢ (on lex choisira tels gue {g] > |pl). Démontrer
yue la relation (1) est équivalente i la relation :
7 — :—p .
L7TP_,cT P (2)
Z—gq s — 4

dans laquelle & est un complexe indépendant de z. Caleuler A en fonetion de o.

3° Déterminer I'ensemble T. des points A, de telle sorle que A soit réel; distinguer
sur cet ensemble les régions qui correspondent a A positif et A négatif. Déterniiner
de méme I'ensemble I des points A. de telle sorte que le module dek soit égal 4 1:
indiquer comment varie "argument de A qnand A déerit L. (On désignera par P’
et Q’ les points d’aflixes respectives p’ = p — 3iet ¢’ = q — 3i.)

4°  Dans cetie partie. on suppose A réel. Interpréter géométriquement la relation
(2) et en déduoire ume construction géométrigne simple de M i partir de m.
Déterminer ’ensemble des points M quand. m restant fixe. le point A déerit L.
Effectuer Ja construction de M & partir de m, quand @ a la valeur a,.

5° Dans cette partie, on suppose que le module de L est fgal & 1. Interpréter

géométriquement la relation (2) et en dédnire une construction géométrique
simple de M & partir de m. Déterminer I'ensemble des points M quand. m restant
fixe, le point A déerit L. Effectuer la construction de M & partir de m. quand
o= —2i

6° Dans le cas général ot o, donc aussi L. est queleongue. indiquer une cons-
truction géométrique de M a partir de m. Effectuer cetre construction quand
o=2-1

4.96 Soit nn anneau commutatit unitaire (A, +..), ou U'élément neutre de I'addi-

tion est noté 0, ou 'élément neutre de la multiplication est noté e. Soit % un élément
de A.

A. 1° Soit o le produit cartésien A x A. On munit cet ensemble d’une addition
et d'une multiplication définies par :

(a, ) + (e. )y = (a + ¢, b + d).

(a.b) (c. d) = (ac + abd. ad + be).
Démontrer que (Jbo, 4. .) est un annean commutatif unitaire.
2°  Soit Jo, le produit A x {0}. Démontrer que I'on peut v définir. par restriction
des lois de Jo, une structure d’anneau.
Sil'on note:

f=[a > (a.0)]

f ¢st un isomorphisme de A sur Jo.. On identifiera désormais A et Jo..



3% Soit @ = (0. #).
Démontrer Pégalité
®? = (a, 0).
4% On suppose désormais que A est un anneau intégre et que I'égalité (2x = ).
implique la nullité de x.
Résoudre I'équation définie par:
(. v) (v ) = (a0, 0).
En déduire que tout élément s de Qo peut ~"éerire sous la forme :
s=a+ob (€A, be A, o =aq).

B.  Ouncuppose. dans cette question. que o est nul et que A est le corps des nombres
réels: Jo est alors I'ensemble des nombres duaux.

1° Démontrer que Jb n'est pas intégre.

2% Déterminer les éléments de Jbo qui admettent un inverse pour la multiplication.

3% Etudier 'unicité de la décomposition :

=« +eb. e =(0.1).
1° Etudier Iexistence de racines carrées du nombre dual :
= a + ¢h.
57  Résoudre I'équation du second degré définie sur Jo par:
Fhpstqg=0 (peh. ¢ d)
C. 011 suppose que A est intégre. qu'il n'existe aucun éément B dans A tel que
o = B et que Pégalité (2xv = 0) implique la nullité de x.
1°  Etudier I'unicité de la décomposition :
s=a+ o («eA beA o=oq).
2°  On notera désormais :
z=a —~ mb
Démontrer que application :
(= — 3]
satisfait anx égalités :
[z 4+ ) =1()+ 0(Z), f(z3) =1(3) ().
Quelle ext la nature de £?
37 On pose (p(-:) = ::I.
Démontrer les égalités
Q=) = a® — ab?;
) = @) Q).

4> Démontrer que 'élément z admet un inverse dans Jb «i et seulement s @(z)
admet un inverse dans A. En déduire que Jb est un corps =i A est un corps.
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D. On suppose que A est un corps, qu’il n’existe aucun élément f§ dans A tel que
— R2 R Y PRI "
o = P* et que I'égalité (2x = 0) implique la nullité de x.

On considére I'ensemble Ab(a) des matrices carrées d’ordre deux a éléments dans A

de la forie :
a ob
M({a. b) = .
b a

1° Définir sur M(a) une addition et une multiplication, inspirées de celles des
matrices réelles. qui lui donne une structure d’anneau commutatif.

2°  Démonrer que db(6) est un corps.
3° Retrouver ce résultat en considérant 'application :

a=1[a+ b —> M(e b)].

4° Résoudre ’équation définie sur fo par: s — o = 0.

o

5°  Application. On prend A = Z/3Z. Démontrer que 'on peut prendre 2 = 2.
Combien Jbo posséde-t-il d'éléments? Construire les tables de ce corps.

6° Examiner le cas o A est I'un des corps @ ou R (nombres rationnels ou réels) et
oudg = —1.
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