QLLEg

"‘” MATHEMATIQUES : 29 EXERCICES TYPES Responsable : M. DJAHA
0709521305 / 0506448812
‘y . Ay LIMITES ET CONTINUITE ET ETUDES DE FONCTIONS : ASPECT GRAPHIQUE, VALEUR APPROCHEE ETC. | ANNEE SCOLAIRE : 2022-2023
Om @ NIVEAUX :Tles :B-Gz-D-A-F
Continuité
) Exercice 3
Exercice 1 . |
On considere la fonction fdéfinie sur [ 3 ; + o= [ par: Seit f1a fonction définic sur]— o0 ; 1 [w]1;+ oo [ par: flx) = 2—t2% 10+ 11
fix)= E(x)pourx e [3:4] 2(x - 1)2
f(r)=rlr+4 ourx e [4:+ee| E=T O
: & pour ; On appelle C la courbe représentative de £ dans un repére orthonormé (0, i, j ).
a. Tracer la représentation graphique de cette fonction dans un repére orthonormal du 1. Montrer que fpeut s’écrire sous la forme : flx) =x + 3 + —> 3
2(x-1)

plan.
b.Cette fonction est-elle continue sur [3 ; + = [? Pourquoi ?

Exercice 2
La fonction donnée ci dessous représente une fonction définie sur [0 :4].
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1. a. Donner le tableau de variation de f.
b. La fonction f est-clle continue sur [0 ;4] ?

2.a. Sur I'intervalle [2 : 4], pour résoudre I’équation f(x)= i’ , quel théoréme peut-

on appliquer et pourquoi ?
b. En appliquant ce théoréme a I'intervalle [2; 4]. montrer que 1'équation

3 . .
f{x)== admet une unique solution &

¢. Donner une valeur approchée de .

2. a. Calculer la limite de faux bornes de son intervalle de définition

b. Déterminer les asymptotes a la courbe

¢. Ewdier la position relative de la courbe C et de la droite A d*équation : y=x+ 3
3. On admet que le tableau de variations de fest le suivant :

x e 1 7 o

| A TR, T

a.  Montrer que 1’équation f{x) = 0 admet une unique solution o dans 'intervalle | -4 ;-1 [.
b. Donner une valeur approchées de o d 107 prés par défaut.
¢. Combien I'équation fix) = 10 admet-¢lle de solutions dans |'intervalle | 1 ; + oo [ 7 Justifier.

4. Quels sont les points d'intersection de C avec I'axe des ordonnées 7 ’axe des abscisses ?

— —
5. Tracer dans le repére (O, i, j ) les asymptotes, la courbe C, ¢t et les points d’intersection avec les axes

Exercice 4
fx)=x'-x-4 six<|
/ est la fonction définie sur R par : ok o
fx)= T six> 1

On note % la courbe représentative de f.

1) Montrer que / est continue en 1.

2) f est-elle dérivable en 1 ? Justifier

3) La droite d’équation x = 0 est-elle asymptote a ¢ ? Justifier
4) La droite d’équation y = | est-elle asymptote a € ? Justifier.



Dérivabilité
Exercice 5

Etudier les variations de chacune des fonctions suivantes aprés avoir précisé les
ensembles de définition et de dérivabilité.

a. f(x)=(x—l)2(x+l)3 - f(x)=i§—t-l-li—

b. {x)=— ey
(4-5x) d. f(x)=v2x2 —3x 41

e f(x)=(x‘—x2+l)A h. f(x)=xm

£ £x)= 3‘ lz ) i. f(x)= l
* -I‘ Vx2+1
(‘)= 3x-1 xz—l
BB \ax=a ji £x)=4/=
x +1

Exercice b
Soit la fonction / définie sur ] = oo, 1] par: f(x)=2xVI-x
1) Déterminer la limite de f en —co

2) Sur quelle intervalle la fonction [ est-elle dérivable ? Pourquoi ? Déterminer alors la
dérivée de la fonction f sur cet intervalle.

3) Dresser le tableau de variation de la fonction f. On donnera la valeur exacte de 1'ex-
tremum de la fonction f.

Exercice 7

Calculer les dérivées des fonctions suivantes et les éerire sous forme simplifiée

hiz) = '(I—,i—m: =R filz) = —35-‘/—,-—-_’_—52 2=R

fg(l’)‘—‘ (2.‘1‘3-4-21:2)5; Z=R fs(I)= %+l Z=R,
3t +5\*

filz) = (.l:+2) i Z2=R\{-2}.

Etude de fonctions - Probléme de synthése
Exercice 8
1) Soit le polynome P défini sur R par: P(x) = x —x* +3x+ 1
a) Calculer les limites en +co et —co du polynome P
b) Déterminer les variations de P sur R.

¢) Démontrer que I'équation P(x) = 0 admet unc unique solution @ sur R et que
a€[-1,0].

d) Donner un encadrement de @ 4 10~*
¢) Déterminer le signe de P(x) suivant les valeurs de x

2) Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = x—

2
¥+l
On admet que : xl_ignﬂf(x):wo et ‘Ele“f(x)=-oo

a) Déterminer la dérivée de f et montrer que : f'(x) = (x+ 1)P(x)

(x* + 1)
b) A l'aide de la question l¢) déterminer le signe de f7(x) et dresser le tableau de
variation de la fonction f
Exercice 9
Soit f définie sur R par

flz)=2*-32*-5
1. Etudier les limites de f en +00 et —oc et dresser son tableau de variations,
2. Soit (E) I'équation
-3 =5
Montrer que (E) admet une solution a unique sur R et déterminer une valaur approchée
par défaut de a 4 1073
3. Montrer (en utilisant la définition de a) que

5
2:—
% a3



Exercice 10

. fini I ] Exercice 14
Soit f définie sur [ = [-3; +oc| par 1. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer sa fonction dérivee :
flz) = vtz + 3) a. fest définie sur B par fix)= |{_1c3 - 2‘]I

b. g est definie sur [() ; +eo| par g(x) ='\||3_t +1
1. a) Etudier la dérivabilité de f en =3 ef interpréter graphiquement le résultat. o
c. hest défimie sur [0 ; +es| par hix) =

b) Etudier la dérivabilité de f en 0, et interpréter graphiquement le résultat. Sx+3
2. Déterminer lim f. 2. Déterminer les dérvées de chacune des fonctions suivantes :
PR

e Yx© - ; tes
3. Etudier les variations de f sur I et dresser son tablean de variations. Ll Igu:[Z, [

| .
4, Représenter sommairement la courbe représentative ¥ de f dans un repére orthonormal b. h:x (; - 2’*’) sur B
(0:7,7)- 3. Pour chacunc des fonctions swivantes, déterminer son ensemble de défimtion ot
I"ensemble sur lequel elle est dérivable.
Détermuner alors la dérivee de chacune d'elles.

Exercice 11 ol
5 a. LX) = — — _
Soit fla fonction définie par ©  f(x)= x” - »* fx) x b. glx)=(2r +3py3x -3
1. Déterminer l'ensemble de définition Dy de f. c. hix)= aET d. kixy= —I]
2, Démontrer que fest continue sur Dy, - hix) r-x-6 klx) (5x* - 3)
3. Etudier la dérivabilité de fen 0. Donner une interprétation Braphiqur_- du résultat. e mix)= {ij + 3x - 1}" fonx)=4/x" +x +1

4. On pusc:g{x}=2r‘1 +x=2.
a. Etudier les vanations de g.

Exercice 12 b. Démontrer que 1'équation g(x) = 0 admet dans F une solution unique .

flx)= x4 ¢. Déterminer une valeur approchée de @ 107 prés.

On donne [ la fonction définie par : I :
-4 . ier le signe de gix) selon les valeurs de x.
x|-2 d. Etudier | de g(x) selon les valeurs d

1. Déterminer I'ensemble de définition D de f.
2. Ecrire [ sans valeur absolue X
3. Démontrer que fest continue sur D, Exercice 15
4, Représenter la courbe représentative de f

o et ' PARTIE A

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 43¢ +2

Exercice 13
On considére la fonction suivante définie D= ]2 : 1 [
flx)= Elx)sin(x) E désignant la fonction partie entidre

a) Déerminer les limites de g en +wo et en -o0.

b) Calculer g'(x) ; émudier son signe. sy gl

tudi continui ¢) Donner le tableau de variation de g. Calculer g{- 4) et gl-3). _

Hadierta continui defrur d) Montrer que 1*équation g(x) = 0 admet unc seule solution o, comprise entre - 4 et 3.

¢) En déduire le signe de glx) suivant les valeurs de x.




PARTIE B -
fest la fonction définie sur R\{-1} par fx) = . '1 l_x T
On note C la courbe représentative de fdans un repére orthonormé.

a) Détcrminer la limite de fen +o0 et en -oo

b) Déterminer lim_ fx) o Iimijl[;c} {on pourra reconnaltre I'identité remarquable :
x—p sl =

x>-1 x<-1 I1+1:+1=|:x+lﬂ'

Dionner un imterprétation graphique du résultat.

€) Caleuler f'(x) et montrer que f(x) = (x 4--‘:1]':I ’

d) Etudier le signe de f'(x) sur R\{-1}.
€) En déduire le sens de variation de £, .
f) Montrer que pour tout x € R\{-1}, fx)=x-2+ i+l

En déduire que la droite d'éguation y=x—2 estasymplote 4 Cen o,

Exercice 16

On considére la fonction f définie et dérivable sur I'intervalle [-2 ; 11, & on donne
sa courbe représentative ¥y dansun repéreul:‘l;l:wguual{ﬂ. 1, j ].ﬁgumci-dmsuus_

I ¢

On sait que la courbe 6 passe par les points A(—2 ; 0,5), B(0; 2), C(2;4,5), D(4,5: 2,
E{7.5; 0) et F(11; —0,75).

Les tangentes & la courbe % aux points A, B, C, D et F sont représentées sur la figure.
On utilisera les Informations de I'énoncé et celles lues sur la figure pour répondre
AlX questions,

Pour chacune des questions, une seule des réponses A, B ou C est exacte. Indiguer sur
la copie le numéro de la question et la lettre correspondant a la réponse choisie. Au-
riene fustificarion west demandde. Une réponse exacte rapporie 1 pofnt. Une réponse
inexacte enléve 0,25 point, Labsence de réponse re rapporte aucun point ef m'en en-
teve aucure. 5i be total des points est négatif la note est ramendée & O,
L f'(0) est égal &:
1

A:E B:2 C:4

2. f'(x) est strictement positif sur Iintervalle :
Az]o; 11 B:[0; 7.5 C:]1-2:2(
3. Une équation de la tangente & la courbe % au point D est ;

Ary=-x+65 B:y=x-6,5 C:y=-2r+l1l

Exercice 17
On considére la fonction h définie par : h(x) = 2’ — 3x* — 12x.
1. Diresser le tableau de vanation de .

2. Pour k réel donné, étudier le nombre de solutions dans B de 1"équation

hix) = k.
3. Démontrer que 1"équation fix) = & a une solution umigue @. Donner un encadrement de
a i 10~ prés.
Exercice 18

Soit f la fonction définie sur [-1; 1] par fi-fj = (1 — 2)+/1 — 2%. On note % sa courbe représen-
tative dans un repére orthonormé (0 €, § ) d'unité 4 cm.
. P -z-1
1. Justifier que f st dérivable sur | — 1; 1] &t que, paur tout z €] = 1;1], f{z) = —-#
2. Etudier le signe de f'(x) et dresser le tablean de variation de f.
3. (u) Etudier la dérivabilité de fen —1.
(b} Etudier 1a dérivabilité de f en 1.

4, Déterminer 'équation réduite de la tangente T 4 % au point d'abscisse O et étudier la
position de & par rapport & T

5. Tracer la courbe % ot sa tangente T



Exercice 19

La courbe Cy ci-dessous représente une fonction £ définie sur [0 ; 6]. Les points 4 et & ont
pour coordonnées A(—1;0), £(1;5). B est un point de Cy, et la droite {45 est tangente & Cr
1. Déterminer f {11, ol /~ est la dérivée de la fonction f

i -

3. On appelle g la fonction définie sur [0 ; 6] par g{x) =/ f{x) . Donner |"expression de
sa dérivée g ° (a Iaide de fet 17, caleuler gY1).

Exercice 20
1. On considére P définie sur [} =| = 1; 400 par
P{z) = 22* = 32* - 1

(a) Etudier les variations de P
(b} Montrer que FPlx) = 0 admet une unique racine réelle o sur [2 et gue
l<a=<2
2, On considéere la fonction numérique [ définie sur I par
l =z
fl=z) = 112
(a) Déterminer les limites de f aux bornes de D,
(b} Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.
2(1 —a)

3. En utilisant la définition de a, montrer que f{a) = m

Exercice 21

WVoicd la courbe représentative d'une
fonction f définie et dérivable sur [-1;10].

1. {a) La droite (T} qui passe par les points
A{3;—1,5) ot B(5;2,5) est tangente & la
courbe représentative de f au point A.
Déterminer une équation de (T').
(b) Déterminer, en justifiant, les valeurs de
F{1) et £(3).

{e) Déterminer graphiquement le tablean de variations de f,

L] i i ]
Lobcahad

—fmmlf o LoL.a
' v b v

2. Parmi les courbes suivantes, une seule est la courhe représentative de la fonetion

Courbe 1

Exercice 22

Soit le polyndme P définie sur R par: P(x) = x' - 2x* +x— 1

1) Calculer J.‘]_'l'.r:::wP‘lf.n:]

2) Déterminer la dérivée de P.

3) Etudier le signe de P puis dresser le tableau de variation.

4) Montrer qu"il existe une unique solution o sur R i 1"équation P(x) = 0. On citera le
théoréme utilisé,

5) Montrerque 1 < o < 2 puis déterminer avec I’algorithme par dichotomie un enca-
drement 4 10~* prés de o. On donnera le nombre de boucles nécessaires pour obtenir
cette précision.



Exercice 23

Partie A
Soit la fonction g définie sur R par g(r) = 4z* = 3z - &,

1. Etudier les limites de g en oo ot €0 400,
2, Etudier les variations de g et dresser son tablean de variation,
3. Démontrer que 'sguetion giz) = 0 admet une unique solution o dans B.
4. Déterminer une valeur approchée de a d’amplitude inférieure a 1073,
5. Déduis en le signe de g(x) sur IR.
Partie B
\ . ) 1 1
Soit la fonction [ définie sur B '-l{ 3 2} par fiz) = T
. :_u{:]-
2. Dresser, en justifiant, le tableau de mml.l::m de § {on ne demande pas de caleuler les mites
de F aux bornes de son ensemble de définition).

1. Dcnwntrcrquu..puurtaulttﬂ'\[

3. Démontrer que f{o} = 3?111

Partie C : Représentation graphique de la courbe de f sur [-4 ; 4].

1. Recopier puis remplir le tablean de valeurs suivants :

x | 4 | =25 -1 0 1 2 4 |
x| |

2. Tracer la courbe %, en indiguant les tangentes horizontales et en s'aidant du tableau
de valeurs de la question précédente.

Exercice 24

Soit la fonction [ définie sur [-2; 2] par: flx)=xV4-»°

1) Sur quel ensemble la fonction [ est-elle dérivable ? Que se passe-t-il en 2 et -2 pour
la courbe %7

2) Déériver la fonction [ puis montrer que la fonction dérivée f° peut se mettre sous la
forme : () = 22=X)

' 4-

3) Déterminer le signe de la dérivée f” puis dresser le tableau de variation de la fonction
Sfsur [-2; 2].

4) Tracer la courbe %Y, les tangentes horizontales et les tangentes en 2 et —2 sur |"annexe 1
a rendre avec la copie,

Exercice 25

1. g est la fonction définie sur B par gir) = r* = 3z — 3.
{a) Etudicr les limites de g en —oo ot en 450,
(b} Etudier les variations de g et dresser son tablesu de variations.
(c) Montrer que 'équation g(x) = 0 admet une wnigque solution o dans R,
(d) Déduire des gquestions précédentes le signe de g(x).
I:r +3
sy
Oim note % a4 courbe représentalive dans un repére I:U. 1.3 ) du plan.

2. f est la fonction définie sur BY [-1:1} par: flz) =

[a) Etudier les limites de [ aux boroes de son ensemble de définition. En déduire gue &
acdmet dewx asymptoles dont on donnera des equations.

E.rg(.c}l

(b} Démontrer gque, pour tont = de B4 {-1;1}, =z} = { 1)

(e} Dresser le tablean de variation de f.
(i} Om & tracé ciadessous la conrbe représentative de f.

|
I
|
r
|
t
!
|
!
|
|

|
|
|
1

3(2a + 3)

Montrer gue le point A de % d'abseisse o a powr crdonnée _fl:'n,'l = o



Exercice 26
Fonction rationnelle et fonctions auxiliaire
-4
x2+ 1
On note 6 sa courbe représentative dans un repére orthonormé (unité lcm)

Soit la fonction f définie sur R par: f(x) =

1) Etude d’une fonction auxiliaire

Onpose: g(x)=x"+3x+8
a) Etudier les variations de la fonction g.

b) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a sur R et que

a €[-2;0]
¢) Déterminer un encadrement & 107 a 1’aide de votre calculatrice.
d) Préciser le signe de g(x) selon les valeurs de x

2) Etude de la fontion f

a) Déterminer les limites de f en +co0 et —co
x(x* +3x+8)

b) Calculer f'(x) et montrer que : f'(x) = -

¢) A I'aide d'un tableau de signe donner le signe de f"(x) puis dresser le tableau de

variation de la fonction f.

s S
d) En écrivant f(x) = i(;—,:"—’

¢) En déduire un encadrement de f(a)
f) Existe-t-il des tangentes & ¢ paralléles 4 la droite d'équation y = x?

, montrer alors que f(a) = %a

Exercice 27
Sair f la foncrion définie sur 10 ; + e[ par:

- g N
=430
ct sni_E _‘:E la courbe représentarive de f dans un repéne orthonormé
(Q;:n7).
1. a. Exudier les variations de  sur lintervalle 10 ; +==[ .

b. Préciser les équations des asymptotes de € 5 pour déterminer l'une de
,on éudicra B [ - i).

oS asymptotes, on cra J:_L}r:m Flx) ﬁ

€. Tracer la courbe €.

2. @. Soit miun nombre réel et soit A la droite 4’ équation y = m . Discuter,
suivant les valeurs de m, le nombre de poines d'intersection de & et de €,
b. Pour tout m > /2, on appelle A et B les points d'intersection de A erde 6.
Soit | le milieu du segment [AB]. Montrer que, quand m déerit inter-
valle ].J2 ; + oo, I décrit une partic, que l'on précisera, de la droice &

d'équarion x= % ¥-

Exercice 28

Soit fla fonction définie sur B par f{x}:j{‘xT_IP et soit C sa courbe représentative
AT +1
dans le plan rapporté & un repére orthonormal d’umté 1em.
L. Montrer qu’il existe un umque triplet de réels (a: b i) que 'on déterminera, tel
que pour toul X réel X :

flx)=ax+b+

=

I +1
2. Déterminer les limites de [en -== et en +e.
3. Montrer que fest dérivable sur B et caleuler sa dérivée.
4. Dresser le tablean des vanations de

5. Domner "équation de la tangente T 4 C au point d'abscisse 0. Tracer A, T et la
courbe C.

6. Montrer que I"équation fix) = I a une solution unique dans . On notera o cette
solution. Donner une valeur approchée de @a 107 prés par excés.

Exercice 29

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0. i 7|
On considére une fonction f dérivable sur l'intervalle [-3 ; 2].
On dispose des informations suivantes :

e« fIO)=-1

« ladérivée f' delafonction f admet la courbe représentative 6" ci -dessous.

=l

<"I

Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse et justifier la
réponse.

1. Pour tout réel x de l'intervalle [-3,~1), f'(x) < 0.
2. Lafonction [ est croissante sur l'intervalle [~1 ; 2].
3. Pour tout réel x de l'intervalle [-3; 2], f(x) = -1.
4. Soit € la courbe représentative de la fonction f.

La tangente a la courbe €’ au point d'abscisse 0 passe par le point de coor-
données (1; 0).



