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Démonstration : si f est diagonalisable, alors il existe une base {e1, . . . , en} telle que

M(f)ei
=








a11 0 · · · 0

0 a22
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 ann








On en déduit que, pour tout vecteur ei de cette base f(ei) = aiiei avec ei 6= 0 donc cette
base est formée de vecteurs propres. Réciproquement, si E admet une base de vecteurs
propres de f , il est clair que la matrice de f dans cette base sera diagonale.
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− si λ n’est pas valeur propre, Eλ = {0}.

− si λ est valeur propre, dim Eλ ≥ 1.

Proposition 9 – Soient λ1, . . . , λp des scalaires distincts deux à deux. Alors les sous-
espaces propres Eλ1 , . . . , Eλp

sont en somme directe.

Démonstration : on prouve le résultat par récurrence sur p. Si p = 1, il n’y a rien à montrer.

Supposons que les espaces Eλ1 , . . . , Eλp
soient en somme directe et montrons que les

espaces Eλ1 , . . . , Eλp
, Eλp+1 sont aussi en somme directe.

Pour cela, il suffit de montrer que (Eλ1 + · · · + Eλp
) ∩ Eλp+1 = {0}.

Soit x ∈ (Eλ1 + · · · + Eλp
) ∩ Eλp+1 . On a f(x) = λp+1x car x ∈ Eλp+1 .

Comme x ∈ Eλ1 + · · · + Eλp
, il existe x1 ∈ Eλ1 , . . . , xp ∈ Eλp

tel que x = x1 + · · · + xp.
On a donc également f(x) = λ1 x1 + · · · + λp xp. On déduit de ces deux calculs que

0 = (λ1 − λp+1)x1 + · · · + (λp − λp+1)xp.

Les espaces Eλ1 , . . . , Eλp
sont en somme directe donc

pour k ∈ {1, . . . , p}, (λk − λp+1)xk = 0.

Comme les λi sont deux à deux distincts, on en déduit que x = 0.



Préparation à l’agrégation interne Année 2005-2006

1) Pf (X) est scindé dans K, ce qui veut dire que

Pf (X) = (−1)n(X − λ1)
α1 . . . (X − λp)

αp

avec λ1, . . . , λp scalaires et α1 + · · · + αp = n.
2) Pour chaque valeur propre λ de multiplicité α, on a dim Eλ = α.

Corollaire 14 – Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n. Si f admet
n valeurs propres distinctes deux à deux, alors f est diagonalisable.

4. Applications de la diagonalisation

4.1. Calcul de la puissance d’une matrice

Si A est diagonalisable, il existe P ∈ GLn(K) telle que P−1AP = D soit diagonale. Alors
A = PDP−1 et

Ak = PDkP−1 pour tout k ∈ N.

La matrice A est alors inversible si, et seulement si, D est inversible et A−1 = PD−1P−1.
La formule précédente se généralise alors à k ∈ Z.

Remarque - Si A est la matrice d’un endomorphisme f dans la base B0, alors P est la
matrice de passage de la base B0 à une base B de vecteurs propres de A. La matrice P est
obtenue en mettant les coordonnées dans la base B0 des vecteurs propres de A en colonnes.
(De l’ordre des vecteurs propres dans la base B dépend l’ordre des valeurs de la diagonale de D, et

réciproquement.)

4.2. Suites récurrentes linéaires

Soient a et b deux réels donnés non simultanément nuls. Une suite récurrente linéaire d’ordre
2 vérifie la relation

un = aun−1 + bun−2, u0 et u1 donnés.

Matriciellement, ceci peut s’écrire :

(
un

un−1

)

=

(
a b

1 0

) (
un−1

un−2

)

=

(
a b

1 0

)n−1 (
u1

u0

)

On est donc ramené à un calcul de puissance de matrice.
Soit (a0, a1, . . . , ak−1) k réels donnés non tous nuls. Une suite récurrente linéaire d’ordre k

vérifie la relation

un+k =

k−1∑

i=0

aiun+i, {u0, . . . , uk−1} donnés.

On écrit cette égalité sous forme matricielle et on est encore ramené à un calcul de puissance
de matrice d’ordre k.

4.3. Systèmes de suites récurrentes

Illustrons cela par un exemple :

déterminer les trois suites (un), (vn) et (wn) définies par u0 = 1, v0 = w0 = 0 et







un+1 = 2un + 4wn

vn+1 = 3un − 4vn + 12wn

wn+1 = un − 2vn + 5wn

– 4 –
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Posons Xn = t(un, vn, wn), alors X0 = t(1, 0, 0). On pose

A =





2 0 4
3 −4 12
1 −2 5





Le système s’écrit alors Xn+1 = AXn, d’où, par récurrence, Xn = AnX0. On est ainsi
ramené au calcul de An.

4.4. Systèmes différentiels à coefficients constants

On veut résoudre le système différentiel







dx1
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donc Pf (X) est scindé. De plus, les éléments diagonaux de la matrice triangulaire sont les
valeurs propres de f .

Réciproquement, supposons que le polynôme caractéristique de f soit scindé et montrons
par récurrence que f est triangularisable. Pour n = 1, il n’y a rien à montrer. Supposons le
résultat vrai à l’ordre n− 1. Puisque Pf (λ) est scindé, il admet au moins une racine λ ∈ K.
Soit u1 un vecteur propre associé. On complète {u1} en une base {u1, . . . , un} de E. On a
alors

M(f)ui
=











a
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Démonstration : on se place dans la clôture algébrique de K (ici, il s’agit de C car K est
supposé être un sous-corps de C). Dans ce cas, l’endomorphisme f est triangularisable donc
son polynôme caractéristique est scindé :
Pf (X) = (λ1 − X)(λ2 − X) . . . (λn − X).
Si on note {e1, . . . , en} la base de E dans laquelle la matrice représentant f est triangulaire,
on a (λ1Id − f)(e1) = 0. On montre alors par récurrence que, pour tout i ∈ {1, . . . , n},
pour tout j ∈ {1, . . . , i}, (λ1Id−f)◦· · ·◦(λiId−f)(ej) = 0 car les (λkId−f) commutent
entre eux. On en déduit que Pf (f) = 0.
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Corollaire 24 – Le polynôme minimal de f est un diviseur du polynôme caractéristique de
f .

Proposition 25 – Les racines du polynôme caractéristique d’un endomorphisme f sont
exactement les racines de son polynôme minimal.

Démonstration : il est clair que les racines du polynôme minimal sont racines du polynôme
caractéristique. Réciproquement, soit λ une racine de Pf . Il existe alors v 6= 0 tel que
(f − λId)(v) = 0.

Posons µf (X) = Xp + ap−1X
p−1 + · · · + a1X + a0. Puisque µf (f) = 0, on a

fp(v) + ap−1f
p−1(v) + · · · + a1f(v) + a0v = 0. En utilisant que f r(v) = λrv, on obtient

que µf (λ) = 0 car v 6= 0.
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M(f)B =
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car (f − λId)(x) = 0. D’où g(x) ∈ Eλ. Il suffit alors d’appliquer l’hypothèse de récurrence
à chacun des sous-espaces propres de f pour obtenir le résultat.
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la matrice représentative de f est triangulaire supérieure ; or, dans cette base, la matrice de
n est triangulaire supérieure avec une diagonale nulle.

Montrons enfin l’unicité de cette décomposition. Supposons qu’il existe D et N tels que
f = D+N , D et N vérifiant les mêmes hypothèses que d et n. Comme D et N commutent,
ils commutent avec f , donc ils commutent avec d et n car ce sont des polynômes en f .
Posons h = D − d = n − N . n − N est nilpotent car n et N le sont. De plus D et d

commutent et sont diagonalisables donc ils sont simultanément diagonalisables et D−d est
diagonalisable. L’endomorphisme h est donc nilpotent et diagonalisable ; on en déduit qu’il
est nul.
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1. Qu’est-ce que réduire un endomorphisme ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
2. Vecteurs propres - Valeurs propres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2.1. Vecteurs propres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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