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Durée : 4 heures

«» Baccalauréat C juin 1982 Nantes oo

EXERCICE 1 4 points
Une urne contient neuf jetons numérotés de 1 a 9, indiscernables au toucher.

1. Ontire simultanément deux jetons de 'urne et on note leurs numeéros: a et b. On suppose qu'’il
y a équiprobabilité de sortie pour chaque jeton. On considére la variable aléatoire X associant
a chaque paire de jetons tirés, a, b, le plus grand commun diviseur de a et de b.

a. Déterminer I'ensemble des valeurs prises par X.
b. Déterminer la loi de probabilité de X et sa fonction de répartition. On représentera graphi-

quement celle-ci dans le plan rapporté a un repere orthonormé (O A | )

c. Déduire de la question précédente les probabilités des événements suivants :
A:«l'équation (x, y) € 7% et ax+ by =1 admet des solutions »,
B : «I'équation (x, y) € 7% et ax+ by = 2 admet des solutions »,
C:«I'équation (x, y) € 7% et ax+ by = 12 admet des solutions ».

2. On effectue maintenant I'épreuve suivante : on tire une paire de jetons, on note a et b, on
remet les jetons dans I'urne, on effectue un nouveau tirage, et ainsi de suite.

a. Quelle est la probabilité d’obtenir exactement trois fois 1 pour plus grand commun divi-
seur de a et de b au cours de quatre tirages successifs?

b. Combien faut-il effectuer de tirages pour que la probabilité d’avoir au moins une fois 1
pour plus grand commun diviseur de a et de b au cours de n tirages successifs soit supé-
rieure a 0,999?

EXERCICE 2 4 points
Soit E3 I'espace affine euclidien orienté, rapporté au repere orthonormé direct (O 1, ], k )

1. f désigne l'application affine de E3 définie analytiquement par

¢ - 1. V8
- 2 27
Y
= _— -
y 2 2)’
Z = z

Démontrer que f est une rotation affine; préciser son axe et une mesure de son angle.

2. On considere les quatre points :

A(2;0;0), B(-1;V3;0), C(-1;-v3;0), D(;0;4)
On pose & = {A,B,C,D}.
a. Vérifier que ABC est un triangle équilatéral de centre de gravité O.

b. Vérifier que I'application f laisse & globalement invariant.

3. Soit g une isométrie affine de E3 qui laisse & globalement invariant.
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a. Déterminer l'isobarycentre G des quatre points A, B, C, D. Calculer
ex]. e8], Jec]. [eo].
b. En déduire que g laisse invariant les points G et D.
c. En déduire 'ensemble des déplacements de E3 qui laissent & globalement invariant.

4. Soit s un antidéplacement de E3 qui laisse & globalement invariant.

a. Démontrer que s est associé a une symétrie vectorielle orthogonale par rapport a un plan
vectoriel; en déduire la nature géométrique de s.

b. Quel est'ensemble des isométries affines de E3 qui laissent & globalement invariant?

PROBLEME 12 points
Sauf pour les notations, les trois parties du probléme sont indépendantes

P est un plan affine euclidien orienté muni d'un repere orthonormé direct (O ; ;, T/)), C est I'en-
semble des nombres complexes; i est le nombre de complexe de module 1 et d’argument g Les

affixes des points de P sont toujours données par rapport au repére (O U, v )
f et g sont les deux applications de C vers C définies par, pour tout z de C,

(2
g(2)

Z2+4(1-1)z%-2(2+7)z—16+8i
Z3+2-2i.

Partie A

1. Déterminer le module et un argument de chacun des nombres complexes z vérifiant g(z) = 0.
Représenter les points dont les affixes sont les nombres trouvés et démontrer que ces points
forment un triangle équilatéral.

2. Démontrer qu’il existe un, et un seul, réel r, que 'on déterminera, qui vérifie f(r) = 0.
Déterminer les deux nombres complexes a et b de faAon a avoir

f(2) =(z-r)(2* + az+ b) pour tout zde C.

3. Résoudrel’équation ze C, f(z)=0.
Démontrer que les points dont les affixes sont les solutions de cette équation forment un tri-
angle rectangle dans le plan P.

4. A, B, Csont les points de P dont les affixes respectives sont —1+3i, 1+i, —4. Déterminer I'affixe
du barycentre G des points A, B, C affectés respectivement des coefficients 4; 3; 5.

5. On désigne par k I'application de P vers R qui a tout point M de P associe le réel

MA - MB +2MB - MC +3MC - MA.

Calculer h(C). Exprimer h(M) en fonction de IMG|? et h(G).
Déterminer et dessiner I'ensemble des points M de P qui vérifient h(M) = 18.

Partie B

A tout point M de P d’affixe z on associe le point M’ de P d’affixe

f(2)—g(2).

Nantes 2 juin 1982
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. Déterminer les coordonnées (x' ; y’) de M’ dans le repere (O DU, v) en fonction des coor-

données (x; y) de M dans le méme repere.

. A, B, C sont les points définis en A 4. Donner une équation de 'ensemble H; des points M de

P tels que O, B et M’ soient alignés. Démontrer que H; est une hyperbole dont on précisera le
centre et les asymptotes.

. Donner une équation de I'ensemble H, des points M de P tels que O, I et M’ soient alignés, 1

étant le centre de gravité de A, B, C.

Démontrer que H; est une hyperbole dont on précisera le centre et les asymptotes : on pourra,
par exemple, donner une équation de H sous la forme y = ¢(x).

Démontrer qu'un point M est commun a H; et Hj si, et seulement si, M’ est confondu avec O.
Résoudre I'équation

zeC, f(2)=g(2).

En déduire les points communs a H; et H>.

Construire H; et H, dans le repére (O U, U )

Partie C

Un mobile du plan P a son affixe z(#) donnée, en fonction du temps ¢ par

z(t) = f(t.i)+10-6i,

quand ¢ décrit I'intervalle [0; 2] de R. On notera M(¢) le point correspondant a I'instant t.

Nantes

. Déterminer les coordonnées (x(¢) ; y(t)) de M(t) dans le repére (O ; I[, ;), ainsi que les co-

—_— —
ordonnées dans la base ( u, v) des vecteurs vitesse et accélération du mobile a l'instant ¢.

Faire un tableau indiquant les variations de x et de y en fonction de .

1
Construire les points de la trajectoire du mobile correspondant aux valeurs : 0, 2’ ,2du
. . N . . 27
réel t et un vecteur directeur des tangentes a la trajectoire pour les valeurs 0, 7 2det.

2
) 17
3

FNIRN

Déduire de ce qui précéde le tracé de la trajectoire du mobile, en indiquant le sens du parcours,
quand ¢ décrit [0; 2].

3 juin 1982
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» Baccalauréat C Pondichéry avril 1982 e

EXERCICE 1

On considere le nombre A qui s’écrit dans le systeme décimal : A = xyxyxyxyx5, x et y étant des
chiffres de ce systeme, x étant non nul.

1. A quelle condition ce nombre est-il divisible par 252
2. Déterminer les différentes valeurs de A, telles que A soit divisible par 225.

3. On considere le nombre B = Xyxyxy toujours écrit dans le systeme décimal avec x et y qui
sont des chiffres, x étant non nul. Déterminer B tel que B soit divisible par 225.

EXERCICE 2
1. Soit ¢ la fonction numérique définie par

VteR @(r)=1+e’ +te'.

Etudier les variations de ¢. En déduire le signe ¢(¢) suivant les valeurs de .

2. On définit la fonction numérique f par

f0)=0 et VxeR—{0} f(x)= :
1+ex
a. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.

b. Etudier les variations de f.
s . 1 1 s . .
Montrer que la droite d’équation y = Ex 37 est asymptote a la courbe représentative de f

1
on pourra poser = — |.
X

Construire la courbe représentative de f dans un repére orthonormé, I'unité de longueur étant
6 cm (on admettra que la courbe est au-dessus de 'asymptote).

PROBLEME

Notations : E est un espace affine, E estson espace vectoriel associé. fj et f> sont deux applications
affines de E dans E; ﬁ) et E sont les endomorphismes associés respectivement a f; et f>.

Pour tout point M de E, on notera M, le point f; (M) et M, le point f,(M).

Etant donné deux réels a; et a; tels que a; +a, = 1, on étudie dans la suite du probléme I'application
f (quidépend de fi, f>, a1, a2 qui a tout point M de E associe le point f (M), barycentre de M, affecté
du coefficient a; et de M, affecté du coefficient a,. On notera M’ I'image par f du point M.

Partie A Etude de deux cas particuliers

1. Dans cette question, V; et V, sont deux éléments de E, f est la translation de vecteur V; et
f> estla translation de vecteur V.

—_

Montrer que f est la translation de vecteur a;1Vy + a2V,.
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2. Dans cette question, E est un plan affine, D est une droite affine de E, D’ est une droite vecto-
rielle de E distincte de la direction de D, f1 =1dg et f> estla projection affine sur D de direction
D'.

a. Montrer que les points de D sont invariants par f.

b. Exprimer M2M', en fonction de a; et de M2M . Dessiner 'image M’ d’un point M par f
dans le cas ot a1 = 2. Quelle est 'application f danslecasotia; =—-1?

Partie B

1. Soit O un point de E. Montrer que

O'M' = a1 fi (OM) + azf> (OM)
pour tout point M de E (on rappelle que M’ désigne f(M) et O’ désigne f(O). En déduire que
[ estune application affine, préciser son endomorphisme associé.

2. Si fi et f> sont deux homothéties de rapports respectifs k; et k2, quelle est la nature de f
(discuter) ?

3. Dans cette question E est un plan affine.
a. (A, B, C, D) estun parallélogramme de E (ﬁ = BE), g estune application affine. Montrer
que (g(A), g(B), g(C), g(D) est un parallélogramme (éventuellement aplati) :
b. Soit (Al, Bl, Cl, Dl) , (Az, Bg, Cg, Dz) deuxparallélogrammes (AlBl = D1C1 , AZBZ = (DgCg).

(On suppose que (A, B;C; D) n'est pas aplati), montrer qu'il existe une application affine
notée f; telle que

(A1) =Ay, fo(B1) =By, f2(C1) =Cy, fo(D1) =Dy.
c. Soit A/, B/, C', D’ les barycentres respectifs de (A1, a1) et (A2, az), (By, a1) et (By, a2),
(C1, a1) et (Cy, a2), (D1, a1), (D2, ay).
Montrer que (A’, B', C, D') est un parallélogramme.

Partie C

Dans ce paragraphe E est un plan affine euclidien orienté, rapporté a un repére orthonormé direct
(O, e, e ) A tout point M de E on associe son affixe z.

1. Soit f et f> deux similitudes directes de E. Montrer que f est soit une similitude directe, soit
une application constante (on pourra utiliser les nombres complexes).

2. fi et fo sont deux similitudes directes de méme rapport k/ : (k > 0), de méme angle 0, de
centres respectifs A; et A,. Montrer que f est la similitude directe de rapport k, d’angle 6 et de
centre A barycentre de (A}, a;) et (A2, a2) .

3. a. Soituncarré (A, B, C, D) (E = _ISE) et g une similitude directe. Montrer que (g(A), g(B),
g(0), g(D)) est un carré tel que

(ﬁﬁ) - ( g(A)g(ETgTA)g(D)).

b. (A; B; Cy,D)) et (Ay, B2 Cy, D) sont deux carrés dont la longueur des cotés est non nulle
tels que

A1B; = D1Cy, AzBz = D2C

Pondichéry 2 avril 1982
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et

(Alm])l) = (Asz, AzDz)-

Montrer qu’il existe une similitude directe f; telle que

Ar=fr(A1),B2=fo(B1),Co= f2(C1), D2 = fo(D1).

A’, B/, C', D/, étant définis comme dans B 3. c. montrer que (A’, B, C/, D’) est un carré,
éventuellement réduit a un point.

N.B. - Pour a. et b. 'usage des nombres complexes est déconseillé.

4. On se donne trois points Aj, A2 B distincts.

M; décritle cercle de centre A; contenant B d'un mouvement uniforme tel que (AlB, A1M; ) =
wt (w#0).

M, décritle cercle de centre A, contenant B d'un mouvement uniforme tel que (AZB, AoM> ) =
wt.

M’ est le barycentre de (M, a1) et (M2, a>).
Quel est le mouvement de M’ (utiliser la question C 2.)?

Pondichéry 3 avril 1982



Durée : 4 heures

«» Baccalauréat C 1982 Amiens a»

EXERCICE 1 4 points

—

Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 et B = ( ey, e, 93) une base orthonormée
de E.
Soit ¢ I'endormorphisme de E défini analytiquement par :

X = 1(—x+zx/§)

S

7 = 1(—x 3-2)
2

1. Montrer que ¢ est une isométrie de E.

2. a. Chercher le sous-espace vectoriel U de E des vecteurs transformés par ¢ en leurs opposés.
On en donnera une base.

b. Montrer que les sous-espace U’ orthogonal de U est globalement invariant par ¢. On en
donnera une base.

c. Leplan engendré parles vecteurs e; et e, étant supposé orienté par la base directe ( es, €1 ),
préciser la restriction de ¢ a cette base.

3. En conclure qu’il existe deux isométries ¢, et ¢, de E que 'on caractérisera avec précision
telles que

Y=@1o¢p2=P20¢1.

EXERCICE 2 4 points
1. Soit ¢ I'application de R* dans R définie par :
* 1) 1
VxeR”, @x)=(1+—|ex +1.
x

Déduire de I'étude des variations de ¢ dans R*, celle du signe de ¢(x) dans R*.

2. Soit f l'application de R dans R définie par :

I
o

)

fx) , VxeR*

1
X

1+e
a. Ftudier la continuité et la dérivabilité de f en zéro.

b. Déterminer le tableau de variations complet de f dans R (on utilisera le 1 pour trouver le
signe de f'(x).

—_ —

c. Soit (¥) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O | ) d’'un plan
affine euclidien.
B b
Etudier la limite de f(x) — 2 quand x tend vers +oo et quand x tend vers —oco. Montrer que

(¥) admet une asymptote et construire (¢) dans le repere (O 51, ] ) On représentera la
courbe en choisissant, une unité de longueur égale a 5 cm).
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PROBLEME 12 points
Partie préliminaire

1. (P) est un plan affine euclidien muni d’'un repére orthonormé (O ; 7, 7)

Soit ¢ I'application de (P) dans (P) définie analytiquement par :

/

X = y-4
y = x+4.
Montrer que ¢ est une isométrie affine de (P) que I'on précisera.

2. On appelle f, la fonction numérique de la variable réelle x définie par :

(a+2)x
x+2-a’

fa(x) =

a étant un parametre réel appartenant a R—{-2; +2} et on appelle (¥,) la courbe représenta-
tive de f, dans le repere (O 51, ] ) de (P).
a. Montrer que, pour tout a de R—{-2; +2}, (¥6,) est globalement invariante par ¢.

b. Montrer que toutes les courbes (¥,;) passent par deux points indépendants de a.

—

c. Ftudier les variations de fa et construire dans le repere (O; 1, ] ) les courbes (€-1) et

(‘to”%) (On utilisera pour la représentation graphique une unité de longueur égale a 2 cm.)

Partie A

—

Soit w, le point de coordonnées (a—2 ; a+ 2) dans le repere (O ; 7, ] ) de (P) etlesvecteurs: 1 -+

T=(T-7) @ T=(747)

—_ —

1. Montrer que (wa, I, ] ) est un repere orthonormé de (P).

2. Déterminer une équation de (6,) dans le repere (a)a, 7, 7)
En déduire que (%,) est une hyperbole équilatere (on notera A et A’ les points d’intersection
de I'hyperbole avec ses axes de symétrie; points appelés sommets de 'hyperbole).
3. a. Soit D la droite d’équation y = x+4 dans le repeére (O ; 7, 7) Montrer que par tout point
M de D, al'exclusion de points que I'on précisera, passe une courbe (4,) unique.
b. Montrer que (6,) a ses sommets sur D si et seulement si |a| > 2.
c. En déduire I'’ensemble des points A et A’ lorsque a varie dans ] —oo; —2[U]2 ; +ool.
4. On suppose ici |a| < 2.

Evaluer en fonction de a les distances wow, et wzA; en déduire la distance woA. Déterminer
I’ensemble des points A et A’ lorsque a varie dans]—2; 2.

Partie B
Dans cette partie on suppose a élément de I'intervalle I = [0; 2[.
Soit (Uy) ,en 1a suite numérique définie par Uy et la relation de récurrence :

VneN, Uu=f(U).
On suppose que Up € [0; 2a].

Amiens 2 juin 1982
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1. Montrerque VrneN, Uy = fa (Up).
On suppose que Uy € [0 ; 2a].
En déduire que la suite (Uy) ,en €st partout définie dans N.
Que peut-on dire de la suite (Uy) ,en i Up =0 ou si Uy =2a?
2. On suppose que Uy est différent de 0 et 2a (par suite a est différent de 0).
a. Montrerque:VneN, (U,#0 et U,#2a).
b. Soit (V},) ,en 1a suite définie par :

Un
U,—-2a

VneN, V,=

Montrer que (V;,) ,en €St une suite géométrique dont on précisera la raison en fonction de
a.

Etudier I'existence et la valeur de la limite de (V},) ,en, en déduire 'existence et la valeur de
la limite de (Uj) ,en

N. B. Les parties A et B sont indépendantes.

Amiens 3 juin 1982



Durée : 4 heures

» Baccalauréat C juin 1982 Poitiers oo

EXERCICE 1 4 points

1. a. Ensupposant que a=9p+4q et b=2p+ g, démontrer que les entiers a et b d'une part; p
et g d’autre part ont le méme PGCD.

b. Démontrer que les entiers 9p +4 et 2p + 1 sont premiers entre eux. Quel est leur PPCM ?
2. Déterminer le PGCD des entiers relatifs 9p +4 et 2p — 1 en fonction des valeurs de p.

EXERCICE 2 4 points

Un plan affine euclidien orienté est rapporté a un repere orthonormé direct (O ; ;, T/))
On se propose de déterminer 'ensemble E des points M de ce plan dont les affixes z=x+iy(x ety

réels) vérifient
[(1+1)z—2i|=2.
Les deux questions proposent chacune une méthode et peuvent étre résolues de facon indépendante
I'une de I'autre.
1. Calculer le carré du module du complexe (1 +1i)z—2i en fonction des coordonnées (x ; y) de
M. Déterminer E par une équation cartésienne. Reconnaitre E puis le dessiner.

7
2. On note s la similitude directe de centre O, de rapport v/2, d’angle de mesure 1 et t la transla-

tion de vecteur —2 v .
a. Un point M ayant pour affixe z, calculer I'affixe du point s(M) puis |'affixe du point tos(M).

b. Soit C I'ensemble des points M’ daffixe z’ tels que |z'| = 2. Reconnaitre C et le dessiner.
Déterminer I'ensemble ¢ o s(E) ; en déduire 'ensemble E.

PROBLEME 12 points

Un plan affine est rapporté a un repere (O | ) orthonormé; pour exécuter les figures on prendra

pour unité de longueur 2 cm.
On donne le point A de coordonnées (1; 1).

Partie A

1. a étant un réel donné non nul, soit D la droite d’équation x = a.
Montrer qu’il existe une application affine f,, et une seule, que I'on déterminera, qui satisfait

aux deux conditions
f2(0)=A et YMeD Mfy(M) = 1.
2. On considere I'application f qui, au point M de coordonnées (x ; y) fait correspondre M’ =
f(M) de coordonnées (x'; y') telles que
X=x+1 et y=x+y+1.

Vérifier que f = f, dansle cas a = —1. Montrer que f est une bijection du plan affine.
Y a+il des points invariants par f? Quelle est la matrice de I'endomorphisme ¢ associé a f?



Terminale C A.P.M.E.P.

3. a. Vérifier que, quel que soit le réel A, les vecteurs (T + /17) et (7 + /17) forment une fa-
mille libre.
b. Soit A une droite affine du plan : donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’elle
soit parallele a son image f(A)?
4. Chercher I'image f(A) de la droite A dans chacun des cas suivants :

a. A a pour équation x = k. Montrer que, si M appartient A, le vecteur W est égal a un
vecteur constant Zg dont on donnera les coordonnées.

b. A apour équation y = k.

c. A a pour équation y = tx; calculer dans ce cas les coordonnées du point P d’intersection
des droites A et f(A) en fonction de t. Quel est 'ensemble IT décrit par P lorsque ¢ décrit
R?
Figure : représenter I1. Tracer les droites A et f(A) dans le cas des droites L ayant respecti-
vement pour équation x=-1, y=-1, y = -2x.

5. Faire une nouvelle figure.
On appelle My I'origine du repére et 'on pose

My =f(My) et VYneN*, M,={f(M;,_).
Soit (xn ; yn) les coordonnées de M,,. Calculer les coordonnées de M;, M,, M3. Exprimer x, et
yn en fonction de x,_; et y,—1.
En déduire x, et y, en fonction de n.

x(x+1)

Vérifier que Vn € N, M, appartient a la courbe C d’équation y = . Reconnaitre C et la
dessiner.

6. a. Soit g une application continue de R dans R. En utilisant une primitive G de g, établir
I'égalité

A2 Aa+1
gx)dx= [ g(x—1)dx.
M

A+l
A1 et A, réels donnés.

b. Si une courbe I' a pour équation y = h(x), montrer que son image f(I') a pour équation
y=h(x-1)+x.
Quelle est'image de la courbe C du 5.?

c. Cas particulier : soit E, larégion du plan comprise entre la courbe C etle segment [M,,_1 M,];
hachurer sur la figure les régions E, E», E3, Ey.
Déduire du a. etdub. ci-dessus quel'aire de E;, estindépendante de n. Quelle est sa valeur?

Partie B

On considere I'application /iy de R dans R définie par

ho(x) =e™*—1;

soit I sa représentation graphique. Montrer que son image f(I') est la représentation de I'application
h; de R dans R définie par

hx)=e *=1+x.
Etudier les applications hg et h; ; représenter sur la méme figure T et f(I'), en dessinant soigneuse-
ment I'asymptote de chacune d’elles.
A étant un réel, supérieur a 1, calculer en fonction de A l'aire o/ (1) de la partie du plan dont les
frontiéres sont les droites x = 1 et x = A, la courbe f(I') et son asymptote.
Montrer que, lorsque A tend vers +oo, </ (A) a une limite a déterminer.

Poitiers 2 juin 1982
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» Baccalauréat C juin 1982 Nancy-Metz e

EXERCICE 1 4 points

1. Résoudre dans Z? I'équation

17g-11p =2.

2. On désigne par 7 la classe d’équivalence modulo 187 de I'entier n € Z.
Résoudre dans Z/187Z I'équation x*> —1 = 0.

EXERCICE 2 4 points

1. Résoudre dans C I’équation

Z-[A+2)u+1z+(~1+2u*+iu=0

00 z est'inconnue complexe et ©# un parameétre complexe.

On appellera z' la racine qui est un polyndéme du premier degré en u et dont le coefficient de
u est (1+1), z"” autre racine.

2. Dans le plan affine euclidien, on appelle P le point d’affixe u, M’ celui d’affixe z’, M" celui
d’affixe z".

Par quelles transformations du plan passe-t-on de P 4 M’? (On appellera T; cette transfor-
mation et on explicitera ses éléments géométriques). Puis de P a M" ? (On appellera T, cette
transformation et on explicitera ses éléments géométriques.)

3. Par quelle transformation T passe-t-on alors de M’ a M"'?
Donner les éléments caractérisant T.

PROBLEME 12 points

Partie A

On considére la fonction numérique de la variable réelle f définie par
1
X)=——"01!.
F) 1+x
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f.

2. Déterminer une fonction polynéme P, de degré inférieur ou égal a 3, qui a méme valeur et
méme nombre dérivé que f en 0 et 1.

3. Soit k la fonction numérique définie par
1 5

1 3
k()= ——+-x>-=x®>+x-1.
1+x 4 4

Factoriser k et en déduire la position relative de €y et 6p courbes représentatives respectives

de f et P dans un méme repere (O A | ) orthonormé du plan. Tracer soigneusement 6 et
%)p. Faire figurer les tangentes aux points communs.



Terminale C A.P.M.E.P.

4. Al'aide d’'un encadrement de 1 + x pour x € [0; 1], montrer que

1

240

1
<[ k(x)dx < L
0 120

1 1
5. Calculerf k(x)dx etf P(x)dx.
0 0

6. Déduire des résultats précédents la valeur de n € N telle que

n+1
— <Llog2< ——.
240 240
Partie B

On désigne par E I'espace vectoriel sur constitué par la fonction nulle et les fonctions polyndémes, a
coefficients réels, de degré inférieur ou égal a 3.
Soit & un réel strictement positif et ¢ 'application de E vers R* telle que

@(P) = (P(0), P'(0), P(h), P'(h).

1. Quelle est la dimension de E? Montrer que ¢ est une application linéaire bijective de E sur R?.
2. Soit (p‘l, la bijection réciproque de ¢. Déterminer P3 = (p‘l((O, 0,1,0) etPy = (p‘l((O, 0,0, 1)).
3. Soit Py = 1-P3, et P, défini par P»(X) = —P4(h — x).

Vérifier que P; = ¢~ 1((1, 0,0, 0)) et P, = ™ 1((0, 1, 0, 0)).

R
4. Calculer pour i élément de {1, 2, 3, 4} I'intégrale f P; (1) dt.
0

5. Montrer que tout élément P de E s’écrit comme une combinaison linéaire de P;, P, P3 et P4.
En déduire la relation, pour P élément de E,

h h h2
f P(1)dt = =(P(0) +P(h) + — (P'(0) - P'(h)).
0 2 12

Partie C

Soit a un réel strictement positif et g une application de [0 ; a] vers R possédant des dérivées conti-
nues au moins jusqu'a 'ordre 4 sur [0 ; al. Soit h €]0; al, et Qp, I'élément de E ayant méme valeur et
méme nombre dérivé que g en 0 et h.

1. Montrer que g est intégrable sur [0 ; /] et, en utilisant les résultats de la partie B, qu'on a la
relation

h h h h 2
f g(t)dt—[ Qh(t)dt=f g(nydr——(g0) +gh) —— (g'0)-g'(h).
0 0 0 2 12

2. Pour tout u de [0; a], on pose

u u u?
‘I’(u)=f gnydr——=(g0)+gw) - — (g'0)-g'(w).
0 2 12

Montrer que I'application ¥ ainsi définie est dérivable au moins jusqu’a I'ordre 3 sur [0 ; al,
que

Y(0)=%'0)=%"0)=0
Ll2
etque(Vue(0; al), v () = Eg(4)(u) .

Nancy-Metz 2 juin 1982
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3. Onpose M =sup g .4 |§*(2)].
Montrer successivement que

x?)
vxelo;al, |[¥'(0]<Mz,

Vyelo;al, [P <M,
1?4
Z

Vze[0; al, [Y(@)|<M=—.
720

4. Montrer en utilisant les questions précédentes que
a a aZ
[0 gndr=2(g0) +gl@)+ 5 (g'0)-g'(@)+R,

a
avecR< —M.
720

Nancy-Metz 3 juin 1982



Durée : 4 heures

«» Baccalauréat C juin 1982 Lille oo

EXERCICE 1 4 points

1. Résoudre dans Z? I'équation

(1)  9x-22y=55.

2. Déterminer les couples solutions de I'’équation (1) tels que le plus grand commun diviseur de
x etde y soit 55.

EXERCICE 2 4 points

1. Résoudre dans C I’équation d’inconnue z

Z4— (10i-5)z> — 14i— 48 = 0.

2. On appelle z;, 22, z3, 24 les solutions de cette équation en supposant que

R (24) <R(23) <0<R(22) <R(z1)

ol R (z;) représente la partie réelle de z; avec i € {1, 2, 3, 4}.
Soit M; et M les points du plan complexe d’affixes respectives 2 +i et 1 + 3i.

Déterminer les deux similitudes laissant le point O d’affixe 0 invariant et transformant M; en
M,. On précisera les éléments caractéristiques de ces similitudes.

PROBLEME 12 points

T
Soit & I'espace vectoriel sur R des applications de [— 2 ; E] dans R muni de 'addition des fonctions

et de leur multiplication par un scalaire.
Soit & I'ensemble des applications de [—g ; g] dans R définies par

T
N R - R
! [ 2’2 '
X — e¥(a+bsinx+ ccosx)
ol a, b et ¢ sont trois réels quelconques.
Partie A

On appelle g I'élément de & correspondant aucasoua=0, b=c=1.

- . s . P N T .
1. Etudier les variations de g, démontrer que g réalise une bijection de [— 2 E] sur un intervalle

J, que I'on déterminera.
Sil'on appelle g I'application telle que

X — g

étudier la dérivabilité de la fonction réciproque h = 1. Préciser h'(1).



Terminale C A.P.M.E.P.

2. Tracer la courbe représentative C de g dans un plan affine euclidien P muni d'un repere or-
thonormé £ (unité 2 cm).
Construire la tangente a C au point d’abscisse 0. Tracer dans le méme repeére la courbe repré-
sentative C’ de h.

3. a. Al'aide éventuellement d'une double intégration par parties, calculer

A

2
I:[ e*(sin x + cos x) dx.

z
2

b. Calculer l'aire o/ du domaine 2 du plan compris entre C, les droites d’équations y = x, x =
7 et x = —7 dans le repere Z.

En déduire I'aire «¢' du domaine 2’ du plan compris entre C’, les droites d’équations y =
X, y=7% ety=—7 dansle repere %.

Partie B

1. Démontrer que & est un sous-espace vectoriel de & admettant pour base 98 = ( fi, fo, fg;), avec

T
R i - R
TR
X — e,
T T
—-—. - R
f2 [ 2 2
X — e'sinx.
T T
R i - R
fs [ 2 2
X — e’cosx.

2. Soit f un élément de & de coordonnées (a; b; c¢) dans la base 98. Démontrer que la fonction
dérivée premiere f’ et la fonction dérivée seconde f” sont des éléments de & dont on donnera

les coordonnées dans la base 8. Préciser f (g) f (g) f (g) en fonction de a, b, c.

3. Soit ¢ 'endomorphisme de & qui, ala fonction f de coordonnées a, b, c dans la base 98 associe
la fonction f de coordonnées

a =3a+4b, b'=-2a-3betc =2a+2b-c,

dans la méme base.

a. Déterminer D, ensemble des éléments de & invariants par ¢ et vérifier que

o={reer r(3)-r(F)-o

b. Déterminer P, ensemble des éléments de & changés par ¢ en leur opposé et vérifier que

P={feel f(g)zo}

c. Démontrer que D et P sont supplémentaires dans &. En déduire la nature de ¢ et I'en-
semble des éléments de & vérifiant

1(8)- 7))o

4. Soit @ I'application de & x & dans R définie par

o 0=1(5)e(5) )¢ ) G 3

Lille 2 juin 1982
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Lille

. Démontrer que ® est un produit scalaire défini sur &. Dans toute la suite du probléme, &

est muni de ce produit scalaire.

. Vérifier que le plan vectoriel P et la droite vectorielle D introduits en B 3. sont orthogonaux

et préciser alors ¢.

. Vérifier que, pour le produit scalaire @, 1a base 98 n’est pas orthonormée.

b. On donne

I .
X — e 2(2-2sinx+cosx)

Vérifier que g; est normé. Trouver g» normé, orthogonal a g; appartenant a P et tel que

b2

1

—=|>0.

82 (2)
b2

Soit g3 le vecteur normé de D tel que g3 (5) > 0. Déterminer g} et démontrer que (g1, g2, &3)
est une base orthonormée qu’on notera %'.

3 juin 1982



Durée : 4 heures

» Baccalauréat C juin 1982 Clermont-Ferrand e

EXERCICE 1

1. Déterminer 'ensemble des couples d’entiers relatifs (x, y) solutions de I'équation

(1) 5x—4y=2.
2. On considere les couples (a, b) solutions de I'équation (1).

a. Quelles sont les valeurs possibles du plus grand diviseur commun de a et b?

b. Montrer qu'’il existe un seul couple (a, b) dont le plus petit multiple commun de a et b est
60 et le plus grand diviseur commun de a et b est 2.

EXERCICE 2

On consideére les intégrales définies

3 (sinx)” . 51
Inzf dx,ounel\l*et[o:f dx.
o cosx 0 COSX

1. Calculer I'intégrale f ’ (sinx)" cos xdx. En déduire I,,4» — I, en fonction de n.
0

2. Calculer I;. En déduire I3 et I5.

3. a. Soit f I'application quia x € [0; ] associe

f(x)=Log [tg (g + %)]

Montrer que f est une primitive de la fonction g définie sur [0; %] par

x— g(x)=

cosx

b. En déduire I puis I et 1.

PROBLEME

Soit & un espace affine euclidien muni d'un repeére orthonormé 92(0 N2 I8 k) et soit E I'espace
1

vectoriel associé de base %8 ( , ],k )

Partie A

On consideére I'endomorphisme ¢ de E défini par

(2o - i

1. Soit u un vecteur quelconque de E de composantes (x, y, z) relativement a la base 8. Déter-
miner les composantes (X, Y, Z) de ¢ ( u) relativement a cette méme base.



Terminale C A.P.M.E.P.

ARl L

Déterminer le noyau D de ¢. En donner une base.
Montrer que I'image de ¢ est le plan vectoriel P orthogonal a D.
Déterminer 'ensemble des vecteurs invariants par ¢.

Montrer que 'endomorphisme ¢ peut étre mis sous la forme

p=yop

ol v est la symétrie vectorielle orthogonale par rapport a la droite vectorielle engendrée par
le vecteur 1 + j et p une projection vectorielle a déterminer.

Partie B

Soit A le point de & dont les coordonnées dans £ sont (0, 1, 1). Soit f I'application affine de & associée
al’endomorphisme ¢ et laissant A invariant.

Au point m de coordonnées (x, y, z) dans %, correspond le point M = f(m) de coordonnées (X, Y, Z)
dans ce méme repere.

1.

Montrer que 1 est définie analytiquement par
X ! [x+ 1]
= — X _

2 y
1

Y = =[x+y+1]
2

Z = -z+2

Déterminer I'ensemble des points invariants par f etl'image de & par f. Donner les équations
cartésiennes dans % de ces ensembles.

1 (— —\ —
Montrer que le repere 2’ (A, E ( 1+ ) , k ) est un repere orthonormé du plan & d’équation
dans

x—-y+1=0.

Déterminer, dans ce repére %', I'expression analytique de la restriction f de f a 2. Quelle est
la nature de f.

Soit mé& et M = f(m) son transformé par f. Indiquer par quelles transformations géomé-
triques on passe du point m au point M. (On pourra illustrer la réponse a I'aide d'une figure.)

Partie C

On considére le point mobile m(f) dont les coordonnées a la date ¢ sont définies, relativement au
repere Z de &, par

1.

x(t) = 1+cost
y@ = 0 te(0; 2m|
z(t) = 1+sint,

Quelle est la nature de la trajectoire de m(t)?

_—

Déterminer le vecteur vitesse v(¢) du point m(t) ala date t.
Quelle est la nature du mouvement?

Clermont-Ferrand 2 juin 1982
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2. Soit M(t) le transformé de m(¢) par f.
a. Déterminer une représentation paramétrique de la trajectoire (I') de M(?), relativement au
repere Z. Déterminer le vecteur vitesse V (¢) du point M(¢) ala date .

b. Etudier les variations de 'application :

tel0; 2m— “v—(ﬁu

et tracer la courbe représentative.
c. Trouver les positions de M(t) pour lesquelles “ V() “ est maximal, minimal.

3. Montrer que (I') est globalement invariante par f.

4. Montrer que la trajectoire (I') est située dans le plan £ et trouver son équation cartésienne
dans le repére %'. Préciser la nature et les éléments géométriques de (T').

Clermont-Ferrand 3 juin 1982



Durée : 4 heures

«» Baccalauréat C juin 1982 Toulouse o

EXERCICE 1 4 points

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3 rapporté a une base orthonormée 98 = ( 1, ], k ) ;
on considéere 'endomorphisme f de E défini par

fG) = =1 _
fty) = (sin@)- j +(cosB)- k; avecfel[0; 2|
flk) = (—cos())-7+(sin6)- k.

1. Démontrer que f est une isométrie vectorielle de E.

2. Démontrer 'existence d'une valeur unique de 0 telle que f soit une symétrie orthogonale par
rapport a un plan vectoriel; on précisera ce plan.

EXERCICE 2 4 points

1. Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes I'équation

4 13
22— ——z+

- 5 -9=0.
sint sin“ t

z désigne I'inconnue, ¢t désigne un parametre réel de I'intervalle 10 ; m[.

2. Dansle plan affine euclidien, muni d'un repére (O ; 7, 7) orthonormé, on considere le point
M mobile d’affixe

2 . L. s
z= prow +3icotgt, tdécrivantlintervalle]0; m[.
sin

a. Soit T la trajectoire du mobile; démontrer que T est une partie d'une courbe dont on pré-
cisera les éléments caractéristiques.

Préciser et construire T.

b. Calculer les coordonnées du vecteur vitesse V al'instant ¢ et déterminer ¢ pour que “ A% H =
3.

PROBLEME 12 points

Soit & I'ensemble des fonctions réelles continues sur R. On sait que (&, +, -) est un espace vectoriel
sur R et que tout élément de & est intégrable sur tout intervalle borné de R.
A toute fonction f, élément de &, on associe la suite réelle définie sur N par

1
%mzﬂﬂmm

et,pourn > 1,

1
Un(f) =[1x”f(x)dx.



Terminale C A.P.M.E.P.

Partie A
Dans cette partie on note f la fonction exponentielle de base e

f: R —- R
—  flo=e",
g lafonction, élément de %, définie par
f: R - R
—  g(x) = xe*,

et on désigne par & 'ensemble des fonctions

h=af+bg oul(a, b)ecR?.

1. Calculer Uy(f), puis U; (f) grace a une intégration par parties.
2. Etablir, pour n > 1, larelation (- 1)3 .
(="
e

Un1(f)=e+ = (n+1DUn(f).

3. Démontrer que & est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel (%, +, ) etque B = (f, g)
est une base de &.

4. Etablir que, quelle que soit la fonction & élément de &, il existe une fonction H telle que

1
VxeR H(x)=[ h(x+t)dr.
-1

Démontrer que H appartient a & et que H est 'image de h par une application linéaire de &
dans & dont on précisera la matrice dans la base B.

(Cette partie est indépendante des deux suivantes).
Partie B

Dans cette partie, on désigne par ¢ la fonction

y — @) =1gy.

1. Démontrer que ¢ admet une fonction réciproque notée ® dont on donnera I'’ensemble de
définition (on ne cherchera pas a expliciter ®(x)).

2. Démontrer que ® est dérivable sur R et que sa fonction dérivée @' vérifie

VxeR @'(x)= )
() 1+ x2

3. Montrer que @' appartient a & et calculer Uy(®'), Uy (') et U (D).
4. a. Montrer que, si n est impair, Uy (®') =0.
b. Montrer que, si n est pair,
, 2
Up(@)< ——
n+1

et en déduire lim U, (®").
n—+oo

Toulouse 2 juin 1982
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Partie C

1. f étant un élément quelconque de &, on considere la fonction F de R dans R définie par

P
VxeR, F(x)zf f®dze.
0

a. Montrer que F est un élément de 5.

b. Montrer que Up(f) = F(1) — F(-1).

c. Calculer U, (F) en fonction de F(1), de F(—1) etde Up+1(f).
2. Soit @ la fonction définie au B

a. Montrer que, si n est pair, U, (D) =0.

b. Calculer U; (®) sans nouvelle intégration.

c. Calculer nliIP Usp1 (D).

Toulouse 3 juin 1982



Durée : 4 heures

» Baccalauréat C juin 1982 Strasbourg e

EXERCICE 1 4 points

1. On appelle diviseur strict d'un entier naturel tout diviseur autre que le nombre lui-méme.
Déterminer les entiers naturels diviseurs stricts de 220.

2. Onappelle nombres amiables deux entiers naturels tels que chacun d’eux soit égal a la somme
des entiers naturels diviseurs stricts de I'autre. Vérifier que 220 et 284 sont amiables.

3. a. On appelle nombre parfait un nombre égal a la somme de ses diviseurs stricts (amiable
avec lui-méme). Le nombre 28 est-il parfait?

Déterminer un entier p premier tel que le nombre 24 p soit parfait.

b. Plus généralement, soit n et p deux entiers naturels, p premier; quelle doit étre I'expression
nécessaire de p en fonction de n pour que 2” - p soit parfait? Donner la liste des nombres
parfaits de cette forme pour n < 10.

EXERCICE 2 4 points
Fonction scalaire de Leibniz
Dans un plan affine euclidien 22, on considere un triangle ABC isocele et rectangle en A tel que

“ AB “ = a(a est un réel strictement positif donné).

1. Déterminer et construire le barycentre G des points pondérés (A, 2), (B, 1) et (C, 1).

2. Pour tout point M du plan 22, on pose

v =—-2MA + MB + MC.
Démontrer que v est un vecteur constant, indépendant de M.
Construire le point A’ tel que A'N = . Calculer “A’N H et “A—d H en fonction de a.

3. Déterminer et construire I'ensemble (y) des points du plan 22 tels que

MK + M5 + MC| = | -2 + 315 + 1€ .

|2 MA + ME + McC MA + MB + MC
4. Déterminer et construire I'ensemble (¢) des points du plan 22 tels que
—~2MA? + MB? + MC? = .

(On pourra remarquer que le point G appartient a (€).)

PROBLEME 12 points

Dansl'espace vectoriel & de toutes les fonctions numériques définies sur R, on considere I'ensemble
& des fonctions f définies par

Ia, b, c,d)eR?, xeR,

f(x)=e “(acosx+ bsinx+ cxcos x+ dxsin x).



Terminale C A.P.M.E.P.

Partie A

1. Montrer que & est un sous-espace vectoriel de . On pourra utiliser les valeurs de ces fonc-
3n

. 7
tionsen0, —, m, —.
2 2
2. Soit les quatre fonctions de & suivantes :
fi: x—e*cosx; fo: x— xe ¥cosx;
fs: x—e¥sinx; fi: x— xe *sinux.

Montrer que (f1, f2, f5, f1) est un systéme libre de &.
En déduire que B = (fi, f, f3, fa) estune base de &.

3. a. Calculer les dérivées f, f;, f3, f, de fi, f>, f3, fa et montrer qu’elles appartiennent a £ ; en
déduire que

D: & - &
f — D\H=f

est un endomorphisme de &.

b. Si une fonction f de & a pour composantes (a, b, ¢, d) dans la base B, quelles sont les
composantes de D(f) dans B?

c. Déterminer le noyau de D. En déduire que D est un automorphisme de &.
Définir analytiquement I'application réciproque D! de D.
Si f est élément de &, que représente D! (f)?

Partie B

Soit la fonction f de & définie par

VxeR f(x)=e *(cosx+sinx+2xsinx).
1. Etudier les variations de cette fonction sur [0, ; 7] et tracer la courbe représentative € dans un
repére orthogonal. On prendra pour unités :
sur Ox, 7w est représenté par 12 cm;
sur Oy l'unité est 4 cm.

2. On désigne par g larestrictionde fal= [0 ; %] . Déterminer J = g(I). En déduire que g est une
bijection de I sur]J.
Soit g7! : ] — Ila bijection réciproque de g. Quel est le domaine de dérivabilité de g~ 2 Repré-
senter graphiquement g et g~! dans un méme repére orthonormé (unité : 4 cm).

fx)=0

3. a. Montrer quel equatlon{ xel0: ]

admet une unique solution xp. Vérifier que x( appar-

. < e 5
tient a l'intervalle 5 AR

b. Calculer pour tout élément k de Z, f(2kn), f(r+2kn), f2r +2kn).

Montrer que sur 'intervalle |2k ; 2km+27n[, la fonction f admet exactement un maximum
et un minimum qui sont de signes contraires.

c. Déduire du résultat précédent que pour tout élément k de Z,1'équation f(x) = 0 admet sur
l'intervalle k7 ; km + [ une solution unique.

Quelques valeurs: e T~ 0,46 ; e 7~ 0,20 ; e_%ﬂ =~ 0,09;
e " =0,04.

Strasbourg 2 juin 1982



Durée : 4 heures

«» Baccalauréat C septembre 1982 Nice e

EXERCICE 1 4 points

1. Etudier I'ensemble de définition et les variations (sans en chercher les limites et sans les re-
présenter graphiquement) des deux fonctions de R dans R :

2
f: x — Log(1+x)—x+7
2 3

: — Log(l+x)—x+———
g X og ( x)x2 3

Calculer f(0) et g(0).

2. Déduire de la question précédente que :

2 2 x3

* X X
VxeRY, x—?<Log(1+x)<x—7+?

Log(1+x)—x+x2
X2

Chercher si la fonction ¢ : x — a une limite quand x tend vers zéro par

valeurs positives.



Durée : 4 heures

«» Baccalauréat C septembre 1982 Paris ! e

EXERCICE 1 4 points
Dans le plan affine euclidien muni d’'un repére orthonormé (O | ) on consideére 'ensemble E

des points M dont les coordonnées (x ; y) vérifient la relation :
x-12+(y-12= >

1. Démontrer que E est une conique de centre O; préciser les éléments caractéristiques : foyers,
directrices, excentricité, axe principal.

x+y—4f

2. On définit une application f du plan euclidien orienté dans lui-méme qui a chaque point M
d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ définie par :

Quelle est la nature de I'application f?
Préciser les éléments caractéristiques de f.

3. Déterminer I'image de E par f; on précisera les éléments caractéristiques de cette image.

PROBLEME 12 points

I

On définit une application f de R dans R qui a tout x associe

X +x
fy= X2 —4x+5
On appelle C la courbe représentative de f dans un plan affine euclidien muni d'un repére ortho-

)

normé (O; 1, ]

1. Etudier les variations de f.

Préciser le nombre de points d’intersection de la courbe C avec 'unique asymptote.

o T B

. Ftudier la position de la courbe au voisinage de I'origine par rapport a la premiére bissec-
trice.

d. Construire C. (On prendra 1 cm pour unité.)

2. On définit une application g de [0; 1] dans [0; 1] par g(x) = f(x).
a. Démontrer que l'application g admet une fonction réciproque g~ .
b. Construire la courbe représentative de g=! sur la figure précédente.

c. Déterminer explicitement la fonction g~ !.
(On sera amené a résoudre une équation du second degré dont 'une des racines définira
la fonction réciproque.)

1. Créteil, Versailles
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3.

Soit 1y un nombre réel tel que 0 < yy < 1. On définit par récurrence une suite infinie (¢,) ;,en
en posant :
u =g (up), un=gUp-1) pournzl.
a. Démontrer que la suite (u,) ,en €st décroissante.
1
b. On suppose que 0 < 1y < >

3
Vérifier que pour tout x€ [0; 1], ona x2—-4x+5 > 2 et en déduire que u; < 1 up.

Démontrer alors que la suite (1) ,,en tend vers une limite quand n tend vers +oo.

II

a, b, c désignant des constantes réelles, on appelle & 'ensemble des applications f, p, . de R dans R
qui a tout x associe :

ax*+bx+c

X) = .
fa, b,c( ) x2_4x+5

On appelle C,, j, . la courbe représentative de f; p, .-

1.

Paris

a. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur a, b, ¢ pour que chaque courbe
Cq, b, c €t'asymptote correspondante se coupent en un point; ce point est-il unique?

b. On appelle & I'espace vectoriel des fonctions de R dans R.
Démontrer que & est un sous-espace vectoriel de & de dimension trois dont on donnera
une base.

On appelle ¢ I'application qui a chaque fonction f, ,, . appartenant a & associe la fonction

@ (fa, b, c) définie par :

VXER, @(fa b c) () =fa b cd—x).

a. Démontrer que ¢ ( fa b c) appartient a & et que ¢ est un automorphisme de .
Déterminer @ o .
Trouver les fonctions f, 5, . telles que ¢ (fs, b, ¢) = fa, b, c-
En déduire la nature de I'application ¢.
Donner alors un élément de symétrie des courbes C,, 5, . correspondantes.
b. Trouver les fonctions f, 5, . telles que @ (fz, b, ¢) = = fa, b, c-
Donner un élément de symétrie des courbes C,, p, . correspondantes.

. On appelle ¥ l'application qui a chaque fonction f, ,, . appartenant a &, associe la fonction

¥ (fa, b, c) définie pour tout x réel par:

Y (fa b, c) (0) = (¥* —4x+5) f;' b, ().

oll fé, p, ¢ estla fonction dérivée de fg, p, ¢

Démontrer que
Psi est un endomorphisme de &.

Déterminer {f, p, c € F; ¥ (fa, b, ¢) = 0}, 0 étant I'application nulle.

2 septembre 1982



Durée : 4 heures

» Baccalauréat C Polynésie francaise juin 1982 e

EXERCICE 1 4 points

1. Résoudre dans Z :

4931 +10=2 modulob.

2. Soit N = xyzt un entier naturel écrit dans le systéme décimal, x étant non nul.

Déterminer ce nombre sachant que les restes de la division de N par 17 et par 29 sont égaux a
10, et que les restes de la division de N par 5 et par 9 sont égaux a 2.

EXERCICE 2 4 points
Soit f la fonction définie par

3e*+5
ex+2°

fx)=

1. Etudier f.
2. Montrer que f est bijective et déterminer sa fonction réciproque f~'.

3. On considere le plan affine euclidien rapporté au repere orthonormé (O ; 7, 7) (unité : 2 cm).
5
Calculer I'aire du domaine D limité par les droites d’équations x =1, x =3, y = — etla courbe
% d’équation y = f(x).

PROBLEME 12 points

Partie A

1. Pour tout (a, b) de R? on pose

a b

Mia, b) = (—Sb a+2b

On considere 'ensemble .# des matrices M(a, b) ou (a, b) appartient a R2.

a. Montrer que, muni de I'addition et de la multiplication par un réel, .4 est un espace vec-
toriel sur R. En déterminer une base. Quelle est la dimension de .# ?

b. Montrer que, muni de 'addition et de la multiplication des matrices, .4 a une structure de
corps commutatif.

2. a. Montrer que (1, 1+2i) est une base de C, espace vectoriel de dimension 2 sur IR. En déduire
que tout nombre complexe peut se mettre de facon unique sous la forme a + b (1 + 21).

b. A tout nombre complexe z s’écrivant a + b(1 + 2i) on associe la matrice M(a, b) que I'on
notera ¢(z).

Montrer que 'application ¢ de C dans .# ainsi définie est un isomorphisme de C muni de
I'addition dans .4 muni de I’addition.
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c. Montrer que I'on a aussi

(V(z, Z)eC?, ¢(z 2)=p@e¢().
Quelle conclusion peut-on en tirer?

3. a. Montrer que

1 V3 V3
0 L3 |27 1
2 2 5v3 L, V3
4 2 4
b. De facon générale montrer que pour tout n dans N*
n n 1 . nn 1 ni
cos — — —sin— —sin—
LE | 3 273
® 1 =
2 2 5 n nm nn
——=sin— cos— + —sin—
2 3 3

Partie B

Soit & un espace affine euclidien d’espace vectoriel associé E rapporté au repere orthonormé (O ; el ?2))
Soit ¥ I'application affine de & dans & qui laisse O invariant et qui a pour endomorphisme associé

1 V3
I'endomorphisme de matrice ¢ | - + 17)

Soit Ag le point de coordonnées (1; 1) dans le repere (O ; e_f, ej)

On considere la suite de points A} = ¥ (A), et (VreN*), A, =Y (A,-1).
1. Déterminer les coordonnées x, et y,, du point A,,.
2. Montrer que les suites x, et y, sont périodiques.

3. Déterminer l'isobarycentre des points Ag, Aj, Az, Az, As, As.
Partie C

On considére dans & I'application affine g définie par

X =
(2

On désigne par F son endomorphisme associé.

==

|

1. Pour toutréel A on appelle E; 'ensemble des vecteurs U tels que F(;) = A'u. Montrer que Ey
est un espace vectoriel sur R.
2. Montrer qu'il existe deux valeurs distinctes 1; et 1, de A pour lesquelles Ej n’est pas réduit a
{0}. Déterminer une base de E,, et une base de Ey,.
3. a. On considere U = Se‘_f =€ et V= €. Montrer que (ﬁ, V) est une base de E. Est-elle
orthonormée?
b. Quelle est la matrice de F dans la base (ﬁ, 7) ?

c. Siun point M a pour coordonnées (X ; Y) dans le repere (O ; ﬁ, V), exprimer les coor-

données (X’ ; Y’) de g(M) dans ce méme repére en fonction de (X ; Y).

Polynésie francaise 2 juin 1982
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4. Soit p la projection affine sur la droite passant par O de vecteur directeur ﬁ, de direction la
droite vectorielle engendrée par V.

Montrer que (VM€ &), p(M)g(M) = —% p(M)M.

En déduire la construction de g(M) connaissant M, la construction de M connaissant g(M).

5. Représenter les points g (Ag), g (A1), --- g (As) puis les points Ay, Aj, A2, Az, A4, As dans le
plan rapporté au repere (O; €1, €2].

Polynésie francaise 3 juin 1982



Durée : 4 heures

«» Baccalauréat C juin 1982 Nantes oo

EXERCICE 1 4 points
Une urne contient neuf jetons numérotés de 1 a 9, indiscernables au toucher.

1. Ontire simultanément deux jetons de 'urne et on note leurs numeéros: a et b. On suppose qu'’il
y a équiprobabilité de sortie pour chaque jeton. On considére la variable aléatoire X associant
a chaque paire de jetons tirés, a, b, le plus grand commun diviseur de a et de b.

a. Déterminer I'ensemble des valeurs prises par X.
b. Déterminer la loi de probabilité de X et sa fonction de répartition. On représentera graphi-

quement celle-ci dans le plan rapporté a un repere orthonormé (O A | )

c. Déduire de la question précédente les probabilités des événements suivants :
A:«l'équation (x, y) € 7% et ax+ by =1 admet des solutions »,
B : «I'équation (x, y) € 7% et ax+ by = 2 admet des solutions »,
C:«I'équation (x, y) € 7% et ax+ by = 12 admet des solutions ».

2. On effectue maintenant I'épreuve suivante : on tire une paire de jetons, on note a et b, on
remet les jetons dans I'urne, on effectue un nouveau tirage, et ainsi de suite.

a. Quelle est la probabilité d’obtenir exactement trois fois 1 pour plus grand commun divi-
seur de a et de b au cours de quatre tirages successifs?

b. Combien faut-il effectuer de tirages pour que la probabilité d’avoir au moins une fois 1
pour plus grand commun diviseur de a et de b au cours de n tirages successifs soit supé-
rieure a 0,999?

EXERCICE 2 4 points
Soit E3 I'espace affine euclidien orienté, rapporté au repere orthonormé direct (O 1, ], k )

1. f désigne l'application affine de E3 définie analytiquement par

¢ - 1. V8
- 2 27
Y
= _— -
y 2 2)’
Z = z

Démontrer que f est une rotation affine; préciser son axe et une mesure de son angle.

2. On considere les quatre points :

A(2;0;0), B(-1;V3;0), C(-1;-v3;0), D(;0;4)
On pose & = {A,B,C,D}.
a. Vérifier que ABC est un triangle équilatéral de centre de gravité O.

b. Vérifier que I'application f laisse & globalement invariant.

3. Soit g une isométrie affine de E3 qui laisse & globalement invariant.
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a. Déterminer l'isobarycentre G des quatre points A, B, C, D. Calculer
ex]. e8], Jec]. [eo].
b. En déduire que g laisse invariant les points G et D.
c. En déduire 'ensemble des déplacements de E3 qui laissent & globalement invariant.

4. Soit s un antidéplacement de E3 qui laisse & globalement invariant.

a. Démontrer que s est associé a une symétrie vectorielle orthogonale par rapport a un plan
vectoriel; en déduire la nature géométrique de s.

b. Quel est'ensemble des isométries affines de E3 qui laissent & globalement invariant?

PROBLEME 12 points
Sauf pour les notations, les trois parties du probléme sont indépendantes

P est un plan affine euclidien orienté muni d'un repere orthonormé direct (O ; ;, T/)), C est I'en-
semble des nombres complexes; i est le nombre de complexe de module 1 et d’argument g Les

affixes des points de P sont toujours données par rapport au repére (O U, v )
f et g sont les deux applications de C vers C définies par, pour tout z de C,

(2
g(2)

Z2+4(1-1)z%-2(2+7)z—16+8i
Z3+2-2i.

Partie A

1. Déterminer le module et un argument de chacun des nombres complexes z vérifiant g(z) = 0.
Représenter les points dont les affixes sont les nombres trouvés et démontrer que ces points
forment un triangle équilatéral.

2. Démontrer qu’il existe un, et un seul, réel r, que 'on déterminera, qui vérifie f(r) = 0.
Déterminer les deux nombres complexes a et b de faAon a avoir

f(2) =(z-r)(2* + az+ b) pour tout zde C.

3. Résoudrel’équation ze C, f(z)=0.
Démontrer que les points dont les affixes sont les solutions de cette équation forment un tri-
angle rectangle dans le plan P.

4. A, B, Csont les points de P dont les affixes respectives sont —1+3i, 1+i, —4. Déterminer I'affixe
du barycentre G des points A, B, C affectés respectivement des coefficients 4; 3; 5.

5. On désigne par k I'application de P vers R qui a tout point M de P associe le réel

MA - MB +2MB - MC +3MC - MA.

Calculer h(C). Exprimer h(M) en fonction de IMG|? et h(G).
Déterminer et dessiner I'ensemble des points M de P qui vérifient h(M) = 18.

Partie B

A tout point M de P d’affixe z on associe le point M’ de P d’affixe

f(2)—g(2).

Nantes 2 juin 1982
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. Déterminer les coordonnées (x' ; y’) de M’ dans le repere (O DU, v) en fonction des coor-

données (x; y) de M dans le méme repere.

. A, B, C sont les points définis en A 4. Donner une équation de 'ensemble H; des points M de

P tels que O, B et M’ soient alignés. Démontrer que H; est une hyperbole dont on précisera le
centre et les asymptotes.

. Donner une équation de I'ensemble H, des points M de P tels que O, I et M’ soient alignés, 1

étant le centre de gravité de A, B, C.

Démontrer que H; est une hyperbole dont on précisera le centre et les asymptotes : on pourra,
par exemple, donner une équation de H sous la forme y = ¢(x).

Démontrer qu'un point M est commun a H; et Hj si, et seulement si, M’ est confondu avec O.
Résoudre I'équation

zeC, f(2)=g(2).

En déduire les points communs a H; et H>.

Construire H; et H, dans le repére (O U, U )

Partie C

Un mobile du plan P a son affixe z(#) donnée, en fonction du temps ¢ par

z(t) = f(t.i)+10-6i,

quand ¢ décrit I'intervalle [0; 2] de R. On notera M(¢) le point correspondant a I'instant t.

Nantes

. Déterminer les coordonnées (x(¢) ; y(t)) de M(t) dans le repére (O ; I[, ;), ainsi que les co-

—_— —
ordonnées dans la base ( u, v) des vecteurs vitesse et accélération du mobile a l'instant ¢.

Faire un tableau indiquant les variations de x et de y en fonction de .

1
Construire les points de la trajectoire du mobile correspondant aux valeurs : 0, 2’ ,2du
. . N . . 27
réel t et un vecteur directeur des tangentes a la trajectoire pour les valeurs 0, 7 2det.

2
) 17
3

FNIRN

Déduire de ce qui précéde le tracé de la trajectoire du mobile, en indiquant le sens du parcours,
quand ¢ décrit [0; 2].

3 juin 1982



Durée : 4 heures

o» Baccalauréat C juin 1982 Limoges o

EXERCICE 1 4 points

Déterminer les paires {a, b} d’entiers naturels non nuls tels que
2m+7d =111,
m désignant le PPCM et d le PGCD de a et de b.
EXERCICE 2 4 points
1. Montrer que, pour tout nombre réel x, on a

cos3x=(2cos2x—1)cos x.

2. Pour tout entier naturel non nul 7, on pose

6 0
+Log(2cos?—1)+---+Log(2cos3—n—1).

0
Sn(0) =Log(2cos§ -1

7
ol Log désigne le logarithme népérien et 8 un nombre réel donné de I'intervalle I = ] ~303 [
a. Justifier I'existence de S, (0).
b. En utilisant la premiére question, montrer que

0
S,(0) =Logcos 2" Logcos 53

c. Calculer S(9) = nl—i»IPooS”(G)‘

3. Calculer S'(0), pour tout 6 de 'intervalle 1, S’ désigne la dérivée de S. En déduire la valeur de J

1735 6
=— tg—do.
zfo 8

PROBLEME 12 points

On considere E un espace vectoriel euclidien orienté, muni de la base orthonormée directe ( 1,1, k )
On note fp I'identité de E.

Partie A
Soit f 'endomorphisme de E défini par
f 7] = 7 +k
f 7 = 7 + 75
f x = T+ 7
1. Déterminer f o f et vérifier que
fof=f+2f.

En déduire que f est une bijection et déterminer f~! en fonction de f et de f;.
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2. Soit f"=f"lof VneN*.
Montrer que f” peut s’écrire

fr=Unf+Vafo

U, et ¥y, étant deux réels.
Calculer %;,+1 et 7,+1 en fonction de %, et 7;,.
3. Soit

{an+l = 2%p+1+Vnn vneN

ﬁn+1 = Un1—Vnn

Exprimer @, en fonction de a, puis 8,+1 en fonction de ,,.
Calculer a, et §,, en fonction de n.
En déduire %;, et 7, en fonction de n et f” en fonction de f et fj.

Partie B

Soit ¢, , 'endomorphisme de E défini par

Pa,p=afotbf.
On note ® 'ensemble de ces endomorphismes avec (a, b) € R2.

1. Montrer que ® est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des endomorphismes de E et
que (fo, f) est une base de @.

2. Quels sont les endomorphismes ¢, j tels que

$a,b°Pa, b=Pa, b+2f0.
3. Montrer que (®, +, o) est un anneau commutatif unitaire.
4. Déterminer les couples (a, b) de R? pour lesquels
a. ¢, p estune symétrie vectorielle de E. Caractériser les symétries trouvées.
b. ¢, p est une projection vectorielle de E. Caractériser les projections trouvées.

C. @4, p est une isométrie vectorielle de E. Caractériser les isométries trouvées.

La partie B est indépendante de A § 2) § 3).

Limoges 2 juin 1982



Durée : 4 heures

» Baccalauréat C juin 1982 Dijon av

EXERCICE 1 4 points

n étant un entier naturel fixé, on consideére dans 72 I'équation

(Ep) : 165x—-132y =n.

Résoudre cette équation dans les trois cas particuliers :

1. n=33.
2. n=66.
3. n=42.
Dans ces différents cas, on déterminera pour chaque couple (x, y) solution, le PGCD de x et
.
EXERCICE 2 4 points

Soit & un espace affine euclidien, (O ; e—f, ?2)) un repere orthonormé, f I'application de & dans & qui

a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe

72 =z* +iz+1.
1. Déterminer 'ensemble des points M dont I'image par f est le point A d’affixe 3i.
2. Soit M un point de & de coordonnées x et y et M’ = f(M) de coordonnées x’ et y' son image
par f. Déterminer x’ et y' en fonction de x et y.

3. SoitI' 'ensemble des points M du plan dont I'image est sur la droite d’équation x = —1.
Déterminer une équation cartésienne de T'.

4. Soit € I'image’par f de la droite (O, ;1)) Déterminer une équation cartésienne de 6.

5. Montrer que I' et € sont des coniques dont on déterminera les éléments remarquables (no-
tamment le centre, les axes, les asymptotes et les sommets lorsqu’ils existent) et que 1'on
construira.

PROBLEME 12 points

—_ —

Soit & un plan affine euclidien rapporté a un repere orthonormé (O | ) Soit € (R) 'ensemble
des fonctions numériques définies et continues sur R. On rappelle que %4 (R) muni de I’addition et de
la multiplication par un réel habituelles, est un espace vectoriel sur R.

Question préliminaire : Justifier, pour tout f élément de € (R) et pour tout réel x, I'existence du réel
x+1

f(t)dt. Onnote F(x) ceréel; on construit ainsi une fonction numérique F définie sur R, associée
X

af.
Partie A

Soit 7 le sous-espace vectoriel de € (R) engendré par les fonctions fi, f> et f3 définies par

VxeR, filx)=1 frlx)=x; f3(x)=¢e".
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1. Montrer que % = (fi, f>, f3) estune base de 7.

2. Montrer que, si f est élément de 7/, F est élément de 7.
Soit alors @ : 7 — ¥ I'application définie par

o(f)=F

Montrer que ® est un endomorphisme de 7, et donner I’expression des coordonnées a,, b; et
c) de F dans la base 28 en fonction des coordonnées a, b et ¢ de f dans cette méme base.

Application : On pose f = —fi — fo + f3. Déterminer ®(f).
3. Soit P le plan vectoriel engendré par f; et f> et D la droite vectorielle engendrée par f3.

a. Montrer que ces deux sous-espaces de 7 sont stables par @, c’est-a-dire que ®(P) c P et
®(D) =D.

b. On définit ®' = ®* et pour tout entier n > 2, ®" = d"* 1o ®.

Soit f un élément de 7, de coordonnées a, b et c dans la base %, et a,, b, ¢, les coordon-
nées de ®"(f) dans cette méme base.

Déterminer a,, b, et ¢, en fonction de a, b et c.
Partie B

Soit f et F les fonctions numériques définies par :
VxeR f(x) = e‘*—-x-1
Fx) = (e-1e*-x-2
1. Montrer que F est la fonction associée a f (au sens de la question préliminaire).
2. Etudier les fonctions f et F et construire leurs représentations graphiques respectives y et T

dans le repere (O ; _z), ] ) du plan . (Tracer les deux courbes sur le méme dessin).

3. Justifier I'existence, pour tout réel positif x, d'un réel unique c de I'intervalle [x; x + 1] tel que

x+1
f fde= f(o).
X

4. On définit la suite (cy) ,en par

n+1
\meN,f FOde=few
n

puis la suite (6,) ,en par 6, = ¢, — 1.
a. Montrer que la suite (§;) ,en €St bornée.
b. En utilisant les courbes y et I du B 2., déterminer graphiquement les points My, M; et M»
del'axe (O, 7) d’abscisse respective co, ci,c,-
c. Montrer que
VneN e—l—ﬁ =e5"—%.
d. Montrer que la suite (0 ,) ,eny converge vers une limite £ que I'on déterminera.
e. Calculer F(x) — f(x+¢) pour x € R.

En déduire une transformation affine T du plan & telle que I'on ait T(y) =T'. Quelle est la
nature de T?

Les parties A et B pourront étre abordées indépendamment I'une de I'autre. (e désignera dans tout le
probléme la base des logarithmes népériens).

Dijon 2 juin 1982
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» Baccalauréat C juin 1982 Antilles-Guyane e

EXERCICE 1

On considere I'expression

f(2)=2>— (1+14i)2° - 22(29 - 1) + 68i
ol z est un nombre complexe.

1. Montrer que I'équation f(z) = 0 admet une solution imaginaire pure que I'on notera a. Mon-
trer qu'il existe des coefficients complexes b et c tels que

f@)=(z—a)(z—Db)(z—c).
En déduire les autres solutions de I'équation. On notera b la solution dont la partie réelle est
négative, ¢ l'autre.

2. Soit A, B, C, les images des nombres complexes a, b, ¢ dans un plan affine euclidien muni d'un
repere orthonormé.

Déterminer les éléments géométriques de la similitude directe laissant A invariant et transfor-
mant B en C.

EXERCICE 1

On considére la fonction numérique f de la variable réelle x définie par

f(x) =-x>+x*Log x.
1. Etudier la fonction f et construire sa courbe représentative C dans le plan affine euclidien
rapporté a un repere orthonormé.

2. Soit a un nombre strictement positif et strictement inférieur a e. En utilisant une intégration
par parties, trouver l'aire de la partie du plan comprise entre I'axe des abscisses, la courbe C
et les droites d’équations x =a et x =e.

Cette aire admet-elle une limite lorsque a tend vers 02 La déterminer si elle existe.

PROBLEME

Partie A

Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 et B = ( 1, J, k) une base orthonormée
directe de E.

1. Soit ¢, 'endomorphisme de E défini par

o(v)=1 s oli)=-7 5 olk)=-%
Démontrer que ¢ est une isométrie vectorielle de E. Déterminer 'ensemble des vecteurs in-

variants par .

2. Montrer’ que @o est une symétrie vectorielle orthogonale par rapport a une droite D que 'on
déterminera.
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3. Soit P le plan vectoriel orthogonal a D. On appelle o la symétrie vectorielle orthogonale par
rapport au plan P.

Montrer que ¢ = rog = gor ol r est une rotation vectorielle dont on déterminera les éléments.
On précisera I'orientation choisie pour la mesure de I'angle.

Partie B

Soit & un espace affine euclidien associé a E, rapporté au repere orthonormé direct R = (O i1, ], k )
On considere les points. O’, A, B’ de & dont les coordonnées dans R sont :

O'(a;0;a) A(a;0;0) B'(0;0; a)

ol a est un réel strictement positif.
Soit f I'application affine de & dont 'endomorphisme associé est ¢ et qui transforme O en O'.

1. Définir analytiquement f. Préciser les coordonnées des points A’ et B tels que

A'=f(A),B = f(B).

Montrer qu’il existe un seul point invariant I par f.

2. En utilisant A 3., montrer qu'il existe deux isométries affines & et g, non égales a I'identité de
&, telles que

f =ho g=go h
Donner la nature et les éléments caractéristiques de & et de g.

3. Soit ¢ un réel strictement positif. On note &2 le plan passant par I de direction P et C, I'en-
semble des points M de & tels que

“ Mf(M) “ =1.

Montrer que Cy, est globalement invariant par f. Montrer que l'intersection de Cy et 22 est un
cercle dont on précisera les coordonnées du centre et le rayon.

4. Onnote G I'ensemble des points M de € tels que

OM - Of(M) =0.

Montrer qu'une équation de G dans R est

ax—z>+az=0.

Montrer que I'intersection de G et du plan d’équation y = 0 est une parabole dont on détermi-
nera le sommet et I'axe de symétrie.

Construire cette parabole dans le cas o a = 4.
Partie C

On considere les triplets F={O; A; B} et F’ = {O'; A’; B'}.
On se propose de déterminer I'ensemble Q des isométries affines de & qui transforment F en F'.

1. Montrer que Q est non vide.
2. Soit g un élément de Q.

a. Montrer que ¢(0) =0’.

Antilles-Guyane 2 juin 1982
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b. Déterminer I'image par g du milieu du bipoint (A, B).

c. Soit X I'endomorphisme associé a g. Déterminer les images possibles de 1 et j parX.En
déduire que P est globalement invariant par X. Montrer alors, que

—

x(k):? ou x(k =%,

—>) —_
3. Déterminer les quatre endomorphismes qui peuvent étre associés a g.

4. Déterminer analytiquement tous les éléments de Q.
Vérifier qu’il existe, dans Q, deux déplacements.
Déterminer leur nature et éventuellement leur forme réduite.

Antilles-Guyane 3 juin 1982
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EXERCICE 1 5 points

Soit 22 un plan affine euclidien orienté et 2 = (O U, v )un repere orthonormé de 2.

A tout nombre complexe z, z= x+1y, on associe le point M de coordonnées (x; y) dans le repere Z.
Le nombre complexe conjugué de z est noté z. Soit (E) I'ensemble des points de & dont I'affixe z
vérifie la relation :

2|z|2—%(z2—(2)2) = 1.

b4
Soit r la rotation affine de centre O et dont une mesure de I'angle est 7 en radians. Soit (E’) I'image

de (E) par r.

1. Déterminer une équation cartésienne de (E’) dans le repére %. Reconnaitre la nature de (E').

2. En déduire le tracé de (E) dans le repere 2 ; on prendra 5cm pour unité graphique.

EXERCICE 2 5 points

(La question 3. peut étre traitée indépendamment des deux questions précédentes.)
On envisage une particule 7 pouvant occuper deux positions A et B se déplacant aléatoirement de la
facon suivante :
— La position initiale (au temps 0) de la particule 7 est A. Au temps n, n € N*, la particule 7 est
soit en A soit en B.
— Entre deux instants successifs, 7 et (n + 1), la particule 7 saute éventuellement d'une position
alautre.
Les divers facteurs influant sur cette évolution ne varient pas au cours du temps. L'éventualité
d’un saut est par ailleurs indépendante de la position de la particule 7 au temps n.
On ne demandera pas d’expliciter les espaces probabilisés. Mais nous pouvons traduire en termes
mathématiques la situation de la fagon suivante :
si neN, on note A, I'évenement «la particule 7 est en A au temps 7n » et B, 'événement «la particule
7 est en B au temps 7 ».
Ainsi A, N A4 est]’évenement «la particule 7 est en A au temps n et aussi au temps (n+1) », ...
Soit respectivement a, et §, le probabilité des évenements A, et B,.
On donne un nombre 6 dans l'intervalle ]0; 1[. Nous exprimerons les positions définies ci-dessus par
les hypotheses:
— ap=leta,+PB,=1(MmeN),
— La probabilité de A, N A, +1 estOay, cellede B, N B, est8f,.

1. Calculer, en fonction de 6 et 3, 1a probabilité de I'événement B, N A, (cC’est a dire de I'éve-
nement «la particule 7 se trouve en B au temps 7 et en A au temps (1 + 1)).

2. Montrer que, pour tout 7 € N*, a,,+1 = (20 — Da, + (1-0).

3. Du résultat de la question précédente et de ag = 1, déduire que, pour tout n € N*, a, =
e-1" 1

2 2
Quelle est la limite de la suite (&) quand n tend vers +oco?
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PROBLEME 5 points

Pour tout k€ N, on note f; 'application de ]0; 1[ dans R définie par :

si k#0 fk(x)zxk 1-x, et fo(x)=v1-x.

1. Etudier la continuité de f} et la dérivabilité de f;.
2. Donner, en distinguant selon la valeur de k, le tableau de variation de f.
Dans le plan rapporté a un repere orthonormé, tracer les courbes Cy, C; et C, représentatives

de f(), f1 et fg
1
3. Calculer f fo(x) dx.
0

1
4. Pour tout k€N, on pose I = [ Sfr(x)dx.
0
Montrer, en intégrant par parties, que pour tout entier k > 1
2k

= Ij_y.
2k+3 *!
En déduire une expression de I (que I'on ne cherchera pas a simplifier).

I

5. Montrer que pour tout k € N :

1 1
< —.
ﬁ) fk(x)dx\k+1

II. On considere la fonction numérique F de la variable réelle x définie sur I'intervalle fermé [0; 1]
par:

F(x) =

. sixe[0; 1] etF(1)=0.

1. Etudier la continuité de F sur [0; 1].
Présenter son tableau de variations.

=

2. Dans la suite du probléme, pour tout entier n > 0, on note F, la fonction définie pour tout
x€e[0; 1] par:

Fux) = fo)+ L)+ + fm1 ().

Calculer F,(x) et montrer que, pour tout x réel fixé dans [0; 1], F(x) est la limite quand n tend

vers +oo de Fj,(x).
1

3. Pour tout entier n > 2, on désigne par A, 'intégrale f " F(x)dx.
0

Calculer A,. Déterminer la limite de A, quand n tend vers +oo.

1
4. Etablir que [ Fp(x)dx tend vers 2 quand n tend vers +oo.
0

On pourra écrire :

1 -3 -1 1
F, (x)dxz[ dx—[ —dx+f F,(x)dx
fo " 0 1-x 0 V1i—-x -1

“n

Majorer la deuxiéme intégrale du second membre en majorant par v/n, et majorer la

derniére intégrale en majorant F, (x) par /7.

Aix-Marseille 2 juin 1982
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EXERCICE 1 4 points

Pour tout n entier naturel, on considere
n
I, = f Log"xdx.
1
1. Calculer Iy. Al'aide d'une intégration par parties, trouver une relation entre I, et I,,;1.

2. Montrer, par récurrence que 'on a

I, = ane+ by,

avec a, terme général d'une suite a définie par ap = 1 et, pour tout 7 entier naturel, par

ap+1=1-ap(n+1);

b, terme général d'une suite b définie par by = —1 et, pour tout z entier naturel non nul, par

b, =n!(-1)".
3. Déterminer le signe de I,,.
ATaide du 1., montrer quel'on a
e
I, < .
n+1

Etudier le comportement de I, quand 7 tend vers +co.

EXERCICE 2 4 points

Un examen comporte deux épreuves obligatoires : une d’histoire et une d’économie. La question
d’histoire est choisie au hasard parmi 30 sujets possibles et la question d’économie choisie au hasard
parmi 20 sujets.

On suppose que tous les couples de questions possibles ont la méme probabilité d’étre obtenus.

Un candidat est recu s’il connait a la fois le sujet d’histoire et le sujet d’économie.

1. Un candidat se présente a cet examen en ignorant 6 sujets d’histoire et 5 sujets d’économie.
QueUe est la probabilité pour que le candidat soit recu?
2. Trois candidats se présentent a cet examen. Ils ignorent tous 6 sujets d’histoire et 5 sujets

d’économie. On suppose que le résultat de 'examen pour les trois candidats sont des évé-
nements indépendants.

Soit X la variable aléatoire qui associe a cet examen le nombre des candidats recus. Définir la
loi de probabilité de X. Calculer I'espérance mathématique de X et sa variance.

EXERCICE 2 4 points

Partie A
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Soit E un plan vectoriel euclidien et B = ( 1, J ) une base orthonormée de E. On considere 'applica-
tion linéaire @, de E dans E, admettant pour matrice dans la base B

M= av3 l1-a
“"\1-a -av3
ol a est un nombre réel.
Pour quelles valeurs de a, @, est-elle involutive?
Préciser dans chacun des cas la nature de 'endomorphisme et ses éléments caractéristiques.

Partie B

On considere un plan affine euclidien & associé aE et R = (O A | ) un repére orthonormé de &.

Soit a et § deux nombres réels. On appelle f, g I'application de & dans & qui, a tout point M de
coordonnées (x; y) dans R, associe le point M’ de coordonnées (x' Y ) dans R telles que

3
X = £x+X+oc
2 \/_2
, X 3
= Z-——y+
y 2 zyﬁ

Soit O' = f,, 4(0).

1. Déterminer 'ensemble des points O’ pour lesquels I'application f,, 5 admet des points inva-
riants.

2. Onsuppose a = 2—v/3 et = —1. Préciser la nature et les éléments caractéristiques de frovz -1
Quelle est I'image de la droite d’équation x — yv/3—1 =0 par foovz 1t

3. On suppose a =4 et f = 0. Déterminer le vecteur U et la droite affine D de vecteur directeur
u tels que

ﬁ;,() tu SD = SD tu

ol - représente la translation de vecteur u et sp la symétrie orthogonale par rapport a la
droite D.

4. On considere la courbe C de & d’équation

x2+y2—4x=0.

Définir la courbe C, en donner ses éléments caractéristiques et la construire dans R. Détermi-
ner une équation de I'image C’ de C par fy, o.

5. Soit z l'affixe du point M et z’ I'affixe du point M’ = f;, o(M). Trouver la relation existant entre
Z et z.

Partie C

On considere I'application g de & dans & qui, a tout point M de coordonnées (x ; y) dans R, associe
le point M" de coordonnées (x”; y”) dans R, telles que

{ " = xV3+y-3

y' = x-yV3+3.

1. Montrer que g admet un point invariant, et un seul. Soit Q ce point.

2. Déterminer une homothétie / de centre Q) et une droite affine A contenant Q telles que

g=spoh=hosa.

ol sa estla symétrie orthogonale par rapport a A.

Amérique centrale 2 juin 1982



Durée : 4 heures

«» Baccalauréat C juin 1982 Besangon ! e

EXERCICE 1

1. Calculer la somme suivante pour x réel et p entier naturel

1—x+x% =+ (=1)PxP.
2. Montrer que quels que soient les entiers naturels x et , 'entier x>"*1 +1 est divisible par x+1.
k
3. En déduire que, quel que soit I’entier naturel p, (2(2’7)) + 1 est divisible par 2(2") 11 siTentier
k est impair.

4. Démontrer qu'une condition nécessaire pour que 2™ + 1 soit premier est que 1’entier naturel
m soit une puissance de 2. On ne cherchera pas a étudier si cette condition est suffisante.

EXERCICE 2

P est le plan affine euclidien rapporté au repére orthonormé direct (O A | )
S est la symétrie orthogonale par rapport a la droite D d’équation y = x, s est la symétrie orthogonale

par rapport a la droite affine passant par O et de vecteur directeur j .
k étant un réel donné on considere I'application du plan dans lui-méme associant au point M de
coordonnées x et y le point M’ de coordonnées x’ et y' définies par :

/

X = kx
y = x+ky.

Soit f cette application.

1. Trouver I'ensemble des poins invariants par f.
2. Montrer que fj estla composée de deux applications simples a déterminer.

3. Trouver 'expression analytique de fi o fi pour deux réels k et k' quelconques. Donner la na-
ture de la composée pour k' = —k.

4. Déterminer analytiquement 'application fj o so fi.oS. Reconnaitre cette application et donner
ses éléments caractéristiques, directement ou en utilisant les nombres complexes.

PROBLEME

Partie A

Soit f la fonction numérique de la variable réelle t définie par:
1
N=——.
U t(r+1)?

1. Etudier les variations de la fonction f et tracer sa courbe représentative dans un repére ortho-
normé.

1. Dijon, Grenoble, Nancy-Metz, Reims, Strasbourg
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2. Déterminer les réels a, b, c tels que, quel que soit le réel ¢ appartenant au domaine de défini-
tionde f

a b c

=——+—+-.
(t+1)2 t+1 ¢t

f@

3. Montrer I'existence du réel

y
A(x,y) =[ fde
X

pour x strictement positif et x strictement inférieur a y.
Donner une interprétation géométrique de ce réel.

Partie B

Soit g la fonction numérique de la variable réelle t définie par :
g =

20+
1. Montrer que la fonction

RY — R
t — g-f®
admet des primitives. Les calculer.
2. En déduire

y
B(x, y)=f g de
X

pour x strictement positif et x strictement inférieur a y.
3. xétantfixé, trouver lalimite F(x) de A(x, y) quand y — +oo puis la limite G(x) de B(x, y) quand
¥y — +o0.
Partie C

On suppose x réel positif strictement.
1. Etudier les variations de la fonction F.
En déduire que : quel que soit x strictement positif, 0 < F(x).

2. Etudier les variations de la fonction G. En déduire que quel que soit x strictement positif,
G(x) <0.

3. Déduire des questions précédentes que : quel que soit x strictement positif,

(1+x)x (1+x)x+1
_— <e|——
X X

4. Puis que pour tout entier naturel non nul n,

1< 7 <1l+—
(145
n
Et en déduire que
1 n
lim 1+—) =e.
n—+oo n

Besancon 2 juin 1982
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«» Baccalauréat C Centres étrangers groupe 1 juin 1982 v

EXERCICE 1 4 points

1. Dans @, résoudre le systeme a l'inconnue (x, y, z) :

x+2y—-4z = -1
3x+y-2z = 2
2. Dansle corps Z/5Z, dont les éléments sont notés 0,1, 2, 3, 4, résoudre le systéme a I'inconnue
(x, ¥, 2):
x+2y—4z = -1
3x+y-2z = 2.
EXERCICE 2 4 points

On donne un plan affine euclidien orienté &2 dont le plan vectoriel associé est noté P, un triangle
A1A2A3 de &2 et une similitude . de P. On note B; By B3 le triangle de &2 défini par

AsB; =5”(A2A3), AsB» =5ﬂ(A3A1) A1B; =5ﬂ(A1A2).

1. On désigne par G l'isobarycentre du triangle AjAA3 (barycentre des sommets affectés de co-
efficients égaux). Montrer que G est aussi l'isobarycentre du triangle B; B, Bs.

2. On rapporte le plan &2 a un repere orthonormal direct d’origine G. On appelle ai, ay, as les
affixes de AjA2As3 et by, by, bs les affixes de Bj, By, B3. On désignera par s le nombre complexe

associé a la similitude . c’est-a-dire que, si z est le nombre complexe associé a un vecteur v
=
de P et z’ le nombre complexe associé au vecteur v’ transformé de v par #, ona z’ = sz.

Montrer qu’il existe, en général, deux similitudes . telles que le triangle B; By B3 soit équilaté-
ral et que celles-ci sont indépendantes du choix du triangle AjAzAs.

Quel est le cas d’exception?

27
N.B. - On utilisera le nombre complexe j de module 1 et d’argument 5

PROBLEME 12 points

Partie préliminaire

1. Pour tout n € N*, calculer I'intégrale

s

2
anf xsinnxdx.
0

2. Montrer que chacune des cinq fonctions numériques :
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X — Xx-sinx

2
X — -—-14+—+cosx
2
x3 .
X — —X+—+sinx
x* x*
X — l——+——cosx
2 24
DA S
X — X——+—-—sinx
6 120

ne prend que des valeurs positives (au sens large) sur I'intervalle [0 ; +00[.

b4
3. Montrer que, pour x € ] 0; 3 [,

vérifiel (x2) 11

Partie A

7
1. Montrer que, pour tout n € N, il existe une application continue f,, de [0 ; E] dans R vérifiant

sinnx ] nJ

sinmx
si

fn©@=n, fu(x)= pour tout x € ]0; g]

Montrer que I'application f;, est dérivable et calculer f},(0).
On utilisera les résultats de la partie préliminaire 2.

2. Pour n > 1, on désigne par C, la représentation graphique de f;, par rapport a un repere or-
thonormal donné (unité graphique : 2 cm). Déterminer les abscisses des points communs a
Cy et Cy41. Construire Cp, Co, Cs.

Interpréter en terme d’aire l'intégrale

An= f " fudx. (n>2)
0
3. Onnote w = [y (1) dt ou ¢ est'application continue de R dans R définie par sin t.
sin ¢

(,0(0)21, (P(t)zT sit#0.
On admettra que l'intégrale w, que 'on ne cherchera pas a calculer, s'écrit pour tout n € N*
w= f " @n(x)dx
0

ol la fonction continue ¢, est définie par

sinnx

©n(0)=n, @px)= six #0.

Pour n > 2, justifier I'égalité

Centres étrangers groupe 1 2 juin 1982
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A

An—a):[2 xsinnx- g(x)dx.
0

En déduire 7t (7t2) 7t 1

T ? < < T 1
ez \' " 20m2) S TS5

Trouver les limites des suites (Ap) ;> et (n? (A, - 0)) 15
Partie B

Pour tout n € N, on pose

I,l:fif(x)dx.
0

1. Calculer Iy, I, .

2. Exprimer Ij+2 — I, en fonction de n et en déduire une expression de I, ne faisant intervenir

aucun symbole d’intégration.
N. B. - On rappelle la formule

- +
sinp—sinqusiinqcosqu.

Centres étrangers groupe 1 3

juin 1982
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EXERCICE 1 4 points

1. a. Déterminer les racines carrées du nombre complexe 3 + 4i.

b. Résoudre dans le corps C des nombres complexes I'équation

22— 5+30)22+5+8)z—1-51=0

dont on remarquera qu’elle admet une racine z; réelle.
On notera zp = xp +iy»2, z3 = x3 +iys (X2 < x3) les deux autres solutions.

2. Onconsidere dans le plan affine euclidien muni d'un repeére orthonormé les points M, M, M3
d’affixes respectives z, 22, z3.

Calculer le rapport et donner une mesure en radian de I'angle de la similitude plane directe de
centre M, transformant M, en Ms.

EXERCICE 2 4 points

Pour tout naturel n > 1 on pose
1 1 n L
I, = —2”+1n!,/(; 1-1"ezdt.

1. Alaide d’une intégration par parties calculer I;.

2. Démontrer que pour tout naturel n > 1 on a

1
Contl(py )l

3. En déduire par récurrence que pour tout naturel n > 1 on a

Iny1 =1y

11 11
\/€=1+——+---+—;+In.

4. Montrer que 'on peut trouver une constante A telle que

1

0SInS

On pourra déterminer A en majorant la fonction ¢t — (1 - ¢) nes sur 'intervalle [0;1].
En déduire la limite quand 7 tend vers 'infini de

PROBLEME 12 points
22 est un plan vectoriel euclidien et ( 1, J ) une base orthonormée de ce plan, a est un réel et b un

- — 2
réel non nul. On note ¢, ; I'endomorphisme de &2 dont la matrice dans la base ( 1, ] ) est (611 12)
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Partie A

1. Pour quelles valeurs de a et b, ¢, j, est-il bijectif? Déterminer, suivant les valeurs de a et de b,
le noyau et I'image de ¢, p.

2. Dans cette question a = b.

On appelle i 'homothétie vectorielle de &2 de rapport % Démontrer que I'application p =
®q, p© h est une projection vectorielle dont on précisera les ensembles qui la caractérisent.
En déduire que ¢,  est égal ala composée d'une homothétie vectorielle, dont on donnera le
rapport, et d'une projection vectorielle.

3. Dans cette question a =0 (et b est toujours un réel non nul).
Pour quelles valeurs du réel A le systeme d’équations

Ax—Db*y 0

x—Ay =0
d’inconnue le couple (x; y) de R x R, admet-il d’autres solutions que le couple (0; 0)?
Pour chaque valeur de A trouvée, déterminer 'ensemble des solutions de ce systéme.

En déduire qu’il existe deux droites vectorielles 2; et 2, dont on donnera des équations car-
tésiennes, globalement invariantes par ¢, ;. A quelle condition ces droites sont-elles ortho-
gonales?

Partie B

Soit P le plan affine euclidien associé au plan vectoriel 22 rapporté au repere orthonormé (O N | )

Dans la suite du probléeme, toutes les constructions demandées se feront dans un méme repére or-
thonormé, en prenant 2 cm pour unité de longueur sur les axes.

On appelle f I'application affine de P qui au point M de coordonnées (x ; y) dans (O | ) associe
le point M’ de coordonnées (x'; y') telles que

{ ¥ = bzy

/

y' = x+Logh?
(o1 Log est le symbole du logarithme népérien).

1. Quelle est la matrice, relativement a ( 1, ] ), de 'endomorphisme associé a f ? Montrer que f
est bijective et déterminer analytiquement sa réciproque f!.

2. Déterminer, suivant les valeurs de b, I'ensemble des points invariants par f. Dans le cas ou
b? = 1, reconnaitre f.

3. Quelles sont les droites affines D de P transformées en droites f(D) paralléles a D?

4. Construire les courbes € et €' d’équations respectives y = e* et y = Logx. Démontrer que la
courbe €’ est la transformée de la courbe € par f.

Soit A la tangente a ¥ en un point M, d’abscisse xp.
Démontrer que la tangente a 6’ au point M = f (Mp) est la droite A’ = f(A).

Partie C

Soit ¢ un réel. Un point mobile M a pour coordonnées dans (O 51, ] ), alinstant t,

1 V2
x(t) = —-+—cost
2 5_
1 2
) = —+—sint.
(@) 2t 3
Lyon 2 juin 1982
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1. Construire la trajectoire I' de M. Quelle est la nature du mouvement de M?

2. A quels instants le point M coincide-t-il avec le point A de coordonnées (0; 1). Démontrer que
les courbes € et I' admettent en A la méme tangente 7.

3. Déterminer la nature de la trajectoire I'" du point M’ = f(M).
Dans le cas oi1 b? = 2 construire I”, placer les points A, A’ = f(A), O’ = f(O) et la droite

T' = f(T).

Lyon 3 juin 1982



Durée : 4 heures

» Baccalauréat C juin 1982 Nice e

EXERCICE 1 4 points

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On suppose n > 3.
On tire une boule, qu’'on remet dans I'urne apres en avoir noté le numéro. On admet que le tirage de
chacune des boules est équiprobable. Puis on tire une seconde boule et on en note le numéro.
On appelle X la variable aléatoire définie de la facon suivante :
— siles numéros sont égaux, X prend leur valeur commune,
— siles numéros sont différents, X prend la valeur du plus grand des deux.

1. Trouver la probabilité des évenements suivants :

— E; : X prend la valeur 1.
— E, : X prend la valeur 2.
— E3 : X prend la valeur 3.
— Ep : X prend la valeur p (p entier tel que 1 < p < n).

2. Calculer I'espérance de X.
On rappelle que la somme des n premiers entiers non nuls est

L n(n+ 1)
Lp-

et que la somme des carrés des n premiers nombres entiers non nuls est

n
2 nn+1)2n+1)
Y=

p=1

EXERCICE 2 4 points

Le plan affine euclidien est rapporté au repere orthonormé direct (O ; 7, 7) d’axes x'Ox, y'Oy.
Soit € la courbe d’équation

x> -3y +8x+12y+16 =0.
1. Démontrer que ¥ est une conique dont on précisera les éléments caractéristiques : centre,
axes de symétrie, foyers, directrices, asymptotes, excentricité.
Tracer 6.
2. Soit (D) la droite d’équation y —3 =0.

On désigne par d(M, D) la distance du point M a la droite (D). Soit P le point de coordonnées
(—4; 6); d(M, P) désigne la distance de M a P.

Quel est 'ensemble des points M tels que d(M, P) =2d(M, D)?

PROBLFEME 12 points

On désigne par R, 'ensemble des nombres réels et par R} 'ensemble des nombres réels strictement
positifs.

Partie A



Terminale C A.P.M.E.P.

On appelle 2%, 'ensemble des fonctions polynémes P définies par

(VxeR) P(x)=ax’+bx+c,

ol (a, b, ¢) est élément de R3. On appellera 6 la fonction polynéme nulle.
On rappelle que 2% est un espace vectoriel sur R, de dimension trois, dont la base canonique est

(eo, e1, e2) avec
(VXeR) ep(x) =1, e;(x) = x, ex(x) = x°.

On considere I'application ¢ de 2%, dans &%, qui a tout élément P associe ¢(P) = Q, avec Q défini par
la relation

1) (VxeR): [@P)(x)=Qx)=x*P"—(ax+a—1)P (x)+P(x)

ol « est un réel donné, P’ et P étant les fonctions dérivées premiere et seconde de P.

1. a. Montrer que ¢ est un endomorphisme de 2.

b. Calculer ¢ (eg), ¢ (e1), ¢ (e2) en fonction de ey, e1, 3.
P étant défini par

(VXeR) P(x)=ax’+bx+c,

calculer <¢(P) en fonction de ey, e, ez.

2. Montrer quesi a € R— {1 ; %}, ((p (e0), pler), @ (eg)) est une base de &%,.
En déduire que ¢ est un automorphisme de &,.
Déterminer la fonction polynéme P telle que ¢(P) = 6.
3. Dans cette question, on suppose a = 1.
a. Calculer alors ¢ (eg), @ (e1), @ (e2).
b. Montrer que ¢ est une projection vectorielle dont on précisera les éléments géométriques.

c. Comment faut-il choisir Q dans 9% pour qu'il existe des fonctions polynomes P de %,
vérifiant ¢ (P) = Q?

On donne Q défini par Q(x) = x> — 2. Trouver les fonctions polyndémes P solutions de

pP)=Q.
. 3
4. Dans cette question, on suppose o = >

a. Calculer ¢ (eg), @ (e1), ¢ (e2).
b. En déduire Im ¢.

c. Déterminer Ker .
Partie B

On se propose dans cette partie d’étudier I'ensemble & des fonctions f de R} dans R, deux fois déri-
vables, et vérifiant la relation

@ VxeRY), x*f"(x)—xf (x)+f(x)=0.

1. Vérifier que la fonction f définie sur IRj par f(x) = kx, k € R, est une solution de (2). Comparer
aA3.

Nice 2 juin 1982



Terminale C A.P.M.E.P.

2. On se propose de chercher les éléments f de &, sous la forme f(x) = xg(x) ou g est une
fonction deux fois dérivable sur R.

a. Vérifier que (2) équivaut a

xg'(x) =d,
ou d est une constante réelle arbitraire.

b. En déduire la forme générale des fonctions g puis celles des fonctions f.

3. Soit h, la fonction définie sur R} par

h(x) = xLog x — 2x.

a. Montrer que h est un élément de &.

b. On définit la fonction h par

h(x) = h®x sixeRY
hO) = 0

Etudier la continuité et la dérivabilité de i pour x = 0.
Etudier les variations de h et donner sa représentation graphique dans un plan affine eu-
clidien rapporté a un repere orthonormé. On prendra H 1 “ = H J “ =1cm.

Préciser la tangente a I'origine.

Nice 3 juin 1982



Durée : 4 heures

» Baccalauréat C juin 1982 Reims v

EXERCICE 1 4 points

1. Déterminer 'ensemble U des entiers relatifs n tels que n + 2 divise 2n— 1.
2. Montrer que pour tout entier relatif, les nombres 7 + 2 et 2n? + 31 — 1 sont premiers entre eux.
2n-1)(2n*+3n-1)

3. Déterminer I'ensemble V des entiers relatifs n # —2 tels que soit un en-
(n?2-2)(n+2)
tier relatif.
EXERCICE 2 4 points

1. Déterminer, sous forme trigonométrique, les solutions de I’équation

22 =4V2(-1+1)

dans I'’ensemble des nombres complexes.

2. En utilisant les racines cubiques de 'unité, écrire les solutions de cette équation sous forme

algébrique.
L1 . L. 117 . 1ln
3. Déduire des questions précédentes les valeurs de cos 7Y et sin ETR
PROBLEME 12 points

Soit E un plan vectoriel euclidien orienté rapporté a une base orthonormée directe ( 1, J ) On munit
I'ensemble Z(E) des endomorphismes de E de sa structure usuelle d’espace vectoriel. Pour chaque

endomorphisme f de E, on note M(f) = (Z 2) sa matrice relativement a la base (7, 7) et T(f)le

réel a+d.
Lapplication identique de E sera notée Id.
On appelle F I'ensemble des endomorphismes f de E tels que M(f) soit de la forme (Z Z) avec

(a, b, d) réels quelconques.

Partie A

On note f, f>, f3 les endomorphismes de E de matrices

1 0) (0 1) (0 1 . - -
(0 0),(0 0),(0 0) respectivement danslabase(z, ]).

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de £ (E) de base (fi, f2, f3)
2. Trouver deux éléments f et g de F tels que go f ne soit pas dans E

3. Montrer qu’il existe un endomorphisme r de E et un seul, vérifiant

SUi=fo+ )
]Il—fs
E(fl—fszfs)-

===
Il (Il



Terminale C

A.P.M.E.P.

Soit un élément f de F tel que M(f) = (
f=rf).

a
b d

Partie B

Soit ¢ larestrictionde TaE

1.

Montrer que ¢ est une application linéaire de F dans R.

b); calculer (en fonction de a, b, d) M(f') ou

2. Montrer que le noyau de ¢, noté Ker¢ est un plan vectoriel de F contenant toutes les symétries

Soit ¢ :

Reims

orthogonales par rapport aux droites vectorielles de E.

Pour tout vecteur u non nul de E, on note §—; la symétrie orthogonale par rapport a la droite

vectorielle de base u.
Soit u et v deux vecteurs non nuls de E et soit a la mesure de I'angle du couple
Quelle est la nature de la transformation R = S; o S; ?

Calculer T'(R) en fonction de a.
Partie C

F x F — RI'application définie par ¢(f, g) = T(go f)-

. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E

a. Calculer ¢(f, Id) pour tout f € F.
b. En déduire I'orthogonal de Ker ¢ pour ¢.

On reprend I'endomorphisme r de F défini a la question 3. de la premiere partie.

a. Montrer que r est une isométrie vectorielle de F pour le produit scalaire ¢.

b. Calculer r(Id) et en déduire que r (Ker?) = Kert.

o

. Calculer ¢(f, r(f)) pour tout f élément de Ker?.

d. En déduire que r est une rotation de E Que peut-on dire de son angle?

(@.7)

juin 1982



Durée : 4 heures
» Baccalauréat C Sport-études septembre 1982 av

EXERCICE 1 4 points
f estla fonction définie sur R par f(0) =0 et
— six<O0alors f(x) = e%,

x1
— six>0alors f(x) =xe .

1. La fonction f est-elle continue en 0? La fonction f est-elle dérivable en 02

2. Etudier les variations de la fonction f.
X

3. a. Rappeler le résultat de lim
x—0 X

b. Montrer que la droite d’équation y = x + 1 est asymptote a la courbe représentative, € de
la fonction f.

Tracer 6 dans un plan affine euclidien rapporté a un repere orthonormé (O A | )

EXERCICE 2 4 points

1. Déterminer suivant les valeurs de l’entier naturel, 7, le reste de la division euclidienne de 3"
par 5.

2. Trouver tous les entiers naturels, 7, tels que

PROBLEME 12 points
Dans tout le probléme, des figures simples pourront suggérer les démonstrations demandées.
Partie A
1. & est un plan vectoriel euclidien orienté et (7, 7) une base orthonormée directe de &,.
a. 27 et 9, sont les droites vectorielles de bases respectives :

— —_— -

wm=1+j] et u=j.

Soit s; et s, les symétries vectorielles orthogonales par rapport, respectivement, a 2; et 2-.
Déterminer I'application composée r = s, o s;.

b. 25 est la droite vectorielle de base uz = 1 +4 ) et s3 la symétrie vectorielle orthogonale
par rapport a Z3. Montrer que s3 a pour matrice, dans la base ( 1, ] ),

1(-15 8
17\ 8 15)°
c. Démontrer 'existence d’'une symétrie vectorielle orthogonale unique, s, telle que

§$4083=82038].

Donner une base de son axe 2,. Quel est 'angle des droites vectorielles (23, 24)?



Terminale C A.P.M.E.P.

—

2. E; est un plan affine euclidien associé a &5 et (O ; 7, ] ) un repere orthonorme direct de Ej.
Soit A(5; 0), B(4; 1), A’(=3; 2), B'(—4; 1) quatre points de E;.

a. Montrer qu'il existe un déplacement, f, de Ep, et un seul, tel que

fA)=A" et fB)=B.

Donner sa nature et ses éléments fondamentaux.

b. m estle point de coordonnées (0; —3) et D la droite wA, sp est la symétrie orthogonale par
rapport a la droite affine D. Montrer qu’il existe une droite D', et une seule, telle que

f = Sp’°Sp.
Faire une figure.
b2
c. R estlarotation de centre A et dont I'angle a pour mesure — et T la translation affine de

vecteur AA’. Montrer que

f=ToR.

Soit B; = R(B). Quelle est la nature du quadrilatére AA'B'B; ?

d. g est'antidéplacement tel que g(A) = A’ et 'endomorphisme associé est s; de & (défini
aul.a.)
Montrer que g est la composée commutative d'une symétrie orthogonale par rapport a
une droite A et d’une translation de vecteur v appartenant a la direction de A. Préciser A
et 7; et vérifier que le milieu I de (A, A') est sur A.

e. Montrer que les cinq points O, I, A, B, w sont cocycliques.
Partie B

&3 est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, rapporté a la base ( 1, ], k) orthonor-
mée directe.

1. o, et 0, sont les symétries vectorielles orthogonales par rapport aux droites vectorielles de
bases respectives

Montrer que I'application 03 = 02 00 est une rotation vectorielle dont on précisera I'axe et
I'angle.

2. 04 estla symétrie vectorielle orthogonale par rapport a la droite vectorielle de base j . Carac-
tériser p = 04 003 pour cela on étudiera la restriction de p au plan vectoriel de base ( 1, ] )

supposé orienté a I'aide du vecteur k.

3. Ej est un espace affine euclidien associé a &3 et (O ; 7, 7 k) un repere orthonormé direct
de E3. C et C’ sont les points de coordonnées respectives : (5; 0; 1) et (-3; 2; 1).

a. R estl'application affine associée a p, telle que R'(C) = C'. Montrer que R’ est une rota-
tion dont on déterminera I'axe et 'angle; pour cela on étudiera la restriction de R’ au plan
d’équation z = 1.

Sports-études 2 septembre 1982



Terminale C A.P.M.E.P.

b. T’ est la translation affine de vecteur 6 k. Soit F' = T' o R’. Donner la nature de F', ses
éléments caractéristiques, ainsi que ’ensemble des points invariants par F'.

L est la droite de Es d’équations
y = -3
z = 1

Sp. est la symétrie orthogonale par rapport a la droite L.
Montrer qu'il existe une symétrie orthogonale par rapport a une droite L', a déterminer,
telle que

F' = Sy 08t

Sports-études 3 septembre 1982



Durée : 4 heures

» Baccalauréat C septembre 1982 Rouen oo

EXERCICE 1 4 points

—_ —
P est un plan vectoriel euclidien, muni d'une base orthonormée ( , ] )

1
2 est un plan affine, de plan vectoriel associé P, muni d'un repere (O A | )
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par :

flx)=e*—e™".

1. a. Etudier les variations de f.
b. Tracer sur un méme graphique, en prenant 5 cm comme unité de longueur, les courbes :
(C") représentative de la fonction x :— e* dans le repére (O ; 7, 7) ;
(C”) représentative de la fonction x — e~ dans le méme repere;
(C) représentative de la fonction f dans le méme repere.
2. Montrer que f admet une fonction réciproque £~
On pose y = f(x). Exprimer e* puis x en fonction de y.
En déduire f‘1 ).
Calculer la fonction dérivée de f~!. Tracer la courbe représentative de f~! sur le graphique du
1.
3. A est un nombre réel positif.
Calculer I'aire Sy de I'ensemble des points m dont les coordonnées vérifient :

A

o On exprimera cette aire en cm?

NN

{ 0 < x
fx) < vy
d

Sj admet-elle une limite quand A tend vers +oco?



Durée : 4 heures

«» Baccalauréat C septembre 1982 Amiens oo

PROBLEME 14 points

1. Soit & l'espace vectoriel des applications numériques définies sur R, et indéfiniment déri-
vables sur R.

On donne les quatre éléments de %, définis pour tout x de R par :

h=xe" ; fHx)=e" ; frlo=xe™ ; fax)=e "
On appelle & le sous-espace vectoriel de %, engendré par la famille (f1, f2, f5, fa).

a. Soit f,I'élément de &, égal a afi + bf, +cfs +d f, avec (a, b, ¢, d) € R,
Montrer que la dérivée d’ordre n, de f, qu'on note f"”, est définie par

F(x) = [alx +n) + ble* + (=1)"[c(x - n) + dle”™.

(Tl est conseillé d'utiliser ce résultat dans la suite du probleme.)

b. Montrer que & est de dimension 4. (On pourra utiliser le fait que, si afi +bfo + Cfz +d fa
est 'application nulle 0, ses trois premiéres dérivées sont nulles).

2. a. Ftudier les variations de 'application f, définie sur R, par

f(x) = (4x—6)e* + 2x+ e * —x* + x—5.
(Pour I'étude des branches infinies de la courbe représentative (C) on fera seulement une
étude précise des limites de f en +oo, et en —co.)
Donner une allure de la courbe (C), dans un plan (P) rapporté a un repére orthonormé.

b. Evaluer I'aire géométrique de la portion de (P) comprise entre la courbe (C) et les droites
d’équations x =0, x=1ety =0.
On recherchera une primitive de f en utilisant le 2. a.).
3. On appelle G, I'application de & dans & définie par :

GH=f"-2f"+F.
Montrer que G est un endomorphisme de %.
Soit k2 un élément tel que G(h) =0, et g I'élément de F défini par g(x) =e™* - h(x).
Evaluer la dérivée seconde de g, en déduire que g est une application affine, puis que
{f € F;G(f) = 0} est le plan vectoriel de base (fi, f2).
4. On appelle G larestriction de ¢ a'’ensemble de départ &.
a. Montrer que G; est un endomorphisme de &.
b. Déterminer {f € &;G1(f) =0} et{ge E;g=G1(f), f€&.
c. Soit'application f5 =8f; —4fa.
Trouver un élément f du plan engendré par f; et f; tel que % (fo) = f5.
d. Trouver une application polyndme, py, du second degré, telle que, G (po) = p, p étant I'ap-
plication polynome définie par p(x) = x*> +5x—9.
e. Prouver que l'ensemble S = {f € #/G(f) = f5 + p} est non vide et le déterminer.
f. Déterminer I'élément f de S, tel que f(0) =—10 et f'(0) =0.



Durée : 4 heures

» Baccalauréat C juin 1982 Rennes &

EXERCICE 1 4 points
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par
+1
f(x)=—x +lnx—In(x+1)
X
(In désigne le logarithme népérien).

1. Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative (C) dans un plan (P) rapporté au
repere orthonormé (O 31, ] )

2. Soit A un réel supérieur a1 et

1 < x < A
A’“‘{M(x’y)‘ 1 <y < f }
Calculer I'aire of (Ay) de Ag.
Etudier la limite de <f (Ay) quand A tend vers +oo.

EXERCICE 2 4 points

1. Etudier, suivant les valeurs de I’entier naturel r, le reste de la division euclidienne de 7"par 10.

2. Dans le systeme de numération décimale déterminer, suivant les valeurs de I'entier naturel 7,
le chiffre des unités de I'entier A(n) défini par

A =1+47+7%+---+7"

PROBLEME 12 points

—

Soit £ le plan vectoriel euclidien muni de la base orthonormée 28 = (7, ] ), P le plan affine euclidien

muni du repeére (O ; 7, 7), (A) la droite affine d’équation x—2y = 0, (D) la droite vectorielle de base

]
Dans toute la suite du probléme S désigne la symétrie affine par rapport a la droite (A), suivant la
droite vectorielle (D) ; o est 'endomorphisme associé a S.

On appelle & I'ensemble des applications affines bijectives f de P dans P telles que foS=So f.

Partie A

1. Démontrer que & n'est pas 'ensemble vide et que & est stable pour la loi de composition des
applications, notée o.
Montrer que (&, o) est un groupe.

2. Au point M(x; y), la symétrie affine S associe un point My (xo ; yo). Donner xq et y, en fonc-
tionde x et y.



Terminale C A.P.M.E.P.

3.

2.

Rennes

Soit g 'application de P dans P qui au point M(x ; y) associe le point M’ (x'; y') :

1

X = —=x+1
2

Io= —§x+ +1

yoou Tty

Montrer que g € .

. Soit f une application affine bijective de P dans P d’endomorphisme associé ¢.

Démontrer que f est élément de & si, et seulement si, les trois conditions suivantes sont réa-
lisées simultanément :

fOe©)
Ja e R*, ¢(27+7)=a(27+7)3b€R*, (p(7)=b7

Ecrire alors en fonction de a et b la matrice M de ¢ dans la base (7, 7)

Vérifier ce résultat dans le cas particulier étudié au 3.

. a. Préciser les couples (a, b) pour que f soit une homothétie (caractériser géométriquement

.

b. Préciser les couples (a, b) pour que f soit une translation. Caractériser f.

. On appelle % le sous-ensemble des éléments de & dont 'endomorphisme associé ¢ vérifie

(P(] ) =17-
a. Montrer que (%], o) est un groupe.

b. Soit f; un élément de ;.
Démontrer que M(x; y) a pour image fi (M) = M’ de coordonnées (x'; y'):

X' = ax+2a aecR*

avec

, a
Tx+y+a aeR

y

Quel est 'ensemble des points invariants par f; ? (On discutera selon les valeurs de a et de
a).
c. Vérifier que I'application g proposée au 3. est un élément de %;. On note M’ = g(M).

Déterminer I'ensemble (E) des points invariants par g. Si M n’est pas invariant, la droite
(MM') garde une direction indépendante de M que I'on précisera.

Calculer alors les coordonnées du point M; commun a la droite (MM’) et a (E). Comparer

M;M' et M M ; en déduire une construction géométrique de M’.

Partie B

. Soit F la fonction de R dans R définie par

Fx)=e*+ lx.
2

Etudier et représenter F dans le repére (O ; _z), 7)
On désigne par (C) la courbe représentative de F.

a. Soit fi un élément quelconque de ;. Déterminer une équation de 'image de (C) par f;.

2 juin 1982
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b. Soit (m, p) eR* xRet (Cyy,, ) la courbe d’équation
y=e™*P 4 1x
2

dans le repere (O; 7, 7)
Montrer que (Cy,, ) est 'image de (C) par une application appartenant a .

3. SoitI'la courbe d’équation

1

e—2x+2 +Zx
2

y:

En utilisant les résultats de la partie A, reconnaitre 'application élément de ] qui transforme
(C)enT.

Dessiner I' a partir du tracé de (C).
4. Construire I'image (C') de (C) par goS.

5. (m', p') € R* x R, montrer, en utilisant A 6. a. que toute autre courbe (Cy, ) est I'image dela
courbe (Cy, p) par une application appartenant a .

Rennes 3 juin 1982



Durée : 4 heures

«» Baccalauréat C juin 1982 Orléans-Tours e

EXERCICE 1 4 points

1. Résoudre dans C, corps des nombres complexes, I'équation (1)

(1)  20+DZ22+2(a+D)z+ial-) =0

ol z est 'inconnue complexe et a un parametre réel.

2. A tout nombre complexe z, on associe dans le plan affine euclidien rapporté au repére ortho-
normeé direct (O ; ;, T/)) le point M d’affixe z.
Déterminer 'ensemble E des points, images des solutions de I'équation (1), quand a décrit R.

3. Quel est 'ensemble transformé de I'ensemble E par la similitude directe plane S, de centre

11 n V2
S e 4 -z Y29
I( 5 2),dangle4,derapport 5!

EXERCICE 2 4 points

& est un espace affine euclidien orienté de dimension 3, rapporté a un repére orthonormé direct
(O N I k)
On appelle € le cube de sommets : O, A, B, C, D, E, E G, défini par

—_— =

OA=7,0C=,0B=1+7,

AE=0D=CG=BF=k.

1. Dessiner €’; soit ry la rotation de &, d’axe (OA) dirigé par 1, dont une mesure de I'angle est
b4 — b4
+ o) ; soit 12 la rotation de &, d’axe (OC) dirigé par j , dont une mesure de I'angle est — >
Onpose f=rp0ryetg=ryors.
Montrer que f et g sont des relations de &, définies par

f: & - & g: & - &
X -y b -z
M |y — fM| -z M |y — gM| -x
z X z y
(On ne cherchera ni I’axe ni I’angle de chacune des rotations f et g).
2. Onnote A, By, C;, Dy, Ej, Fi, Gy, les images respectives par f des points A, B, C, D, E, E G, et
Ay, By, Cy, Dy, Ep, Fa, Gy, les images respectives par g des points A, B,C, D, E, E G.
Montrer que {Aly Bly Cl) Dly El) Fly Gl} = {AZy BZ» CZ; DZ; EZ» FZ) GZ}
3. Onpose ¢ = go f~!. Quelle est 'image %> par ¢ de la liste ordonnée de points 6; = (A1, By, Cy,
Dl! El! Fl, Gl)?
Montrer que ¢ est une rotation dont on précisera I’axe.

PROBLEME 4 points



Terminale C A.P.M.E.P.

Partie A

Soit f la fonction numérique d'une variable réelle définie par

1
x— f(x) = xLog 1+;

ol Log désigne la fonction logarithme népérien de base e.

1. Préciser’ensemble de définition D I; de f; étudier la continuité et la dérivabilité de f, en énon-
cant les théoremes utilisés.

2. a. Ftudier la dérivabilité de f’, fonction dérivée de f, et en déduire les variations de f”,.

b. Soit F la restriction de f al'intervalle I =]—1; O[.

Démontrer que F est une bijection de I sur un intervalle a préciser. En déduire que dans I,
I'équation f’(x) = 0 admet une solution unique, notée a; on ne cherchera pas a calculer a,
mais on montrera que a > 2.

c. Calculer lim f'(x)et lim f'(x).
X——00 X—+00
d. Des résultats précédents, déduire le signe de f’(x) pour x € D et les variations de f.
3. Déterminer les limites de [ auxbornes des intervalles de D + (on pourra utiliser le changement
1
de variable X = —).
X

4. Pour une étude locale de f au voisinage de zéro, on adoptera le plan suivant :
Soit h la fonction de R dans R définie par

h: R - R
x#0 — h(x)=f(x)
0 — h(0)=0.

a. Démontrer que & est le prolongement par continuité de f en zéro.

b. Etudier la dérivabilité de h en zéro.

Conclusion de la partie A : Donner le tableau de variations de f et construire la courbe (€) repré-

—_ —

sentative de f dans P plan affine euclidien muni du repére orthonormé (O | ), en précisant
I'intersection de (%) avec I’axe des abscisses.

Partie B

—

P est le plan affine euclidien muni du repere orthonormé (O ; 7, ] ) Soit s I'application de P dans P
définie par

s: P - P

x = -x-1
/

M — s(M)=M
y =Y

y
1. Déterminer la nature et les points invariants de s.

2. Soit (¥¢') 'image de (€) par s, (¢) étant la courbe représentative dans P de la fonction f étu-
diée dans la partie A. Construire (€') dans le méme repére que (€).

Soit g la fonction de R dans R admettant (6¢”’) comme courbe représentative dans le repere
(O ; 7, 7) Calculer g(x) et préciser Dg ensemble de définition de g.

3. Résoudre algébriquement dans R I'équation f(x) = g(x).

Partie C

Orléans-Tours 2 juin 1982



Terminale C A.P.M.E.P.

1. Justifier que Vn e N*, f(n) <1< g(n).
En déduire I'encadrement suivant de e :

1 1 n+l
(1 +L 1+ _) .
n n
Préciser cet encadrement pour n = 1. Soit ¢(n) la largeur de cet encadrement c’est-a-dire

1 n+1 1
l(n)=(1+— —(1+—
n n

n
<e<

n

4 2
Démontrer que Vn € N*, £(n) est majoré par — et minoré par —.
n n

2. Donner un rang a partir duquel I'encadrement ci-dessus de e permet d’obtenir une valeur
approchée de e 2 1073 pres, c’est-a-dire

1 n
‘ 1+—) —-e
n

<1073,

Orléans-Tours 3 juin 1982



Durée : 4 heures

«» Baccalauréat C Maroc juin 1982 .

EXERCICE 1 4 points

Dans le plan affine euclidien E, on considere le triangle ABC isocele rectangle en A tel que

7] 50 wer

1. Déterminer le barycentre G des points A, B, C affectés respectivement des coefficients 4, - 3, 2.
Construire ce point.

B R — 2 — 2 —2 .
i gon=af [ -3 [+ [
Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que

2. Soit

f(M) =364

Représenter cet ensemble.

EXERCICE 2 4 points

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension trois, rapporté a une base orthonormée ( 1, J, k)
et soit f 'endomorphisme de E défini par.

F(7)=r(7)=r(k)=7T+T+%.
1. Déterminer I'ensemble image Im f et le noyau Ker f de 'endomorphisme f. Montrer que Im

f etKer f sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires orthogonaux de I'espace vectoriel
E.

2. a. Montrer que fo f =3f.

b. Démontrer que pour tout vecteur u deE,

?t)elmf@ f(;)=3;.

3. On désigne par idg I'application identique de E. Montrer qu'on peut trouver un réel a non
nul tel que 'endomorphisme g = af —idg soit une involution. Montrer alors que g est une
symétrie vectorielle orthogonale par rapportaIm f.

PROBLEME 12 points

—

Soit P un plan affine euclidien orienté muni d'un repere orthonormé & = (O ; 7, ] ) direct. On ap-
pelle 22, le plan vectoriel associé a P.

Partie A

Pour tout réel a non nul, on considere 'application affine F, de P dans P qui au point M d’affixe
z=x+iy associe le point M’ d’affixe z’ tel que

Z =iaz+2a(l-i)

avec z=x—1iy.



Terminale C A.P.M.E.P.

1. Donner suivant les valeurs de a I'’ensemble des points invariants de F,.

2. Pour quelles valeurs de a, F, est-elle une isométrie de P?
Dans chaque cas préciser les éléments caractérisant F,.

Partie B

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par

2x
fx) =Log(e +3).

e’ -1
On appelle (') sa courbe représentative dans le plan affine P.
+3e72%

l-e*

Etudier la fonction f. Préciser les asymptotes a I'. Construire I (unité : 2 cm).

1. Vérifier que Vxe RY, f(x)=x+Log

2. On appelle g la restriction de f al'intervalle I = [Log3; +ool.

Montrer que g est une bijection de I sur un intervalle J a préciser.

Enumérer les propriétés de g~ 1.

Sans calculer (g71) (x) déterminer (g‘l)' (Log7) (nombre dérivé de (g~!) au point Log 7).
3. «a étant un réel strictement positif, résoudre f(x) = f(a).

4. Etudier les variations de la fonction numérique définie sur R} par
2x

e
v(x) = Log( o

Calculer v(Log 3).
5. Soit F=glof.
Donner I'ensemble de définition de F.

] ) (ne pas construire sa courbe).

Exprimer F(x) lorsque x € Rj.
Partie B

On considere le mouvement d'un point m de P dont les coordonnées sont données a l'instant ¢ par

X +2

4
L0g(t+2+ p
Log(t+1)-2.

y

Soit (y) la trajectoire de m lorsque ¢ décrit R}.

1. Donner une équation cartésienne de la courbe (y’) transformée de (y) par I'application F; (de
la partie A 2. avec a =1).

2. Alaide de la courbe (I) tracée en B, construire la trajectoire (y).
Déterminer les asymptotes a (y).

3. Donner le nombre de points de (y) d’abscisse 4.
La courbe (y) est-elle la courbe représentative d’'une fonction numérique?

Maroc 2 juin 1982



Durée : 4 heures

o» Baccalauréat C Centres étrangers groupe 1 bis juin 1982 e

EXERCICE 1 4 points
Démontrer que, si un entier naturel premier p est tel que la somme de tous les diviseurs de p* est le
carré d’'un entier naturel »n, alors
212 2
pr+p<2n<2p +p+2.

En déduire I'existence et 'unicité de p ainsi que le calcul du couple (p, n).

EXERCICE 2 4 points

Dans un plan affine euclidien orienté, une similitude directe .#, de centre O transforme un couple
donné (A, B) de points distincts, autres que O, en un couple (A', B).

La similitude directe #, de centre A qui transforme B en B’, transforme O en P. La similitude directe
% de centre B qui transforme A en A’, transforme O en Q.

Démontrer que O est le milieu de (B, Q).

PROBLEME 12 points

On donne les deux applications numériques

f: R - R x — =-1+V1+x* et
2
X

R - R x —
¢ 1+ I«

1. Démontrer que f et ¢ sont paires, continues et dérivables.

Etudier f(x) et ¢(x) quand x tend vers +oo. Montrer que les courbes représentatives € de f et
I' de ¢ rapportées au repere orthonormé direct % (unité : 2 cm) admettent pour asymptotes
deux droites ayant respectivement pour équation

y=x-1 et y=-x-1

Etudier les variations de f et de ¢.

2. Démontrer que, quel que soit x réel,

I+(xI<1+V1+x%2 et f(x)<oW).

En déduire la position relative de € et I que 'on construira en placant les points d’abscisses 1,
2, 3, 4 notamment, points dont les ordonnées seront calculées a 0,1 pres par exces. Justifier
la position de € et I par rapport a leurs asymptotes communes.

3. Démontrer que I'application numérique

1
V1+x2

est paire, continue et dérivable et que I'application numérique

G:R—R, x~»Log(x+\/1+x2)

g:R—-R, x—

est 'une de ses primitives.



Terminale C A.P.M.E.P.

(Log désigne le logarithme népérien).
Démontrer par une intégration par parties que

fx\/1+u2du=%x\/1+x2+%Log(x+\/l+x2).
0

Calculer en cm? l'aire of du domaine 2 ensemble des points M dont les couples de coordon-
nées (x; y) sont tels que

0<x<4 et fO<y<ol).

Calculer la valeur numérique de < a 0,01 pres par défaut.
4. Soit 6, le cercle passant par O origine de Z et centré en I dont le couple de coordonnées est
(0, a) avec a > 0.

Former!'équation aux ordonnées des points communs a C et 6, . Montrer que ces deux courbes
ont deux points communs A et A’ autres que O si, et seulement si, a > 1.

Dans la suite a(a) désigne la valeur absolue commune des abscisses de A et A'.
Démontrer que la droite AA’ coupe le segment [OI].

Pour quelle valeur a; de a, A, A’ et O sont-ils confondus?
. . x?
Démontrer que «a; est la limite de
2f(x)

quand x tend vers zéro.

Calculer 'ordonnée ¢g(x) du point Q d’abscisse x de I'arc AOA’ de 6,. Démontrer que

x| < ala) = f(x) = q(x).

En déduire la position relative des arcs AOA’ de C et €.

Centres étrangers groupe 1 bis 2 juin 1982



Durée : 4 heures

» Baccalauréat C juin 1982 Bordeaux av

EXERCICE 1
Dans un plan affine euclidien P on considere un triangle équilatéral (A, B, C) inscrit dans un cercle
@ .
Soit M un point, distinct de A et de C, situé sur celui des arcs AC dont B n’est pas élément. I est le
point du segment [MB] tel que M1 = MA.

1. Montrer que le triangle (I, M, A) est équilatéral.

—_— — T
2. Onoriente le plan P de fagon qu'une mesure de I'angle (AB, AC) soit + 3" Soit r la rotation de
b4
centre A et d’angle dont une mesure est + 3

Déterminer les images par r des points B et I.
En déduire

MA+ MC = MB.

EXERCICE 2
C désigne le corps des nombres complexes et i un élément de C tel que i* = —1.
Soit f 'application de C dans lui-méme définie par

f(z) =z +2v3(1 +2i)2° —4(1 - 6i) 2% - 8V/3(4 — 6i) z — 192.

Démontrer qu'il existe deux éléments a et b de C tels que pour tout élément z de C :

f(z)= (zz+2\/§z+21) (z2+az+b).

Résoudre I'équation f(z) =0.
Préciser le module et 'argument de chaque solution.
Calculer le produit de ces quatre racines.

PROBLEME

On désigne par & I'espace vectoriel des applications de R dans R, w étant un nombre réel non nul, on
considere les fonctions f, et g,, de R vers R définies respectivement par

fo(x)=e “Tsinwx et gu(x)=e “*coswx

et %, désignera le sous-espace vectoriel de & engendré par f, et g,.
Partie A

1. a. Démontrer que le couple ( Jo ga,) détermine une base de &,,,.
b. Montrer que tout élément de %, admet une dérivée élément de F,,.
2. On considere I'application ¢, de %, vers %, qui a tout élément f de %, fait correspondre la
fonction dérivée [’ de f.
a. Démontrer que ¢, est un endomorphisme de %,, ; déterminer sa matrice M,,, relativement
alabase (f,, gv); montrer que ¢,, est bijectif.



Terminale C A.P.M.E.P.

b. Alamatrice M, estassocié le nombre complexe z, = —w+uwi. (i étant un nombre complexe
tel que i2 = —1).
Déterminer les entiers naturels n supérieurs ou égaux a 1 pour lesquels z]} est un nombre
réel; quelle est alors la nature de I'endomorphisme ¢}’ = ¢, 0@y, 00 ¢@,, composé de n
termes égauxa ¢,.

Partie B

1. On pose w =2 et on considere la fonction

o R - R

x — e gin2x

. Ftudier les variations de f> pour x appartenant a I'intervalle [0 ; 7].

<]

b. Soit € et T les courbes d’équations respectives y = e 2*sin2x et y = e "2* relativement a un
repére orthogonal (O ; 7, 7) du plan. Calculer les abscisses des points communs a € et T’
et démontrer qu’en chacun de ces points les courbes ¥ et I' ont méme tangente.

c. Construire I'arc de la courbe € correspondant a I'intervalle [0 ; 7] dans le repére orthogo-

nal (O ; 7, 7) (On prendra H_{“ =3et HT“ =10, en centimetres). Construire également

2. a. Déterminer pour w = 2 'endomorphisme réciproque ¢,' de I'endomorphisme ¢, de la
question A 2. En déduire les primitives, sur R, des fonctions f, et g».

b. Soit F la fonction de R vers R définie par

X
F(X)= fo fo(x) dx.

Déterminer lim F(X).
X—+00

Y/ /e

e 2 sin2xdx et f e 2*cos2xdx.
0

®
)

. Calculer f

0

/e T

En déduire f e >*sin® xdx et f e ?*cos® xdx.
0 0

b. a et b étant deux nombres réels calculer

n
I(a, b) =f (0le_xsinx+be_xcosx)2 dx
0

en fonction de a et b.

c. Démontrer que V(a, b) e R?, I(a, b) =0= a=b =0 et en déduire que I'application ®
de &1 x &) vers R définie par

o(f, g) = fo FDg dx

est un produit scalaire.

Bordeaux 2 juin 1982



Durée : 4 heures

«» Baccalauréat C Amérique du Nord juin 1982 e

EXERCICE 1 4 points

Z L. . Z
Les éléments de 'anneau o7 sontnotés 0, 1, 2, ..., 8. Soit a un élément de 97"

z
On définit une application f;, de a7 dans lui-méme par

fax)=ax+i.

1. Pour quelles valeurs de a I'application f, est-elle bijective?

2. On pose dans la suite a =5 et on note f I'application f;.

z
Résoudre dans 97 I'équation

fx)==x.

z
3. On définit une suite a valeurs dans a7 par 105

{ Up = 3
Unp = f(un—l)-

a. Démontrer que pour tout entier naturel n, non nul, on a

Up—2=5Up-1-2).

b. En déduire u, en fonction de n.
Démontrer que la suite u est périodique et déterminer sa période.
Calculer 17 9g2.

EXERCICE 2 4 points

La fonction numérique f de la variable réelle x est définie par

f(x) =Log(v x2 +4—x).
1. Déterminer 'ensemble de définition de la fonction f.

2. Montrer que la courbe C représentative de f dans un repére orthonormé du plan admet le
point I(0, Log2) comme centre de symétrie.

3. Etudier les variations de f et construire la courbe C.



Terminale C A.P.M.E.P.

PROBLEME 12 points

Partie A

1. Vérifier que

32 -2 —z-1=3(z-D(z-a)(z- Q)

—1+iv2 _ -1-iV2
(XZT et (X:T

2. Calculer |a|; a?.

3. On définit les deux suites réelles, a et b telles que pour tout entier naturel n

a =a,+ib,.

Démontrer que pour tout entier naturel r,

lan| < |a”|

En déduire que les limites des suites a et b sont égales a 0.
Partie B

& désigne I'ensemble des suites définies sur N a valeurs réelle. On définit la somme de deux suites u
et v, comme la suite u + v de terme général u, + v,. On définit le produit de la suite u par le réel A,
comme la suite A.u de terme général A.u;,.

& muni de ces opérations est un espace vectoriel sur R.

Z désigne le sous-ensemble des suites de & vérifiant la relation

VneN—-{0; 1} 3Bup+1—Up—Up—1—Up—2=0.

1. Démontrer que & est un sous-espace vectoriel de &.

2. Démontrer que l'application ®, de & sur R3, qui, 4 toute suite u de & fait correspondre le
triplet (uo, 1y, u2) de ses trois premiers termes, est un isomorphisme d’espace vectoriel.

3. a. Démontrer que
YneN—-1{0;1} 3a™'-a"-a"'-a"?=0.
b. En déduire que les suites a et b appartiennent a &.
Soit, d’autre part, la suite réelle c telle que pour tout entier naturel n
cp=1.

c. Montrer que c€ .
Calculer ®(a), ®(b), ®(c). En déduire que (a, b, ¢) est une base de &.

Amérique du Nord 2 juin 1982



Terminale C A.P.M.E.P.

4. Soit d la suite de & définie par le triplet de ses trois premiers termes

d(d)=(0, 1, 0).
Déterminer les coordonnées (X, Y, Z) de la suite d dans la base (a, b, ¢). En déduire la limite
ded.

5. Soit d’ lasuite de & définie par le triplet ® (d') = (0,0, 1). Déterminer les coordonnées (X', Y', Z')
de la suite d’ dans la base (a, b, c).

En déduire la limite de d’.
Partie C

Soit un plan affine P et trois points, non alignés, Go, G1, G2 de ce plan. On considere le repeére cartésien

—

(Go;_[, ])01‘1

7T = GGy
7 = GG

On définit une suite de points (G,) ,en par la donnée des trois premiers points Gg, Gi, G2 et pour tout
naturel n supérieur ou égal a 2, G,,1, isobarycentre des points G,, G,-1, Gp—2?

1. Calculer les coordonnées des points Gz, G4, G5 dans le repere (Gg ; 7, 7)

2. Soit T I'application affine telle que

T(Go)=G3 ; T(G1) =Gy ; T(Gz)=Gs.
a. Déterminer le point T(Ggs).

b. Déterminer la matrice dans la base (7, 7) de I'endomorphisme associé a I'application
affine T.

c. Exprimer en fonction des coordonnées (x; y) d'un point M de P, les coordonnées (x' ; y’)
de son image M’ par T.

d. Montrer que T laisse un point invariant I.

3. Pour tout entier naturel n7, on note x, et y, les coordonnées du point G,, dansle repére (O | )

Montrer que les suites (x,)pen €t ( yn)neN sont deux suites de & et qu’elles sont égales aux
suites d et d’ de la partie B.
Que peut-on conclure pour la suite des points G, ?

Amérique du Nord 3 juin 1982



Durée : 4 heures
«» Baccalauréat C Amérique du Sud novembre 1982 e

EXERCICE 1 4 points

Soit f la fonction numérique d'une variable réelle définie par

f(x)=-2+Log |x2 - 4| (ol1 Log désigne le logarithme népérien).
1. Etudier les variations de f et la représenter dans un repere orthonormé. Résoudre f(x) = 0.
2. SoitI =] —o0; —2[ et soit fi larestrictionde f al.
Montrer que f est une bijection de I vers R et expliciter la bijection réciproque f~!.

EXERCICE 2 4 points

1. Soit a et b deux entiers naturels dont la somme et le produit ont pour PGCD le carré d'un
nombre premier p.

a. Montrer que p? divise a® (on pourra remarquer que a® = a(a+ b) — ab). En déduire que p
divise a. Montrer que p divise b.

b. Démontrer que le PGCD de a et b est, soit p, soit p>.

2. On cherche a déterminer les entiers naturels a et b tels que
PGCD (a+ b, ab) =49 et PPCM (a, b) =231.
a. Soit a et b deux tels entiers. Montrer que leur PGCD est 7.

b. Quelles sont les solutions du probléme posé?

PROBLEME 12 points

Partie A
Soit f la fonction d’'une variable numérique réelle définie par

x+4
f (x) = m
1. Soit P un plan affine euclidien orienté, muni d'un repere orthonormé direct
R= (O ; _z), 7) Etudier les variations de f et la représenter graphiquement dans P,
On appellera C la courbe ainsi obtenue.
2. Déterminer 'image par f de l'intervalle | —oco; 2[.

3. Vérifier que pour tout réel x différent de 2, on a

6
f(X)— 1+E.

En déduire les points de C dont les deux coordonnées sont des entiers relatifs.
4. Pour chaque entier n > 1, on pose

Montrer que S;, est une somme de Riemann de la fonction f surl'intervalle [0; 1]. En déduire
que la suite (S;) ,en converge et calculer sa limite.



Terminale C A.P.M.E.P.

Partie B
Soit u; un nombre réel tel que u; < 2.

1. Montrer (en utilisant la question A 2.) que I'on peut définir une suite (u),n de nombres
réels, dont le premier terme est le nombre 1, donné et telle que

U, +4
Ynz2, up+1= .
Uy —2

2. Pour quelle(s) valeur(s) de u; la suite (1) ,eny €st-€lle constante ? Retrouver ce résultat en uti-
lisant la courbe C tracée dans la partie A.

3. Pour chaque entier n > 1, on pose

Up+1
Up=—.
u,+4

Montrer que (V) ey €St une suite géométrique. En déduire que la suite (i) e €St conver-
gente et déterminer sa limite.

Partie C

1. Déterminer les images respectives I et J des vecteurs i et j pour la rotation vectorielle

7
dont une mesure de I'angle est T
2. SoitR' = (O’ ; 7, 7), O’ étant défini par
00 =27+7.

Déterminer une équation de la courbe C dans le repére R'.
Déterminer les éléments (foyers, sommets et excentricité) de cette conique C.

Partie D

A tout nombre complexe z différent de 2, on associe le z+4 nombre complexe

z+4
Z= .
z—2

1. Exprimer les parties réelle X etimaginaire Y de Z en fonction des parties réelle x et imaginaire
yde z.

2. Onrappelle qu’a tout nombre complexe z est associé un point M de P, qui est son image.
Déterminer 'ensemble E des points M de P, images de nombres complexes z tels que Z soit
imaginaire pur.

3. Soit A un nombre réel non nul. Quelle condition doivent vérifier les parties réelle et imaginaire
x et y de z pour que les parties réelle et imaginaire X et Y de Z vérifient I'équation

Y =1X.

Déterminer 'ensemble F) des points M de P images des nombres complexes z vérifiant cette
condition. Déterminer, lorsque A décrit R*, I'ensemble des centres des courbes F;. Montrer
que ces courbes F) passent par deux points de P dont les coordonnées sont indépendantes de
A.

Amérique du Sud 2 novembre 1982



Durée : 4 heures

» Baccalauréat C juin 1982 Caen &»

EXERCICE 1

Déterminer I'ensemble des couples (a, b) d’entiers naturels non nuls tels que
PG.C.D. (a, b) + PPC.M. (a, b) =b+9.

EXERCICE 2

Soit & un espace affine euclidien de dimension 3, rapporté au repére orthonormé (O i1, ], k )

On considere 'application v de & dans &, qui, a tout point M de coordonnées (x, y, z) associe le point
M’ de coordonnées (x', y/, z') tel que

X = —x+2
y =  z+1
Z =  y+1

1. Soit f = hy o v, application composée de v par hy, ou h; est 'homothétie de centre A(1; 0; 0)
et de rapport 2.
Démontrer que f admet un unique point invariant B.

2. Soit r = hy o v, application composée de v par hy, ou hy est 'homothétie de centre B et de
1
rapport >
Démontrer que r est un demi-tour d’axe une droite D, que I'on précisera.

3. En déduire que v est un vissage.
Préciser les éléments caractéristiques de ce vissage.

PROBLEME
N.B. - Les parties B et C de ce probleme sont indépendantes.

Soit A un réel non nul, on considere la fonction fj définie de R dans R par

@ =x+Ax+1)e™*

On désigne par C) la courbe représentative de la fonction fj dans un plan affine euclidien rapporté

~ ~ , g -
aun repére orthonormé (O 51, ] )

Partie A

. . . " . e s
1. Déterminer f, et f)' les fonctions dérivées premiere et seconde de f.
Etudier les variations de f/{.

2. Discuter, selon le réel A, le nombre de solutions de I'équation d’inconnue x,

fr=0.
Préciser la position de ces solutions par rapport a 0 et a 1. (On distinguera les quatre cas A <
0;0<A<e;Al=e;A>e).
3. Déduire de ce qui précede, le sens de variation de fj suivant les valeurs du réel A.

4. Etudier les limites de f) en +oo et en —oo. Préciser les branches infinies de la courbe Cj.



Terminale C A.P.M.E.P.

5. Montrer qu'il existe un unique point commun A a toutes les courbes C;.

6. Soit I, le point de C; dont I'abscisse est 1. Ecrire une équation de la tangente D) en I a la
courbe Cj.

Montrer que les droites D, ont un point commun B.
7. On se propose de tracer avec précision les courbes C_1, Ce, Cy. Les courbes seront tracées sur
une méme figure sur papier millimétrique en prenant 2 cm comme unité.
a. On prend A = —1. Montrer que I'équation d’inconnue x, f’, (x) = 0, n'a qu'une solution
notée x; comprise entre —0,57 et —0, 56.
Construire la courbe C_;

b. Tracer Ce.

c. Montrer que I'équation d’inconnue x, f4' (x) = 0, a deux solutions : x; comprise entre 0,35
et 0,36 et x, comprise entre 2,15 et 2,16.

Tracer Cy.

Partie B

1. Montrer que la fonction f; admet des primitives sur R et déterminer 'ensemble de ces primi-
tives.

2. Montrer que, pour chaque réel non nul A, on peut définir une suite de fonctions continues
(9n) penss Par

X
VxeR, ®1(x) f fr(nde
OJC

[ Qn(t)dt+ D" Y n+2)A.
0

VneN*, VXeR @u1(x)

Calculer ¢ (x). Montrer, par récurrence, pour tout naturel » non nul et tout réel x

n

Pn(x) = +(=D"A(x+n+1e™™.

(n+1)!

C

1
On suppose dans cette partie —— < 1 <0.
e

1. Montrer que le réel x; tel que f/{ (x1) = 0 est strictement inférieur a —1.
En déduire que, si —1 < x <0, alors, -1 <1 <0.

2. On considere la suite u définie par

Ug 0
Un1 = flup)=up+A(u,+1)e ", ¥neN.

Montrer que :
a. VneN*, -1l<u,<0,
b. la suite u est décroissante,

c. VneN,0<uy1 <Q+A)(uy+1).
En déduire que la suite u est convergente et trouver sa limite.

Caen 2 juin 1982



Durée : 4 heures

» Baccalauréat C juin 1982 Grenoble oo

EXERCICE 1 4 points

1. Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes I'équation z® = —1 o1 z est 'inconnue.

2. Mettre le polynéme x° + 1 sous forme d’un produit de trois polynémes a coefficients réels.

EXERCICE 2 4 points

Soit f la fonction d'une variable réelle définie par

b
f(x)=L0g|m .

1. Etudier f et construire sa représentation graphique (C) dans un repere orthonormé.

2. a. Soit A un réel tel que 0 < A < 1. Calculer I'aire géométrique «/ (1) du domaine plan limité
par la courbe (C), 'axe des abscisses et les droites d’équations x = A et x = 1. (On pourra
intégrer par parties).

b. Calculer /llirr(l) oA ().

PROBLEME 12 points

Soit E un espace vectoriel de dimension 2. On désigne par £ (E) I'ensemble des endomorphismes de
E. On notera Id I'application identique de E, 6 I'application nulle de E.
Pour tout élément ¢ de Z(E) on pose ¢ o ¢ = ¢ et ¢ + ¢ = 2¢.

Partie A

On étudie dans cette partie les éléments ¢ de Z (E) tels que

M (p-1d*=0.
1. Montrer que (¢ —Id)? = 0 équivaut a 2¢ — ¢? = Id. En déduire que si ¢ est solution de (1) alors
¢ est bijectif et préciser ¢ L.

2. a. Quelles sont les homothéties vectorielles solutions de (1) ?

b. Soit ( 1, J ) une base de E, ¢; et ¢ les endomorphismes de matrices respectives

5 -4 11
=i S sl )

Vérifier que ¢ et ¢, sont solutions de (1).
En déduire qu'il existe un élément ¥ de £ (E) tel que ¥ #0 et ¥2 = 6.
3. Soit ¢ une solution de (1) et A un réel : démontrer qu’il existe un vecteur U non nul tel que
(p(U) =AU si, et seulement si, A = 1.
4. a. Soit ¥ un élément de £ (E) différent de 0 tel que pZ=g.

Soit U(; un vecteur de E tel que 70) # 0 :montrer que (¥ (Up), Up) estune base de E. Donner
la matrice de ¥ dans cette base.



Terminale C A.P.M.E.P.

b. En déduire que, pour ¢ solution de (1) et ¢ # Id, il existe une base de E dans laquelle la

0 1
5. Soit ¢ une solution de (1) autre que I'identité.
On appelle F le sous-espace vectoriel de £ (E) engendré par ¢ et Id.

matrice de ¢ est de la forme (1 1).

a. Démontrer que la dimension de F est 2.

b. Démontrer que F muni de I'addition des applications et de la composition des applications
a une structure d’anneau commutatif unitaire.

Déterminer G, 'ensemble des éléments inversibles de E
Quelle est la structure de (G, 0)?

Partie B

On étudie dans cette partie les applications affines du plan affine P associé a E laissant au moins deux
points distincts invariants.

On consideére dans P, trois points non alignés A, B, C et C' un point quelconque de P.
Soit f 'application affine laissant A et B invariants et transformant C en C’ et ¢ 'endomorphisme
associé. (f(A)=A, f(B) =B, f(C)=C).

1. Onsuppose C = C'. Que peut-on dire de f? Dans la suite du probléme on suppose C # C'.
2. Montrer que la droite AB est invariante point par point par f.
3. On suppose les droites AB et CC' sécantes en O. Soit (x ; y) les coordonnées d'un point M de
P dans le repere (O, E, 66)
a. Calculer les coordonnées (x'; y') de M’ = f(M).
b. Quelle estla nature de fsiC' =0?
c. SiC' # O étudier comment se transforment les droites paralleles aux axes.
4. On suppose que les droites AB et CC’ sont paralleles. Soit k tel que E; = kAB.
a. Dans le repere (A, Kﬁ, %E) exprimer les coordonnées (x’ ; y’) de M’ image par f d’'un
point M de coordonnées (x; y).
Vérifier que (¢ —Id)? = 6.

b. Démontrer que, pour tout point M de P

MF(M) = yAB
(y est’ordonnée de M).

En déduire une construction géométrique de f(M). (On envisagera les cas : CM est paral-
lele a AB, CM n’est pas parallele a AB).

Grenoble 2 juin 1982



Durée : 4 heures

«» Baccalauréat C juin 1982 Montpellier e

EXERCICE 1 4 points

On considere I'application

@ :NxN — N*
(n, p) — 2"2p+1).

1. a. Calculer ¢(0, 0), ¢(3, 4) et (2, 6).
b. Décomposer 1584 en produit de facteurs premiers. Déterminer I'antécédent de 1584 par
®.
c. Montrer que ¢ est bijective.

2. On définit une loi de composition interne notée T dans N? par :

V(n, ppeN? Y (', pPheN?, (n, pT(n, p=(n+n', 2pp’ +p+p).
. Calculer (3, 4) T(2, 6).
. Résoudre 'équation (3,4) T (n, p) = (4, 49).

. Démontrer que I'application ¢ est un isomorphisme de (Nz, T) sur (N*, x).

e o T op

. Est-ce que (Nz, T) admet un élément neutre? Quels sont les éléments symétrisables?

EXERCICE 2 4 points

On considére dans C les complexes z; et z; de module 1 et d’arguments respectifs a et f.

2
zZ1+2z
1. Montrer que ot z) est un réel positif ou nul. Dans quel cas est-il nul?
2122
2. Soit deux points A et B d'un plan complexe d’origine O d’affixes respectives a et b (on suppo-
sera O, A et B non alignés).
Calculer en fonction de a et b I'affixe z du point I barycentre de (A, |b]) et (B, |al).
2
< z
3. Al'aide du 1. montrer que P est un réel strictement positif.
a

Exprimer argz en fonction de arga et argb. En déduire que OI est un vecteur directeur de la
bissectrice de 'angle des demi-droites de vecteurs directeurs OA et OB.

PROBLEME 12 points

Partie A
Soit E I'ensemble des matrices de la forme :

a+b

0 R 2
a b—a) ou(a, b) e R°.

Mia, b = (

On pose I = M, 1y et ] = M, 0).



Terminale C A.P.M.E.P.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de base (I, J) de 'espace vectoriel sur R des ma-
trices 2 x 2.

2. Calculer J?. En déduire que si M € E, M’ € Ealors M x M’ € E.
Montrer que (E, +, x) est un anneau commutatif unitaire.

3. Quelles sont les matrices M, p inversibles dans E? Exprimer alors M(‘a 1 b) dans la base (I, J).
Partie B

Dans ce qui suit on suppose b = 0.
Soit V le plan vectoriel euclidien de base orthonormée ( 1, ] )

—_ —

Soit P un plan affine d’espace vectoriel associé V; P est rapporté au repére orthonormé (O 51, ] )
Soit f, I'application affine de P dans P dont I'endomorphisme associé a pour matrice dans (7, 7)
a 0
Ma, 0= (a —a)

et qui au point O fait correspondre le point O'(0; a+ 3).

1. Déterminer analytiquement f,,.

2. Pour quelles valeurs de a, f;; est-elle une bijection?
Déterminer analytiquement, quand elle existe f;!.

3. Déterminer suivant les valeurs de a, 'ensemble D des points invariants par f,.

4. Démontrer que seule 'application fi, obtenue pour la valeur 1 du parametre a, est une invo-
lution que I'on caractérisera.

5. f, peut-elle étre une isométrie?

L
6. Onprend a € Rj. Soit G le barycentre des points A(a ; a), B(a; 2), C(a ;=2 o8¢ )
a

Trouver les coordonnées de G; en déduire une équation cartésienne de la courbe décrite par
G quand a varie dans R}.
7. Soient A, By, Cy les images des points A, B, C par 'application fi (définie en B 4.).
Soit G; le barycentre de A;, B;, C; respectivement affectés de 1, 2, —1.
Trouver une équation cartésienne de la courbe décrite par G; quand « varie dans R}.

Partie C

—

Soit (¥) la courbe représentative dans le repere (O ; 7, ] ) de la fonction numérique g définie sur R}
par:

(x)—f+2+Lng
§=5 x

1. On considere la fonction

R - R

h x  — x2—2Logx+2

Etudier les variations de h et préciser le signe de h(x). (On ne demande pas de tracer la courbe
représentative de h).

2. Etudier les variations de la fonction g. Montrer que la courbe (%) a deux asymptotes que I'on
déterminera. Montrer que (%) coupe I'une de ces asymptotes en un point que 'on précisera.
Tracer la courbe (¥).

Montpellier 2 juin 1982



Terminale C A.P.M.E.P.

3. Soit (%)) la transformée de (€) par f; (définie dans B 4.).
a. Ecrire une équation de (%4)). ((¢1) est la courbe représentative d'une fonction g1)-

b. Montrer que (¥) et (¥1) ont les mémes droites asymptotes. Tracer (%)) dans le méme re-

—

pere (O ; 7, ] ) que (%) sans étudier g;.

4. Calculer l'aire de la partie du plan limitée par la droite d’équation x = 1, la droite d’équation
x=m(m>1) etles courbes (€) et (61).

Montpellier 3 juin 1982



Durée : 4 heures

» Baccalauréat C juin 1982 Paris Créteil et Versailles o

EXERCICE 1 4 points

Pour chaque couple (a, q) d’entiers naturels tels que 1 < g < a on note b, le quotient dans la division
euclidienne de a par q.
On appelle S, I'ensemble des entiers naturels non nuls b tels que s soit le quotient dans la division
euclidienne de a par b.

1. On suppose dans cette question que a = 1982.
a. Déterminer by ; bg; by ; b1os2.

b. Soit b un entier naturel non nul. Démontrer que b < bg si, et seulement si, 8b < 1982,
démontrer que b > by si, et seulement si, 9b > 1982.

c. En déduire que Sg ={beN; bg < b < bg}. Déterminer le cardinal de Sg.
2. On suppose que a est quelconque et que 1 < g < a.
a. Démontrer que S;={beN; bg41 <b < byl

b. Démontrer que Va > 1

a
) Card.(Sq)=a
q=1

o1 Card(S,) désigne le cardinal de S.

EXERCICE 2 4 points

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension trois, muni d'une base orthonormée ( 1, ], k) et

& un espace affine associé muni du repere (O ; 7, ], k )
On donne l'application f, de & dans & qui au point M de coordonnées (x ; y ; z) associe le point
fa(M) = M’ de coordonnées (x'; y'; z') définies par

X = -z+a
yo= —x
Z = y-2

Ou a est un réel donné,

1. Montrer que f, est un déplacement que I'on caractérisera.

2. Pour quelle valeur de a ce déplacement f; est-il une rotation?
Préciser dans ce cas I'axe de rotation.

3. On suppose dans cette question que a = 1.
Montrer que f] est un vissage dont on précisera I'axe.

PROBLEME 12 points
Pour chaque entier k strictement positif, on définit une application f; de R dans R qui a tout x associe
k
Jie(x) = .
Vi +1

On appelle f, 'application de R dans R qui a tout x associe fp(x) =

x2+1



Terminale C A.P.M.E.P.

1. a.

Démontrer que pour chaque k > 1, 1a fonction fj est croissante sur R, ; en déduire, suivant
la parité de I'entier k, le sens de variation des fonctions fk.

. X
Etudier, en discutant suivant les valeurs de k > 1, les limites de fi(x) et de M quand x
X

tend vers +oo.

Que peut-on en déduire pour les branches infinies des courbes représentatives 6 des
fonctions f;.?

Démontrer que les courbes 6 passent par deux points fixes; construire sur une méme fi-
gure et dans un plan affine euclidien muni d'un repére orthonormé (O ; _z), 7) les courbes
€61, 62, 63.

On précisera, s'il y a lieu, les asymptotes. (On prendra 2 cm pour unité.)-

2. Soit (I) ey la suite réelle définie par

d.

1
Ik = [) fk(x) dx.

Démontrer que la fonction x — Log (x +Vx2+ 1) est une primitive de la fonction x —

1
————— (Log désigne la fonction logarithme népérien).
Vxz+1
En déduire la valeur de Ij.

Calculer I;.

Démontrer que, pour tout entier k > 2, on a la relation

kI =vV2— (k-1 Ii_s.

En déduire I, et I3.

Démontrer que [ < et en déduire la limite de la suite I} quand k tend vers +oo.

1
k+1

3. Soit #p un nombre réel tel que 0 < uy < 1; on définit par récurrence une suite infinie () ;,en
en posant

a.

b.

4. Pour chaque entier k strictement positif on définit une application gi de [0; 1] dans

pour k > 0fixéuy = fi (o), upn= fr(up—1) pourn>1.

Démontrer par récurrence que la suite (u,) ,en est décroissante.

On suppose que k > 2.
. ) Uy
Vérifier que pour tout entier n > 1, on a uy, < "—1.

V2

En déduire que la suite (1) ,en @ une limite (que I'on précisera) quand #n tend vers +oo.

0;

7l

par gi(x) = fi(x).

a.

Démontrer que pour chaque entier k > 1, la fonction g admet une fonction réciproque
-1

8 -

Construire sur la figure précédente les courbes représentatives des fonctions g,;l pour k =

1,2,3.

Donner I'expression des fonctions g; ! et g; 1.

Paris Créteil et Versailles 2 juin 1982



Durée : 4 heures

» Baccalauréat C septembre 1982 Nancy-Metz e

EXERCICE 1 4 points

1. DansI’ensemble C des nombres complexes, on considere I’équation

Z2+2z+2=0.

a. Résoudre cette équation. On note z; et z, ses racines.

b. Calculer z{' + zJ pour I'entier naturel 7 non nul.

2. DansC, résoudre I'équation

On pose C' =C {1}.
+1
Montrer que I'application f de C’ vers C' définie par f(z) = Z—l est une application involu-
Z—
tive.

3. Former une équation du second degré admettant f (z;) et f (z2) pour racines.

EXERCICE 2 5 points

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par

f(x)=Log (x+ VvV x2+ 1).
1. Montrer que :
tout réel x vérifie (x+ X2+ 1) (—x+ X2+ 1) =1.
2. Déterminer 'ensemble de définition de f et montrer que f est une fonction impaire.
3. Etudier les variations de f.
4. Tracer la courbe ¥ représentatrice de f dans un repéere orthonormé (O ; 7, 7)
Préciser les branches infinies et la tangente au point d’abscisse 0.

5. Montrer que f admet une fonction réciproque f~!. Déterminer f~!. Tracer la courbe €’ re-
présentatrice de £~



Durée : 4 heures

«» Baccalauréat C juin 1982 Rouen oo

EXERCICE 1 4 points

1. Résoudre I'équation d'inconnue (x; y) élément de 72

661x—991y = 1.

On pourra remarquer que

1982=2x991 et 1983 =3 x661.

2. On considere deux suites arithmétiques (u,) et (v;) définies par

Uo = 3 Vo = 2
Up+s1 = Up+991, vy = vy,+661 VneN.

Indiquer tous les couples (p ; q), avec p et g entiers naturels inférieurs a 2 000, tels que uy, = vy.

EXERCICE 2 4 points

Soit 7 un espace vectoriel réel, de dimension 2 ou 3, o et 98 deux sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires dans 7/, chacun distinct de {0} et de 7.

On désigne par

p la projection vectorielle sur </, de direction %

g la projection vectorielle sur 98, de direction «/,

el'identité dans 7.

On rappelle que I'ensemble £ (7)) des endomorphismes de 7 est un espace vectoriel réel pour 'ad-
dition des endomorphismes et la multiplication d’'un endomorphisme par un réel.

Soit F = {ap + bq; (a; b) € R?}.

1. Démontrer que F est un espace vectoriel réel. Démontrer que (p ; gq) est une base de F.
2. Démontrer que F est stable pour la composition des endomorphismes.

3. Soit ¢ un élément de F. On pose ¢° = e et, pour tout n élément de N, ¢! = g o ™.

Calculer ¢".
4. Déterminer 'ensemble des projections vectorielles éléments de F. Donner leurs éléments ca-
ractéristiques.
PROBLEME 12 points

Le plan P affine euclidien est rapporté a un repére orthonormé (O ; 7, 7) On désigne par P* le plan
P privé du point O.
Un point quelconque M ayant pour coordonnées x et y par rapport au repere (O | ) apour affixe

le nombre complexe z = x+iy; on note z le conjugué de z; on désigne par [r, 6] le nombre complexe
qui s’écrit r(cos@ +isinf) avec r élément de R et 6 élément de R.

Partie A



Terminale C A.P.M.E.P.

Etant donné un nombre complexe a non nul, on considere 'application ¢, de P* dans P* qui a

chaque point M d’affixe z fait correspondre le point M’ d’affixe z’ = —.
z

1. Cette application est-elle bijective 2
Déterminer suivant les valeurs de a 'ensemble des points invariants par ¢.

2. Déterminer la nature de 'application composée ¢, o¢,, a et b étant des nombres complexes
non nuls.

Montrer que @, @, est la restriction 8 P* d’une isométrie de P dont on déterminera la nature
et les éléments remarquables en fonction de 'argument de a.
Quelle condition nécessaire et suffisante doit vérifier a pour que ¢, soit involutive?

Partie B

Dans cette partie, a est un réel strictement positif.

1. En utilisant la partie A, répondre aux questions suivantes :
¢, est -elle bijective?
Quel est 'ensemble des points invariants par ¢, ?
b étant aussi un réel strictement positif, quelle est la nature de ¢, o ¢, ?
@, est-elle involutive ?
2. M' étant I'image de M par 'application ¢, calculer les coordonnées x’ et y' de M’ en fonction

des coordonnées x et y de M, puis les coordonnées x et y de M en fonction des coordonnées
x' ety de M. Z' étant I'affixe de M, on pose z' = [r’, 0'], calculer r’ et ' en fonction de r et 6.

. N . . . . . a .
Dans la suite du probléme, on se servira, suivant les questions, soit de la relation z’' = =, soit

des relations donnant x’ et y’ en fonction de x et y, soit celles donnant x et y en fonctizon de
x' et y/, soit de celles donnant r’ et 6’ en fonction de r et 6.

3. Montrer que les points O, M et M’ = ¢ (M) sont alignés.
Soit une droite (D) passant par O; déterminer I'image par ¢, de (D) privée de O.

4. Soit un cercle (C) passant par O et centré sur 'axe des abscisses en un point d’abscisse c.
Déterminer I'image par ¢, de (C) privé de O. En déduire I'image par ¢, d'une droite parallele
al’axe des coordonnées et distincte de celui-ci.

Partie C

Soit (H) la courbe d’équation

X% - y2 +2x=0
par rapport au repere (O ; 7, 7)

1. Montrer que (H) est une hyperbole dont on indiquera centre, axes de symétrie, sommets,
foyers, asymptotes. Dessiner (H) en prenant 4 cm pour unité sur chacun des deux axes.

2. Montrer que (H) est I'ensemble des points M d’affixe z = [r, 0] tels que r = f(0) ou f(0) =
—2cos@

cos26
En étudiant le signe de f(0) suivant les valeurs de 0, vérifier que (H) se trouve située dans trois
régions du plan limitées par des demi-droites d’origine O; sur la figure, on hachurera les autres
régions.

, 0 décrivant un sous-ensemble de [0 ; 27].

3. A partir de cette question, on suppose a = 1.
Soit (I'*) 'image par ¢; de (H) privée de O et soit (I') = (T'*) U {O}.
Montrer que (') est'ensemble des points M d’affixe z = [r, 0] tels que r = g(0) avec 0 € [0,27];
calculer g(0).
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Terminale C A.P.M.E.P.

4.

Rouen

Montrer que (I') se trouve dans les mémes régions que celles définies au 2. et qui contiennent
(H).

Montrer que (I') admet 'axe des abscisses pour axe de symétrie.

Placer les points invariants de (H) et calculer leurs coordonnées.

Soit A le point de (H) appartenant a I'axe des abscisses et dont I'abscisse est strictement néga-
tive.

Déterminer A’ = @1 (A).

Soit (A) la tangente en A a (H) ; déterminer 'image (A’) de (A) par ¢; en utilisant la question B
4.

Construire (A').

Montrer qu'une équation cartésienne de (I') est

1+2x
2_ .2
=X .
y ( 1-2x
. . ) 1+2x
Soit (I'1) 'ensemble des points du plan P de coordonnées x et y telles que y = x T2y
-2x

En étudiant la fonction

F: R — R
1+2x
X — X
1-2x

et en utilisant les questions précédentes, construire (I';) sur le méme graphique que (H), puis
en déduire (T'). Préciser les tangentes en O et en A’ a (T'y). Vérifier que (I') et (A' ) ont la méme
tangente en A'.
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