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Le sujet comporte quatre (4) exercices indépendaets calculatrices ne sont pas autorisées.

Exercice N°1 : sFomesoutracn

oa soealra

C[X] désigne I'ensemble des polynémes a coefficientapbexes. SoitP = X3 + X — 1 un
polyndme deC[X]. On notex, aveck € {1,2,3}, les trois racines complexes Ble

1. Vérifier (sans chercher a les calculer) que les tacines dé& sont distinctes.
2. En utilisant la division euclidienne &€& parP, calculer la valeur de la somme :

S=x}+x5+x3

Exercice N°2 :

Soit la fonctiong définie sur par :

2X cos t
oo [*t
X t

Montrer que la fonctio est définie et dérivable sy .

Etudier la parité degg .

Montrer que pour tout € [0, ©/2], 1 —x?><cosx < 1.

Prolongerg par continuité en 0 et montrer qgeainsi prolongée est dérivable en 0.
Calculer :

akrwnNPE

lim g(x)

x—+00

Exercice N°3 :

Soit f une fonction définie d, +oo[ dansR , continue, décroissante et telle que :
lim f(x)=0.

X—+00

Pour tout entier natureh, on pose :

(n+)rw +00
unzf f(t)sintdt et ]=f f(t)sint dt .
nm 0

1. Montrer que la série de terme généralest une série alternée.

2. Montrer que {u,| < nf(nm).

3. Montrer que la série de terme généralest convergente.

4. Montrer que I'intégralg est convergente et calculer sa valeur gun = e ™ .
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Exercice NP4 : £sFomesoutracon

oa Soalra .

On désigne pal,(R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordae@efficients réels.
On donne la matrice A suivante :
(3 -1
4=( )

et on définit I'applicationp, deM,(R) dansM,(R) par :

VM € My(R), ¢p,(M) =AM — MA

. Calculer A2, En déduire un polynd6me annulateurdgle plus simple possible.
. Prouver qued est diagonalisable et déterminer une matrice sibkerP de M, (R) et
une matrice diagonal@ de M, (R) dont la premiére colonne est nulle telles que :

N

A=PDP™1
Donner la matric@ ™1 .
. Montrer quep, est un endomorphisme d8& (R) .
. Etablir queX3 — X est un polyndme annulateur ¢lg . En déduire les valeurs propres
possibles dep, .
5. Montrer que la matric est un vecteur propre dg associé a la valeur proptesi et
seulement si la matridé = P~1MP est non nulle et vérifie I'équation :

W

DN — ND = AN
6. OnposeN=(JZC i’)etB:(:é é)

a. Trouver 'ensemble des matrichstelles queDN — ND = 0.

b. En déduire que la familled, B) est une base dé&r¢, , le sous-espace propre
de ¢, associé a la valeur propre 0.

c. Déterminer les deux autres valeurs propres noeswillet 1, de¢, et
caractériser les matricdsassociées.

d. Déterminer une base de chaque sous-espace ptopre etV(1,) de¢, associé
aux valeurs proprek, et 1, .

7. L’endomorphismep, est-il diagonalisable ?
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