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Instructions générales:

Le candidat attachera la plus grande importance &lhrté, a la précision et a la concision de laaétion.

Les notations de I'énoncé doivent étre respectéemmes chaque cas la numérotation de la questicse@o
devra étre indiquée.

Si un candidat est amené a repérer ce qui pewgduibler étre une erreur d'énoncé, il le signalarasa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquasitrdésons des initiatives qu'il a été amené a prend

* * %

Conformément a l'usage, les vecteurs sont notéaraateres gras.

— MECANIQUE - sFomesoutra com

ca svalra ;

Le probleme étudie différents oscillateurs en vedapplication du théoréme du viriel. Celui-Ci
affirme en particulier que si un point matéiiél(x, y, z)possede une énergie potentielle
En(X, y, z) vérifiant la propriété suivanteEp (A X, Ay, A 2 )= A “Ep (x, y, zpour toutA réel alors il
existe la relation suivante entre valeurs moyetgr@porelles au cours du mouvement de M :

k < Ep >= 2 < Ec > acondition que la trajectoire soit bornée.

Ec désigne I'énergie cinétique de m<etf > la valeur moyenne de(t) au cours du temps.

Nous ne considererons que des mouvements périadidorc les moyennes seront calculées sur une
période.
Dans tout le probleme I'étude est faite dans ugreétiel galiléen auquel est associé un repere

orthonormgO, x, vy, z) .

Les parties I, Il et Il sont indépendantes.

| — Oscillateur harmoniqgue dans un champ de pesante

Un point matérieM de massen pouvant se mouvoir dans la direction Oz (verticale
descendante) est fixé a I'extrémité d'un ressoraideurk et de longueur a vide.
Le champ de pesanteur g est uniforme (figure I)d€signe par z la cote de M. l g

1. a) Ecrire I'équation du mouvement du point Mielée est la pulsation propke o du -
systeme ? z
b) Déterminer sa position d'équilitze
Figure (1)
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c)Déterminer z (t) sachant qu'initialemenpdent est abandonné sans vitesse initiale de & cot
z=l,+mg/k+a.

2. a) Déterminer I'énergie potentieltgp (M) du point M en imposarEp = 0 a l'équilibre.

b) Exprimer I'énergie potentielle en fonctamZ=z—zet k.

c) Dans le cas du mouvement du 1-c détern@sevaleurs moyennes de I'énergie cinétique e®derjie
potentielle. Quelle relation existe-t-il entre cketix grandeurs?

d) Application numérique k = 20 Nlmp m =100 g a = 5 cm . Calculer la pulsation des oscillatiomsia
gue I'énergie potentielle moyenne.

Il — Cas d'un systeéme

Un disque(D) de massen, de rayora et de centre C peut rouler, dans un plan verécéintérieur d'un cylindre de
centre O fixe dans R ; on note b = OC la distaec®d C. (D) est homogéne de

moment d'inertied =1/2 ma& par rapporfy son axe (C&)).

Le coefficient de frottement entre le cylindreetlisque est

Ox est l'axe vertical, le champ de pesanteur gragirme.

On appelled Tl'angle entreey et OC et ¢ celui entreg, et la

directionCA ou A est un point

périphérique de ( D) (figure 2).

On suppose que (D) roule sans glisser dans ledeglifEn outre O >y
I'angle® reste faible.

1. Déterminer I'énergie potentiellgp (0)de (D) en imposant 0 g
Ep (0) =0. En donner une expression approchée au deuxi C

ordre ere.

2. Etablir la relation reliant :

e‘
A AT
3. Etablir I'expression de I'énergie cinétique D (
4. L'énergie mécanique du disque est-elle conservé Figure (2)

Pourquoi ?

5. Déterminer I'équation du mouvement vérifiée@fdr. La résoudre avec les conditions initiales
0=0,>0etdo/dt=0

6. a) Pour la solution précédente, calculer leswal moyennes de I'énergie potentielle et de tgmeinétique.
Que constate-t-on ?

b) Application numériqud,= 0,1 rad , m =160 g , g = 10 Nfhs b = 20 cm . Calculer I'énergie cinétique
moyenne de (D).

1 — Mouvement dans un champ newtonien

On considere un satellite de masse m se trouvame &@istance r du centre O de la terre. On note @hstante de
gravitation,M; la masse de la terre et r la distance entre Oszttédlite.
1. a) Comment s'écrit la force subie par le stdeHi
b) Déterminer I'énergie potentieclp du satellite (avec la conventi@p = 0a l'infini).
c) Comment s'exprime ici le théoréme du viti€)uelle propriété de I'énergie retrouve-t-on pougétat lié ?
d) Dans le cas ou la trajectoire du satedigtiecirculaire de rayon r déterminer sa vitesse v

Pour la suite, le satellite est lancé a une distajp@vec une vitesse orthoradiale (orthogonale aorragcteur)
de module :
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2. a) Montrer que le mouvement est plan. Celwgstirepéré en coordonnées polaire®)idans son plan ;
montrer que la quantité r2 @idt ) est constante. Déterminer la valeur de asthstante que I'on notera C.
b) Montrer que la trajectoire est bornée.
c) Montrer que I'équation polaire de la trajectqesit s'écrire :

_ p _C
[=— avecC =
1+ ecos0 ) PN s Fomesoutra con

ga sealra

ou C est une constante que I'on déterminera
En outre, il est rappelé que dans le cas d'unectdje elliptique I'énergie mécanique vaut
E =(-GMim) /2a avec a le demi grand axe.

d) Déterminer le parametpede la trajectoire du satellite en fonctionrde

e) Déterminer I'excentricité de la trajectoire endtion de a seulement.

f) Calculer les rayons au périgée et a I'apogéerd®enter la trajectoire en précisant le point éead, I'axe

polaire, les foyers.

3. a) Exprimer I'énergie cinétique du satellitd@mction de GM;, p, e etd.

b) Exprimer de méme I'énergie potentidtigen fonction de GM;, p, e etd.

c) Déduire du théoréme du viriel que < @sf=-e . Ce résultat vous surprend-t-il ? Que pensez-vous de

sin @) > ?

4. Pour mieux cerner le résultat précédent on tleeacévaluer les durées de passage du satelit@our un

angle @ passantde 772 a 712 et At, pour unangle te passantm a3 77/2. 4712

a) On rappelle la troisiéme loi de Kepler T2Fa4T18/(GM;) ; exprimer la périod& en fonction dep ,C et e
b) Exprimer la duréeAt que met le satellite pour passer d'un anglaifoB; a8, ; on donnera le résultat en

fonction de la période et d'une intégrale sans dgios..

sie =0, 5 le calcul numérique donne le résgltatant :

/2 d9
w2 (1+e co:se)2

Ce résultat est-il en accord avec celui obtenuca® 3

5. On considére maintenant le mouvement d'un électans un atome d'hydrogene en supposant le ticgau
en O.

L'électron a une masse 8= 103 kg et une chargeqavecq= 1,6x 10*°C .

a) Pourquoi la trajectoire de I'électron est-alegénéral, une ellipse ?

b) On se place dans un cas ou I'excentricité tlajiectoire est faible € « 1).

Comment s'écrit le moment dipolaire instantanéaterhe d'hydrogene ?

Proposer une expression approchée du moment digpaotaiyen en fonction du parametre de la trajeciajret
de 'excentricitée.

Quelle valeur obtient-on pour, = 0, 05 nm ee = 0, 05 2Le résultat sera donné en Debye : 1D =1/3°Tm .
Que vaut réellement le moment dipolaire d'un atdihgdrogéne ? Que pensez-vous du modele précédent ?

=0,19¢
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L'objectif de ce probleme est I'étude de différentes détentes d'un gaz réel et d'un gaz parfait. Les parties B et C
d'une part, D et E d'autre part ne sont pas indépendantes.
La partie A, I'ensemble (B + C) etl'ensemble (D + E) peuvent étre traités séparément.

A — Fonctions d'état d'un systeme fermé

A.1l. On rappelle les expressions des difféerenselld et dH des fonctions d'état énergie interdér,V) et
enthalpieH(T,p)d'un systéme fermé :
dUu=CdT+(L—p)dV,;dH=@T + (k+V )dp
A.1.1. Définir les capacités thermiques a volumastant ¢, et a pression constantg & partir des
fonctionsU(T, V)et H(T,p).
A.1.2. Etablir les valeurs des coefficients cal@inques/ etk pour un systéme dont I'énergie interne
et I' enthalpie ne sont fonctions que de la tentpéza
A.2.0n définit les fonctions d'état énergie lilBv@,V) et enthalpie libré&s(T,p)d'un systéme par les relations F
=U—TSetG =H—TS.
A.2.1. Exprimer les différentielled etdG d'un systeme fermé.
A.2.2. On désigne par S l'entropie du systeme. tiisant les propriétés des différentielles dif, et dG
établir les expressions suivantes des coefficaaitsimétriques’ etk :

g:T(@j et k:-r("_vj
oT ), oT ),

B — Détente de Joule et Gay Lussac d'un gaz réel

Dans un certain domaine de température et de predgiquation d'état d'une mole de gaz réel $'écri

(p+a/TNV—b)=RT

dans lagquell@, betR sont des constantéR = constante des gaz parfaits).

B.1.Etablir la relation :

(ﬁj :T(@j
v ). a2 ),

B.2 Etablir I'expression de la capacité thermiqualame constanC, (T, V)du gaz sachant qu'elle tend vers
une valeur ¢, indépendante dE, lorsqueV tend vers l'infini.

B.3 Etablir I'expression de I'énergie inteldede ce gaz en fonction de de V et de constantes. B.4.0n fait
subir a ce gaz une détente de Joule et Gay Lusséagitopasser son volume 8g aV,=2V;.

B.4.1. Préciser les conditions expérimentales gumettent de réaliser cette détente. En déduixariation
d'énergie interneAU du fluide.

B.4.2. On note Tla température initiale du gaz &T la variation de température qu'il subit au calescette
détente.

Sachant que I'on peut considérer A< Exprimer AT en fonction ddl; , V; et de constantes.

B.4.3. Que peut-on dire, a priori, de la variatibentropie du gaz ? Justifier votre réponse.

B.4.4. Application numérigue :

a=100 SI; R =8,31 J.maK™ ; T=300K ; C =29,1 J.mdlK™; V,=10 L.

B.4.4.1. CalculenT .

B.4.4.2. Quelle valeur d& T aurait-on obtenu avec un gaz parfait ? Justfidre réponse.
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C — Détente de Joule Thomson (Joule Kelvin) d'un garéel

Aux faibles pressions, I'équation d'état du gak dééni ci-dessus peut se mettre sous la formeasie :
pV =RT+B(T)mvecB(T)=b—a/RT

C.1.Compte-tenu d'une approximation que I'on pawe faux basses pressions, montrer que I' enthidlplie
gaz peut s'écrire, en fonction des variaflesp :

H = (Co +R) T +( b—3a/RT?) p
C.2.Le gaz subit une détente de Joule Thomson ars @® laquelle il passe d'une zone ou il se treulee
température Tsous la pressiom pans une zone ou la pressiongst p;/ 2 .
C.2.1. Préciser la caractéristique énergétiqgua detente de Joule Thomson.
C.2.2. Exprimer la variation de températuk& du gaz dans le cadre des hypotheses ci-desdos@ion de
T1, po et de constantes. On considérera endore<T; .
C.2.3._Application nhumérigue :
a=100 Sl ; R = 8,31 J.molK®: T=300 K ; C = 29,1 JmdlK™*; b = 22818 m* .mol* ; p,= 2 bar.
Calculer AT.

D — Application des principes de la thermodynamiquea un systeme fermé en
mouvement

L'objectif de cette étude est d'établir une expossgénérale permettant de calculer les variatidas
grandeurs thermodynamiques caractéristiques d'mmgas’'écoule dans un élément mécanique : conduite
tuyere, échangeur thermique, turbine, compresséar,

L'évolution d'un fluide gazeux dans une installatiodustrielle est schématisée par la figure lessdus.

Le fluide gazeux s'écoule dans la direction etlesde I'axe horizontalx .

Le volume v délimité par les plasB et CD constitue un volume de contrdle qui peut, éventusdint,
contenir une machine : compresseur, turbine, etc.

Le fluide entre dang par une conduite cylindrique dont l'aire de latisecdroite est notée et dont I'axe,
paralléle & x , est situé a l'altitude dans le champ de pesanteur. Il en ressort pacemduite cylindrique,
dont la section droite a une airg & dont I'axe, paralléle axx, est situé a l'altitude, -lans le champ de
pesanteur.

On désigne paw le vecteur Entrée Sortie
vitesse des particules fluide 4 c / c
et on admet que la viscosit J

du fluide est négligeable, l¢ . % —> _n
vecteur vitesse reste don ) A% :
constant en tout point dul A 5 P D

plan de section droite 5 |
perpendiculaire a B B’ o)
I'écoulement. S(t)
On désigne pam, p, T, E, E, S(t + dt)

E,, U, Het S, respectivement . >
la masse, la pression, | *
température, Figure 1

I'énergie  totale, I'énergie

cinétique macroscopique, I'énergie potentielle esapteur, I'énergie interne, I'enthalpie et I'eneau fluide.

Les valeurs massiques des différentes grandewrasxes seront représentées par des lettres mlasscu

Ces grandeurs seront affectées de l'indice 1 olirtkce 2 suivant qu'elles caractériseront I'é@atgaz a
I'entrée ou a la sortie du volume.

D.1. Définir I'énergie total& d'un systeme thermodynamique.

D.2.Ecrire le premier principe de la thermodynamigsous sa forme générale, pour un systéeme fenmé, e
mouvement dans le champ de pesanteur, qui, au cbume transformation ouverte, recoit les quantités
d'énergie Q par transfert thermique et W par temsfhécanique.

\ A
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D.3.A l'instant t le systéme fermé considéré, désigar S(t) sur la figure 1, occupe le volume casngmtre les
plansAB etCD. Il comprend le fluide contenu dans v a cet inse¢ fluide

qui va entrer dans v pendant la dudéeSon énergie totale est notédt) .

A linstantt + dt ce méme systéme, désigné par S(t + dt), occupallene délimité par les plasB etCD .

Il comprend le fluide contenu dags a l'instantt + dt et le fluide qui est sorti de pendant la duréet. Son
énergie totale est notég(t + dt) .

Entre les instant$ et t + dt le fluide gazeux recoit les quantités algebriqu&natgie 5Q par transfert
thermique (chaleur),d W’ par transfert mécanique di au travail des forcegregsion d'entrée et de sortie et
O0W par transfert mécanique avec une machine gtrosge dang, . On suppose que le régime stationnaire
est atteint et on admet que les pressigret p , respectivement en amont de l'entrée daret en aval de la
sortie deg , restent constantes au cours du transfert dileflles vitesses vet w, du fluide, dans les conduites
d'entrée et de sortie, sont constantes.

D.3.1.p1, W, X; P, Z, E;désignent la masse volumique, la vitesse du flatdaire de la

section droite des conduites, respectivementntrde et a la sortie de

Montrer, a partir d'un bilan de masse sur le systfarmé considéré, entre les instart + dt,,que I'on a :
P1ZiW1= P2 2W>

L'expression p Zw représente le flux de masse a travers la sectmted X d'une conduite dans laquelle le

fluide s'écoule avec la vitesse w, c'est-a-diméleit massique, du fluide exprimé en kg s

D.3.2. On désigne pad m la masse de fluide qui traverse le volugendant la duréet.

On note g l'intensité du champ de pesanteur eketidrigine de I'énergie potentielle de pesantuniveau z = 0.
Par application du premier principe de la thermadyigue au fluide gazeux, entre les instamtit + dt , établir la
relation :

smi[ (1/2)w} + gz, + Iy | =[ (1/2) Wi + gz, + by |} =80 + W

D.3.3. A partir de I'expression établie a la quesD.3.2, définir les conditions expérimentales pelimettent de
faire subir au fluide une détente de Joule Thomson.

E — Détente d'un fluide gazeux dans une __—
tuyere
Le fluide gazeux se détend, de maniere adiabatoipres — w(x)
une tuyére dans laquelle sa vitesse varie. La ¢ugst
constituée d'un tube de révolution autour >
d'un axe horizontal x'x (figure 2 ci-contre). X x
La section droite d’abscisse x , de la tuyére aainge
 (x) variable le long de l'axexx. On admet que
cette variation est assez lente pour que le vecitesse ~——_

des éléments de volume du gaz qui s'écoule re

pratiguement, paralléle axx de méme sens et Figure 2

gue sa composante w(x) ait la méme valeur pourlésus .

éléments de volume situés dans une tranche del'gascisse x, perpendiculaire & x

On suppose que le régime d'écoulement stationestii@teint et on néglige toute perte d'énergiefrptement, le
long des parois de la tuyére.

On noteH(x) I' enthalpie d'une mole de gaz sous la pression g&température T(x).

On désigne par M la masse molaire du gaz eppgés) sa masse volumique a l'abscisse x.

GMEC Physiquel (Mer 12/06 14.00-18.0dYageb sur’



sFomesoutracom

£a Soalra
w1, p, T, Hi, p1; Wo, P2, T2, H2, p2 désignent, respectivement, les valeurs de : wx)Xx), T (x), H (X), p
(x) dans la section droite d'entrée de surfacet dans la section droite de sortie de surkace

E.1.0n considére I'évolution d'une mole de gazeestin entrée dans la tuyére et son passage darsd¢he
d'abscisse x.

A partir de la relation générale établie a la goesb.3.2 et compte tenu des conditions de foncioment de
la tuyére, établir la relation que vérifient M,;ww(x), H,H (x) .

E.2. Aucune hypothése n'est faite sur I'équatiétatitiu gaz.

On admet que chaque élément de volume du gaz dabg,la tuyére, une détente adiabatique réverditaatrer
gue, dans ces conditions :

(172)w? (x)-(1/2)w + r(xjdp/p(x) =0

i

E.3.0n suppose, maintenant, que le gaz est unagéatgpour lequel le rappory = C,/ C, est indépendant de
la température et on admet que son évolution, ayere, se produit de maniére adiabatique erséle.
On poses= p (x)/ p et on désigne pdE, la capacité thermique molaire a pression constungaz.

E.3.1. Exprimer W(x) en fonction de : wC, T1,M, yete.
E.3.2. Exprimer le débit massiqgedu gaz, a I'abscisse x, en fonction gee,y, Z (x) et w(x).

E.3.3. On suppose que la section d'entrée de s@fate la tuyére est tres grande.

On peut alors considérer w0 .

E.3.3.1. Montrer que, dans ces conditions, le dgagsique s'écritgm = K Z (x)f(g) , expression dans laquelle
K| ne dépend que des caractéristiqgues du gaz et ldessvdes parametres relatifs a I'entrée de ladwgté ( £ est
une fonction de . On expliciteraK; et f(g).

E.3.3.2. On admet que p @écroit de maniere monotone quand X croit.

Apres avoir étudié les variations de la foncfiqa ) pour 0 < £ < 1 montrer que:

E.3.3.2.1. Sp,/ p est supérieur a une valagique I'on précisera, la sectign(x) de la tuyere doit étre une fonction
décroissante de x (tuyére convergente).

E.3.3.2.2. Sp,/p; est inférieur a &, la section de la tuyere doit, d'abord, étre unetiom décroissante de x puis
devenir une fonction croissante de x (tuyere cayar@e - divergente).

Dans ce cas on note et p les valeurs de w(x) et p(x) dans la section la pluoite de la tuyere.

Exprimer g en fonction de et y et w, en fonction dg R, T et M.

E.3.3.3._Application numeérique

Le gaz parfait considéré est de |'air pour lequell, 4 ; M =29 g. mdl.

On rappelle que R = 8,31 J.moK™.

E.3.3.3.1. Sachant qpe= 20 bar e = 2000 K , calculer wet .

E.3.3.3.2. Calculer, dans les mémes conditionstdase du gaz, a la sortie de la tuyéreyetl bar .

Fin de I'énoncé
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