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Dans le cas ol un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énonce, il
le signale tres lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit 'épreuve

sFomesoutracon

e Soalra ;

11 couséquence i

Probléme I

Partie A
On considére un espace hermitien (E. ) de dimension n (n > 1). On pose F = E?
et tout vecteur X € F sera noté X = (X1.X;) € E?. Soit w l'application définie
de F? dans C par :

VX =(X1,X2) €F, VY = (Y, Ya) €F w(X,Y) = o(X1, Y1) + (X2, Ya)

1) Montrer que (F,w) est un espace hermitien. Quelle est sa dimension?

2) Moutrer que F} = E x {0} et F» = {0} x E sont deux sous espaces
supplémentaires orthogonaux de F'.
3) Si Bg = (ei)1<i<n est une base orthonormale de E, alors déduire de By

une base orthonormale By de F.

4) Soit U l'application définie de F dans F par :
VX =(X;,X3) e F, U(X) =(—Xz,X;)

a) Montrer que U est un endomorphisme unitaire de F.
b) Calculer U? et monter que U est la composeé de deux endomorphismes

de F dont on explicitera les éléments caractéristiques.

GE2I/GMEC Mathématiques3 (Lun 10/06 08.00-12.0d°agel sur6



¢) Montrer que la matrice de U dans la base canonique de F est de

la forme

MU)= ( ;] _drn ) ol [,, est la matrice unité d’'ordre n

d) Soient f et g deux endomorphismes de E tels que f* =get g* = [,

.

ol f* est l'adjoint de f . On note par :

- . 5 sFomesoutra.con
G(fJ:{(leLXl)) EE } ca soatra .

et
G(g) = {(X1,9(X1)) € E?}

respectivement graphe de f et de g.

Mountrer que G(f) et U(G(g)) sont deux sous espaces orthogonaux

de F.

Partie B: Etude d’un exemple
(le cas réel)

On pose F = R? et ¢ est un produit scalaire sur R2.
1) Verifier que (F.w) est un espace euclidien.
2) Expliciter U et déterminer les valeurs propres de U.
3) Soit f l'endomorphisme de E qui a tout vecteur X; = (z11,212) € R?
associe le vecteur X| = (z11.0).
a) Montrer que f est un endomorphisme auto-adjoint de E.

b) Montrer que
h = '[ILTQ'Z?:I € R4f =g el 1= {]]

et
Qo ={(z,y.2.t) R/ 2= =2 et y=0}

sonut deux sous espaces orthogonaux de F'.
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Probléme II sFomesoutra cn

Rappels et notations

Etant donnés deux entiers naturels non nuls p et g, M, ,(C) désigne I'ensemble
des matrices a p lignes et ¢ colonnes a coéfficients complexes.
L’ensemble My, ,(C) sera noté M, (C) et I, désigne la matrice identité de M,(C).
On identifiéra par la suite M, 1(C) et CP.
So0it (A, )nen une suite de matrices dans M, ,(C). Pour tout entier naturel n
on note A, = (a;;(n))1<i<p, 1<j<q- On dit que la suite (A, ),en est convergente, si
pour tout couple (¢, ) tel que i € {1:2:...;p} et 7 € {1:2;...:¢}, la snite (a;;(n))nex
coverge dans C. En posant lim (a;;(n)) = L;; et L = (L;; )1<i<p, 1<j<q On dit

—% 00
alors que la matrice L est la limite de la suite (A4, )=y et onnote: lim A, = L.
n—++oo
Soit A une matrice de M, (C), pour tout entier naturel n on note A" la
p
puissance n'*™¢ de la matrice A.

Ce probléeme a pour but de déterminer une condition nécessaire et suffisante pour

que la suite (A"),en converge dans M, (C).

Partie A : Etude d’'un exemple

On consideére les suites réelles (z, Jnen et (Yn )nem définies par :

3“71—‘-1 —
o ER, jneRetVnelN
1
Yn+t1 = 5% T

Dans cette partie on pose :

4 2

5 5 In
A= | gy ==

1 3 .

% Un

1) Pour tout n € N exprimer X, en fonection de A™ et de X.
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2) Mountrer qu’il existe une matrice diagonale D, telle que la matrice A puisse
g'écrire

A=PDP! s Fomesoutracon

ga Sealra

oil P désigne la matrice ( f _ll )

3) Pour tout n € N déterminer une expression de A™ en fonction de n.
4) Montrer que la suite (A™),en converge et calculer sa limite.

5) Démontrer que les suites (2y )ney et (Yn)nen convergent et déterminer les

limites de ces suites en fonction de zq et yq.

Partie B : Résultats préliminaires
Soient p et ¢ deux entiers naturels non nuls.

1) Soient (A™)ney et (B")pen deux suites de matrices de M, ,(C) qui

convergent respectivement vers L et 1.

a) Montrer que lim (A, + B,) =L+ M.

=t 00

b) Soit & € C. Montrer que lim aA, = al.
¥ +0oC

T—

c¢) Soient B € M, ,(C) et (ay)nen une suite de nombres complexes qui

converge vers o« € C. Montrer que lim «,B = aB.
Nn—+00

2) Soit (A™),en une suite de matrice de M,,(C) qui converge vers L.

a) Soit X € M, 4(C). Démontrer que : lim A, X =LX.
' +oc

Ti—

b) Enoncer sans démonstration un résultat analogue pour le produit &

droite.

3) Soit (A"),cx une suite de matrice de M,(C) telle que :

VX eC?P, lim A,X =0. Montrer que: lim A, = 0.

11—+ n—+4oo
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Partie C : condition nécessaire P e

Dans la suite du probléme on note f 'endomorphisme de C? dont la matrice dans

la base canonique est A. On définit pour tout entier n, f™ par : f° = ides et

f-n—!— 1= _fﬂfn-

On suppose dans cette partie que la suite ( A™),cx converge.

1) Seoit A une valeur propre de f (A € C).
a) Montrer que |A| < 1.
b) On suppose que |A| = 1. Montrer qu’alors A = 1.
On pourra considérer | \"71 — A",

2) Montrer que Ker(f —id)NIm(f —id) ={0} ou id = idgs.

Partie D : condition suffisante

On note Pf(X) = det(A — X I,) le polyndme caractéristique de f o det désigne le

déterminant de la matrice considérée.

(a; — X) avec

e

1) Montrer que P peut se mettre sous la forme : Pp(X) =

i=1

a; € C pour tout i € {1;2;...; p}.

2) Justifier que f admet dans une certaine (e;.....e,) de C¥ la matrice T

suivante :
(5] ‘
0 (85
0 (851
T'= 0
0 0 o

3) On suppose dans cette question que (a;| < 1 pour tout entier i € {1:2:...:p}.
a) Montrer que lim f"(e;) = 0.
) itrer que lim f (ex) = (
b) Montrer par récurrence que pour tout entier i € {1:2:...:p}. on a:

lim f"(e;) = 0.

n—+oc

¢) En déduire la limite de 7™ puis celle de A™.
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4) On note Ay, Az, .... Ay, les valeurs propres de f, deux a deux distinctes, avec
m € N*. On suppose dans cette question que A; =1 et |A;| < 1. pour

tout i € {2:....m}. On suppose également que
Ker(f —id) N Im(f —id) = {0}

a) Montrer que Ker(f — id) et Im(f — id) sont deux sous espaces
supplementaire dans CF stable par f.

b) On note par f; 'endomorphisme de Ker(f—id) induit par f. Montrer

que toute valeur propre de f; est une valeur propre de [ distincte

le \q.
R £sFomesoutracon

ea Soalra ;

¢) En remarquant que f; vérifit les hypothéses de la question 3), en
déduire que A" converge et déterminer une matrice semblable a sa
limite.
Partie E : Conclusion et application

1) On note Ay, As. .... Ay, les valeurs propres de A deux a deux distinctes, avec
m e N™,
Déduire des questions précédentes que la suite (A™),en converge si et

seulement si :

Al <1, ¥ie{l;2;...;m}.
ol

M =1, Ker(f—id)NIm(f—id)={0} et |X;| <1, Vi€ {2;...;m}.

2) Etudier la nature de la suites (A" ),y dans chacun des cas suivants :

. [ 02 B
a)A“<u2 u3)

L L ¥
by A= 0 & 1

0 0 1

1 0 0
) A= 0 —6+3 9

0 —4 6+ 1% s Fomesoutracon

ca sealra
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