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Exercice 1. Docs & portée de main
Factoriser dans R[X] et dans C[X] le polyndme P = —X8 + 2X* — 1

Allez a : Correction exercice 1

Exercice 2.

SoitP =1 — X8

Factoriser P dans C[X], puis dans R[X] et enfin dans Q[X]
Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.
2im

SoitP=(X+1)"—X"—1.0nnotej =es
Montrer que 1 + j = —j?
Montrer que j est une racine multiple de P.
Trouver deux racines réelles évidentes de P.
4. Factoriser P en facteurs irréductibles dans C[X] et puis dans R[X].
Allez a : Correction exercice 3

wp e

Exercice 4.

Déterminer les racines réelles et complexes du polynéme :
PX)=X"+X*+X3+X?>+X+1

En déduire sa factorisation dans C[X] et dans R[X].

Allez a : Correction exercice 4

Exercice 5.
SoitP=X"+X0+X5+X*+X3+X>+X+1
1. Factoriser P dans C[X].
2. Factoriser P dans R[X].
3. Factoriser P dans Q[X].
Allez & : Correction exercice 5

Exercice 6.
Déterminer les racines réelles et complexes du polynéme :
1 1 1 1 1
PX) ==X +—X*+=-X3+-X?+=-X+1
) =g X X" Hgh T3 X X+
En déduire sa factorisation dans C[X] et dans R[X].
Allez a : Correction exercice 6

Exercice 7.
Soit P € R[X] défini par
P=X*-X3+X?>-X+1
1. Déterminer les racines de P.
2. Factoriser P dans C[X], puis dans R[X].
Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.
1. Soit P = —X3 + X2 — X + 1 un polyndme.
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Factoriser ce polynéme dans R[X] et dans C[X].
2. Soit

n

P=1—-X+X?>—-+(-D"X"= Z(—l)kX"

k=0
Déterminer les racines réelles et complexes de P.
Allez a : Correction exercice 8

Exercice 9.
Soit P = X +2X° + 4X* +4X3 +4X?2 + 2X + 1
On pose j = ez%
1. Montrer que j est une racine multiple de P.
2. Factoriser P dans C[X].
3. Factoriser P dans R[X].

Allez a ; Correction exercice 9

Exercice 10.
Soit P € R[X] défini par
P=X84+2X0+3X*+2X?+1

2im

1. Montrer que j = e s est une racine multiple de P.

Pascal Lainé

2. Enremarquant que P est un polyndme pair, donner toutes les racines de P ainsi que leur multiplicité.

3. Factoriser P dans C[X], puis dans R[X].
Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11.
Soit P = 2X3 +3X2+6X+1—3j
1. Montrer que j est une racine double de P
2. Factoriser P dans C[X]
Allez a : Correction exercice 11

Exercice 12.
1. Déterminer les racines réelles et complexes de (X + 1) — X°
2. Soita € R et soit P € R[X] défini par
P=X+1"-X"-a
Déterminer a pour que P admette une racine réelle multiple.
Allez a : Correction exercice 12

Exercice 13.
1. Le polyndme A = X* + 3X + 1, est-il irréductible dans R[X] ?
2. Lepolyndme B = X3 + 3X + 1, est-il irréductible dans R[X] ?
Allez a : Correction exercice 13

Exercice 14.

Déterminer les réels a, b et c tels que P = X° — 2X* — 6X3 + aX? + bX + c soit factorisable par

Q=X*-1)(X-3)
Allez a : Correction exercice 14
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Exercice 15.
Pour n € N, montrer que le polyndme 4, = (X — 1)"*2 + X2"*1 est divisible par B = X? — X + 1
Allez a : Correction exercice 15

Exercice 16.
Soit
P,=X+1"—X"-1
Onposen =a [6]aveca € {0,1,2,3,4,5}
Pour quelles valeursde n, j = ez% est-il racine de B, ?
On pourra discuter selon les valeurs de a.

Allez a : Correction exercice 16

Exercice 17.
Déterminer le reste de la division euclidienne de (X + 1)™ par X2 + 1.
Allez a : Correction exercice 17

Exercice 18.
Quel est le reste de la division euclidiennede P = X"+ X + 1parQ = (X — 1)??
Allez a : Correction exercice 18

Exercice 19.
Soit R € R[X] le reste de la division euclidienne de (X + 1)™ par (X — 1)2.
Déterminer R.

Allez a : Correction exercice 19

Exercice 20.
Quel est le reste de la division euclidienne de 4,, = X"+ X + bpar B = (X —a)?,pourn € N,n > 2.
Allez a : Correction exercice 20

Exercice 21.
Déterminer le reste dans la division euclidienne de A = X?" + 2X™ + 1 parB = X2 + 1
Allez a : Correction exercice 21

Exercice 22.
1. Montrer que pour tout n € N, X*™ — 1 est divisible par X* — 1.
2. En déduire que le polyndme P = X4a+3 4 x4b+2 4 x4ct+l 4 x4d qyec a, b, c et d entiers naturels est
divisible par Q = X3 + X% + X + 1.
Allez a : Correction exercice 22

Exercice 23.

Soit P = X3 + pX + q un polynéme de C[X], on note «, 5 et y ses racines.
Calculer A = a? + 52 + y2.

Calculer B = a3 + 3 + y3.

Calculer € = a?B + apf? + a?y + ay? + B2y + By2.

Onpose D = a3p + af3 + a3y + ay® + B3y + By3

Calculer D en fonction de p.

Allez a : Correction exercice 23

Hwbn PR
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Exercice 24.
Soit P € C[X] un polyndme tel que XP(X — 1) = (X — 2)P(X)
1. Montrer que 0 et 1 sont racines de P.
2. Soit a une racine de P. Si a # 0, montrer que a — 1 est racine. Si a # 1, montrer que a + 1 est racine.
3. On suppose que P n’est pas le polyndme nul. Montrer que 0 et 1 sont les seules racines de P.
Indication :
S’il existe une racine a telle que Re(a) < 1 différente de 0 (a # 0), montrer qu’il y a une infinité de
racines.
S’il existe une racine a telle que Re(a) > 0 différente de 1 (a # 1), montrer qu’il y a une infinité de
racines.
4. En déduire que P est de la forme aX*(X — 1)! avec a € C[X], k € N* et € N*,
5. Quel est I’ensemble des polynomes de P € C[X] tels que XP(X — 1) = (X — 2)P(X).
Allez & : Correction exercice 24

Exercice 25.
Effectuer la division suivante les puissances croissantes de X* + X3 — 2X + 1 par X2 + X + 1 a ’ordre 2.
Allez a : Correction exercice 25

Exercice 26.

On considére le couple de polynéme a coefficients réels

P=X3-X?>-X-2 et Q=X3-1

Utiliser I’algorithme d’Euclide pour calculer le PGCD (P, Q).
Décomposer P et Q en facteurs irréductibles dans R[X].
Retrouvez le résultat de la question 1.

4. Décomposer P en facteur irréductible dans C[X].
Allez & : Correction exercice 26

wrp e

Exercice 27.
SoientP = X° +X*—6X3—X?—-X+6etQ=X*+2X3-X-2
Déterminer le PGCD de P et Q et en déduire les racines communes de P et Q.
Allez a : Correction exercice 27

Exercice 28.
Déterminer les P.G.C.D. des polyndmes
A=X>+2X*+X3—-X>-2X—-2 e B=X*43X3+43X%2-2
En utilisant I’algorithme d’Euclide. En déduire les factorisations de A et B dans R[X].
Allez a : Correction exercice 28

Exercice 29.
Déterminer une identité de Bézout entre les polyndmes P = (X — 1)2 et Q = X% + 1.
Allez a : Correction exercice 29

Exercice 30.
1. Déterminer une identité de Bézout entre les polynémes

P=2X*+X3-2X—-1 et Q=2X*—X3-3X2+X+1
2. En déduire les racines communes de P et Q.
Allez a : Correction exercice 30
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Exercice 31.
SoitP =X>+X*+2X3+2X2+X+1
1. Calculer le PGCD de P et P'.
2. Quelles sont les racines communes a P et P’ ?
Quelles sont les racines multiples de P dans C ?
3. Montrer que (X? + 1) divise P.
4. Factoriser P dans R[X].
Allez a : Correction exercice 31

Exercice 32.
Pour tout polynéme P € R[X] on désigne par P(X + 1) le polyndme obtenu en remplacant X par X + 1
dans P.
1. Existe-t-il des polyndmes P € R[X] de degré 3 tels que P(0) =1 ?
2. Si P € R[X] est un polyndme de degré 3, quel est le degré du polyndme P(X + 1) — P(X) ?
3. Existe-t-il des polynémes P € R[X] de degré trois qui vérifient :
PX+1)—-PX)=X2-1 et P(0)=1
(Indication : On pourra dériver le polynéme P dans 1’équation ci-dessus.)
Allez a : Correction exercice 32

Exercice 33.
Soit n un entier strictement positif.
1. Déterminer le pgcd des polyndmes X™ — 1 et (X — 1)™.
2. Pour n = 3 démontrer qu'il existe un couple de polynémes (U, V) tel que :
X}-DU+X-1Dv=x-1
Donnez-en un.
Allez a : Correction exercice 33

Exercice 34.

1. Déterminer le PGCD et une identité de Bézout des polynémes P et Q.
P=X?>-3X+2)(X?+1) =X*-3X3+3X>-3X+2
Q=(X?>+3X+2)(X?+1) =X*+3X3+3X?>+3X+2

2. Factoriser P et Q.

Allez a : Correction exercice 34

Exercice 35.
Soit
X+1D?A+X-1?*B=1 (E)

1. Trouver une solution particuliere A, B, € R[X] de (E).

2. En déduire toutes les solutions de (E).

3. Déterminer tous les polynémes P tels que P — 1 soit un multiple de (X + 1)? et que P + 1 soit un

multiple de (X — 1)2.

Allez a : Correction exercice 35

Exercice 36.

Soient P et Q deux polyndmes définis par :

PX)=X0—-X*—X?>+1etQX) =X*+2X3-2X-1

Déterminer le PGCD de P et Q et en déduire les racines communes de P et Q ainsi que leur multiplicité.
Allez a : Correction exercice 36
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Exercice 37.
Quels sont les polyndmes de C[X] tels que P’ divise P.
Allez a : Correction exercice 37

Exercice 38.
Soit P(X) = 2X* +3X3 —3X2 +3X +2
OnposeY =X +§

1. Montrer qu’il existe un polynéme Q, de degré 2 tel que Q(Y) = %.
2. Calculer les racines de Q.
3. Endéduire les racines de P, puis la factorisatistion de P dans R[X] et dans C[X].

Allez a : Correction exercice 38

Exercice 39.
Soit 6 € R, on suppose que sin(nd) = 0.

1. Déterminer toutes les racines du polynéme
n

P= (Z) sin(k6) X¥
=1
2. Montrer que toutes les racines sont réelles.
Allez a : Correction exercice 39

Exercice 40.

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle dans R(X) :

6X3 +3X%2 -5
F(X) = 11

Allez a : Correction exercice 40
Exercice 41.

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle :

X*—X+2
FO=a-pdwr =D

Allez a : Correction exercice 41
Exercice 42.

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle :

_ 6X34+3X2 -5
F(X) = Y1
1. Dans R(X)
2. Dans C(X)

Allez a : Correction exercice 42
Exercice 43.

Soit

3
F

T2+ X+ DX - 1)2
Décomposer F en éléments simples dans R(X), dans C(X).
Allez a : Correction exercice 43
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Exercice 44.
Décomposer la fraction rationnelle suivante dans R(X).
XZ
F=cr———
(X2 + 1)2010
Allez a : Correction exercice 44
Exercice 45.
Décomposer la fraction rationnelle suivante en éléments simples.
o X8+X+1
S X4(X —1)3
Allez a : Correction exercice 45
Exercice 46.
Décomposer la fraction suivante en éléments simples dans R(X).
o Xt +1
CX2(X2+ X + 1)?
Allez a : Correction exercice 46
Exercice 47.
Décomposer la fraction rationnelle suivante dans R(X) et dans C(X)
XS
G —_
X+ =12

Allez a : Correction exercice 47

Exercice 48.
1. SoitF = S. Si a € C est une racine simple de Q, montrer que le coefficient de 1’¢lément simple ﬁ est

P(a)
Q' ()
2. Décomposer dans C(X) la fraction

Allez a : Correction exercice 48

Exercice 49.
On considére le polynéme P = X°> — X3 + X2 — 1
1. Factoriser P dans R[X] et dans C[X]

. . X+1 11z .
2. Décomposer la fraction — en éléments simples dans R(X)
Allez a : Correction exercice 49

CORRECTIONS
Correction exercice 1.
Dans R[X]
P=—(X®-2X*+1)=-X*-1)?=-(X?-1D?’(X?*+1?*=—-X-1?(X + 1D?(X%? + 1)?
Dans C[X]

P=—-(X-1*X+1D*X —D*X +i)?
Allez a : Exercice 1
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Correction exercice 2.

Premiére méthode
PX)=1-X8=(1-X"(1+X*), (1 —X*) se décompose facilement en
A-XA+X-X0+X)=—-X-1DA+X)X —i)(X +i), mais pour décomposer 1+ X*,
c¢’est beaucoup plus délicat, il faut utiliser une bonne ruse, allons-y

14+ X% =14 2X2 + X* — 2X2 = (1 + X2)2 — (V2X)" = (1 + X% = VZX)(1 + X? + VZX)
1+ X2 —2X =X%—2X+1et1+X%++/2X = X% ++/2X + 1 sont deux polynémes irréductibles
dans R[X] car leur discriminant sont négatifs. Donc la décomposition de P(X) dans R[X] est :
PX)=-X-1DA+X&%2+D(X? —V2X + 1)(X? +V2X + 1)

Pour la décomposition dans C[X] il suffit de trouver les racines complexes de X? —v2X + 1 et X? +

V2X +1

. .. 2 2 .
Le discriminant de X2 —+v2X+1 est Ay = (—V2) —4=-2=(iv2)", ses racines sont X; =
S S 2t

2 2

Le discriminant de X2 +v2X+1 est A, = (V2) —4=—2=(ivZ)", ses racines sont X; =

—2-iv2 _ e_3i% _ —\2+iV2 _ esi%'
2 2

P(X) = —(X = DA+ X)X = DX +i) (X -

Deuxiéme méthode
On cherche les racines réelles et complexesde 1 — X8 = 0

2ikm ik

X8=1oX,=e8s =e+ aveck € {0,1;2,3,4,5,6,7}

et X4

«/5—21'\/5) (X _ \/EJ;NE) (X _ —ﬁ;iﬁ) (X _ —\/i;iﬁ)

. i i aim . sim i
Ce qui donne Xy =1, X; =€+, X, =ez =i, Xg=e+, X, =e"=—1, Xg=e+ =e ¢, Xg=

3im 7im i

ez =—, X, =e+ =¢ 4
La décomposition dans C[X] est :

POO = - =D (X - e%”) o= (x- e¥) o+ (x- e‘¥> o+ (x- e-%")
Pour la décomposition dans R[X], on regroupe les conjugués
P(X) = ~(X = DA+ XK = DX +D) (X —e7%) (X - %) (X — e7%) (x — %)
PX)=-(X-DA+XX*+1) (XZ - (e_i% + e"%)X + e_i%ei%> (XZ - (8_3"% + eBi%)X

.TT T
+ e—3lze3lz>

= (X = DX + DE* + 1) (X* — 2 cos (%)X +1) (XZ ~ 2cos (%)X + 1)

=—X-DX+1DA+Xx? <X2 —2§X+ 1) (XZ +2§X+ 1)

=-X-DX+DA+Xx)(X2-V2X +1)(X2 +V2X + 1)
Dans Q[X] on regroupe les deux derniers polynémes
PX)=-X-DX+1DA+X)(X2+1-v2X)(X? +1+V2X)
= (X - D&+ DA+ X2 (& +1)2 - (VX))

=—X-DX+1DA+XHX*+1)
Allez a : Exercice 2
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Correction exercice 3.

1.
Ltic1a 1+i\/§ _1+i\/§_ 1 i3\ sn (@)2_ .
)= 27 2 )Tty T\t )T e =T\ ) T
Ou mieux
1—j3
14+j+j2= =0
+j+) 1—;
2iTL’3 .
Carj3 = (eT) =e?m =1,
2.

P =G+1)7 =j7=1= (2 =) =1=—"*—j—1-j22—j-1==(2+j+1) =0
P'=7(X+1)%—7x°
P =7G+D°-j)=7((-°-D=7(G?-1)=71-1) =0
Donc j est au moins racine double.
3. P0O)=0+1)"-0"-1=1"-1=0etP(-1)=(-14+1)-(-1)"-1=0-(-1)-1=0
Donc 0 et —1 sont deux racines évidentes.
4. Le début de la formule du bindme de (X + 1)7 est X7 + 7X°© (il y a plein d’autre terme mais il est
inutile de les calculer) donc P est un polyndme de degré 6 et son coefficient dominant est 7.
D’autre part, j est racine double (au moins) donc j = j2 est aussi racine double (au moins) car P est un
polynéme & coefficients réels. 0 et —1 sont aussi racine, cela donne 6 racine (au moins), comme
d°P = 6 on a toutes les racines. La factorisation dans C[X] est :
P=7XX+1DX - N3>(X —j’)z
Dans R[X] :
X=—NDX-DN= = DX =D =X2—(+jDX+j3=X2+X+1
Donc

—\2
P=7XX+1(X=N(X=])) =7XX + DA? + X +1)?
Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4.

1-x° 6 — 6 —
PO =1+X+X*+X3+X*+X° =0 ﬁ=0<={1—x —0@{)( =1
P X#1 X#1

2ikm ikm
OrX6=1eX,=e s =es aveck € {0,1;2,3,4,5}
; 2im 4im 5im

Cequidonne X, = 1,X, =es = —j=—j% X, =e3 =j,X;=em=—1,X,=e3 =% Xe=e3 =—j
Les 5racinesde Psont X; = —j2, X, =j, X5 = —1,X, = j2et X = —j.
La décomposition dans C[X] est :
PX)=1xX+jX - DX+ DX —jHEA +)) =X +j)A - HE + DX — )X + )
La décomposition dans R[X] est :
PX) =&+ DA -NE DX +jDX +)) =X+ DX -G +X+)X*+ (G +DX +°)
=X+DX?’+X+1DX>°-X+1)
Allez a : Exercice 4

Correction exercice 5.
1.
X8

1-X

P=14+X+X*+X3+X*+X"+X0+X" =
Pour X =1
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8 _ 2ikm ikm
Les racines de P vérifient {X =lolXe=e+, k€{01234567} o Xe=e+, k€
X#1 X+1
{1,2,3,4,5,6,7}
X,=es,Xy=ez=i,Xs=es,X,=e"=-1Xs=es =e +,Xg=e2 =—ietX,=es =
e_%
Donc

p= (x—e%”)(x—i)(x—eiﬂ)(x+1)(X—e—¥)(x+i)(x—e‘%”)
2. Onrappelle que
(X —e®)(X —e ) = X2 — 2cos(9) + 1
P=X+DX—-DX+10) (x - e%”) (X - e-ir") (x - e¥) (X - e-gil)

=X+ 1DX2+1) (X2 — 2 cos (%)X+ 1) (XZ —ZCOS(S%-[)X+ 1)

=X +DX2+D(X2-V2X +1)(X2 +V2X + 1)

P =X+ DK+ DX +1-V2X) (X + 1+V2X) = (X + DE* + 1) (12 + 1* - (V2X)°)

=X+DXP+ DX +H2X2+1-2X) =X+ DX*+ DX*+ 1)
Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6.

2

=1+ (@) ) + 6+ B -0md E e
\ #

-

x\6 2ikn ikn ikn

or(3) =1e X, =2¢"s =2e aveck € {0,1,2,3,4,5} donc X; = 2e 3
in _ 2im i 4im
Ce qui donne X, =2, X, =2e3 = —=2j = —2j% X,=2e3 =2j, X3=2e"=-2, X, =2e3 =
5im

2j%, Xs = 2e3 = —2j
Les 5 racines de P sont X; = —2j2, X, = 2j, X5 = —2, X, = 2j%2 et X = —2j.Onaenlevé X = 2.
La décomposition dans C[X] est :

! XX +2j2)X=2))X+2)X —2j2)(X + 2j)

32
=X+ 21X -2DX +2)(X - 2j*)(X + 2))
La décomposition dans R[X] est :

P(X) =

1
P(X) = §(X +2)(X = 2)X = 2/ (X + 2j*)(X + 2j)
= %(X +2)(XZ =2+ DX+ 43 X*+2(G + )X + 453)

1
=3—2(X+ DX2+2X+4)(X?—-2X +4)

Allez a : Exercice 6

10
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Correction exercice 7.

1.
1-(=X)° 1+x°
- _ —Y)2 —Y)3 —Y)4 — —
P=1+(CX)+(X)*+(X)°+(-X) T (x) — 15X
Pour X = —1
Les racines vérifient
X5 = —1 1X5] = |—1] X =1
{ =0<jarg(X®) =m+ 2kn, ke Z<=5arg(X) = k+1)m, k€Z
X#1
X+ -1 X+1
|)(|== 1 2k+1
2k +1 _ 2y
© {arg(X) = n, k €{0,1,2,3,4 @{X—e 5, ke{01234}
g(X) =~ { } v
X#1
in 3im i 7im =3in —in
Xo=e5;X;,=e5;X,=e5 =—1;X;=e5 =e 5 ;X,=¢€e5
On élimine X3 = —1
2. Dans C[X]

P = (X _ ei?”) (X - e‘%”) (X _ e%) (X N e-%)

P = (X* - 2X cos (%) +1) <X2 — 2X cos <3§> + 1)

Dans R[X]

Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8.
1. P=X?’(-X+1D+(-X+1)=-X-1)(X?+1)dans R[X]
P=—-(X-1X-1X+1i)dans C[X]
2. SiX=#-1.

2n—1

1— (=)D 1 — (—x)n+1
P= ) (-X)k= =

1-(—X) 1+X
Les racines de P vérifie X™*tD = 1 et X # —1.

2ikm 2ikm
P(X) =0 o {(—X)"+1 =1 {—X =en+i,k €{0,1,..,n} & {X = —en+1,k € {0,1,...,n}
X #-1 X+ -1 X #+-1
2ikm
o X =—en+tik€{l,..,n}

Allez a ; Exercice 8

Correction exercice 9.
1.
P()=jC+2j°+4j*+4j3+4/2+2j+1=1+2j2+4j+4+4j2+2j+1=6j2+6j+6
=6(%+j+1)=0
P’ =6X°>+10X* +16X3 +12X?> +8X + 2
P'(j) =6j°>+10j* + 163 + 12j2+8j + 2 = 6j2 + 10j + 16 + 12j% + 8j + 2 = 18j% + 18] + 18
=18(G%2+j+1)=0
Donc j est racine double, comme P est un polynéme a coefficients réels, j est aussi racine double.
On peut essayer de voir si j ne serait pas racine triple (mais cela ne marche pas).
2. Soit on a I’intuition de voir que i est racine (et que donc - i est aussi racine), soit on ne le voit pas et il
faut diviser P par
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Polynomes et fractions rationnelles Pascal Lainé

- —\2
(X—]')Z(X—j)z=((X—j)(X—j)> =(X*+X+1)? =X*+X*+1+2X> +2X> + 2X
=X*+2X°+3X* +2X +1

XO +2X° +4X*+4X3 4+4X2 +2X+1 | X*+2X3+3X?+2X+1
X0 +2X5 +3X*+2X3 + X2 X?+1

X*+2X3+3X?+2X+1

X*+2X3+3X?+2X+1

0

P=&-D)2(X-7) X=X+

P=X?+X+1)2%X%+1)
Allez a : Exercice 9

Correction exercice 10.
1.
P()=j8+2X6+3j*+2j2+1=j24+2+3j+2j24+1=3j2+3j+3=3(%+j+1)=0
j est une racine de P
P'=8X7 4+ 12X° + 12X3 + 4X
P'(j) =87 +12j5+12j3+4j =8j +12j2+ 12+ 4j = 12j2 + 12j + 12 =12(j?+j+ 1) =0
j est racine au moins double, j est donc une racine multiple.
2. Comme P est pair, —j est aussi une racine double, ce polyndme est a coefficients réels donc j = j2 est

racine double et —j = —j? est aussi racine double, cela fait 8 racines en tout (en comptant la multiplicité
de racines), comme ce polyndme est degré 8, on les a toutes. Le coefficient dominant est 1, on en déduit
la factorisation dans C[X]
P=X-D*X—j*X+ )X +j*)?
Dans R[X]
P=[X-DX—DPIEX+NE+)]? = [X*+ X +1]°[X* - X + 1]
Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.
1.
P(j)=2j3+3j2+6j+1+3j=2+3j24+6j+1—-3j=3j2+3j+3=3(2+j+1)=0
P'=6X*+6X+6
P'(j)=6j2+6j+6=6(2+j+1)=0
Donc j est une racine double de P.
2. Lasomme des racines de P est — % si on appelle a la troisieme racine on a

3 3 3 1 iv3 1
a+2j=—§<:)a=—§—2j=—z—2< l\/_>=—§+l'\/§

2 2
Donc

P=2(X—j)2<X+%—i\/§)

Allez a : Exercice 11
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Polynomes et fractions rationnelles Pascal Lainé

Correction exercice 12.
1.
6

X+1
) =1

Il est clair que 0 n’est pas racine. Mais attention (X + 1)® — X© est un polynéme de degré 5

X+1°
K+ =X (=) =1
X+1 2ikn
—~ "€ 6 , ke€{01,234,5}
La racine « en trop » est celle qui aurait vérifie % = 1 qui n’a pas de solution, on enléve donc k = 0.
1 2ikm 1 ikm
1+ ¥=€ 6, ke{12345} e ¥=€ 3 -1, ke{l1,2345 e X =— ,k €{1,2,3,4,5}
es3 —1
_ikm
e 3 —1
eX=0p i k€ {1,2,3,4,5)
(e 3 —1)(6’ 3 —1)
Les cing racines sont
e—lan_l cos(k?n)—1+isin(k?n)

Xk = T ix ikm -
(eT—1) (e‘T—1) 2—2cos(k?n)
2. Pour que P admette une racine multiple réelle (donc au moins double), P et P’ ont une racine réelle
commune.
P'=7(X +1)%—7Xx°
Les racines réelles et complexes de P’ vérifient (X + 1) —X® =0
On cherche les racines réelles donc sin (k?") = 0 ce qui équivaut & k = 0 (mais on a éliminé ce cas) et

k=3
cos(m) — 1 2 1

3T 2-2cos(m) 4 2
P ademt une racine double si et seulement si P (— %) =0.
P(-)=0e(241) =(-3) +a-vobisra-0oam—2xmm -
2 2 2 27 27 27 26
Et alors
P=(X+1)7—X7—%
Allez a : Exercice 12

Correction exercice 13.

1. Laréponse est non car les seuls polynémes irréductibles sont les polyndmes de degré 1 et les polyndmes
de degré 2 qui n’ont pas de racines réelles. La question ne demande pas de factoriser ce polyndme.

2. Les limites de la fonction polynémiale définie par B(x) = x3 + 3x + 1 en —oo vaut —co et en +oco vaut
+00, cette fonction est continue, donc le théoréme des valeurs intermédiaires entraine qu’il existe x, tel
que B(xy) = 0. B admet une racine réelle. Ceci dit le méme raisonnement qu’au 1°) est valable aussi.

Allez a : Exercice 13

Correction exercice 14.
P =X>—2X*—-6X3+ aX? + bX + c est factorisable par Q = (X% — 1)(X — 3) si et seulement si —1,

1 et 3 sont racines de P.
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Polynomes et fractions rationnelles Pascal Lainé

P(-1)=(-1)5—2x(-1D*—6x(-1)3+ax(-1)2+bx(=1)+c=0
P =1"-2x1*-6%x13+ax1>+b+c=0
P3)=3"-2x3*-6x334+ax32+bx3+c=0
—-1-2+6+a—-b+c=0 Li(a—b+c=-3
©{1-2—-6+a+b+c=0 S Llja+b+c=7
3*3-2—-2)+9a+3b+c=0 L3\9a+3b+c=81
L, — L, entraine que 2b = 10 donc b =5
EtL, + L, entraine que 2a + 2c =4donca+c =2:1L}
Onremplace b =5dansL; :9a+ 15+ ¢ =81donc9a +c =66 : L,
L', — L’ entraine que 8a = 64 donca =8etdoncc =2 -8 =—6
Finalement P = X5 — 2X* — 6X3 + 8X%2 +5X — 6
Allez a : Exercice 14

Correction exercice 15.
A,, est divisible par B si et seulement si les racines de B sont aussi des racines de A4,,.
Le discriminant de X2 — X + 1 est A = 1 — 4 = —3 donc les deux racines de B sont :

1+4+iv3 2
1= 2 :—]
1-iV3
X2: 2 :—]

Remarque : X? —X+1=0o (-X)?+(-X)+1=0
Donc les racines du polynéme B Vvérifient
—X=j ou —X=j?
An(=) = (= = DM + (=) = GG + (=) (=) = j2* = j* =0
Comme A4, est un polyndme & coefficients réels, —j = —j2 est aussi racine.
On conclut que X2 — X + 1 divisise (X — 1)"+2 + x2n+1,
Allez a : Exercice 15

Correction exercice 16.
Pn(]) — (]'+ 1)11 _jn _ 1 — (_jZ)n_jn _ 1 — (_1)71]'211_]'11 _ 1

Sin=6p
Pep() =j1% —jP —1=1-1-2=-2%#0

Sin=6p+1

Popar () = —j12P*2 = jOPH — 1= —j2 — j—1 =0
Sin=6p+2

Peps2(j) = j1PH* —joP*2 —1=j—j2-1=2j#0
Sin=6p+3

Popss(j) = —j12P+6 —j6P+3 1= 1 - 1-1=-3%0

Sin=6p+4

Pepia(j) = j12P*8 — jOP¥ —1=j2 —j—1=22#0
Sin=6p+5

Pepss() = —j12PF10 — j6PS — 1 = —j—j2 -1 =0
Allez a : Exercice 16

Correction exercice 17.
Il existe A,R € R[X] tels que
X"+X+1=AX-12+R (¥
Avec d°R < 2 donc il existe a, b € R tels que R = aX + b, ce qui entraine que R’ = a
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Prenons X = 1
3=R(1)=a+b
On dérive (%)
nX"1+1=AX-1)?+AX-1)+FR
Onprend X =1
n+l=a
On en déduit que
b=3—-a=3-(n+1)=2-n
Et finalement
R=(n+1DX+2-n

Allez a : Exercice 17

Correction exercice 18.
X+1D"=X?>+1Q+R
Ord°R < 2etdonc R = aX + b.
On pose X = i.

i+D"=ai+be \/_<§+\/2—l> —b+ai<:>(\/§)n(ei> —b+al(:)(\/_)nenfx7r

mmyy . a:(ﬁ)nsm(%)
_b+al®(‘/_) (cos(4)+lsm(7))—b+al® b:(\/i)ncos(%r)

Donc
R = (V2) sm( )X+(\/_) cos( )

Allez a : Exercice 18

Correction exercice 19.
Il existe un unique couple (Q, R) de polynémes, avec d°R < 2 tels que :
X+D"=X-1)2Q+R
Il existe a et b réelstelsque R = aX + b
X+D"=X-1)2Q0+aX+b (¥
OnposeX =1
2"=a+b
On dérive (%)
nX+1D)"1=2Xx-1)Q0+ (X —-1)?%Q +a
OnposeX =1
n2"1l=gq
Donc b = 2" — 2"t
Finalement
R =n2""1Xx + 2" —n2nt
Allez a : Exercice 19

Correction exercice 20.
Il existe Q,, et R, tels que :
A, =BQ,+R,©X"+X+b=(X—-0a)?Q,+R,
Avec d°R,, < 2. Donc il existe a,, et 3, tels que :
X"+X+b=X—-a)?Q,+a,X+ B, (1)
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En dérivant on trouve
nX"1+1=X-a)[20,+ X —a)?Q;]+a, (2)

On fait X = a dans (1) et dans (2).

at+a+b=a,a+pB, a, =na"+1

{ na"l+1=a, {ﬁn =a"+a+b—(ma* '+ 1a=-(n-1a"+b
Donc

R,=(na"+1DX—-(n—-1)a"+»b
Allez a : Exercice 20

Correction exercice 21.
Il existe Q et R telsque A = BQ + R et d°R < d°B = 2 donc degré de R est inférieur ou égal a 1 on a
alors R = aX + b ou a et b sont des réels.
A =BMHQM) +R() i +2i"+1=ai+bcarB>i)=i?+1=0
Sin=2pi*"+2i"+1=ai+boi*?+2i?%?+1=ai+bo1+2(-1)P+1=ai+b e

{ a=0
b=2+2(-1)P

DoncR =2+ 2(—1)P

Sin=2p+1

"4+ 2i"+1=qai+be P2 +2i??"' 4t 1=qgi+beo -1+2(-1DPi+1=ai+b
o {a =2(—1)P
b=0

Donc R = 2(—1)PX

Allez a : Exercice 21

Correction exercice 22.
1. Lesquatre racines de X* — 1 = 0, c’est-a-dire {1, i, —1, —i} vérifie X* = 1 donc
(X*)" — 1 = 1" — 1 = 0 donc ces racines sont des racines de X*™ — 1, on peut mettre X* — 1 en
facteur dans ce polyndme.
2.
Premiere méthode :
D’apreés la premiére question il existe Q,, Qp, Q. €t Q4 tels que :
X _1=0Q,x*-1) o Xx=0,X*-1)+1
X —1=0,X* -1 ex?®=0,X*"-1)+1
X+ —1= QC(X4 -1 e X*= QC(X4 -1 +1
X4 _1=0Q,X*-1Dexv=0,X*-1)+1
Donc
P = X4a+3 + X4b+2 + X4c+1 +X4d — X4—aX3 + X4bX2 + X4cX +X4d
= (Q(X* =D+ DX+ (Qp(X* — 1D+ DX?* + (Q(X* — 1) + DX + Qa(X* - 1)
+1=X*"—D[Q X3+ QpX? + QX+ Qq] + X3 +X?+X+1
=X -DXP+X2+X+D[Q X3+ 0QpX? +0. X+ Q] +X3+X2+X+1
=X+ X2+ X+ D((X—1)(Qa X3+ QpX?2+ QX +Qy) + 1)
Deuxiéme méthode : X" —1=0 [X*-1] o X" =1 [X*-1]
Donc
X4a+3 + X4b+2 + X4C+1 +X4-d — X4aX3 + X4bX2 + X4CX + X4-d
=1XX3+1XX2+1xX+1 [X*=1]=X3+X2+X+1 [X*—1]
Donc il existe Q tel que
x4a+3 _|_X4b+2 _|_X4c+1 +X4d — (X4 _ 1)Q +X3 +X2 +X+1
=XC+X2+X+D((X-1DQ+1)
Allez a : Exercice 22
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Correction exercice 23.
1. Onrappellequea+p+y =0,af +ay +py =petafy =—q

(a+B+y)2=a?+p%2+y%+2(af +ay + By)
Donc
A=0-2p=-2p
2. a®+ pa+ q = 0entraine que a® = —pa — q, idem pour g et y.
B=-pa—q—-pB—q—pr—q=-pla+p+y)—3q=-3q

C=af(a+p)tay(a+y)+py(B+y)=aB(-y)+ay(—p) + py(—a) = =3afy = 3q

D=a*f+ap’+a’y +ay®+ B3 + By® = ap(a® + B?) + ay(a® +y?) + By (B> +v*)
= aB(=2p —y?) +ay(=2p — B*) + By(=2p — a?)
= =2p(aB + ay + By) — aPy? — af’y — a’By = =2p* —aBy(y + B + a)
= —=2p* - (q) x 0 = —2p?
Allez a : Exercice 23

Correction exercice 24.

1. 0xP(-1)=(0-2)P(0)0=-2P(0)= P(0)=0
1xP0)=(1-2)P(1) & P(0)=-P(1)=0=P1)
Donc 0 et 1 sont des racines de P.

2. Soita#0telque P(a) =0.aP(a—1)=(a—2)P(a) ®aP(a—1)=0Pa—-1)=0
a — 1 estune racine de P.

Soita # 1 tel que P(a) = 0.
(a+1DP(a+1-1D)=(a+1-2)Pa+1)e=(a+DP(a)=(a—1)P(a+1)=0
=(a—1P(a+1)
Donc P(a+ 1) =0, a + 1 est une racine de P.

3. Supposons que P admette une racine a telle que Re(a) < 1 différente de 0 alors a — 1 est racine, a — 1
est différent de 0, donc a — 2 est aussi racine, on en déduit aisément que pour tout k € N, a — k est
racine de P, ce qui voudrait dire que P admettrait une infinité de solution or un polyndme non nul admet
un nombre fini de solutions.

Supposons que P admette une racine a telle que Re(a) > 1 différente de 1 alors a + 1 est racine, a + 1
est différent de 1, donc a + 2 est aussi racine, on en déduit aisément que pour tout k € N, a + k est
racine de P, ce qui voudrait dire que P admettrait une infinité de solution or un polyndme non nul admet
un nombre fini de solutions.

0 et 1 sont les deux seules racines de P si P n’est pas le polyndme nul.

4. Si P n’est pas le polyndme nul, comme O et 1 sont les seules racines de P il existe @ # 0 tels que
P=aXk¥(X -1} etsiP=0alors P =0 x X*(X — 1)! (c’est-a-dire que a = 0).

5. Si P vérifie XP(X — 1) = (X — 2)P(X) alors P est de la forme P = aX*(X — 1)!, il faut étudier la
réciproque, c’est-a-dire chercher parmi ces polynémes lesquels sont effectivement solution.

On remplace P = aX*(X — 1)} dans XP(X — 1) = (X — 2)P(X), on trouve que :
Xa(X —D*X -2) = (X - 2axk(X - 1)
Les puissances en X — 2 sont les mémes donc ! = 1.
Les puissances en X — 1 sont lesmémesdonck =1=1
On vérifie qu’alors les puissances en X sont les mémes, finalement
P=aX(X-1)
Allez a : Exercice 24

17



Polynomes et fractions rationnelles Pascal Lainé

Correction exercice 25.

1 —2X + X3 + x* 1+ X+ X?
1+X +X? 1-—3X+ 2X?
-3X —X? +Xx3+x*

—3X —3X?-3%x3
2X?% +4X3 + X*
2X% +2X3 + 2X*
2X3 — x4

1 -2X+X3+X*=1+X+X)A-3X+X>)+X3(2-X)
Allez a : Exercice 25

Correction exercice 26.

1.
X3-x2-x-2 [x3-1
X3 -1 |1
—X2-X-1

X3—-X?-X-2=(X3-1)x1+(-X*-X-1)

X3 -1 [X?+X+1
X3+X2+X X-1
X2 -X-1
—X2-X-1
0

XB-1=X*+X+1DX-1)
—X?-X-1
PGCD(P, Q) =_—1=X2 +X+1
2. X2+ X + 1 estundiviseur de P (et de Q bien sur) donc on peut mettre X? + X + 1 en facteur dans P.

X3—-X? —-X-=-2 X2 +X+1
X3+X? +X X-2
—2X%? —-2X -2
—2X%? —-2X -2
0

Comme X2 + X + 1 est irréductible dans R[X], la factorisation de P est :
P=X-2)(X2+X+1)
Et il est évident d’apres la deuxieme division de 1’algorithme d’Euclidienne
Q=X-DX*+X+1)
3. Il est alors clair que
PGCD(P,Q)=X2+X+1

2im 4im

4. Les deux racines complexesde X2 + X+ 1sontj =es etj=j2=¢es
Donc
P=X-2)X-)NX~-j*
Allez a : Exercice 26
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Correction exercice 27.
X>+X*—6X3-X?-X +6 X*+2X3-X-2
X° 4+ 2Xx* — X?-2X X—-1
—-X*—-6X3 +X +6
—X* —-2Xx3 +X+2
—4X3 +4

On peut « éliminer » le —4 dans —4X3 + 4

X*+2X3 —-X-2 X3 -1
X4 - X X+2

2X3 -2

2X3 -2

0

Donc le PGCD de P et Q est

—4X3 + 4

D:_—4=X3—1

Les racines communes de P et Q sont celles de X3 — 1, ¢’est-a-dire 1, j et j2.
Allez a : Exercice 27

Correction exercice 28.

X° +2X*44+2X3 —X?2-2X-2 X*+3X3+3X%2-2
X° +3Xx* +3x3 —2X X—1
—X* —Xx3 —Xx? -2
—X*—3x3 —3X%2 + 2
2X3 + 2X? —4
X* +3X3 + 3X? -2 2X3 +2X% -4
X*+ x3 —2X %X+1
2X3 +3X?+2X -2
2X3 + 2X? —4
X2 +2X+2
2X3 +2X? —4 | X2 +2X+2
2X3 + 4X?% + 4X 2X
—2X% —4X —4
—2X%2 —4X —4
0

Le P.G.C.D. est le dernier reste non nul unitaire donc X? + 2X + 2
A et B sont divisible par X% + 2X + 2 (qui n’a pas de racine réelle)

X5 42X44+2X3 —X?-2X-2 X2 42X +2
X5 +2Xx% +2x3 X3-1
—X2—-2X -2
—X2—-2X -2
0

Donc
A=X>+2X+2)(Xx3-1)

Comme X3 —1=(X—1)(X?>+ X + 1) et que X? + X + 1 n’a pas de racine réelle, la factorisation de A

dans R[X] est
A=X-1DX?>+2X+2)X2+X+1)
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X* +3X3 +3Xx? -2 X2 +2X+2
X* 4+ 2X3 + 2X? X?+X-1
X3+ X2 -2

X3 +2X%2+2X
—X?-2X-2
—X2-2X-2
0

Donc
B=(X?+2X+2)(X?+X-1)
X? + X — 1 admet deux racines réelles

—1-+5 . —1++5
2 € 2
1++/5 1—-+/5
B=(X2+2X+2)<X+ 5 ><X+ 5 >
Allez a : Exercice 28
Correction exercice 29.
P=X%2-2X+1
X2 -2X+1 X2 +1
X? +1 |1
—2X
X?-2X+1=1xX?+1)+(-2X)
X% +1 —2X
X2 _1
2X
1

1
X2+1=—2X><(—§X>+1
1 1
1= (62 4+ 1)+ (=200 (—5K) = (2 + D + (O - 20+ D) = 1 x (% + D) (=5 X)

1 1
1= (1+§X>(X2 +1)+<—§X)(X— 1)2
Allez a : Exercice 29

Correction exercice 30.
1.
2X* + X3 —2X —1 |2X*—X3-3X?2+X+1
2X*—X3-3X?2+X +1 1
2X3 +3X?-3X-2
P=1xQ+2X3+3X?>-3X-2

2X4—-X3 —3X? +X+1 2X3+3X?-3X-2
2X* +3X3 —3X?%2 -2X X-2
—4X3 +3X+1
—4X3 —6X2+6X+4
6X2—-3X-3

Q=(X—-2)(2X3+3X>—-3X—-2)+6X>—-3X -3
2X3 +3X2-3X—2 | 6X*-3X-3
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2X3 —Xx? —-X Ixy42
4X%2 —2X -2
4X%2 —-2X -0
0

6X2—3X—-3=Q-(X-2)2X3+3X?2-3X-2)=Q—- (X —-2)(P - Q)
=—X-2)P+ (X -1)Q
1 1 1 1
2 __y___ __(y— —(X —
X 2X > 6(X 2)P+6(X 1)Q

. N 1 1 :
2. Les racines communes de P et Q sont celles de leur PGCD, c’est-a-dire celles de X? — EX -3 soit

Xp=letX,=—-
Allez a : Exercice 30

Correction exercice 31.
1. PP =5X*4+4X34+6X*+4X+1

5X*+4X3+6X%2+4X+1

X34+ X* +2X3 +2X2+X+1
5 ,4va , 63 4y2 X
X5 +-X*+2X3 +oXP 43
EX4+3X3
—X4+ X3+ X2+ X+—
5 25

- +2X2 X +1
1
X3+ X2+—X+—
25 25

Pour éviter les fractions on remarque que -

5X4'+4X3 +6X% +4X+1

SXP X 42X+ =
25 25

—(2X% +3X2 42X + 3)

2X3 +3X%2+2X+3

5 7
=X —-
2 4

5X*+ X3 +5X2 + X
-~ EX3 +X2 —IX+1
_ZX3 _EXZ _ZX_E
2 4 2 4
2_5X2 +2_5
4 4
Pour éviter les fractions on remarque que B x2 + 2:5 X%2+1)
2X3 +3X*+2X+3 [ X*+1
2X3 + 2X 2X+3
3X2 +3
3X2 + 3
0

Le PGCD de P et P’ est X% + 1.

2. Lesracines communes a P et P’ sont i et - i, les racines multiples de P sont i et - i. Ce sont au moins
des racines doubles. Ce ne sont pas des racines triples car sinon P auraient 6 racines en comptant leurs

multiplicités.

3. Pestdivisible par (X —)?2(X +i)? = [(X — D)X + D]?

= [X? + 1]

4. il reste a diviser P par (X? + 1)2 = X* + 2X2 + 1 et on trouve, aprés calculs, X + 1, donc

P=X?+1)?X+1)
Allez a : Exercice 31
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Correction exercice 32.
1. Oui!Parexemple P = X3 + 1
2. SiP=aX3+bX?+cX +d,avec a # 0, pour qu’il soit de degré exactement 3.
PX+1D)—-PX)=aX+1)3+bX+1?+c(X+1)+d—aX3—bX?—cX—d
=a(X3+3X?+3X+1D)+bX?+2X+1D+c(X+1)+d—aX3—bX?—cX—d
=3aX?+ Ba+2b)X+a+b+c
Le degré de ce polyndme est 2 puisque a # 0

3.
{P(X+1)—P(X)=X2—1@{(3a+b)X2+(3a+2b+c)X+a+b+c=X2—1
P(0) =1 P(0) =1
( 1
a=-=
L1 3a=1 ( a:% 31
L = __-
ol2) Ba+2b=0 @42b=_3a=_1®< b=-=
Ly)a+b+c=-1
L d=1 LC=_1_“_1’ __q 115
) d=1 CTTIT3T2T G
\ d=

Allez a : Exercice 32

Correction exercice 33.
1. (X —1)"n’aqu’une racine X = 1, or 1 est racine simple de X™ — 1 donc
PGCD((X"—1), X —1D") =X —1
2. D’apres le théoreme de Bézout il existe (U, V) tels que :
X-DU+X-1)v=x-1
Cette équation équivaut a :
X2+X+1DU+X?-2Xx+1)=1

CarX3—1=X-1DX24+X+Det(X-13=X-1DX2-2X+1)

X?2—=2X+1 | X*°+X+1
X°+X +1 1

—3X
Donc
X2-2X+1=1xX?>+X+1)+(-3X)
X2 +X+1 —-3X
X2 1 1
__X__
3 3
X+1
X
1
Donc

, 1.1
X +X+1=(—3X)<—§X—§)+1

On en tire que :
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1= (X2+X+1)—(—3X)(—%X—l>

3
1.1
=X2+X+1—((X2—2X+1)—1><(X2+X+1))<—§X—§>
1.1 1.1
[ I 2 _ _ _ 2
= <3X 3>(X 2X+1)+<1+( 3X 3>>(X +X+1)
1.1 1. 2
. _ 2 _ _ = — 2
_(3x+3)(x 2X+1)+( 3X+3)(x +X+1)
Donc
U=—=X+-=
Et
v=1x4+
B

Allez a : Exercice 33

Correction exercice 34.
1.
X*—3X3+4+3X%2-3X+2 X*+3X3+4+3X?2+3X+2
X*+3X3+3X2+3X+2 |1
—6X3 - 6X

X*—3X3+2X2-3X+2=(X*+3X3+2X>+3X+2)x 1+ (—-6X3—6)

X*+3X343X?2+3X+2 | —-6X3-6X
X4 + X2 iy 1
6 2
3X3+2X2+3X+2
3x3 + 3X
2X? + 2

1 1
X4+3X3+3X2+3X+2=(—6X3—6X)(—6X—§)+2X2+2

—6X3—6X |2X%+42
—-6X3—-6X |_1ly

0

1
—6X3 —6X = (2X2 +2) (—§X)
Donc
2X% 42
2

PGCD(X* —3X3 +3X2 —3X +2,X*+3X3+3X?+3X+2) = =X2+1

On trouve une identité de Bézout de la fagon suivante :
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1 1
2X2+2=X4+3X3+3X2+3X+2+(—6X3—6X)<—8X—§>

=X*+3X343X?>+3X+2

1 1
—(X4—3X3+2X2—3X+2—(X4+3X3+2X2+3X+2)X1)<—8X—§>

1 1
= (X4+3X3+3X2+3X+2)<1—(—€X—§)>

1
+(X4—3X3+2X2—3X+2)< )
6 2
1 3
=(X4+3X3+3X2+3X+2)<6X+§)
1 1
+(X4—3X3+2X2—3X+2)<€X+§>

Puis il reste a diviser par 2

1 3 1 1
X2+1—(X4+3X3+3X2+3X+2)<12 Z)+(X4—3X3+2X2—3X+2)(12X+4>

2. Endivisant P par X2 + 1, on trouve :
P=X*-3X3+3X2-3X+2=(X?-3X+2)X?+1)
Il reste a factoriser X? — 3X + 2, ce polyndme a deux racines réelles 1 et 2 donc
P=X-DX-2)X*+1)
En divisant Q par X2 + 1, on trouve :
Q=X*+3X3+3X2+3X+2=(X?>+3X+2)(X?+1)
Il reste a factoriser X2 + 3X + 2, ce polyndme a deux racines réelles —1 et —2 donc
=X+DX+2)(X2+1)
Allez a : Exercice 34

Correction exercice 35.

1. Je vais juste écrire les résultats des divisions successives de 1’algorithme d’Euclide
X24+2X+1=1xX*=-2X+1)+4X

1 1
X2—2X+1=(ZX—E)X4X+1
On en déduit une identité de Bézout

1=(X—1)2—GX—1)><4X=(X—1)2—GX—%)((X+1)2—1><(X—1)2)

2
1 11
— | _= 2 - _ 2
_( X+ )(X+1) (4 +2)(x 10
On note
A= —tx+l o B =iyl
0= Tyt Ty ¢ 0= 24T
2. Ona

X+1)24+ (X —-1)°B =
{(X + 124y + (X —1)2B, = 1

En faisant la soustraction de ces deux équations

X+1D2(A-A4)+X-1?B-B) =0 X+1)?*A—-4,) =—X—-1)2%B - By)
(X + 1)2 divise —(X — 1)2(B — B,) comme (X + 1)? et (X — 1)? sont premiers entre eux (ils n’ont
aucune racine en commun), d’apres le théoréme de Gauss (X + 1)? divise —(B — By), il existe U €
R[X] tel que

—(B—By) =UX+1)?2eB=B,—U(X+1)?

On remplace dans (X + 1)2(4 — 4y) = —(X — 1)2(B — B,)

X+1)2A-4)=X-1DUX+1)?c0A-4,=X-1D U A=4,+UX - 1)
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L’ensemble des couples (4 = Ay, + U(X — 1)%,B, — U(X + 1)?) avec U € R[X] quelconque sont les
solutions de (E).
3. On cherche les polynémes P qui sont de la forme
P-1=X+12%0,
{P +1=(X-1)20Q,
Ou Q, et Q, sont deux polyndmes.
En faisant la soustraction de ces deux egalités

1 1
2= (X =120, - (X + D20 & (—50,) X+ D2+ (50,) (X - D =1
D’aprés la deuxiéme question, il existe U € R[X] tel que

1 2
3G =4 +UX -1 {Ql = —24, - 2U(X — 1)?

1 — _ 2
EQZZBO_U(X+1)2 Q, =2By,—2U(X +1)
Ce qui entraine que

P—1=(X+123(-24p-20X-1)3) o P=1-24,X +1)? - 20X + 1)2(X — 1)?

1 1 1
1—2A0(X+1)=1—2(—ZX+E)(X+1)=1+(§X—1)(X2+2X+1)
—1+1X3+X2+1X X2 -2X 1—1X3 3X
B 2 2 2 2

On pose aussi V = —2U. Par conséquent

1 3
P = §X3 _EX + V(X% -1)% VeR[X]
Il faut faire une réciproque

1 3 . o .
EX3 - EX — 1 admet —1 comme racine double (c’est facile a vérifier) et 2 comme racine simple.

1 3 1
P=1=oX®— X -1+VX* -1 =X + D*(X - 2) + VX + D’ (X — 1)?

1
= (X +1)? [E(X —2)+ V(X - 1)2]
%X3 - %X + 1 admet 1 comme racine double (c’est facile a vérifier) et —2 comme racine simple.
1 3 1
P+1 =§X3 —§X+ 1+ V(X% —1)2 =§(X— D2X+2)+ V(X +1)%2(X —1)?

= (X = 1) E(x +2) + VX + 1)2]

La réciproque est vérifiée
Allez a : Exercice 35

Correction exercice 36.

X6 - X* — X? +1 | X*+2Xx3-2X-1
X6+ 2X° —2X3 — X? X?-2X+3
—2X> —X* +2X3 +1
—2X5 — 4x* +4X? + 2X
3X4+2X3 —4X? —2X+1
3X* + 6X3 —6X —3
—4X3 —4X? +4X + 4

PGCD(P,Q) = PGCD(Q,—4X3 —4X?> +4X +4) = PGCD(Q, X3 + X2 —-X—1)

X*+2x3 —2X-1 |xX34+x2-Xx-1
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X*+ X3-X?-X X+1
X3+X% -x -1
X3+X*-X -1

0

Donc PGCD(P,Q) = X3+ X2 - X—-1=X2X+1D)-X+D=X*-DX+1)=X-1DX+1)?
Les racines complexes communes a P et Q sont 1 de multiplicité 1 et —1 de multiplicité 2.
Allez a : Exercice 36

Correction exercice 37.
On pose d°P = n.
P’ divise P si et seulement si il existe un polynéme Q tel que :
P = QP
d°P=netd°P =n—-1=d°Q=1
Donc Q admet une racine complexe a.
Onpose Q =aX +betP =a, X"+ -+ a; X + a, (avec a,, # 0) alors P’ = na, X" 1+ .-+ a,
En identifiant les coefficients dominant on trouve que :

a, =na < a, =—
n n= 5

Premiére méthode :
La formule de Taylor pour le polyndme P en a donne

n
P= Z agX-a)r=ag+aX—a)+a,X—a)’+ - +a,(X—a)"

k=0
Donc
n n n n-1
p' = z a k(X — @)1 = Z ak(X — @)1 = Z a k(X — @)1 = Z(k + Dag,, (X — a)k
k=0 k=1 k=1 k=0

=a;+2a,X —a)+ - +na,(X —a)*?
Enchangeant ken k + 1.
Comme Q est un polynéme de degré 1 dont « est une racine donc Q = %(X —a)
On remplace ces deux expressions dans P = QP'.
aptaX—a)+ta,(X —a)?>+ -+ a,(X —a)?
=alX —a)[a; + 2a,(X —a) + -+ na,(X — a)"* 1]
satagX-a)+ta,X-—a)?++a,X-—a)+ - +a,X—a)"

1 2 k
= ;al(X —a) +Ea2(X —a)?+ - +£ak(X —a)f +a,X—a)

( ag=20
2 (a0=0
a1—na1 | a; =0
< k+1 @{ak=0
ap = a | .
n .
: kanzan

Donc
P=a,(X—a)"
Deuxieme méthode :
En dérivant P = QP’, et on rappelle que Q' = %
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1 1 n
PI — IPI + PII @ Pl = _Pl + PII <:> (1 __) Pl — PII <:> Pl — PII
Q Q n Q n Q n-—ilQ
Donc

n
P=QP =——
¢ n

ZPII
—1¢

En dérivant (1 — %) P' = QP"

1 1 2 n
(1 __) PII — QIPII + QPIII — _PII + QPIII @ (1 __) PII — QPIII @ PII — QPIII
n n n n—2

Donc
n 2 ’ 3
P - PII — PIII
n—1Q (n—l)(n—Z)Q
Pour tout k € {0,1, ...,n — 1}. On montre par récurrence que
(1 _ E) po) = pk+D)
n
Et que
nk
P Qk+1p(k+1)

T-Dm-2)..(n—k)
On dérive (1 - S) P = gpk+1)

(1 _ E) plk+D) = o/plk+D) 4 op(+2) = L pwen 4 0P*+D) o (1 _ w> plctD) — oplic+2)

n n n

n
PN P(k+1) — P(k+2)
n—k—lQ

P = n* k+1p(k+1) — n k+1 n p(k+2)

" h-Dn-2 .- " n-Dn-.m-0% n-k-1¢

nk+1
Qk+2P(k+2)

T -Dmn-2).n-kn-(k+1)

Cette relation étant vraie au rang 0, elle est vraie pour tout k < n — 1.
On I’applique au rangn — 1:

nn—l

T -1 -2)..(n—(n-1)
PM™ =nx((n-1)x..x2x1Xa, (ce qui est important c’est que c’est une constante).

Peu importe la constante, il est clair que P = KQ™, comme Q est un polynéme de degré 1, on peut écrire
ce polyndme sous la forme :

P Qnp™

P=A2X—-a)"
Allez a : Exercice 37

Correction exercice 38.

1.
P(X)_2X4+3X3—X2+3X+2_2X2+3X 1+3+2
Xz X2 N X X2
Comme
1
2 2 2 —vy2
Y:2=X +2+ﬁ=>x +F—Y -2
Ona
P(X) 1 1
=2(X2 —) S(X —)—1=2Y2—2 3Y —1=2Y2+3Y-5
Ve +X2 + +X ( ) + +
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Les racines de Q sont 1 et —g

Donc les racines de P vérifient
1

2 _ 2 _ —
X+}=1 X“+1=X X X+1=0
PEN ou PEN ou
X 1.5 X2+1—5X X2 5X+1—0
tx= 2 2 B
Les racines de X2 — X + 1 = 0 sont
1, 13
J=37 & Tl E T,
Et celles de X2 —SX + 1 = 0 sont
— et 2
On en déduit la factorisation de P dans R[X]
1
P(X)=2(X—E>(X—2)(X2—X+1)
Et dans C[X]

1
P(X) =2 (X - E) X-2)X+)HX+j>
Allez a : Exercice 38
Correction exercice 39.
1. Comme sin(n@) # 0, d°P = n.

P= (st =) (st = ()5
k=1

k X"
k=0 k=0

1 - n 1 - n 1 - n k1 - n k
_ kO _ —ik@ _ 0 _ —i6
_ZiZ(k)elk X" ZiZ(k)e " Xk_ZiZ(k)(el X) ZiZ(k) (e7X)

k=0 k=0 k=0 k=0

1 a1 o
— 0 _ —-i0
_Zi(1+el X) 2i(1+e ¥X)

Les racines z € C de P vérifient

1 oo 1 o N\T o NT L NTL 14 ez "
0 —if — 7] — —if —
2—i(1+elz) —Z—i(1+e‘z) =0e (1+e¥2) =(1+e92) @(m> 1
1+ ez 2ikn , 2ikm ,
(:)EIkE{O,l,...,n—l},m=e n <=)ElkE{O,l,...,n—l},1+elez=e n (1+€_ng)

. 2ikm . 2ikm
©3kef{01,...n—1}efz—en e¥z=¢n —1

. 2ikm . 2ikm
< 3ke{01,..,n— 1},2(9‘9 —e n e‘19> =en —1

Il faut quand méme vérifier que e?® —e™n e~ £ 0
2ikm

0 _io 216 2ikm ] 2km ) km )
e —ene=0=eY=en @EI]EZ,ZH=—+ZZ7T=>EI]EZ,9=7+I7I<:>EI]
€ Z,n6 = km + nlr & sin(nf) =0

Ce qui n’est pas possible d’aprés I’énoncé.

2ikm
en —1
P(z) =0 3ke{01,..,n—-1},z= 2ikm
el —e™n g0

2ikm

. n -1
Les n racines de P sont les complexes z;, = ——z——avec k € {0,1, ...,n — 1}

el _o n g—if
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2ikn _2ikn oo (-2 2ikm
_ en —1 e n —1 1—e n
k= 2ikm ] _2ikm T 2ikm ] _2ikm 2ikm ]
el — o e-ib e~ 0 — o7 Tn elb e n (e—le —e n_ el@) e n e ib —pib
2ikm
en —1
= 2ikm %k
ele —_ eTe_lg
Donc ces complexes sont des réels.
Allez a : Exercice 39
Correction exercice 40.
6X3+3X? -5 a b cX+d

F(X) =

X-DEX+DX+D X—1 X+1 X2+1
Je multiplie par X — 1 puis X =1

_[6x3+3X2-5]  6+3-5
a_[(X+1)(X2+1)L=1_ 2x2
Je multiplie par X + 1 puis X = —1
_[6x*+3x2-5 _—6+3-5
B (X—1)(X2+1)X=_1_ —2x2
Je multiplie par X, puis X tend vers I’infini.
6=a+b+c,dncc=6—-1-2=3
X=0
5=-54+b+ddoncd=5+1-2=4
Donc
6X3+3X%?-5 1 2 3X+4
F(X) = = + +
X-DX+DX?+1) X-1 X+1 X241

Allez a : Exercice 40

Correction exercice 41.

Le degré du numérateur est supérieur au degré du dénominateur, il faut diviser X* — X + 2 par
X-DX?-1)=X3-X?-X+1

X4 —X+2 [X3-X?’-X+1
X*—X3-X2+X X+1
X3+ X?—-2X+2
X3—-X? —-X+1
2X%2 —X+1

X*—X+2 2X?2—-X+1

FO=5—Dpoe—p """ a-Dxe-D
On pose

2X? —-X+1 2X? —-X+1 a b c

GX) =

Je multiplie par (X — 1)? puis X =1

X+1

IZX2 X+ 1]
a = —
X=1

Je multiplie par X + 1 puis X = —1

N I EEDE
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Je multiplie par X puis X tend vers 1’infini.
2=b+cdonchb =1.
Donc
1 1

F(X)=X+1
W) =X+1+ ety 1 x+1

Allez a : Exercice 41

Correction exercice 42.
1.
6X3 +3X?-5 a b cX+d
K-DEXTDX+D) X1 Xx+1 xX2+1
Je multipliepar X — 1 puisX =1
a_l6X3+3X2—Sl _6+3-5
X=1

F(X) =

X+DX2+1) 2X2

Je multiplie par X + 1 puis X = —1
_ 6X3+3X2 -5 _—6+3-5
X -DX2+1) et )
Je multiplie par X, puis X tend vers I’infini.
6=a+b+c,dncc=6—-1—-2=3

X=0
5=-5+b+ddoncd=5+1-2=4
Donc

6X3 +3X?-5 1 2 3X+4
X-DEX+DX+D) X—1 x+1itx+1
2. Il reste a décomposer dans C[X]
3X+4  3X+4  a a
X2+1_(X—i)(X+i)_X—i+X+i
Je multiplie par X — i, puis X = i.

F(X) =

_BX+4) 3i+4 @Gi+HE-D) 3.
a_[X+i]X_l_ 2 2 =572
Donc
3 .. 3,..
6X% +3X% -5 1 2 52 5+2

F(X) =

X-DX+DX+D) X—17x+1 x=i " x+i
Allez a : Exercice 42

Correction exercice 43.
3 _aX+ b c d
T X+ DX -2 X+x+1i x=1to-nz &
On multiplie par (X — 1)2, puis X = 1

3
d= [XZ +X+1]X=1 =1
Premiére méthode
On multiplie par X2 + X + 1, puis X = j
3 3 3 1
G-D? j2-2/+1 =3j

[ : :IX
Donchb=1leta=1

aj+b
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On prend X = 0 dans ()
3=b—-c+d=>c=-3+b+d=-3+1+1=-1
Et donc
3 X+1 1 1

X TX+DX 12 X2+X+1 Xx—1 (x=-172

Deuxiéme méthode
X = 0 dans (%)
3=b—c+deb—-—c=3-d=2&b=2+c
On multiplie par X, puis X —» 4+

O=a+coea=—c
X = —1dans (%)
3 c d 3 c 1 3 1 3 3 3
Zz_a+b_§+Z®Z=C+(2+C)_E+Z®Z_Z_2=§C®_§=§C®C=_1
Et donc
3 X+1 1 1

X+ DE—1? X2+X+1 X—1 x—-12
Pour la décomposition dans C(X), il suffit de décomposer Xz):;l+1’ comme

X2+X+1=X—-)HX—j?

Il existe A € C tel que
X+1 X+1 A A
Xrx+1 X—DE—jD) X—j T x=j2
On multiplie par X — j, puis X = j

1, .43 1,.V3
p L}{Hl] j+1 ottt ztiz _1_ V3
= : =—-= = =c—i—
i Tt 1 3 (133 iv3 2 6
2772 2 '72
1 V3 1, .43
X+1 _27'% 276
X2+X+1 X-—-j  X-—j2
1 V3 1, .43
3 _27'%s 276 1 1
X2+X+1DX-1)2 X—j X—j2 X-1 (X-1)2

Allez a : Exercice 43

Correction exercice 44.
X’+1-1 X% +1 1 1 1
= (X2 + 1)2010 = (X2 + 1)2010 - (X2 + 1)2010 = (X2 + 1)2009 - (X2 + 1)2010
Allez a : Exercice 44

Correction exercice 45.
11 faut d’abord diviser le numérateur par le dénominateur.
X*(X -1)3 =Xx*(X3-3X*+3X-1) =X’ —3X° +3x> - x*

X8 +X+1 | X7 —-3X°%+3X°>—x*
X8 —3X7 +3X°6 - X° X+3
3X7 —3X° 4+ Xx° +X+1
3X7 —9X° 4+ 9X5 — 3x*4
6X° — 8X> + 3Xx* +X+1

31



Polynomes et fractions rationnelles Pascal Lainé

X84+X+1 (X7 —-3X+3X°—-XHX+3)+6X6—-8X>+3X*+X+1

X4 (X —1)3 X4(X — 1)3
_X+3+6X6—8X5+3X4+X+1
B X4(X —1)3

On pose alors
6X6 —8X>+3X*+X+1
X4(X—-1)3
0 est un pole d’ordre 4 du dénominateur on effectue alors la division suivant les puissances croissantes
de
1+X+3X*—8X>+6X0par(X—1)3=-1+3X—-3X?>+X3alordre4—1=3
(Le 4 est le 4 de X*)

GX) =

1+ X + 3X* —8X°> + 6X° -143X-3X?+X%3
1—3X + 3X? - X3 —1—4X —9X? - 16X3
4X —3X?> 4+ X3 +3X*-8X>+6X°
4X —12X?% + 12X3 — 4Xx*
9X?2 —11X3 +7X* —8X> + 6X°
9X2% —27X3 4+ 27X* — 9X°
16X3 — 20X* + X> + 6X°
16X3 — 48X* + 48X5 — 16X°
28X% — 47X5 +22X°

On en tire
1+ X +3X*%—-8X>+6X°
=(=1+4+3X—-3X?>+X3)(—-1—4X —9X? —16X3) + 28X* — 47X> + 22X°

6X6 —8X5 +3X*+X+1
[ —3

X-1)3
(=1+3X —3X?+X3)(—1—-4X —9X? — 16X3) + 28X* — 47X> + 22X°
- & - 1D?
< 6X6 —8X> +3X*+X+1 14X —ox? — 163 +28X4—47X5 + 22X°
X-1)3 X-1)3
6X6 —8X°+3X*+X+1 —1-4X—-9X?—-16X3 X*(28—-47X +22X?)
< X+ (X —1)3 = X4 + X4(X — 1)3

1 4 9 16 28—47X + 22X?

=T T x T o1
On pose alors
28 — 47X + 22X? a b c
B (X —1)3 _X—1+(X—1)2+(X—1)3

On multiplie par (X — 1)3, puis X = 1.
¢ =[28—47X +22X%]4_, = 3
On multiplie par X, puis X - +oo

22=a
X =0,
28=—a+b—co —28=-22+b—3 e b=-33
Donc
28 — 47X +22X% 22 53 3
=TT -1 x—itx-—etm-o1e
Et alors
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Fxaz_ L 4 9 16 22 3, 3
Xt X3 X2 X X—-1 (X-1D% (X-1)3

Allez a : Exercice 45

Correction exercice 46.
Le degré du numerateur est strictement inférieur a celui du dénominateur, pas de division.
La forme de la décomposition est :
X*+1 _a. b cX+d eX+f
X2(X2+X+1)2 X X2 X2 +X+1 (X2 + X +1)2
On multiplie par X2, puis X = 0.
X*+1
b= [ ] -1

X2+X+ 12, _,
On multiplie par (X? + X + 1)?, puis X = j.
X*+1 j4+1 j+1  —j?
ejt+f= l l T =T =iz
o J J

Donce=0etf = —1.

Ensuite ce n’est pas simple, il manque encore 3 coefficients.

On pourrait multiplier par X puis faire tendre X vers I’infini, mais ensuite il faudra prendre deux valeurs
et bonjour les fractions pénibles, alors on va inaugurer une nouvelle technique qui sert dans des cas un
peu compliqués.

Xt +1 _a+1+ cX+d N -1
X2(X2+X+12 X X2 X2+X+1 (X2+X+1)?
X*+1 1 1 a cX+d

CXEXErX+DE X2 P X+D? X XErX+1
J appelle
X*+1 1 1
XEXZ+ X+ 12 X2 (XZ+ X +1)2
C’est une fraction rationnelle d’apres I’unicité de sa décomposition en élément simple, qui est, d’apres

G =

la ligne ci-dessus, % + on doit pouvoir, en réduisant au méme dénominateur, trouver que le

X2 +X+1°
dénominateur de G est X(X% + X + 1). On y va.
X+ +1 1 1 X*+1-X?+X+1)?%+X?
G_XZ(X2+X+1)2_F+(X2+X+1)2_ X2(X2+ X +1)2
XX (X XP 142X+ 2X7 4+ 2X)  —2X3 — 2X7 - 2X)
a X2(X2+ X +1)2 TOX2(X24+ X +1)2
_ —2
CX(X2+X+1)
Onadonc
-2 _a cX +d

XXZ+X+1) X X2+x+1
On multiplie par X, puis X = 0

= |l — _2
“ [X2+X+1]X=0
On multiplie par X2 + X + 1, puis X = j.
R [ Y
<J [ x2 X=j - 52 =4

Doncc=—-2etd =0
Finalement
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X*+1 I S S -1
X2(X2+X+1)2 X X2 X*4+X+1 (X2+X+1)?

Allez a : Exercice 46

Correction exercice 47.
Ensuite je diviserai par 16
16X5 16X°
Tt - D2 X—-D2ZX + DX — D)X +0)2
a b c d e f e f
Sx it xri Ty T x—i T T xri T+ 02
Avec a, b, c et d réels et e et f complexes.
Il est facile de trouver b, d et f.
Je multiplie par (X — 1)?, puis X = 1
16X5 B 16X5
X+ 1D2(X —i)2(X + i)szl O+ 1D)2(x2 + 1)2L=1 -
Je multiplie par (X + 1)?, puis X = —1

b=

d:l 16X° l :[ 16X° ] —_q
X-D2X - DX+, [(X-D2x*+1)2 |
Je multiplie par (X —i)?, puis X = i
16X°> 16X° 16i° 161
/= [(X +D2(X - DX + i)2L=1 B [(XZ —1D2(X + i)ZLi GO
F est impaire donc F(—X) = —F(X), soitencore : —F(—X) = F(X)

—i

vy [ a b c d e f e f
F(-X) = (—X—l + (-x-1)2 toat (-X+1)2 T ot (=Xx—0)2 Tt (—X+i)2)
b c d e f e f

—F(=X) = ﬁ Tt Txol T ez Txei T ez T xoi T (k-0
En identifiant les coefficients avec ceux de F(X),ona:
a=c,b=—-d,e=¢éetf=—f
b = —d, ¢a on le savait déja, e = & donc e est réel et f = —f entraine que f est un imaginaire pur, ce
que I’on savait déja.
X = 0 donne

F(0O)=0=—-a+b+c+d+tie—f—ie—f=—-a+c+i(e—¢e)
Carb+d=0et-f—f=i—i=0
Celadonne 0 = —a+c+i(e—¢é)—a+c+2i(ilm(e) = —a+ c — 2Im(e)
Or a = ¢ donc Im(e) = 0 autrement dit e est réel.
Je multiplie par X, puis je fais tendre X vers oo.

O=a+c+e+ée=2a+2e

Donce = —a
Commec=a,b=1,d=—-1etf =—i
Ona:
16X° a 1 a 1 a i a i

_(X4—1)2=X—1+(X—1)2+X+1_(X+1)2_X—i_(X—i)Z_X+i+(X+i)2
Ceci étant vrai pour tout X € C\{—1,1, —i, i}, jeprends X = 2.

16 x 32 _a 4 1 4 a 1 a i a + i
(16—1)2_2—1 2-12%2 24+41 @2+1?2% 2—-i (2-0D% 2+4+i (2+1i0)?2
16 x 32 a 1 a+i i2+% a-i i(2-1)?
16x32_ a1 a@+) i@+D’ a@-i i2-0)

152 3 9 5 52 5 52
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16 X32 4a 8 4a i(3+4i)+i(3—4i)

152 3 '9 5 25 25
L 16x32 2012 +8+8
32x52 15 ¢ 25

Pascal Lainé

<:)16><32=8><15a+8><25+8><9(:>2><32=15a+25+9(:>30=15a(:>a=2

Donc

16X° 2 1 2 1 2

[

Il reste a diviser par 16 :

(X4—1)2_X—1+(X—1)2+X+1_(X+1)2_X—i_(X—i)2_

X+i+(X+i)2

5 1 1 1 1 1 L 1
X __8 . 16 .. 8 __T6 __8 __T6 _ 16
X*-1)2 X-1 (X-12 X+1 X+1)2 X—-i X—-1i)? (X +0)?

Ensuite pour décomposer dans R[X] il faut réunir les conjugués.

X5
(x*—1)?
1 1 1 1
__8 16 8 16 _l(;+ )
X—1 X-DZ " X+1 (X+D2 8\X—i X+i
i 1
6(( — i) (X+z))
5 1 1 1 1 X . 2 2
X 8 . _ 16 8 16 & i X+ -(X-10)
X —12 X-1 (X-DZ X+1 X+DZ X?+1 16  (XZ+1)?
5 1 1 1 1 X .
X 8 ., T6 . 8 __T6 __4 _ L HX
X*-12 X—-1 (X-1D2 X+1 X+1D2 X2+1 16(X2+1)?
5 1 1 1 1 X
X* __ 8 __T6 8 16 4

X*—12 x-1 (X—1)2+X+1_(X+1)2_X2+1+

Je vais maintenant décomposer directement cette fraction dans R[X].

(X2 +1)2

. . 16X°
Comme dans C[X] je vais décomposer F = 1)
_16X° o« N g A 5 +£X+( nX+6
X+—1)2 X-1 X-1D% X+1 X+1? X241 (X2+1)2
De la méme facon, ontrouve que f =1letd = —1
Je multiplie par (X2 + 1)2, puis je prends X = i
g = 16X° _1ei® iy
R (- V] M G T
Doncn =4etf =0.
F est impaire donc —F(—X) = F(X)
a ) —eX + -nX+0
—F(-x) = - PR SR S + Cy 7 )
—X-1 (=X-1)? —X+1 (—X+1? X2+1 (X2+1)
a [0) eX —
= R + ‘
X+1 X+1)?2 X-1 X-1)2 X241
a=y
_F(—X) = p=-9
F(-X)=FX) & 7=0
6=0

On savait déjaque § = —& et que 6 = 0.
Pour I’instant on en est a :

_16X® o« 1 % 1 X

T o1 X1 T -1 x4l A xE il
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Je multiplie par X, puis on fait tendre X vers .
O=a+y+e
Commea =y,onace = —2y.
On peut essayer X = 0 mais cela redonne a = y.
Pour I’instant on en est a :
16X5 Y 1 Y 1 2yX 4X
F = = + + - - +
X+*-1)2 X-1 (X-1)? X+1 X+1)2 X°+1 X?+1)
Comme dans C[X], je vais prendre X = 2.

16 x 32 y 1 4 8 16x32 4y 4y 8 8 16x32 8y 8x34
ez YTt 3 9 5 5 ® 52 T3 5 9t 15z 15t oxas
©16%x32=8x15y+8x34©2x32=15y+342y=2

16X° 2 1 2 1 4x 4x
F(X) = =

K12 X1 T0-1D2 ' X+1 (X+12 X2+1 T (xZ+12
On divise par 16 et voila.

A partir de Ia, on peut retrouver la décomposition dans C[X], pour cela il suffit de décomposer
4X a a

= +
X241 X—i X+i

Et
@ _ b b ¢ L ¢c
X2+1)2 X—i X+i X-9D2 X+i0)?

A faire.
Troisiéme méthode
On repart de
16X°5 a 1 % 1 X+ 4X
= = + + - + +
X+-1)?2 X-1 X-12 X+1 (X+1)? X24+1 X?2+4+1)2
a Y X +¢ 1 1 4x
+ + + — +
X—-1 X+1 X241 (X-1D2 X+1)2 (X2+1)2

On va calculer
1 1 4X

X—1)? X+ T +1)
X+1D?2X?+1)2 - X —1)2X?+1)2 +4X(X — 1D?(X + 1)?
- (X — D2(X + D2(X2 + 1)?
_ (X+1D?-X-DHX?>+1?+4X(X?* - 1)?
B (X2 — 1)2(X2% + 1)?
X?2+2X+1-X2+2X—-DX*+2X?+1) +4X(X*-2X?+1)

=172
AX(X*+2X°+ 1) +4X(X*—-2X?>+1) 8X(X*+1)
B x*=1)? Tt -2
Donc
16X°5 a 1 % 1 eX+¢ 4x
S o1 X1 12 X+l XH1? Xr1 T xry1e
a Y X+ 8X(X*+1) 8X(X*+1)
SXC1 T x+i Tzl oz OF T A1y
a Y X+ 16X° 8X(X*+1) a Y X+
SX It X+l X 1o 1) X -1 X—1 X+1Tx+1
16X° -8X(X*+1) «a y X+
(X4 —1)2 “X—1 x+1tx241
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16X> — 8X> — 8X a % X+
< = + +
X*—-1)2 X—-1 X+1 X2+1
8X5 —8X a % X +{
X+-1)2 X-1 X+1 X?2+1
8X(X*-1) «a Y +eX+(
X4—12 X-1 X+1 X2+1
8X a 4 y +8X+Z
= =
X*—-1 X-1 X+1 X2+1
8X a y eX+¢

(= =
X-DX+DXZ+D X—-1 x+17x2+1
On multiplie par X — 1, puis X = 1

O|| |||U|tip|ie parX + 1, pU|SX =1

8X
E+i€=[m]xzi=—4i$6=0 et { =—4

Donc

a 4 y eX+¢ 2 + 2 4X
X—1 X+1 X241 X—-1 X+1 X2+1

Et enfin
16X° 2 1 2 1 4X

Pascal Lainé

4X

T o1 X1 -1 X+1 X+’ X+1 T xeyie

Il ne reste qu’a diviser par 16
Allez a : Exercice 47

Correction exercice 48.

1. «a est une racine simple de Q donc il existe Q, tel que Q = (X — a)Q, avec Q;(a) # 0

P P a
-0 X—a
En multipliant par X — a, puis en faisant X = a, on trouve (classiquement)
_ P(a)
“Ta@

F =

D’autre part

Q=X -a)0:=>0Q0 =0+ X —a)Q
En faisant X = a dans cette derniére expression on trouve que Q'(a) = Q4 (a)
Par conséquent

Donc il existe agy, a4, ..., a,_q tels que :
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En appliquant le résultat du 1°), avec P = X et Q' = nx™1!

21km .
e n 1 2ik(1-(n-D)m 1 2ik(2-n)r 1 4ikw
a, =——— = —¢ n =—e n =—en
k 2ikm\* 1 n n
nle n
Donc
n-1 1 4ikm
n€ "
F= 2ikm
k=0X —e n

Allez a : Exercice 48

Correction exercice 49.
1. P=X>—-X34X2-1=X3X*-D+X*-1D=X?>-1DX3+1)
—1 est racine de X3 + 1 donc on peut factoriser par X + 1, et on trouve, a I’aide d’une division
élémentaire X3 +1 = (X + 1)(X?2 — X + 1). X? — X + 1 n’a pas de racine réelle
On déduit de tout cela que la décomposition dans R[X] est :
P=(X-DX+DX+DX?2-X+1D)=X-DX+1?*X>-X+1)
X? — X + 1 admet deux racines complexes conjuguées

1-ivV3 1+iv3
> =—J et > =—J

La décomposition dans C[X] est :
P=X-1DX+1D*X+)HX+j?
2. llexiste a, b, c et d réels tels que :
X+1 X+1 1
P X-DX+D2X2-X+1) X-DX+DX2-X+1)
a b cX+d
X1t x+iTx—x+1
On multiplie par X — 1, puis X = 1

1 1
“= [(X FDXZ—X + 1)]X=1 "2
On multiplie par X + 1, puis X = —1

1 1
b= [(X —DXZ—X+ 1)]X=_1 "6

Onpose X =0
1 +bhb+d=>d 1+ b 1+1+1 !
—_-] = — = = — — = — —_ _——= ——
4 4 276 3
On multiplie par X, puis X tend vers I’infini
1 1
at+tb+c=>c a 518 3
1 1 _1, 1
X+1__2 6 , ~3°73
P X—-1 X+1 X?2-X+1

Allez a : Exercice 49
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