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Introduction i

Introduction

Ce polycopié présente des cours sur la cinématique et la dynamique du point matériel
et quelques exercices. Il est destiné aux étudiants de la premiére année professeur
d’enseignement moyen et secondaire sciences exactes de I’école normale supérieure.
La cinématique et la dynamique du point est une partie du module de la mécanique du
point matériel. Il s’agit d’étudier le mouvement des corps matériels en fonction du
temps (la cinématique), et étudier les forces qui provoquent ou modifient leur
mouvement (la dynamique).

Ce manuscrit est subdivisé comme suit :

La premicre partie est consacrée a un rappel mathématique sur I’analyse vectorielle qui
est nécessaire pour exprimer les lois physiques. Nous déterminons la notion de
vecteur, ensuite nous montrons les opérations sur les vecteurs: la somme, la
soustraction et le produit des vecteurs et nous terminons cette partie par les opérateurs
différentiels (opérateur nabla, gradient, divergent, rotationnel et le laplacien).

La deuxiéme partie est destinée a la cinématique du point matériel. Nous présentons
I’é¢tude descriptive du mouvement d’un point en déterminant le vecteur position,
déplacement, vitesse et le vecteur accélération. Ensuite, nous étudions les différents
types de mouvement et les différents systemes de coordonnées (cartésiennes, polaires,
cylindriques et sphériques). Nous terminons cette partie par 1’étude du mouvement
relatif. Il s’agit d’étudier le mouvement d’un point par rapport a un repere en
mouvement (repere mobile). Nous abordons le cas d’un repére en mouvement de
translation et le cas d’un repére en mouvement de rotation.

La troisieme partie de ce polycopié est consacrée a la dynamique du point matériel.
Nous introduisons la notion de forces, la masse et le principe d’inertie. Nous
présentons ensuite les trois lois de Newton de la dynamique et nous étudions les
différentes forces (forces de contact, forces de frottement, forces élastiques et les
forces d’inertie). Nous terminons cette partie par déterminer le moment cinétique et les
forces centrales.

A la fin de ce polycopié, nous proposons quelques exercices corrigés.

Dr. N. BOUKLI-HACENE Ecole Normale Supérieure d’Oran 1i¢re année PEM, PES Sciences Exactes



Calcul vectoriel 1

Il. Calcul vectoriel
1. Introduction :

On classe les grandeurs physiques suivant deux catégories : les grandeurs scalaires et
les grandeurs vectorielles.

Une grandeur scalaire est une valeur numérique réelle utilisée pour représenter
certaines quantités telles que : la masse, le temps, la température...

Une grandeur vectorielle est une grandeur qui a une valeur numerique reelle et une
direction telle que : la vitesse, I’accélération, la force, ...

On représente une grandeur vectorielle par ce qu’on appelle un vecteur. Figure 1

'
7

Le vecteur AB est caractérisé par : B
- L’origine (A) s
- Le support (la droite (AB)) -~ .
- Ladirection ou le sens du vecteur (de A vers B) Figure 1 : Vecteur AB

- Le module ou la norme du vecteur : valeur numérique réelle qui représente la
longueur du vecteur (la distance entre A et B)

Le module d’un vecteur ABs’écrit comme suit ||Z§|| = |ﬂ?|: AB
2. Le vecteur unitaire :

Le vecteur unitaire est un vecteur dont le module est égal a 1. On exprime un vecteur
AB paralléle au vecteur unitaire U tel que :

AB =ABU
Avec ||AB|| = AB et ||U]| = 1

3. Composantes d’un vecteur :

Un vecteur est décrit par ces composantes qui sont déterminées a partir d’un repére.
Ce repére peut étre linéaire (une seule composante x), plan (deux composantes) ou
dans I’espace (trois composantes).

- Cordonnées d’un vecteur dans le repéere cartésien

Le repere cartésien est un repére orthonormé : les vecteurs unitaires doivent étre

orthogonaux entre eux et normés a ’unité. )‘/‘
> Dans le plan (O, i,))
. _ A
Le vecteur V s’écrit : Vy |
|
— _ — — I
V="T1+V, |
y |
— — Ji o !
AVEC:Vx:Vxl;Ky:‘_/y] OT; i/x > X
Ve=Vcosa | Vy =Vsin a Figure 2 : Projection d’'un vecteur dans le
plan (O, 7))

Dr. N. BOUKLI-HACENE Ecole Normale Supérieure d’Oran 1%re année PEM, PES Sciences Exactes



Calcul vectoriel 2

Les composantes du vecteur V dans le plan orthonormé (O, 7,) sont: Vy et Vy et on

écrit :
= (V\ _ (Vcosa
V= (Vy> B (Vsin a)

V =V(cosa T+sina J)

Le module du vecteur V est calculé & partir de ses cordonnées comme sulit :

V= |2+ V2 I
> Dans Pespace (O, 1, k) Ve Y
Le vecteur V s’écrit : >N
= |
L s O vV |
V=TV+V,+V, 2R o
o atl 3
Avec: V., =V, T ; V,=V,] ; V,=Vk S
N ) |,
|
Vx=V cos a KN v/
Vy=V cos B
V.=V cos 0

X Figure 3 : Projection d’un

vecteur dans I’espace (O, T.7.,k)

Les composantes du vecteur V dans ’espace (O, 7,j,k) sont : Vi, Vy et Vz.
Le module du vecteur V est donné comme suit :

V=JW+W+W

4. Les opérations sur les vecteurs :

» La somme des vecteurs
Soit deux vecteurs 71 et VZ) tel que :

i=() 0 %=()

La somme de deux vecteurs est un autre vecteur S = V, + V,

S = (1 +x)T+ (2 + ¥2)7 V2

/
5 _ /
Le module de S est calculé comme suit : — >/
i
S = \/(x1 + x,)% + (v, + y,)? Figure 4 : Somme de deux vecteurs

Dr. N. BOUKLI-HACENE Ecole Normale Supérieure d’Oran 1%re année PEM, PES Sciences Exactes



Calcul vectoriel 3

Ou par les lois des cosinus : S = \/Vf + V2 + 2V, Vycos (V;, V)

> La soustraction des vecteurs

La soustraction de deux vecteurs est un vecteur D =V, —V, que ’on peut définir
comme étant la somme du vecteur V; avec I’inverse du vecteur 1, :

D=V, + (-V)
D= (x;—x )T+, —y2)J

On obtient le module de D comme suit :

D = \/(x1 —x)% + (1 — ¥2)?
Ou

D= \/Vf + V2 — 2V, Vycos (Vy, V3)

> Le produit scalaire entre deux vecteurs  Figure 5 : Soustraction de deux vecteurs

. . — X — X
Le produit scalaire entre deux vecteurs V, = (YD etV, = (yz) donne une valeur

scalaire.
WVZ) = V1V, cos (71)» Vz))

Si V; est paralléle 4V, donc cos (V3, V,) = 0 et le produit scalaire est nul V,.V, = 0
Si V; est perpendiculaire &V, donc cos (V;,V,) = 1 et le produit scalaire V,.V, = V,V,
D’autre part :

. 71) Vy, = (x1f+ J’J) (x2f+ J’ZD
V.V, = xlxzf?‘F x13’2f]_)+ x23’1]_)?+ 3’13’fo

Nousavonsi.j=j.i=0et 7.71=7. =1
D’ou:

ViV, = %1% + Y1Y>

- Propriétés du produit scalaire :

Le produit scalaire est commutatif : V.V, = V,.V,
Non associatif : V;. (V,.V,) donne un vecteur
Distributif : V,. (V, + V3) = (V. V,) + (V;.V3)

Exemple :

Soit deux vecteurs V, = 20+ 3] —k , V, =20+ 2] — k
Le produit scalaire V,.V, =4 +6+1 =11

Dr. N. BOUKLI-HACENE Ecole Normale Supérieure d’Oran 1%re année PEM, PES Sciences Exactes



Calcul vectoriel 4

> Le produit vectoriel entre deux vecteurs

Le produit vectoriel entre deux vecteurs Vl’ et 72) est un vecteur perpendiculaire au plan
forme par ces deux vecteurs.

W = V]_ X VZ
A
B
_____________ A
— — /
W VZ //
/
N /
VAR 4
/
| o /
! /
0 v ge

Figure 6 : Produit vectoriel V; x V,

La direction du vecteur W est trouvée par la regle des trois doigts de la main droite.

Vi
A
Vi XV,

Le module du vecteur W est calculé comme suit :

W = |[V; x V5| = V,V, sin (V;, V)

Le module du vecteur W représente 1’aire du parallélogramme (OABC) formé par les
deux vecteurs V; et V, (figure 6)

Le produit vectoriel peut étre calculé a partir de la méthode du déterminant :
Soit deux vecteurs V; , V, telle que :

X1 X2

o))

27 )

|t Tk
W=ViXxV,=|x, vy, z

X2 Y2 Z

I B4t Z1| —>_|x1 Z1| >

|x1 3’1|l—€
Yy, z, X2 7y

X2 Y2

W = (12, — Z13’2)?_ (x12, — Z1x2)7+ (1Y, — 3’1x2)z

A partir de cette relation, on peut calculer le module de w par :

Dr. N. BOUKLI-HACENE Ecole Normale Supérieure d’Oran 1%re année PEM, PES Sciences Exactes



Calcul vectoriel 5

W= \/()’122 — 21¥2)% + (%125 — 21%,)% + (x1y, — y1%2)?

Remarque :
IXT=]x]=kxk=0
Ixjl=[ixkl=|Txk|=1
Ixj=k,  Ixk=]  Jxk=1

- Propriétés du produit vectoriel :

Non commutatif : V, X V, = =V, x V;,
Non associatif : V; x (V, x V3) # (V; X V) X V3
Distributif : V; x (V; +V3) = (V; x V;) + (V; x V3)

Exemple :

Soit deux vecteurs V, = 27+ 3] — 5k , V, = 2T + 2]

Le produit vectoriel W =V, x V,est: W =V, XV, =2 3 _g
2 2 0

W =(0+10)—(0+10)]+ (4 — 6)k
W=107—107+ (-2)k

> Le produit mixte entre trois vecteurs

X1 X2 X3
On définit le produit mixte entre trois vecteurs Vv, = ()’1),72) = <}’z> et 73 = ()’a)

Z1 Z2 Z3
par le scalaire V;. (V, x V) qui est calculé par la méthode du déterminant tel que :

o X1 V1 Z
Vi.(VoxV3)=1[x2 Y2 2z
X3 Y3 Z3

V;- (Vz) X Vé) = (V223 — 2,¥3)%1 — (X223 — Z3X3)y; + (X33 — VaX3)Z;

Exemple :
Soit trois vecteurs: V, = 20+ 37—k;V, =20+ 2 — ket V, =7+ 2]

Vi.(V, xV3) = (3.0 — (=1).2)2 — (2.0 — 0.1)y; + (2.2 — 2.1) (1)

V. (Vz x V3) = ()2 = (0)3 + (2)(—-1) =2

Dr. N. BOUKLI-HACENE Ecole Normale Supérieure d’Oran 1%re année PEM, PES Sciences Exactes



Calcul vectoriel 6

5. Les opérateurs différentiels :
5.1. Définitions :
Une fonction a une seule variable est une fonction qui dépend d’une seule variable x :
F=f(x). Si la fonction f est dérivable en tout point x, on définit F’ la dérivée de la
fonction f tel que F' = o

X
Par contre, si la fonction dépend de plusieurs variables X, y, z,..., On définit ce que
I’on appelle une différentielle.

Une fonction a deux variables est une fonction qui dépend de deux variables : F=f(x,y)

Une fonction a trois variables est une fonction qui dépend de trois variables x, y et z :
F=f(x,y, 2)

La différentielle totale d’une fonction algébrique F a trois variables x, y, z s’écrit :

9] 9] 9]
dF =df(x,y,z) = —fdx + a—fdy + a—};dz
Avec —f g—iet 9L sont des différentielles partielles.
Exemple :

flx,y,z) =x* =2y + 4z
Sa différentielle totale est :
df = 2xdx — 2dy + 4dz
Il existe des fonctions algébriques a plusieurs variables et des fonctions vectorielles a
plusieurs variables
V=7F(y2)I+gky2)J+hxy, Z)E

IV est une fonction vectorielle a plusieurs variables.

5.2. Les opérateurs :

- Opérateur nabla
L’opérateur nabla V est un vecteur qui agit sur les fonctions comme suit :

- Le gradient
Le gradient est un opérateur qui agit sur les fonctions algébriques et les transforme en
fonctions vectorielles par 1’opérateur nabla. On définit le vecteur gradient de la
fonction algébrique f comme suit :

daf ., of
ax' Ty

, Of -
yjak

gradf = V)f =
Exemple :
Soit f(x,y,z)= xyz2.
gradf = yz27 + xz%] + 2xyzk

Dr. N. BOUKLI-HACENE Ecole Normale Supérieure d’Oran 1%re année PEM, PES Sciences Exactes



Calcul vectoriel 7

- Le divergent
Le divergent est un opérateur qui agit sur les fonctions vectorielles et les transforme en

fonctions algébriques par I’opérateur nabla. Il est définit comme suit :

div? =77 = 2z 4 2 | O
wr= 9x  dy 0z

Exemple :
V(x,y,2) = 2xyi + xyz] — xyz%k
divV = 2y + xz — 2xyz

- Le rotationnel
Soit un vecteur V = V,7 + V,j + V,k. On définit le rotationnel de V comme suit :

1T -7 k|
rotv =vxv=|2 99
dx dy o0z
A
—3 av, adVy oV, 0Vy\, [0V, O0Vy\-
tV=(——-——== —_—— — — k
ro (By 62)1 (E)X 8Z)J+ Jdx dy
Exemple :
V(x,y,2) = 2xyi + xyz] — xyz%k
| 7 —7 kol
rotp =vxv=|2 2 92
dx  0dy 0z

2xy xyz —xyz*

rotV = (—xz2 — xy)T — (—=yz% — 0)] + (yz — 2x)k
rotV = (—xz2 — xy)T + yz%j + (yz — 2x)K
- Le laplacien

Le laplacien est définit comme étant le divergent du gradient ou le gradient du
divergent

- Le laplacien d’une fonction algébrique est donné par la relation suivante :

= 2f O*f  0%f
VV() = V2(f) = +57+ 37

- Le laplacien d’une fonction Vectorlelle est donné par la relation suivante :

SR 62V 0%V 02V
VI0) = P(7) = 5z + 5 + 50

Dr. N. BOUKLI-HACENE Ecole Normale Supérieure d’Oran 1%re année PEM, PES Sciences Exactes



Cinématique du point matériel 8

Il. Cinématique du point matériel

1. Introduction :
La cinématique du point matériel est ’étude du mouvement des corps matériels en
fonction du temps (la position, la distance parcouru, la vitesse, 1’accélération...) sans
tenir compte des causes qui provoquent ou modifient le mouvement (les forces,
I’énergie,...)
On suppose que le corps étudié est un point matériel. On considére que les dimensions
du corps sont trés petites devant la distance parcourue.
La notion du mouvement est relative. Un corps peut étre, en méme temps, en
mouvement par rapport & un corps et en repos par rapport a un autre. Par conséquent, il
est nécessaire de definir un repere pour déterminer la position, la vitesse ou
I’accélération d’un mobile a un instant correspondant a la position du mobile par
rapport a ce repére.
On définit plusieurs systémes de coordonnees selon la nature du mouvement du point
matériel. Cartésien, polaire, cylindrique et sphérique.

2. Etude Descriptive du mouvement d’un point matériel :
2.1. La position du mobile :

La position d’un mobile a un instant t est déterminée par rapport a un repere par un
vecteur OM qu’on appelle vecteur position. Son origine est le centre du repere O et son

extrémité est le mobile M. Suivant le repére cartésien dans 1’espace (O,1,], E), le
vecteur position s’écrit :

—

OM =t = xi + yj + zK

Sur la figure 7, nous montrons le vecteur position de M suivant le repere cartésien et sa
trajectoire.
Trajectoire

=

o

~J

Figure 7 : Vecteur position OM dans les coordonnées cartésiennes

Dr. N. BOUKLI-HACENE Ecole Normale Supérieure d’Oran 1%re année PEM, PES Sciences Exactes



Cinématique du point matériel 9

Les composantes x, y et z du vecteur position dans la base cartésienne sont les
coordonnées cartéesiennes du mobile M. Ces coordonnées changent avec le temps car
le mobile M est en mouvement : x(t), y(t), z(t).

Les fonctions x(t), y(t) et z(t) sont appelées les équations horaires du mouvement.
2.2. Latrajectoire :

La trajectoire est I'ensemble des positions successives occupées par le mobile au cours
du temps par rapport a un repere. C’est une ligne continue qui relie le point de départ
au point d’arrivée (figure 7). La trajectoire définit la nature du mouvement. Si la
trajectoire est rectiligne, le mouvement est rectiligne et si elle est curviligne le
mouvement est curviligne.

> Equation de la trajectoire :

C’est la relation qui lie les coordonnées du mobile x, y, z entre eux indépendamment
du temps. Pour trouver 1’équation de la trajectoire, il faut éliminer le temps entre les
équations horaires.

Exemple :
Les équations horaires d’un point ponctuel en mouvement dans le plan (O, x, y) sont :

{ X=2t ... (1)
y=2t+1..... (2)

De I’équation (1), onat= g On remplace t dans I’équation (2), on aura :
y=2 (3)+1
y=x+1
Cette équation de la trajectoire est I’équation d’une ligne droite de la forme y=ax+b ce
qui signifie que le mouvement est rectiligne.

2.3. Le vecteur déplacement :

Pendants le mouvement, le mobile occupe des positions différentes. A 1’instant tz, il est

au point My et a un instant t, il est au point M2 (figure). On définit le vecteur M; M, le
vecteur de déplacement

M1M2 - M10+0M2:0M2'0M1

y
A
® ! 1M2
—_— ®
oM, M,
1 oM, .
]
(@) > » X

-

l
H 7 VIV 7 YO
Figure 8 : Vecteur deplacement M; M, dans les coordonnées cartésiennes

Dr. N. BOUKLI-HACENE Ecole Normale Supérieure d’Oran 1%re année PEM, PES Sciences Exactes



Cinématique du point matériel 10

2.4. Le vecteur vitesse
> La vitesse moyenne

La vitesse moyenne est la variation de la distance entre deux positions Mi, M>
occupées par le mobile par rapport au temps écoulé entre ces deux positions. Elle est
définit comme suit :

— MM Ax
v, = —= = — = avec AX=X2-X1
t,—t; At

X1 et X2 sont respectivement les coordonnées de M1, Ma. Le vecteur v, paralléle au
vecteur de déplacement.

> La vitesse instantanée

C’est la vitesse a un instant t donné et elle est définit comme suit :

- . — .,  OM,-OM; dOM
v = limv, = lim =
At—0 At—0 At dt
Le vecteur de la vitesse instantanée est tangent a la trajectoire et sa direction suivant la

direction du mouvement.

Les coordonnées du vecteur vitesse suivant les coordonnées cartésiennes sont :

Soit: OM = xi+ yj + zk
Donc ﬁ=w—M=g?+d—yf+El?

dt dt dt dt
2.5. Le vecteur accélération

» L’accélération moyenne
L’accélération moyenne est la variation de la vitesse entre deux positions par rapport
au temps. Soit v1 la vitesse du mobile a un instant t; et v sa vitesse a instant to. Le
mobile subit une accélération moyenne telle que :

—— TV _ AV
m Tty At
Le vecteur a,, est // a Av et il se dirige vers la concavité de la trajectoire.

» L’accélération instantanée

L’accélération instantanée est 1’accélération a un instant t donné :

. Aﬁ_l_ v, —v;, di _ d?0M
= VA T AT At dr . de?

Les coordonnées du vecteur accélération suivant les coordonnées cartésiennes sont:
Soit:

OM = xt+ yj + zk

doM _ dx,  dy

dz 7
=—1i+—=j+—k
dt dt dt dt

dﬁ_dZO_A/i_denrdzynrdel_é
dt ~ dtz  dez' " der! Tae

<
Il
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3. Différents types de mouvements et les différents systemes de coordonnées

3.1. Le mouvement rectiligne
Le mouvement rectiligne est caractéris€ par une trajectoire sous forme d’une droite. Le
mobile M est repéré par les coordonnées cartésiennes selon la droite Ox (si le
mouvement est linéaire suivant Ox)

Le vecteur position s’écrit : OM = x(t)T

» Le mouvement rectiligne uniforme
Le mouvement rectiligne uniforme est caractérisé par une vitesse constante et par

. T L, db_ =
conséquent I’accélération est nulle : a = d—: =0
. L, dOM _ dx
Le vecteur vitesse est : v=—===1
D’ou : dx =vdt
x(t) _rt
fxO dx = | VAt

Avec : Xo est I’abscisse (la position) de M a I’instant initiale to

x(t) = v(t —ty) + x,
Cette équation est appelée 1’équation horaire du mouvement rectiligne uniforme

- Diagramme du mouvement rectiligne uniforme:

X(t) v(t) a(t)

A A

X(t) =vit+Xo v=constante

Xo

» p a=0 » i

» Le mouvement rectiligne uniformement varié

Le mouvement rectiligne uniformément varié est caractérisé par une accélération
constante :

dv
a= E = constante

dv =adt

v(t) t
f dv = af dt
v tO

0

AVec Vg est la vitesse initiale a I’instant to
v(t) = a(t —ty) + v,
D’autre part :

dx
U(t) = E
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dx =v(t) dt
x(t) t t
f dx = j v(t)dt=j [a(t —ty) + vy] dt
x(6) =562 = ) + (0o — ate) (¢ — ) + %,

Si t¢=0, I’équation horaire du mouvement rectiligne uniformément varié devient :
x(t) = %tz + vyt + x,

Sid.v > 0, le mouvement est uniformément accéléré
Si a.v < 0, le mouvement est uniformément retardé

Remarque : le mouvement rectiligne uniformément varié est caractériseé par une
accelération constante qui peut étre calculé comme suit :

dv
a=—
dt
ax =g
adx =—dx
dt
X1 V1
j adx =j vdv
X0 Vo
2 2
Vi Vo
a(x; —xg) =———
D’ou : = UiV
2(x1—x9)

X1 est v1 sont respectivement la position et la vitesse de M a I’instant t;

- Diagramme du mouvement rectiligne uniformément varié:

x(t) V(P a(t)

A A

Xo
Vo

>t » 1 »t

» Le mouvement rectiligne varié

Le mouvement rectiligne varié est caractérisé par une accélération qui dépend du
temps.
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Exemple :
Soit un mobile se déplace a une accélération a = 2t-1.
dv
a=—
dt

v(t) t t
f dv=jadt=f(2t—1)dt
v t to

0 0

On suppose a I’instant to=0s, Vo=0m/s et xo=0m.

v(t) =t>—t
B dx
VT
x(t) t t
dx = f v(t)dt =f (t?2 — t)dt
0 0 0
t3  t?
W=3-7

> Le mouvement rectiligne sinusoidal
L’équation horaire du mouvement rectiligne sinusoidal s’écrit sous la forme
sinusordale en fonction du cosinus ou sinus tel que :

x(t) = x,cos (wt + @)
Xm est ’amplitude maximale
o est la pulsation du mouvement
¢ est la phase initiale et elle est déterminée par les conditions initiales
La vitesse est la dérivée de x(t) tel que:

dx(t
v(t) = ® = — Xy sin (Wt + @)
dt
L’accélération est la dérivée de la vitesse telle que :
dv
a=_= —xw? cos(wt + @) = —w?x(t)

- Diagramme du mouvement rectiligne sinusoidal :

A
- a(t)

7] v(t)

/ 1)

X (1), v(t) et a ()

x(®)
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3.2.  Le mouvement dans le plan

Si la trajectoire du mobile est dans le plan, nous étudions le mouvement suivant les
coordonnées cartésiennes (O, 7, J) ou suivant les coordonnées polaires (0, Ug, Ug)

> Les coordonnées polaires

On définit la base polaire par la base orthonormée (U, Uy) tel que :
U_R) : Vecteur unitaire suivant la direction du vecteur position oM
U, : Vecteur unitaire perpendiculaire & Uy en faisant une rotation de n/2 du vecteur

—

oM y

A

=]

Ug AU_R)

\o :e » X

4

Figure 9: la base polaire (U_R), UT))

La base cartésienne est une base fixe alors que la base polaire est une base qui dépend
du mobile M qui est en mouvement en fonction du temps.

Suivant les coordonnées cartésiennes, le vecteur position s’écrit :
OM =R =xI+yj
Suivant les coordonnées polaires, OM s’écrit comme suit :
OM =R U,

Les composantes de OM sont (X, y) dans la base cartésienne alors que dans la base
polaires les composantes de OM sont (R, 0).

- Lien entre le systeme de coordonnées cartésiennes et le systéme de coordonnées

polaires et vice versa :
x = Rcos@
y=Rsin6

R =|0M| = /x* +y?

y x .
tanf ==, cosf = ———= ou sinf =
x Jx2+y? x24y?

La base polaire s’écrit en fonction de la base cartésienne comme suit :
Ug =cosB T +sinf J
Ug =—sinf 7+ cosf ]
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De méme, la base cartésienne s’écrit en fonction de la base polaire comme suit :
— —
T=cosO Uy —sinf U,
- . i 7
J=sinf@ Uz + cosO Uy

- Expression du vecteur vitesse suivant les coordonnées polaires

dOM _ d(R Up)

T dt_
L, dRU_, N du,
. TR AT
La dérivée du vecteur Uy par rapport au temps :
dUy _ d .
E—E(COSB [+sin@]))
dU, do
d—tR=EL—)sin0_i+cosej’)
dUg deﬁa
dt — dt °

C’est la regle de dérivation d’un vecteur unitaire tournant :

La dérivée par rapport au temps d’un vecteur unitaire U qui tourne par un angle 0 est
obtenue en multipliant la vitesse angulaire 8 = w par le vecteur qui est directement
perpendiculaire a U (rotation de 7/2 dans le sens positif)

Exemples :
y
A

du, ., T \
= U
--»X

—
T

d*U;,  d?Uy .

d2U, dU, . = = —0U
L= 2= _4U, 3~ de? o
dt? dt
Figure 10 : Dérivation successive par rapport au
temps d’un vecteur unitaire
Le vecteur vitesse suivant les coordonnées polaires s’écrit :
3= LT + RS Ty = Ry + RO Ty
v =— e =
- Expression du vecteur accélération suivant les coordonnées polaires
1= _d (RUg + ROUy)
a=—=—
dt  dt~ ¢ o

Y T/ e .. dUy
a = RUR-I-RF +(R9U9+R9U9+R9W)

d = (R — R62)Ug + (2RO + RO,
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» Le mouvement curviligne

Le mouvement curviligne est caractérisé par une trajectoire curviligne qui nécessite la
connaissance du rayon de courbure R et le centre C (figure 10).

Y A
M1
M1 S
R
M2 0 M-
C
) 7 -
J| U\
ok—s » X O— > X

> [
Figure 11: Mouvement curviligne

La position du mobile est déterminée par 1’abscisse curviligne S tel que :
S(t)= RO

S est la longueur de I’arc M; M,. M1 est la position du mobile a 1’instant t1 et M est la
position du mobile a I’instant to.

- Base de Frenet :

La base de Frenet est une base reliée au mobile en mouvement curviligne. Elle est
définit par la base orthonormé (U,, U,,) tel que :

U{ est un vecteur unitaire tangentiel a la trajectoire et en direction du mouvement (Ut)
est paralléle au vecteur vitesse V)

U7 est perpendiculaire au vecteur U{ et il est dirigé vers le centre de la courbure de la
trajectoire.

=vl = O
v=vU = —U
ﬁ_dﬁ dvv dU,
T TR T
, dv
azaUt+v9Un
D’autre part :
~dg _dS'1 v
dt dtR R
D’ou:

a; est ’accélération tangentielle et a,, est I’accélération normale.
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Si |U| est constant donc 1’accélération tangentielle a: est nulle. On dit que le
v —

mouvement et curviligne uniforme : d = a,, = — Un

R est le rayon de courbure de la trajectoire qui est déterminé comme suit :

- - dv—’ v2—> —_—

v:i .
ax ol =2
axvl =—
R

D’ou
3

R_ - —>
la x v

» Le mouvement circulaire

Le mouvement circulaire est un mouvement dont la trajectoire est un cercle de rayon R
constant. L.’équation de la trajectoire est comme suit :

(x —x¢) + (y — o) = R?

R est le rayon du cercle et (Xo, Yo) sont les coordonnées du centre du cercle.
Le vecteur position s’écrit suivant les coordonnées polaires comme suit :

Le vecteur vitesse est :

Le vecteur accélération est :
Gd=—-RO*Uz+ROU,

L’accélération est la somme de ’accélération tangentielle ag = R 6 et I’accélération
normale a,, = R 62 qui s’écrient suivant la base de Frenet comme suit :

a; =R T,
a, = R6* U,

6 = w est appelée la vitesse angulaire.

Figure 12: Mouvement circulaire
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Si le module de la vitesse v ou la vitesse angulaire w est constante, on dit que le
mouvement est circulaire uniforme. L’accélération dans ce cas est :

[—
d=a, =Rw?U,

On définit I’accélération angulaire par w = a. Si a est constante, on dit que le
mouvement est circulaire uniformement varié.

3.3.  Le mouvement dans I’espace

> Mouvement suivant les coordonnées cartésiennes

=

~{

o
\ 7
v
<

X Figure 13 : Vecteur Position suivant les
coordonnées (O, T,f,ﬁ)

Les vecteurs: position vitesse et accélération s’écrient suivant les coordonnées
cartésiennes comme sulit :

OM = Om +mM = xi + yj + zk

S_dOM _
V= =xityj+z
,_d*oM dv . . o
a= a2 =E=xl+y]+zk

» Mouvement suivant les coordonnees cylindriques

La base cylindrique est déterminée par les vecteurs unitaires (FT), UTJ ig). Voir figure 13
Le vecteur position OM s’écrit suivant les coordonnées cylindriques comme suit :

OM =0m+mM=rU, +zk
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ST "‘Z\
r A
l ~
I
:'\' Z \.\
AN .
AN (O
| .
| S
| ) R -7
| |
| i |
| omeme -._|OM |
1.2 T~ I
5 .
l" Eﬂ ‘\\ :
\‘ A\ y
\ .
. ) =j 7 »Y
N N } _—
~ N /
N, j r \\ Y/ UH
X S
Seml o _‘m
—
U,

X

Figure 14 : Vecteur Position suivant les coordonnées cylindriques (O,U,., Uy, k)
- Lien entre les coordonnées cylindriques et les coordonnées cartésiennes

r= ¥y

tan 0 = 4 donc 6 = arctanz
X X

Z=2z
X =rcosf
y=rsinf
zZ=2z

La base cylindrique s’écrit en fonction de la base cartésienne comme suit :

U, =cosOT+sinb]

—

Ug=—sin@T+cosO]
k=k
- Expression du vecteur vitesse suivant les coordonnées cylindriques
., doM d _,
Uzw_d—(r_({ri'Zk)
L, dr—, dUu, dz-
K TR TR
Nous rappelons que :
U =60, ; Ug=—60. ; k=0

Donc le vecteur vitesse est :
=70, +10Us + 2 k
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- Expression du vecteur accélération suivant les coordonnées cylindriques

oM _dv_ d U, + 10Uy + 2 k

e e g T

a=7U,+ 70Uy + 170Uy + 70Uy — 100U, + Zk
d=(¥-1r02)U, + (210 +16)Us + 2 k

» Mouvement suivant les coordonnées sphérigues

Qu

La base sphérique est déterminée par les vecteurs unitaires (U_,{, U_é U_q;), tel que :

¢ est I’angle que fait le vecteur position OM et ’axe Oz.

0 est ’angle que fait le vecteur Om et ’'axe Ox. m est la projection de M dans le plan
(O,x,y). Voir figure 14. z

A
z Ur
[ M Ug
| —
R : Uy
|
EA(P i
0 ?I/Y »Y
N |
. r\\\ I //
X b __ = N4
m

Figure 15 : Vecteur Position suivant les
coordonnées sphériques (O,Ug, Ug, U,,)

Un point mobile M est repéré par les coordonnées sphériques : (R, 0, @) et le vecteur
position s’écrit :
OM = R U,
- Lien entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées sphériques
X =rcosf
y =rsinf

Z=Rcosg

Sachant que r = Rsin¢ , donc :

y = Rsingsinf

{x=RsincpcosQ
Z=Rcosq

D’ou:

R=x2+y2+ 22
Z
6 = —
arccos -

Q= arctanz
X
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- Lien entre les coordonnées cylindrigues et les coordonnées sphérigues

r = Rsing
6=20
Z=Rcosg
D’ou .
R=VrZ+2z?
0=0
r
Q= arctan;

- Base sphérique en fonction de la base cartésienne
Nous avons : OM = RU, = Om + mM
Avec Wn)=r7r)=Rsin<pFr)

mM =z k =R cos Q@ k
Donc :

071=Rsingo 7;+Rcos<p K
Nous savons que :
U, =cosOT+sinfj
OM = R[singcos T+ singsindj+ coswE] =RU,
D’ou:

—

Uz =singcos®i+singsindj+ cos ¢k

Pour trouver le vecteur UZ en fonction de la base cartésienne, il suffit de tracer les
vecteurs unitaires suivant le plan (o, x, y). Voir figure 15.

<<

N r

Uy
A

Figure 16 : Projection du vecteur Uy suivant les
coordonnées cartésienne

Ug =—sinf 7+ cosfJ

Pour trouver le vecteur U, nous avons : Ug X Ug = U,
. —J k

Uy =|singpcos8 singsinf cosq
—sin 6 cos 0 0

=~

—_—

U, =—cos@cosf T+ cosesinbj+ sing k
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- Expression du vecteur vitesse suivant les coordonnées sphériques
dOM

V= (RUR) RU, +RTUj
- dU
Up =—— T —(p(cos¢c0591+c05(p51n91—smgok)+9( singsin@ i + sing cos @ j)
Ug = ¢ U, +Hsine Uy
D’ou:

$=RU, +ROsinp Uy +Rp U,

- Expression du vecteur accélération suivant les coordonnées sphériques

N d . —> . . —_— i
a=—=E(RUR+R6?sm<pU9+R<pU(p)

d = (R —R¢p*— RO%sin? @) Uy + (R sin @ + 2R6 sin g + 2RO¢ cos @) U,
+(R$ + 2R¢ — RO? sin ¢ cos ¢) U,
4. Le mouvement relatif

Le mouvement est absolu s’il est ¢tudi¢ par rapport a un repere fixe par contre le
mouvement est relatif s’il est étudié par rapport a un repére mobile.

Soit un point M en mouvement par rapport a un repére mobile R’(O’, x’, y’, z°) lui
méme en mouvement par rapport a un repére fixe R (O, X, Y, 2)

| :y
O

Repere fixe

Repére mobile

Sy

~y Wl

4.1. Laposition :

La position de M par rapport au repére fixe R est dite position absolue :
OM = xT+ yJ + zk

La position relative est la position de M par rapport au repere mobile R’ :
OM=x7+ v+ 7K
4.2. Lavitesse :
La vitesse absolue est la vitesse de M > M par rapport au repere fixe R :
dOM dx dy - dz -
a Cac tad @

—

Vg = ——
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D’autre part, nous avons :
OM = 00"+ 0'M
La vitesse absolue devient :
. dOM do0' do'Mm
Va = dt_ T dt + dt

_,_dW+ dv d]+ dﬁ_l_dx’_;_l_dy’_;_l_dz’ﬁ
Vo = Tt dt ydt dt = dr b ar) Tdt

La vitesse absolue est composée de la vitesse d’entrainement v, et la vitesse relative
v, tel que:
doo’ dl d] , dk’

—

YT Tar T4t Y i T a
_, dx'- dy'- dz'—
vy=—U+—) +—k

La vitesse d’entrainement v, est la vitesse du repére R’ par rapport au repére fixe R
La vitesse relative v, est la vitesse de M par rapport au repére mobile R”.

4.3. L’accélération

L’accélération absolue est ’accélération de M par rapport au repére fixe R :

_ d*0M _ d*x L Ly s

T gE Tget T et B
_, _|a?o0’ oy d* N dzj' y dzk’ o dx'di LY dy' d] a’ . dz' dk'
%a = [T dt? Y dt? dt? dt dt dt dt dt dt

2.1 2.1 2.0 1
e

dt? dt? dt? |
L’accélération est composée de I’accélération relative'a,, 1’accélération

d’entrainement a,, et I’accélération de Coriolis a,, tel que :
d’x' - d*y'_ d*7' .,

—

ar=dtzl+d2]+dt2k’

. d?00° 4% 4%y 4%
QGe="grz TX 2ty 2 t? 4n
L dx’d7+dyd]+dz'd?§'
e dt dt dt dt dt dt

a,=a,+a, +a,

Le mouvement du repere R’ peut étre en translation ou en rotation par rapport au
repére fixe R. La vitesse relative ne change pas mais la vitesse d’entrainement change
et par conséquent I’accélération d’entrainement change et ’accélération de Coriolis
change.

Dr. N. BOUKLI-HACENE Ecole Normale Supérieure d’Oran 1%re année PEM, PES Sciences Exactes



Cinématique du point matériel 24

» Cas d’un repere en mouvement de translation

Le repére R’ est en translation par rapport a R lorsque les vecteurs unitaires du repére
R’ ne changent pas au cours du temps et ils gardent le méme sens et la méme direction

quelerepereR:T=1,7=,etk=k

di djf dk'
- dr - dr
La vitesse d’entrainement devient :
_. doo’
Ye T Tar
L’accélération d’entrainement devient :
_, _d?00’
G = Tqr2

-

Et ’accélération de Coriolis s’annule : a; = 0

Remarque :

L’accélération de Coriolis s’annule si le repére mobile R’ est en translation par rapport
au repere fixe R ou si le mobile M est fixe par rapport au repere mobile R’

dx'" dy' dz' _ 0

dt dt dt

» Cas d’'un repere en mouvement de rotation sans translation

On suppose que le repére R’ est en rotation par rapport a 1’axe z avec une Vitesse
angulaire wgr /g = wk et on considére que 0 = 0'.

N’importe quel vecteur en rotation par rapport a un axe perpendiculaire sa dérivée
dans le temps est le produit vectoriel de sa vitesse angulaire @ et vecteur tournant:

av aji - T3 .dkr

=wXl';, —=wXj) ;—=wxk
dt dt dt

La vitesse d’entrainement devient :

To=x"(@XU)+y (@x])+2 (@ xk)
To = (BXxT)+(@XyT)+(B%xz k)
Vv, = W X (x’7+y’7+z’p)

— —

Er—

v, =wX0'M

Pour I’accélération d’entrainement :
Nous avons :

dir’
dt

=l
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D’ou:

I 12 R S 1 & dy
a, = EXXL +(w><xE + EXy] +(w><yd—
do  — . dk’'

+ || =—%x2k" |+ (w %2z —
t dt

Pour ’accélération de Coriolis :

., dx'd7+dy'd7+dz'dﬁ
Ge =2 ardr " de dt | dt dt

@ = 2|5 (@x7)+ G (@) + (@)

bt Tk

dx' - dy' - dz' —»]

a;=2(dx7v)
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I11. Dynamique du point matériel
1. Introduction

Nous avons étudié dans le chapitre précédent le mouvement des corps sans tenir
compte des causes qui provoquent ou modifient le mouvement et ce qu’on a appelé la
cinématique du point matériel. Dans ce chapitre on s’intéresse a la dynamique du point
c'est-a-dire nous étudions les causes du mouvement et repérer le mouvement pour des
causes données. La question qui se pose est : Qu’est ce qui fait bouger une particule ou
un point matériel ? Pour répondre a cette question nous introduisons la notion de force.

2. Notion de force
Un point matériel est en mouvement a cause des interactions entre la particule et son
environnement qui les subits. Ces interactions sont appelées forces. Ces forces
dépendent de la nature de la particule et de la nature de son environnement.
La force est représentée par un vecteur, tel que :
- Son Origine est le point de contact (force/corps)
- Sa direction: est la direction du mouvement supportée sur le fil pour le cas par
exemple de la force : tension du fil
- Sont module : est la valeur de la force en Newton (N)

Les forces exercées sur un corps quelconque est la somme vectorielle de toutes les
forces qui lui sont appliquées.
2.1. Différentes forces

> Forces de poids : force de gravitation due a a masse du corps.ﬁ =mg

» Forces de contacts : forces d’interactions entre deux corps en contact et lorsque
les deux corps sont en mouvement relatif 1’un par rapport a 1’autre on aura une
force de frottement c’est une force qui s’oppose toujours au mouvement du
corps considére.

» Forces de tension : ce sont les forces qui tirent sur un élément d’un corps :
tension du fil, tension du ressort

» Autres forces : forces électriques, forces magnétiques,...

Exemple : un corps glisse sur une surface horizontale par un fil (figure). Les forces
exercees sur ce corps sont : force de poids, tension du fil, force de réaction et la force
de frottement

g=cl

VP

Fiaure 16 : force exercées sur un corns
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3. Principe d’inertie

Enonce : un corps isolé mécaniquement (un corps dont la résultante des forces qui lui
sont appliquées est nulle )} F = 0 reste au repos s’il est initialement au repos ou il

garde son mouvement rectiligne uniforme (a = 5) tant que la résultante des forces est
nulle et ceci par rapport a un repere ou référentiel d’inertie.

Exemple :
On jette une balle sur le sol et on étudie son mouvement sans prendre en compte les

forces de frottements. On remarque que la balle est en mouvement rectiligne uniforme.
Si on étudie les forces exercées sur la balle, nous avons :

P+R=0

S )

VP

Si la balle touche un mur (recois un obstacle), la balle est soumise a une autre force car
son mouvement change. Dans ce cas on aura :

—

P+R+F #0

F, )

NSNANN¥

"o

La balle change de direction a cause de la force de contact de la balle avec le mur E’
D’autre part, si la balle est au repos, elle reste au repos si , F=0

> Référentiel d’inertie ou galiléen

Un référentiel d’inertie est un repere dans lequel le principe d’inertie est réalisé. C'est-
a-dire il garde son inertie : il reste au repos s’il est repos et il garde son mouvement

rectiligne uniforme tan que }; F=0

Le repére de la terre n’est pas réellement galiléen a cause de son mouvement orbital et
son mouvement autour du soleil et de sa propre rotation autour de son axe. Mais dans
la plus grande majorité des expériences, on le considere comme étant un repére
galiléen car on fait des études avec des temps faibles.
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Exemple sur un référentiel non galiléen :

Un corps est sur un plateau d’un camion en mouvement_rectiligne uniforme. Le corps
est au repos si le camion garde son mouvement rectiligne uniforme.

Si le plateau est lisse et le camion fait un virage, le corps glisse.

Donc :

Le camion n’a pas conservé son mouvement rectiligne uniforme car il est devenu en
mouvement curviligne (virage) et le corps n’a pas conservé son repos d’ou le principe
d’inertie n’est pas applique sur le camion.

4. Concept de masse

On sait tous que plus la masse d’un corps est grande, plus il est difficile de changer
son vecteur vitesse ou changer son mouvement (sa direction).”’Il est facile pour une
personne de faire bouger une table que de faire bouger une armoire’’.

La masse est une grandeur physique scalaire qui représente la quantité de la matiere
qui compose une particule et elle représente 1’inertie du corps.

5. La quantité de mouvement

On a vu précédemment que le mouvement d’un corps peut étre influencé par la masse
du mobile. La quantité de mouvement est un vecteur qui est déterminé par le produit
entre la masse et la vitesse. La quantité de mouvement nous permet de distinguer entre
les particules en mouvement de méme vitesse et de masses différentes.

P=mpv

On remarque que la direction du vecteur quantité de mouvement et comme la direction
du vecteur vitesse.

Pour un systeme de N particules, la quantité de mouvement totale est :

ﬁ:EE

N
i=1

Si la quantité de mouvement change en fonction du temps, on definit ce qu’on appelle

I’impulsion : dP

6. Les lois de Newton

Les lois de Newton sont postulés sont démonstration mais en accord avec les
expériences (ils sont valables dans n’importe quel systéme galiléen)
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> 1" |ois de newton : Le principe d’inertie

Si un objet isolé et au repos ou en mouvement rectiligne uniforme alors ) F=0

> 2°™e ois de Newton : La relation fondamentale de la dynamique.

La résultante des forces exercées sur un corps est la dérivée de la quantité de

mouvement :
Zﬁ _d_P)_ d R
“ar ar?

Si la masse est constante,

7 dv
— M
F=mad

Cette relation associe le terme cinétique qui est 1’accélération et le terme dynamique
qui est les forces exercées donc si on connait les forces (la résultante des forces) on
peut déterminer la nature du mouvement d’un point matériel donné.

> 3" |ois de Newton : Principe d’action et de la réaction

Lorsque deux corps sont en interaction, ils exercent I’'un sur 1’autre des forces
opposées en sens mais égale en intensité.

Fi /) < M1 > F2/1
mz

F1/2 = - F2/1

Remarque :

La force exercée sur un corps est appelée action et la force exercée sur I’autre corps est
appelée réaction.

Toute force est associée a une réaction.

Les forces sont de méme nature. Il ne faut pas confondre avec la force du pois et la
force de réaction (ces deux forces ne sont pas de méme nature).
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> Loi de gravitation universelle :

Cette loi nous permet de déterminer I’intensité des forces : Fio=F21=F.

On considere deux particules matérielles de masses mi et my placées a une distance r
I’une de I’autre (figure 17).

Figure 17 : forces d’action et réactions
La force d’attraction (action ou réaction) entre ces deux particules est :

mym,

Fg=aG 72

Avec G = 6.726 .10"** N m?/kg? est la constante de gravitation universelle

La loi de gravitation obéit au principe de superposition : s’il y plus de deux corps, il
faut considérer la présence de toutes les forces d’attraction exercées sur les corps.

» Champs gravitationnel

A la surface de la terre :

La terre m)
O

m: et r; sont la masse et le rayon de la terre respectivement tel que : m:= 5.98. 10%* kg
et ri=16.37.10m

mm;
Fp=mg=06—7j
T
La gravitation g est :
my
=G —
g 72

Application numérique : g = 9.8 N/kg
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A une hauteur h de la terre

(m)
x/%
//
Laterre h
) mm,
Fp=mg =G 72
Telquer=r+h
D’ou:
' 3
g =9 )

7. Forces de liaison ou forces de contact

La force de contact est toute force qui a lieu une fois on a le contact entre deux
surfaces planes.

7.1. Réaction d’un support
On consideére un corps solide posé sur une surface horizontale.

—

AR

Yo

P
La force de réaction R est I’action du support sur lequel repose le systéme et qui
I’empéche de s’enfoncer vers le bas sous 1’action de son poids.

7.2. Forces de frottement

On distingue les forces de frottements solide, fluide et les forces de frottements
statiques et dynamiques :

» Forces de frottement statiques

Exemple : soit les forces exercées sur un corps: F,R, Pet la force de frottement

statique f; (figure 18). La force de frottement est la force qui s’oppose au mouvement
du corps sur une surface plane. Dans le cas statique, le corps est au repos.
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0
|
I
— IKR P_)'
__ I P I X

Figure 18 : force exercées sur un corps
Corpsaurepos: Y F =0

La projection sur les axes (0x) et (oy) donne :
Fcosf—f,=0
fsin6+R—-P=0
Donc
fs = Fcos@
R =P —Fsinf

Tout juste avant d’arracher le corps, la force statique atteint sa valeur maximale tel
que :

fo = Us R
Avec p, est le coefficient de frottement statique

R est la force de réaction et elle représente la composante normale de la force de
contact.

fsmax= Us R = pg (P—Fsine)

> Forces de frottement dynamique

Dans ce cas, le corps est en mouvement. On prend toujours 1I’exemple précédent.
Dans ce cas la force de frottement cinétique devient :

fc:.ucR

f-et u. sont respectivement la force de frottement le coefficient de frottement
cinétique.

En appliquant le principe fondamental de la dynamique, nous avons : ), F=md
La projection sur les axes (0x) et (oy) donne :

Fcos@—f.=ma
R=P—Fsin@
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Exemple :
N
[
I,
— A R ﬁ
__ e 70 X

Figure 18 : force exercées sur un corps

On donne : 0 =45°, g=9.8 m/s?, u. = 0.15etF=20 N

Trouver la force de frottement cinétique et en déduire 1’accélération ?

-

2ﬁ=ﬁ+ﬁ+l3+F=ma
fe= ucR
D’autre part : la projection sur (oy) nous donne:

R=P—Fsin@
D’ou

fe = u. (P —Fsinf)
Application numérique :

f. =1287N
En projetant les forces sur (0x) :
FcosO — f,
a=-————————
m
Application numérique :
a=0.12m/s?

» Forces de frottement dans les fluides

Quand un corps solide se déplace dans un fluide (un gaz ou liquide) avec une faible
vitesse relative, la force de frottement est :

ff=—Kn17

K est le coefficient qui dépend de la forme du corps solide en mouvement.
n est le coefficient de viscosité
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8. Forces élastiques

La force élastique provoque un mouvement périodique sinusoidal tel que :

—

ad=—-w?0M
En appliquant le principe fondamental de la dynamique : }; F=mad

La force élastique d’écrit :
F = —mw? OM

Posant k = mw?la constante de raideur
Donc :

F=—-kOM

La résultante de toute force d’un point matériel en mouvement rectiligne sinusoidal est
proportionnelle au vecteur position et de sens contraire :
F=-kx

9. Forces d’inertie ou pseudo forces
Dans ce cas nous étudions la dynamique du point par rapport a un repére non-galiléen.

On sait que pour un repere galiléen :
7 . dv, dv
=ma;, =m =m-—-—
“ dt dt

a, et v, sont’accélération et la vitesse absolues.
Pour un repére non galiléen (relatif) :

dv;
dt

—

R
F=ma,=m

a, et v, sont I’accélération est la vitesse relatives tel que :

a, et a,sont [laccélération d’entrainement et 1’accélération de Coriolis
respectivement.

D’ou:
m(a,—a,—a.)=m
a e C dt
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. dvy,
maa=mE+mae+mac
D’ou
d‘l_} - g e
mE=F+Fe+ c

Avec : F, = ma, et F. = ma,

La loi de la dynamique peut étre appliquée dans un référentiel non galiléen a condition
d’ajouter la force d’entrainement et la force de Coriolis.

10. Moment cinétique

Soit une particule de masse m se trouvant en un point repéré par le vecteur 7 et se
déplace a la vitesse v. Le moment cinétique d’une particule est :

—_—

P est la quantité de mouvement ; # = OM est le vecteur position
L—/Z est un vecteur perpendiculaire au plan (7, 13)
Son module est :
Lio=1.P .sin(# P)
Si le mouvement est circulaire de rayon r, on aura : 7 est perpendiculaire a v

L—/O) =m7rXv
Lo=mrv
Posant:v =wr
Lio=mr*w
Le vecteur m a le méme sens que le vecteur vitesse angulaire. On peut écrire :

Lo=m7r*w

» Théoreme du moment cinétigue :

La dérivée par rapport au temps du moment cinétique d’un point matériel est égale au
moment de la force qui lui est appliquée par rapport au point de référence utilisé par le
moment.

Démonstration :

dL,, d(FxP) LA qxdﬁ
dt dt  \dt el
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ar -

—xP=9% xm#=0
dt v muv
Par le principe fondamental de la dynamique :
P X F
X — =
r dt r

F est la résultante des forces extérieures appliquées

On définit le moment d’une force par rapport a ’origine O par :

D’ou:
dliy, . -
dto = T/O( )

11. Conservation du moment cinétique —forces centrales

Une force centrale est la force est la force qui a chaque instant, la droite support de
cette force passe constamment par un point fixe O.

La dérivée du moment cinétique s’annule si :

a. La particule est isolée F=0 ce qui signifie que le moment cinétique d’une
particule libre est constant.

b. Sila force F est centrale : F est paralléle & #. Donc le moment cinétique par
rapport au centre de forces est constant. Le contraire est vrai c’est a dire si le
moment cinétique est constant donc la force est centrale.
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Exercices corrigés

Exercice 1 :

Soit un vecteur A = 21 — 3 suivant les coordonnées cartésiennes. Convertir ce vecteur
en coordonneées polaire ?

Solutions :

Les coordonnées cartésiennes en fonction des coordonnées polaires s’écrivent :
=cos6 U, —sin 8 Uy

. — —
=sinf U, + cos 8 Uy

A= 2T—3T=Z(COSBW—sinGW)—3(sin97r)+c05979))

A= (2cos0+3sin0)U, — (2sin6 +3 cosh)U,
Exercice 2 :

Dans un repere cartésien (O, X, y), muni de la base (7,j), un point M en mouvement tel
que :
OM= (l+cost) +sint]

1)- Déterminer la nature de la trajectoire de M ?

2)- Exprimer le vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes et déterminer son module
3)- En déduire la nature du mouvement et déterminer la vitesse angulaire © ?

4)- Exprimer le vecteur accélération en coordonnées cartésiennes et déterminer son
module. Que représente cette accélération dans le repere de Frenet et pourquoi?

5)- Déterminer I’angle a que fait I’accélération avec la vitesse ?

6)- Exprimer le vecteur vitesse et le vecteur accélération en coordonnées polaires ?

Solution :
1)- Nature de la trajectoire :
x=1+cost
y =sint
D’ou
(x —1)? = cost?...(1)
y? =sint?....(2)

(1)+(2) nous donne : (x — 1)?+y? =1
La trajectoire est un cercle de rayon R = 1m et de centre (1,0)
2)- Vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes :

__doM _ | ;

V= TR sintt+ costj

Le module de la vitesse est : v = 1m/s
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3)- La nature du mouvement :

La vitesse est constante donc le mouvement est circulaire uniforme.
La vitesse angulaire ® est constante

=2 =1rad/
(U—R— raa/s

4)- Vecteur accélération :

- d‘l_} - . -
a=—t=—costl—smt]

Le module de I’accélération est : 1 m/s?
Cette accélération représente 1’accélération normale an dans le repére de Frenet car le
mouvement est circulaire uniforme : I’accélération tangentielle est nulle a=0m/s?

5)- L’angle o entre 1’accélération et la vitesse :
Par le produit scalaire ou par le produit vectoriel :

AXv=—cost? (Ix))x+costsint(TX7) +sint? (Gx7) —sint (JX))
Axv=—k

laxv| =1
D’autre part :
|d X ¥| = a.v.sin(d, V) = sin(d, V)
a=m/2
6)- Vecteur vitesse et vecteur accélération en coordonnées polaire :

OM =R m , R=Im est constantet 0 =t

. doM . . .
V= 7 =0R Ug = Ug
Le module de la vitesse en coordonnées polaire v=1m/s
L, dv . — —
Q=E=—9 Ur=_Ur
D’ou a=1m/s?
Exercice 3 :

Soit un mobile M en mouvement tel que :
OM =3 cos2t T+ 3sin2t]+ (8t — 4)k

1)- Déterminer la nature de la trajectoire de M dans 1’espace (O, X, y, z) ?
2)- Exprimer v et d en coordonnées cylindriques et déterminer leur module?
3)- Trouver v et a dans la base de Frenet ?

4)- En déduire le rayon de courbure r ?
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Solution :

1)- La nature de la trajectoire dans le plan (O, x, y) :

x=3 cos 2t
y=3sin 2t
D’ou
x2=9 (cos 2t)?
y?= 9 (sin 2t)?

X2+ y2:9
Le mouvement dans le plan (O, x, y) est circulaire de rayon R = 3m et de centre (0, 0)
Suivant I’axe Oz :

Z=8t-4

Equation d’une droite donc le mouvement est rectiligne suivant Oz
Donc le mouvement suivant I’espace (O, X, y, z) est hélicoidal

2)- v et d en coordonnées cylindriques et déterminer leur module :

OM=RU, +zk=3U,+8t—4)k

*—dOM—6F’+8k
VETar TP
v=10 m/s
. v
i=—=-120,
a=12 m/s?

3)- ¥ et a dans la base de Frenet :

=g Ut) +a, U_n)
_, dv—
at E t — 0
D’autre part, nous avons : a® = a? + a?
D’ou
az = a* —a? = a*
a, =121,
4)- Le rayon de courburer :
vZ
a, = 7
v? 100 833
r=—=———=28.33m
a, 12
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Exercice 4 :

Un bateau prend la mer en direction du nord-ouest (60°) a la vitesse de 4 km/h par
rapport & I’eau. Le mouvement du bateau par rapport a la terre s’effectue dans la
direction de I’ouest a la vitesse de 5 km/h.

- Calculer la vitesse et la direction du courant ?

Solution
. N
UT o
v_e) 60
0 % E
va
S
v_a) = v_e) + v,
Ve = Vg — Uy
v, = v,% + 1,2 — 2 v, v, cos 30°
v, = 2.52 km/h
Sa direction :

Il faut trouver I’angle o entre v, et v, :

Uy Ve

sina sin30

. vr .
sina = —sin 30
ve

a = 23.6°
Exercice 5 :

Soit un repére mobile R’(O’, x°, y’, z”) en mouvement de translation par rapport a un
autre repere fixe R (O, x, Y, z) avec une vitesse v, = (1,0,0) et R//R’. On suppose que
les coordonnées de M par rapport & R’ sont : x’= 6t?+3t, y’=-3t?, z’=3 et on suppose
qu’a t=0s, les coordonnées de M par rapport a R sont O(0,0,0)

1. Donner la vitesse relative de ce point ainsi que sa vitesse absolue ?
2. En déduire les coordonnées du point M par rapport a R ?
3. Déterminer I’expression de I’accélération relative et absolue ?
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Solution :

1)- La vitesse relative et la vitesse absolue :

. do'M
Ur = dt
e=1

v, = (12t +3)/ — 6t )’

v, = (12t + 4V — 6t )7
R //R’ donc :

v, =12t +4)I—6t]

2)- Les coordonnées du point M par rapport a R

_ doM
Vo = T

t
]do_M’=fﬁ;dt
0

x = 6t%+ 4t + ¢
y ==3t*+c,
Z = C3
A Dinstant t=0s, x=y=2=0 donc ¢1=C2=C3=0

3)- L’expression de 1’accélération relative et absolue

aa=dt=121—6]
I
ar=dt=121—6]

Exercice 6 :

Un corps de poids égale a 8N, posé sur un plan rugueux incliné d’angle 6 = 35°. Le
coefficient de frottement cinétique est 0.40. On prend g =10m/s?.

1)- Trouver I’angle d’inclinaison pour que le corps glisse avec une vitesse constante ?
2)- Quelle set la force normale pour un angle d’inclinaison de 6 = 35° ?

3)- Quelle est la force de frottement pour un angle d’inclinaison de 6 = 35° ?

4)- Quelle est I’accélération pour un angle d’inclinaison de 6 = 35° ?
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Solution :

1)- L’angle d’inclinaison pour que le corps glisse avec une vitesse constante :

Pour que la vitesse soit constante, il faut que la somme des forces soit nulle

—

P+T+f.=0

La projection suivant (0x) et (oy) nous donne :
mgsinf = f,

mgcosf =R
Nous avons :
fe = ucR
tan@ = pu,
6 =218°
2)- La force normale pour un angle d’inclinaison de 6 = 35° :

R=mgcos@
R=6.55N

3)- La force de frottement pour un angle d’inclinaison de 6 = 35° :

fe = UcR
f.=262N

4)- L’accélération pour un angle d’inclinaison de 6 = 35° :
mgsing —f, =ma

m gsin @ —
a= g fc:2.46N

m
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Exercice 7 :

On écarte de sa position d’équilibre une masse ponctuelle m suspendue a un fil
inextensible de longueur 1. On repére la position de la masse m par I’angle 6 entre la
verticale et la direction du fil. Etablir I’équation différentielle du mouvement en
utilisant :

1)- Le principe fondamental de la dynamique (utiliser le systeme des coordonnees
polaires).

2)- Le théoréme du moment cinétique.

Solution :

Les forces appliquées sont : tension du fil et le poids.

1)- En appliquant le principe fondamental de la dynamique :

Q

=m
=m

~L TR
Qu

P+
L’accélération dans les coordonnées polaires d’écrit :
d=(#—r62)U, + (216 + 1)Uy

Dans ce cas, nous avons : r = |
Donc

= (16)7; + (1)
Projection sur U, et U, nous donne :

—T + mg cos @ = —ml6?2
—mglsin @ = mlé
D’ou

é+%sin9=0
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2)- En appliquant le théoréme du moment cinétique :

dz_zqﬁ

La vitesse en coordonnées polaire est :

B=160U,
L=1U +ml6U, =mli*6k
dL .
E=ml 0k

Le moment des forces est :
f(ﬁ)=m XxP=-mlgsin6k
#(T)=0M xT =0
dL . .
&=t (P+i(D)
ml>0 =—mlgsin6
é+%sin0 =0
Exercice 8 :

Chariot au repos, son toit O’A’ est incliné de I’horizontale avec un angle 0. Il se
déplace sur I’horizontale avec une accélération constante a0. On lache sur le toit de ce
chariot a partir du point O’ une masse M sans vitesse initiale. On néglige les
frottements et R’ est le repére du chariot.

b

y

O’

@) Q

1)- Trouver I’accélération de la masse M par rapport au repére R’ ?
2)- Déduire la vitesse de M dans le repere R’ et 1a nature du mouvement ?
3)- Déterminer la réaction du toit sur la masse M ?
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Solution :

=]}

@) Q

1)- I’accélération de la masse M par rapport au repére R’ :

Le principe fondamental de la dynamique pour le repére R’ qui est mobile est :

—_— N

I3)+}_?)+F3+FC)=mar
E est la force d’entrainement tel que :
F,=-ma; = -mag
F. est la force de Coriolis. Dans ce cas elle, est nulle.
P+R—ma;=ma;,
On projette sur (Ox) :
mgsind —maycosf =ma,

a, =gsinf —a,cos 6
2)- La vitesse de M dans le repére R’ et la nature du mouvement :

dv;

—

Cdt
t

a’T
Vr
f dv, =far dt
0 0

v, =gsinf —agycosO)t

Nature du mouvement :

3 dx'
Cdt

x! t
f dx' = f v, dt
0 0

1
x' = E(g sinf — a, cos )t?

Ur

Le mouvement suivant O’A’ est rectiligne uniformément variable.
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3)- La réaction du toit sur la masse M :
On projette suivant (Oy) :
—Pcosf+ R—maysinf =0
R=Pcos8 + ma,sinf

R =m(gcosf + a,sinf)
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