"cou. Nomm supéaxzvn.. *

Concours d'ent.ee a J.'ENS pour "’si&'él;

I . P’v‘epa"ation dv m@; --'ﬁ'ﬂ'&muqu

SQ#S.Lan j umﬂb.,., 154 T

¢a soutra!

]
-
e
°
°
1
o A 03 i
lﬁﬂMM;

2 &;i*;?s!lf'i'

foreuve : Analyse . |Gk .

L

Dux:t‘e ': 4 heure=

%
1}
L L 1 Q’:
R EN( o A

NP PR YT o7 X0, S N

:ﬁxr,,nc_,_'r"gz.-r e —_— T me

" Sofi Iz sulte Ly = c:os(n Irex), xG IR, montrer . u'ells ear &nu-rcrgcntc | xeq En\a..ag:x-h n:clpfoquc avec

EXERCICER | | | 'x"‘"&- :

Emdc dc h conw:r ence de la sénc de¢ terme 3- ncrai : f.-.}l. - .1'.51

Gyt = ' = e -kurjr ’ : . ; ; .

i Fcosn -

I‘
wy

4
AT N JE19

YERCICE 3 . .

*3 _ . RN

N ae=
et

.
R VLT LT I EYRE L

Dc. sainer 12 limie suivante . 5 % -..h liividia

' & i 5 " e . .‘_»‘ * *d .'
- Fxs .

(l 5 sm ::)‘ e ?
l.'lo . ‘ {
2

]

_1_","| -

!-‘} - - -

-
4
L]

“

]
N
¢

fed

e,\‘"_:,ggcg_ : P e 1

[

* )n ' g ao _‘uc‘conque‘ hioq.ref quc 'a ll.ﬂf 5-. ’:{I’ c" u’.- ﬂnm‘mg GOIWCI'QG-IIG p'.)lll' Lac OU:l QUC '{

a0
[

2> 0, et cn-dédu_irc que I{x)e= Z e™* ast vae fonction Indé.im'.g:@t dérvahle de.x pourx >0.
a0 : " : G .

,.s~<“.~,rz CES L Lo -

I R ST LN R T X RN

:udwr ca tenines do continulte un.ronn»- Ics applications vuu.-'zmcs. EL—»IR::_ [R*-& L
. xbx} "\

' . : e - ) I ‘-:
+ EXCERCICE § ' : - c R :
; .. ! ; o w Sl PR o T Ba g
s dt T T 1) T K
" Ao e t— v . - f :'nft ) Y '
Caeuler Plategrale ), 737 e T, }; X :

- i !
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c barre n'est pas défini en +l'infini parce qu'il n'y a pas d'ordre dans C. i.e <,>
corro à partir de la 108


.MJNISTERC OU TRAVALL, - REPUBLIOUC DE COTE O'IVGIRE
DE LA :-'oncnon PUBLIQUE. - Unia o
ET ugu) “FORME AOMINISTRATIVE o hdpum "‘_"".
\ ------------ . N
QIRE_L. * QE'LA FORMATION . ;
-1 ET o\. nucouns h . J'éudf Q Qe

i
f CONCOURS PROFESSIONNEL D’ACGES AU CYCLE DE FORMAT N

PROFESSEUR CAPES - OPTION : MATHEMAT QUES,
AUTITRE: DE L'ANNEE 2002 5

& i, o " .
1} SESSION DU MARDI IGUUILLET 2002 - . o
EPREUVE D'ANALYSE Q';_, A’ ' DUREZ - : 04 H 00
T .. Rl COEFFIGIENT : 03 -

Bx :ll,ciccl. 3 '

’( ’{ Donner les définitions de la continuité et de In continuité‘uniforme.'

by Etude de Ia continuité uniforime sur IR de ji'.t)-:k::_ ct de gfe)= .\_'}

5Mom|erquu _l_lm(n.‘[_ +n’)' . | e 0 B
E).trncel L ' a

7 'p Définir la convergence ¢t la convergence unifomme :I"unc suite de fonctions

numenqucs

.

. '

[ — —
d

L .

dped
Ray nde convcrgcnce de la série Jgaz* avee ajH0, ag. =27, gy =2,
L

~ ~, . g \
Ex rcice 6’ ' ;
' } | \Iaturc ( ouvert, fermé, compacu)des parties de IR? suivantes :

A={(x.y) em’/x+zy<1} B‘-((x,y) sm’/ 2x-y uf), Cuffey) IR’ /7 +2y -JySSJI

———— i e —

%HEJUSIIﬁer que p 1 IR*->IR définie par p(e.) =]+ + spx)3 W ) est une norme sur |

i | "IR?. Dessiner ta boule unité de (IR%p ). i’
H A s
Et--rclce‘l
: i Ca) Sou (x.) une suite dans IR vériliant pour loul n erN [Xn=xaer} <2 Monlrcr que
% _].:; ' la suite(x) converge . '
";/ b) En wilisant ¢ critére de Cauchy pnu. lcs suites montrer quc In série .

%

": 1 harcionique est dw-.ryuuc
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AT | e 2N
_ . | {ENBG&E 'S BT CONCOURS
ECOLE NORMALE SUPERTEURE D'ABIDJAN '\\g/ ;  SERVICE DES Ex.mm.*la ET COME

e

-
.
et = s cape

Concours d'Entree ?: J.’EHS nour la preparatlon du C‘-lPES

' Disc:.pline N[;\T'H:— M,q T{@ ES - .
sz‘euve P\‘V\C&'"X‘JL‘ o | -- Dyrée

' 4 "h:_'e_u.:'es
2004%

-l

el e

S&-J-‘alon

e

}0 Eterc:cel

. l) Donner les dc.ﬁnmo ns de la cantinuité et de Ia continuité umf'orme d‘une fonction.
- 2) Donner une garact:nsatlon d’une fonction non uniformément continue.
3) Etude de la continyité uniforme sur IR de fii) =giric et de gic)=sinfc’).

Exercice 2.

-

w 1) En oncer le lien entre suites et limite d'une foncnon ¢n un point.
7

w?‘ 2) Erablir que la foncrion’ fﬂr)= cos—'; n'admet pas de limite & I'origine. -

X. " Exercice 3.

o (
Nature de la serie E-—-——- (az=IRy)
T ath 'f(-]) :

N U
Exerciced \1'&

1) Donner la définition de la différentiabilicé 2n un poist 4'une fonction numérique définie sur

" un ouvert de IR . :
2) Exudier la différentiabilité de la fonction numériqu’é"t'déﬁnic sur IR par flx.y) =sup 1x°, ¥ .

V' Excrc:ce* G e

=

Calcu}er le »olume de la sphére de rayon a.

Eterc1c° 6. ) .
/\ 1 ) Sont fune fonction numenque def' nie et \.oxmnue d’un espace metnque connexe et compact

N

E. Priciser ls narure de f(E) ; on énoncera i2s théorémes utilisés.
2) Justifierquep. [R2->[R définie par p(x.3) =|x] Hpy] 14 .mpnrl)[yl J est une nomae sur [R*

. Dessiner la boule unité de (IR*p ). ,
- A / |
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§ LCOLE NORMALE SUPERIEURE D'ABIDJAN O LSERVICE DLS EXAMENS ET CONCOURS

_Concours d'Entrée a l 'ENS, pour la préparation du - CAPCM

Discipline : MATH EM P\Tf &U ES

éoreuvu : ]\Md_‘Q‘iée ) ﬁii_r'ée : 4 heures.

Sessiop t 2005

- I:
O\E'xcrcice 1 %&L v @
x*(1-x) si xe Q

¢ Etudier la continuité et la dérivabilité de l(x) = el
. 0" sixegQ

-

1

3 Lxercice2

i}- Donner un développenent en série entiére de [{x) = Arc sin x ..

@Q‘ﬂxercicc 3

\ Xy . '
[ : S X, * 0',0 .
7 & 1) La foncticn f(x, yy = {x*+y? (%) ,( ) est elle continue en (0, 0) ?
V 0 si x=y=0. | ' N

S

2) Etudier la différentiabilité sur IR? de g(x,y)= sup(x~ y*).
. ] ’ w0
| . Exercice 4 :
.Résoudre dans IR

y'—~ 2y'+y = chx 2 "(~ --1() D(

Exercice 5

)

- wU" i )

Scanned by CamScanner

C e b 8 a—


c barre n'est pas défini en +l'infini parce qu'il n'y a pas d'ordre dans C. i.e <,>
correction p 116


o

“r

DIRECTION DES ENSEIGNEMENTS ————2r—s—— IO TITY
SUPERIEURS @ SepLE NOD'A‘ "BE;?\EIPERIEURE
snnvxcn DES EXAMENS ET concouns ' R

e Concours d'entrée é I’E NS, pour a préparatloh du CAPCM MATHEMAT!QUES f.

. ... Session Sepf’embre 2004)

} ! épr,e_trxvpt.Analys,e T N _,-_Du;fé,e_,:n--heurgs O

| . Jirs Ry ;
\ .
o 5.5%51 ercice 1, | . :

On considére les suites (u,) gt‘(v.,) définies par i

2u, +2 ; QY

My = n .v,,.u - V, +2 N

u,+2 - 2vn. .
1).Montrer VnelN”t‘J,, <J— 2<V, . . ‘
2).Montrer que les suites (ug) et (vy) sont convergentes Trouver leur limite. §

- 'JE -,

3).0n pose w,= . Montrer que lim w"*’ =0

H-H'ﬂw

2 -u,
En déduire la limite de (wy).

- i
Exercice 2. w&-

. Log(l+sinx)~xvl-x 1L

1). Calculer: v
) ‘ h{“ . sin x ~shx L - f
2). La fonction suivante est-elle de classe C! sur IR 7

]
) = #0
f(X)" X sin x sl x .
0 si x=0 a8

3). Etudier les variations et tracer le gr'ap.he de f(x)=ch3x-'30hx. Gf{ %

- Exercice 3.

5 3 cosn .
1. Nature de la série de terme général u,= ol
n+cosn’

2. Développer f{x) =Arcsinx en série entiére, X 5 e
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) D m .- g ¢ v, 5 W
ECOLE NOR.MALE SUPERIEURE D'ABIDJAN ? @ SERVICE DES EMNIEI\S ET CONCOURS

.
[

o " Concours d'Entrée A l'ENS nour la prenaration du. CAPCM
D:.scipline . MATHEMAT| AUES:

Durée /} heurc.,

; -_ p{uve. ?Z : T
;- | AM'“'Q’V‘ " ; A Session : 2003

~_

& xere &g-_’l

J 5/;mi'fx.-/)«cn:3ffx
&z/azé JM =

YRR [E

Ex‘em.‘ie 2

civondrar 7;(@

|
i Y

X
N
c

.h\ .
¥
1\-;"
3
LY

BERES)

% ezt A
3 J‘lj cent e ; ' :
= ; Ao
( W Coul3p= xe i xE
& Nerece. 4 ; ééﬂ(ﬂ(’. / uzcér' € ;". 6;7 O/ - = f
- ] g d f/ 2 ?(({(:“5
- . , E becldly (j ctmmﬂcemc =N /Jé’?,ad :./ //U” 4//!} ]
LExeraed d ‘ 4 O, il en
e . A . -(,/ J = = k——‘-!m’ \4, i ;'j :
! - .l ' ‘i\m Cy

(-1" ) a pet /e c/ »;7:/ e e

N34

‘ =, - )ﬂw/” )
n€lo, 1]t {z} (A-%

,{/ &/a/ ;/;z.mey 7?/& /W/é /Ofﬂwéﬁ ototes ]“/ ¢/£e// ]«a/e' (r;,/,é"fl‘ L1 1
/ ol

1Y % é%ﬂ(/ (/e. U‘Ol’btfé"l’/fl. c/c’/ L

‘8 . SR
G) '}'um/f@f¢7ﬂ4/éx49/€. Lo /Urg a/n(//ze_ C C___ZO fTF&’///w T ( n)_':.-'v(

; on.tfé? 7&(2 /M (;»; = 6 74,:¢ (y, a2
"“’” Z7 En crdlecre. .,é(/ﬂ J./w»*?férb(‘ﬂw?/ & (&7/{(,,) geeand » /b?)c/"\-‘ o ‘C—J
/ 7

5&"‘-” fxexaf— o an decliire ,/rz”Uz & C{,}Ib"’(j CRCE elre fAMmE. ,//,,L (_/o)j
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ECOLF NORMALE SUPERIEURE D'ABI DJA.N

SER\'ICE DCS E\;\\‘!E\IS ET CO\COURS

(:oncours d'Entrée a J.'ENS pour ia préparatian du .CAPC\I

Discipline Mq_'[%:,ym;&,qm_e&

'y

. T R

| S¢éssion :-2003

4 heuzes

)
L.

Excrczce 1:
F esf un IR - éspace vectoriel de dlmensxon 4,8 =(e), ez, €3, e.;) cst une basc dc I5sur IR et
B =(e ..c:,e;,e.u)estlabasedualedelabaseb‘ .
On considére uy=ej+2e, - e3—2¢
uy=2e;+3ez -eg
uy=¢ +3e—-¢ -
uy='e) +2ext €3 + deq ,
T = Montrer que C = (uy, u, 13, 1ty) estune base de [ sur IR.
2~ Dctermmer les matrices de passage de B & (et qu.é B.
3 - Onnote-C ="(u", u'3, u's, u *4) la base duale dela basefC
- Déterminer les, matrices de passage de B’ C etdeC' 2 8"
En déduire les expressions des éléments de C’ dans labase,B". :
4 - Solent vy = 5e; +2e3 +4ey + Tey, va=3e, +2e; + ey, vi=¢) +2e 3e4 et
F=vect (v, vy, v3) le sous-espace vectpr'el de E engendrc parla farmlle (vn, v, v3).
Déteriminer F° Iorthogonal de F dans E
Déterminer tm systeme d’équations cartés:ennes de F dans la base B.
1753 '

: _ o 4.2
5= 8ot « & Zhifjrelque M, Bj=|,~ , ., |

-

3 =i 71

g) Déterminer Jm u et Ker u L .
b) Déterminer Jm'u et Ker'u ot ‘u estla transposée de .

¢6—2) Soitv="Te, + l4e; -e3 + 2eq € E, Déterminer les coordonnées de I/dans la base C

c) Soxt S=7er. "+ 14¢" <& +2e4 €E. Dctermmer les coordonnées de f dans la base ( .

E.xerczce 2:
E est un IR - espace vectonel de dimension 3, b= (e1, ¢2, ¢3) est une base de /2

32-2)

su'r 1t el

ye ﬂn(ﬁ)estdéﬁnipar."]v/ﬁ:. B)=1-1.0 IJ = A
' 1110

On note ¢ =.idg et I I3 1a matrice unité d’ordre 3.
1 - a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs praopres de u.
b) u est-il d:agonahsab!e ? triangularisable ?
ﬂ-c) Tnangulanser la m_atnce A
~ i) Calculer (4-~
n) En déduire le polynomc minimal ¢.(X) de u.
m) Montrer que v €GL(F) Coe
Jiv) Calculer 4” et " pour tout »n € Z.. -
V) Déterminer IR (4] la sous-algebre umtalre de M;(IR) engendré par A.

En donner une base.
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‘K 3-1) Montrer que fm (it~ ¢) < Ker(u - c)
' u) Vérifier que I - e) est’ une dronte vector:ellc de L et determmer une base (8,) de
cetle droztc vectoriglle, - . - o ST o
m) Determmer un vecteur &7 & E- tel que u(es) = - £3 % Bl Sy, e '
w) Soit: £1.un vecteur propre de u non colinéeire 2 a €2. R
Montrer que B'= ( &1, &, 83) est uné base de I sur IR et détermmer la matnce
| ;—-va (u;B') . :
- v).Déterminer. C(4) = {D eM;(IR)! AD = DA }.

Exercice 3 ; .

On censidére le systéme linéaire suivant::

[ x+(nz+l)y + O 2ml = a
o o+ oz + 1 = b
4-'(Zm'-}-i)r—l«y-lﬂ(m-}»l)z: + L = ¢
(r+Dz+(m+l)t = d

ol i, a, b, ¢ et d sont des paramétres réels.
] ~ Détérminer les valeurs de m pour Iesquelles Ja matrice asschée a (Sy n’est pas mvermbl e,

2 —Résoudre () lorsque la matrice associée a (3) est 1nver51ble i
'3 - Pour chacune des.valeurs de m trouvées dans 1 -, donner une condition necessajre et

. suffisante sur les parametres a, b, ¢, d pour que (S) admette des solutions dans IR et

déterminer ces solutions. , . )

(S)
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l‘.‘.COLE NOPMALE SUPERIEURD D'ABIDJAN SERVICE DES E‘{AMENS E’l‘ COVCOURS ‘

Concours d'Entree a. l'ENS pour la préparation du CAPES
[piscipline : MATHEMATI@UES T

Epreuve : M(l QJ/‘\(‘_ ' 4 : . Durée '.' 4. heﬁrea
. < - C ',__5955109 : 7903 _
. Exercice 1
- i R ; : e Log(1+7) .
a) Discuter suivant les valeurs des paramétres réels o et B la nature def) _17’“_‘# .

Representer les résultats sur un graphlque

-

al -t .

b) Caleuler z( D UL
¢) Calculer l'intégfalg.' triple ] = mp (x* +y*)dxdydz o D est déﬂn_i par %2 + y’ +2 < 1,220
‘d) Nature-de la série de.terme général v, = (_:]() e (ot paramétre réu l) )L

Exercice 2. _
z}. On définit dans IR x IR — {0 ; 0} la fonction g, par g,(x,y).=—x,iy:—- et 2.(0,0) =0
' TR (et ‘

L8 .
(o @ est un paramétre réel)

1 Pour quelles valeurs de a la fonction g, est-elle continue ?
2 Pour quelles valeurs de a la fonctian g, admet-elle des dérivées partielles ? = ¢y

=~ 3 Pour quelles valeurs de a la fonction g, est-clle de classe c'?
) —- 4 Pour quelles valeurs de a Ia fonction g, est-elle di ﬂ'érentiablg ?
B. Extremums dans IRx IR de la fonction f définie par f@t,y) a4y = 0= 12y + 20. -

Exercice 3. \ : E\‘\xﬁ
si

l) Montrer que, dans un espace metnque une suite (x,) est convergente vers une limite !

ct seulement les suites extraites (X2,) el (X+1) convergent vers Ja méme limite 4
2) Montrer qu'une fonction uniformément contmpe transforme une suite de Cauchy en une

guus de Cauchy.
3) Montrer que dans IR?, IR? - Q7 est connexe par arcs. o -
4) Préciser la nature de I'image d'une partic compacte et connexc par une fonction \

-numérique continue,
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& -‘EC OLE NORMALE SUPERIEURE D'ABIDJAN il SBRVICE DES EXA\‘IENS ET ¢

ncours d’entrée A I'ENS pour ly un.m;nliOn dJu CAI'ES Séric: -~ MATHEMATI UES

- rﬂh {ll'e‘ K Asmh-se Dllrﬂ" 4 heures

Cacdizh Gaaecle  bifins far u

W Rree 4

o ek P

AR e s A e (Rl ey
\ ’ ;s U, '

/’Lg?;'-&mmz. !

S Moty ;i....q A rfﬂ.c-ﬂ\-f-'.ﬂ fs.-:l‘amv./w ab ae\!“,'(u ‘”"7’“\-\

. M"ﬂctrw A '(..a.cc» oW

|
;- |
i N \ ' o L -
.\!M‘V (_cJ : S:ﬂ' #C“J‘ . .:’,l—"l.-{ T
i < B ‘
; < ""“’(V\JA&‘-\, ‘T.L-'-' ,.T.& yfn ¢?¢ a.,bv\c..ﬂ '.’/ Il ox 1) g} . __q L e '
. we ol L S W |
) E ' |

'/CC'- !-tb‘.'ek LW

i .‘.H'u' "’Tp ‘.‘"""" AR "('ff"*-‘.“' S oo
Lo i / Py ’ -
el ] ' A“"G')«W\.bwtq. Aaw :"x- Ag (.-QMI) .
- WGIT iy, ol
f/' ’ x —/{u“@
.IU‘E: ﬁ'\na'm. 5- “ G'lc"e . Q B 4 (' 0};1
W S
1 Y v U st !
;I.
24 . ® JLC it
- &'Qr-C—-Cc, ;G ! Rea e, i, dublisen L
& - 3-—3? -;-23 = waky
'." I ' ’ N
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- DIRECTION DES ENSEIGNEMENTS Z ECOLE NORMALE SUPERIEURE ﬁ
l : SUPERIEURS @ & '-B’AB-!BJAN

SERVICE DES EXAMENS ET CONCOURS N BE

[ Concours d'entrée 3 l’E N S bour Ia préparation du CAPGHM. MATHEMATIQUES
_{ Session Septembre 2004 )

L , Epreuve Algébre i | B 'Dur'éé'4-heqres< ]
f.ﬁ LCX]_ J_\“«;Z * )" L[TLCM bi.(ﬁmﬁ)‘l* coodetf

)( EAL'RC[ ALRCICE 1

»

a 1l 1
Soit la matrice A=|1 a 1| o a estunnombre réel.

e~ , 11 a N 0y |
1) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles la matrice A est inversible; - <«
2) Pout quelles valeurs de a la matrice A n’est pas diaganalisable ? - )

3) On suppose que a est nul.

a) Calculer les valeurs propres de la matrice A.

b) Déterminer une base orthonormée de vateurs propres de la matrice A.
' . A ’ \).'.\\ Q_\-&Gv

x EXERCICE 2

Soit G un ensemble fini muni d’une loi de composmon mterne notée* , associative telle que tout &lément
de G soit simplifiable 2 droite et & gauche,

1) Pour tout élément a de G, on considére les applications suivantes

- [ GG : g:G->G
XHa*x o X>x*a :
_. .
Montrer que fet g sont bijcctives s ' Aty

2) Montrer que pour tout element a dc G 1! existe deux éléments e ct e’ de G téls que a=aqre et
a=eg’*a,

§ » . ’p e . l'- . :&.-C“ e
3) Montrer que G admet un élément neutre 4 gauche et un élément neutre A droite, - "1 JE¢

4) En déduire que G est un groupe.

4{EXERCICE 3 . . o .

Dans I’ensemble C des nombres complexes, on considére I’application T, définie par
T.s :C—=C .
Zraz+b ; ¥

ol a et b sont deux nombres compléxes donnés.

Scanned by CamScanner



‘ - a) Déterminer lesvalcurs de a_e_lf b pourlesq‘tlcl-le.s T_.; é:st un élément de.G. 'ﬁg (}F/ &€ é’f :
» b) Exprimer (Ta,b)ql en fonction de aeth.
. 2)

a) Montrer que G est un groupe pour
b) Ce Eroupe est —il commutatif 7

la composition des applicatioss-

-+

3) On pose G={T.,/becC }. L Wb, o—,:z N eq.
--On considére I’application £:(Gye)—( CLx) - : 6 \
= o : Tl,b | 3 - a /b . ¥ (T o ,T V‘ o T-q ;{ahl‘ﬂd (414_!’; "J
: .. 4\, Aghy 19 T8y by >
2) Montrer que G, est isomorphe ay groupe additif C, e
b) Montrer que pourtout élément T, de G, on a SN} ]&... } (wetu &
' . 1 - ' — o s »-’T L
Tl.b b Gl ° (Ta,b) C'GI ’ 3 ? T\f p (%’ , TU]F o) a'f’: ‘_'El" d'[y_ é
¢) Montrer que fest un morphismée surjectif de groupes, ' :
d) Déterminer kerf, - =

ey T,(' (bid Tt-' )= T4-:S-

e) En déduire qm:;%l est isomorphe 4 (. _ ‘ e Tk o prate
. > % -‘1 e I %. .
4) Soit H un sous groupe de G e -

T,

ol

: . ’ ' )dll,lo < ltﬁ‘Lb-‘—B“b:}"
2) Monirer que tout'coupls { S, T) de HXH, ona. '

coql -—

- - T4

STS™' T e 3, S
o , : O o

. b)Endéduire} que si Hn G,_= t[‘,o } alors H est comn.izgs 3 9. L( "T,l: b ﬂu‘f;«ﬁt | =

5) Soit n entier naturel non nul et- ']_"_.-; unrélémevnt de G

. E;cpﬁmet' (Ta,b)l en fonction de a et b,

P
o ' oo A _.\,- VQ". gy 20004 o 4
g Tl T G b
: : : :u.f,\ﬂ" e = L 3
) B o . (—f(ﬁa'g,\ =A ., L 3 :,:mg, c C %
G 2‘9'?*' lab eq k Q=17 - Y 2. é"s o S‘L‘_(}‘_Jq'-.-)x |
‘ le T Gy dl. parza, £ o ¢ b %
. @l o .‘ﬁﬂ:r(: 1 a "f V*I‘C{e 0* p‘aT%bQG ? =
O ) £
S al ot
?‘ﬂ E:T . k .:’w‘-QM? 64 = o
G1Gy = L : Lh N
T AW ’_\T(plu m S S Caz . + W "%:‘-OT?G‘
i Hga dCnn ekl i RO ik U
- %TS’"I}"LQ& b yret > 3 %q:&'?':;i‘ ‘-l ’ (i
B PTI A a CTY R B R S
T35

—ay
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7y . ECOLE NORMALE SUPERIEURE D*ABIDJAN *** SERVICE DES EXAMENS ET CONCOURS
__Coneours d"¢ntrde .\l ENS pour la pn.p.lr'nlun du (,APCM |Séde:  MATHEMATIQUES | Session : 200] -
E.prcuu. : - Aulbre 7 .~ | Durée : 4 heures :

Probléme-

Dans tout ce probléme . on désizne par C le cnrps dés nombres complexes et Top I"application définie par :
et Tw: C—> ¢

;,i ' ' : zb—— az+b ou a et b sont deux sléments de € donnes

" On dwane également par G I"ensemble des applications Tay mverstbles
—_’\"-_

e

|
]
! PARTIE | |
| T L
1) A quelle condition Ty est-elle élément de G 2
) l'\'prinu.r en fonetion de a et b Fapplication (Tu)" ks

:2) Montrer gue tout élément de G est délerminé par la donncc de deux ¢léments distincts de C-ct de |curs

\ 1ma"e> . . . : C -
3) Montrer que G est un groupe pour la composition des qpplications
' B OnposeG'el Tin/ LEC ) 5"4) <h\n~_ ‘ﬁ;‘\ﬂ)
" Onconsidére I'application £: (G,o) f——> (c x)

: : \QL A = qua.f-aL-\-b

TL ,_'_ a
M ‘@ exvisomarph b ad't'?c I X o'\l AabS b = dyral “Hb
a) Montrer que G’ est isomorphe au groupe a aiue ©.. 9 abke -—q"*), i 'o(‘,ﬂ"‘* P

b) Montrer que G'est distingué dans G. u- L
- C e 9,\—'@() t‘ qjo-i-bQH'M )

c) Montrer que f est un morphisme surjectif de groupeS

e

14
'd)'Détcnnincr'Kcr(f). : gu)rw ?.0» \ra' 2r %”ﬂb" Ef:.d

&) Endéduire que G4, estisomorphea € .- 3 "l( b )+
_ . /G ‘ | (Pe(,-tll) A\ t—‘;l ) T la C;L Q"I)'f ) z‘a‘i
' ; C\ ,"

2) Montrer que : | ' | | b Cé )

V(ST)eHxH, STS'T e G’
b) Endéduiraque: | - - = ‘HA

Si H'm G' = | Tio) alors H cst commutatif.

5) Soit Hunsqusgroupede G. ¢

6) Sait n un entier naturel non nul . Montrer que; -.
Pour tou: élément T de Gona (Tap)" = :I‘.",w...,,.: ...... ') =
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Y earrEz- e .
1) Déterminer Pensermble des apolications Ty de G qui-ont un élément ﬁxe‘. '
2) Svituun élf:munl,-quc!conquc.dc €. On pose Gy = { TweG/ Tap(u)=su ) | .
a) Exprimer en foriction de u et a tout élément de G, .
b) Montrer E;ue: (-5n est un sous groupe d'c G »i»'o::horphe ag’,
c) Montrer que pour tout couple (u,b) de €, il existe v dans € tel que I"on ait t
Tlo°G =Gy oTip - |
3) Soit T un élément de G n’appartenant pas 3 G’ e
a) Déterminer tous les éléments T de G qui conimutent uvlc. T. -
b) En déduiice que les sous groupes commutatifs de G sont fes sous groupes de G' et Iu xou\ groupes de\
G, pour u dans C. ' :
4) 0n>con51dcre u ¢t v deux eléments distincts de € ,
Soit w un élément quelconque de-C ,
a) Montrer que si w est distinct de v, alors tout elcmcnt de G, peut s'derire sous la forme TST" avee (5.7
élément de Gu {c My ;
b) Montrer que si w est distinct de (u-v), alors tout élément de G'\} T) ..} peut s'éerire sous la forthe TS'H
avee Te Gy el S G, | )
S) Soit n un entiee anturel non nul | ‘
a) Deémontrer que pour tout élément Tap de G \{Tro)
(Ta)"=Tip © a"=1letarl
b) Montrer que pour tout (T,u) € GxC tel que T'(u)=vetT(u)=u.onaT" =Ty,
6) Soit A une partie Gnie de € de cardinal n ( r1 é 2).0npose Go=[{ TeEG/T(A)<A}.

a) Montrer que Ga={ TeG/T(A) = A | ~

b) Montrer que Gy est un sous groupe de G, de cardinal fini",
¢) Montrer que les éléments de G ont un point fixe commun .

d) En déduire que G, est commutatif.,
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ECTION DE LTENSEIGNEMENT SUPERIEUR PUBLIC FIWt ECOLE NORMALE SUPERIEURE D ABIDJAN

¥ —~c- | SERVICE DES EXAMENS ET CONCOURS __
icours d'entréo A FENS pourla préparation du CAPCM -} Sesslon 2006 | Dteclpllne Mathémathuea
1va : Analyse ' G | Durée 4 heures
o - \

enciea. 4

: ractiniven o D aide oles Mﬁﬁﬁqiwu& .Qa;"can.[vw&’sz,t
g Lo oty umt

W—Qa.eaniwmi um,jﬂm_memﬂ?c{&

F(‘D_C) :% -f—«l. A = c@’s(ﬁc-}-d.)

“hondie ‘a”_,gg’,,_a = ¥chx )

ek o b

. (4 o D

e L ) SR L)

tencios 5 S TR
: | e
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omac'nou BEL ENSEIGNEMENT SUPERIEUR PUBLIC g

ECOLE NORMALE SUPERIEURE RE D'ABIDJAN

4!.._—-‘ “r:'vl

"] SERVicE oEs EXAMENS ET CONCOURS |

s

R Lo

|00ncours d’entrée’ é TENS pour la preparahon du CAPCM | :Session 2006 |

Discipline : : Mathémafiques

|Egreuve Algé ;::. s Es * | __ Duréc: 4 heures

737"-'3%@@ 1

3

RPRRES RP ¥ S XS, -

-f\ExBRCICE 3

1os g GBS Y i

| WEXERCICE2

Cctte épreuvc comportc: quatre (4) cxercices mdepcndarts

K- eS! un carpl Fonjmﬁmif ot B astun X cmlmcu yeetorial, ‘
" Soit S uri élémentnon nil de L(E). @

On designe respecnvemem paroete, l'cndomorphlsmc nul et l'apphcauon 1denuque de E.

On suppose dans. cet exercice que fi=0.

'1) Montrer que Im j c Ker/f.

2) Onconsidére g element de L(E)tel queg=e- /.
"a) Montrer que gestun automorphlsmc de E. «b) Déterminer g

3) On supposc mdintenant que K=/t ot E=IR"

a) Montrer que dim(Iim)) < dim(Ker). ~ . b) En déduire alors que dim(Im) ( 2.
« ¢) Montrer qu’il existe une forme linaire /i sur J* ctun vecteur 7 de JR* tels que :

v Ee IR, S _r-)v=n(x-).i7.

Soit G un groupe d"élément neutre e.

1) Montrer que si G est d’ordre 4 alors il extstc dans Gun clement différent de I'élément

e qui est son propre inverse,
2) Montrer que G est abélien si et seulement si I apphcahon W G— G

."

-,

Dire si les affi rmat:ons suivantes sont Vvraics ou: f‘nusses cn JUStlﬁanl votre réponse.

1) Puisque /R*=JRX IRalors IR*X IR=IR X IRX IR '
2) Toutgroupe G d’ordre fini est abélien. ,
3) Toute matrice dia_x,on:ilisab!e est inversible.

# 4) Lescul groupe isomorphe 4 un groupe d’ordre 4 cst Z/4Z,

5) Siune matrice a seulement deux valeurs propres distinctes alors elle est syméjrique.
6) Siun nombre entier naturel divise le produit de deux nombres énticrs naturels alors il

divisc chacun des deux nombres.
7y ¢ {11}, 9 et ( {-11}, %) sont des groupes.

D ' 8) Toutpolyndme de ‘degré 3 a coefficients récls a au mpins une racine réelle.

“NEXERCICE 4

.
e oy ————— .

A semen

D

.. 2) 'a) Détermincr les i.rallc_urs propres de A

9) Toute matrice trizngulairest diagonalisable.

Dans PPespace vectoricl récl E = IR, ‘muni de la base c:mon'qucb‘ (e, e;,e) 0n

considére l”endomorphlsmc J vérifiant :
j(é|)=3e.-4e2 +4‘-’: ; ./(ez )= g'- e, +3¢3j 'cl j(f—'J)""' ZL‘_‘ )

O.n posc A Ia matsice de fdans Ja busc /3.
b) Sest -il élément de GL(E) ?

1) a) Déterminer A.
b) A est clle dmgonnl:snblc ?

NOO

-3) .Déterniner une matrice semblable dAdelforme: [0 b ¢

0 0 b
~ .. L—-—Ql'\
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LDIRECTION DEL’E nnsmcﬂcmnm SUPERIEUR PUBLIC

. [_SERVIGE DES EXAMENS ET CONCOURS -

ECOLE NORMALE SUPERIEURE

Concours d’entrée A I'ENS pour Ta préparat!on du uAPcM

L 1
[Discipline Mathémathues : - . TR Sesalon 2001 j |
| Epreuve : Analee ' ) LN I | Durée " 4 heures - -'l
r 1 R j .
. . __’-__‘_L‘J-_ - J._.__ Wererge. o 3 ~c me% Gt v epremaa - Preiie e 2R I z o '
i —— | l . C ] . ) . : e .
«  Exercicel: ’ ' R -
Les affirmations suivantes sont — elles vraies ou fausses : oustlﬁer votre réponse) L
- a. Une suite donl les termes sont. 2 0 el qui converge vers 0 est décro:ssante a parur d’un
certain rang. '
b. Si uné suite a une limite > 0, ses termes sont->0 3 parnr d’un certam rang.
¢. Une suile majorée posmw. converge .
d. Une suite converge si et seulement si elle est bomée
e. . Une suite non mujorée st minorde ‘ | .
I

ge

n=r+

Il existe une suite divergente u tel que lim (uml -u)=0

Y

‘Si |u| converge alors u converge. N,

% Exercice 2 ¢

| + xarctan x —cosx

Déterminer lim = : . Wik

- x=U * X

Exercice 3 ; : ' g

. —y? '\/ﬂ . ° ] i
En admettant que f” e dt =-T calculer J: ("e"'dt VY nelN

Y. Exercice 4 :

Soit la suite de fonctions (), avec gy : IR* = IR définie par f,(x)=

L

J

4 2

3. Etudier la convergence sim ple et normale de la série de fonction Y f, sur IR’

X
n*+x?

Etudier la convergence 31mplc sur IR‘ dela svﬂe de. foncuons (f ) on donnera la

valeur de la fonction limite f el le domaine de IR* ola convx.rgcnuc a lieu
la suite de fonction (f},),, est elle uniformément convergente justifier

a2l

_ S Exercice S : - _
W | -0

xy"+2y +xp

= On cdnsidéfe I’Cquélion difTérentielle suivantc (£) { w0 = 4

On suppose qu'il existe une solution y de (&) développnb]c en série entidre, ¢ cst -4 —dirc

telle que y(x) = Za x" avec un+ayon R > 0

©» P'&»N:-

n=0

Calculer a,

Calculer la valeur de «, et trouveru2 relation enlre At el a,_, pourn 2 !
En déduire la valcur des ceefficients «, pour ::20

Donner le rayon de convergence de Ja séne y(x)= Zn x"
=

calculér la somme de la série entiére y en utilisant la fanction sinus. Que peut —on en

- conclure pour la fonction ainsi trouvee au vonsmage ' de 0?
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LDIRECTION DE L? ENSEICNEMENT SUPERIEUR PUBLIC
, R e L oo ECOLENQRNAL RIEURE
SERVICE DES EXAMENS ET CONCOURS | : ESUPE. “:'---
T

| Conco ; . — :
ursdentréoélENS pour la préparaﬂon duc c : o :

lDlsclpl!ne Mamémathuas i T i e i fLP MSu;lﬁn 2001 : =

LEpreuve Alﬂéb“’ T _ S —" .I‘.ll'J.uré'e- 3 hdllres .'.‘l

Exercice | On donrle Fiun ensemble fini de cardinal i, - T
_ Pour tout ensemble non vide A de cf’ on considere la fonction f définie par :
£, :P(&) - IR , :
CardA - ‘ .
) Xy = ‘ '
0 | CardX - ' @ -t S 1
' 1) a) f est elle une application ? : -
b) Déteiminer I'image de A par S - ‘ 2 l
c) Déterminer les images Kéciproques des ense:nbles {l} h'l[ et Ji->{ par f i

2)0npose6’ [abc;d &f) aA={me . » '

a) Délennmer I’ensen.ble de déﬁmuon de f
.b) Résoudrel équation

Xe P(&S) fd O -ell\_!
¢) Déterminer Im f o

dj f‘. est — elle injective ? . .' -

Exercice 2 Sou E un espace vectoriel réel de dimension 3 rapporté & sa base canonique .= (e; 7
On considére fun endomorphisme de E tel que
fley) =-eres; fle;)=¢,+2e;,+e; el fle)=-¢ —¢,

1) a) Déterminer M p la wtrice de fdans |a base ..
b) Déterminer les valeurs propres def
c) { est ~il un €lément de GL(E) ? o

'\J\Z) a) Qucls sont les sous espaces propres de f?
s b) fest—il diagonalisable ?

tad
: 3) a) Déterminer Ja nature géomélrique et les éléments caractéristiques de £, } \: A
_b) Déterminer l’urage du plan vectoriel d’équation —2x+3y—3= 0 Pl

it Le but de cet exercice est de détenminer tous les nombres réelsx, y étztels que} B
o leursommeest égaleal . : co
« la somme de Jeurs inverses s Agaled 1. . !
\ « Lasomme de leurs carrés st égaled 9. : ' I
/ \r_, / ) 1) (,alculcr de deux mmnErcs différentes (x+ y+ 22
' 2) En déduire les valeurs cxacles des véels xy+ yz+x7 et x)z.
3) Détenminer les triplets (pz) _ A / A

woualditieu Lly el ovaliiivi
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DIRECTION DEL ENSEIGNEMENT SUPER!EUR Fﬂﬂ;i
PUBLIC .

' ' | SERVICEDESEXAMENSETCONGOURS |

l:).nmcn du Certificat d’Apmude Pédabouque pour les | Sesslon 2007 Dlsclpllne Mathémauqms'
‘ Colléges Modérnes (CAPCM )] _

. | Epreuve : Algébre et Analyse -

i Duréc-:4henres- g I
1. ALGEBRE
Exercice I: Soit I'équation (E): (x, y, z) EIN:",_;" + yl =22 |

1) Soit (x’, y’, z’) €IN™ une solution
" PGCD de x’, y’ et 2’ tel que x’ = dx,
(X, ¥, 2) est une solution de (B) et
deux a deux.
2) Soit (%, ¥, z) une solut:on (E) telle que x, Y,
ewydeux a deux
) Etudier les cas suivants :.

de I’équation (E).'Soit d le
Y’ =dy et 2’ = dz. Montrer que
X, ¥: Z sont premiers entre eux -

z,soient premiers entre

BD.xety sont panrs N

¥ ' b) x ety-sont impairs, - - _ i

En déduire que xety ne sont pas de la méme parité '
ii)  Pour la suite x est pairet y est impair g
a) Montrer que z est impair, z—y etz -+ -y sont pairs.

b) Montrer que il existe u, veIN tels que y=u-v, z= u+vet
u et v sont premiers ¥ entre eu.x ~

 Exercice Il : Smt p un entier naturel premier -

1) Montrer que pour tout (a,b) e ZxZona ( a+b) ’== a? +b® [p].
2) Pour tout meIN’, montrer que m®=m [p].

3) Montrer que si n est un entier naturel et (n—1) !l = 1. [n] alors n est premier
. YSE
Al ﬂAL SE

Exercive I ' , . -
Soient n et b des nombre réels tels que I’on ait 1 < 2 < 5. On définit les suites

ce ) _1 £
(w)et(r,) par up=a,vg =bet: Uy = E(u,. + 0, )y Vor1 = —2-_(v,, +fu, ) @L
1. Montrer que, pour toutn, on a u,> I, v, > 1 etai, < v3. |
2. En déduire que la suite (v,) est décroissante et convergente. s
3. En déduire que la suite (u,) converge et quo '_l_l.rp. T m v, Calouler fn limlita.

Exercice 11
. Studier la nature de la série

5 _coon_ M

5 Jn vcosn

Exercice 111 . ; | ; 1
= 2 ‘ Y
Calculen ..l.l.’ll P, i h ‘/-(]"“;Xl*") ..(H-.'.'.} ]
15 4 n

gy
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l DlRECTION DE L' ENSEIGNEMENT S UPERIEUR PUBLIC \ ﬁ .
‘ - T 7 ECOLE ORMALCS PERIEURE DABIDJA

Wwﬂrcomou K e
= caurs d’entrée A I'ENS pour Ia préparat!on du CAFES Seaslon 20 RS .
reuve : Algabre e g _ R0 4008 D'“’Pllno Mathémathucs

Dtirée 4 heurcs

EXERCICE | )

Soient a ct b deux nombres réels.
On considére Ja matrice d’ordie 3 ot & coeNicients rccls ci

-dc.ésoux. )
l a b
M ={a | b]
b a |

1) Déterminer les valeurs des nombres a ¢l b pour lesquelles M cst inversible,
2) Dans le cas oi M n’est.pas mvcmblc déterminer alors son rang,

b

,1 T

4 7 EXERCICE 2
Résoudre le s'ystéme suivant
((m+1)x +y. -z =m

2r Vmy 1z -3

3
mx +(1 —-m)y +mz =M

.

Ou m est un paramétre réel.

EXERCICE 3
Suit le polyndéme D(X) = X*-4X-S,
1). a) Déterminer les zéros de D.
b) On pose F(X) = X" avec 7 un cnticr natuiel,

Déterminer l& reste de la division cuclidienne de F par D.

2) On considére la matrice suivanic

I 2 2
A=|2 1 2| e M,UR).
2 2 11 °

a) Monltrer sans calcul que A est dingonalisable,
b) Trouver P, élément de GL(3,IR) tel que ' AP soit diagonale.
¢) Quel est le polyndme mlmmal dedA?
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d) Déterminer Ia sous 1lg_,<,brc de A, (IR) cng,cndrec par A. En donncr une Dase: -

¢) Exprimer A? en fonction de A ctde lottlestla mau ice unité;
£} En cleduxrt, quc A esl inversible et Uetermmcr A'en foncnon de Aect de l

3) Déduire dc l) et 2) une méthode de calcul de A"pour n dans IN 3 dans Z.

P o=pw’ : . . ’ {lj
4) a) Vérifier que pour tout_:cnlrler relatif n, on a - 71.0

e s (e [‘-"-n-'i]

b) Pour tout nombre réel /, calculer e,

EXERCICE 4

En justifiant votre réponsc, donner la valeur de vérité des propositions suivantes.”

1) Dans un groupe G, toute classe modulo un sous-groupe H est équipotente i H.
2) Soit N un sous-groupe d’un groupe G ; pour tout sous-groupe t de G contenant N,

% est un sous groupe d;i groupe % .

3) Tout groupe d’ordre 9 A’est pas commutatif,
4) Soient M, et M deux idéaux d’un anneau commutatif A.
Si M,+ M,= A alors pour tou? couple (5 x ,) de A, il cxxste un elemenn de

Atel quex = r,[M]etr— x, [M,].

5) (1R°,.) est un groupe apériodique.
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| smwxcr DES EXAMENSET concouns .

L.

Canours d'Entrée a 1'BNg Eour lu Erép_ara.t.i.on ‘du CAPCM i

Diso.i.pli.ne 'MI\THFMAT QUC\; . ; S “

épreu\re ] A ?[@) | 4 e Dirée  : 4 heures .
<, |Séssion : 2005 ‘

3

PR

SRt ARS8 - s v WS 5 S E—

; \?’

I - A et'B sont deux partles non vides.d'un ensembleé non vide E. - Q‘
Soit f: P(E) > P(A) x 9(B) définie par : pour tout X (E) .\‘N(
F(X) = (XnA, XB) w;é’ -

I-—- Déterminer f(E), f(A), £(B), £($) ct F (AuB) .
. 2—Donner une condition nécessaire et suflisante postant sur A el B pour que f’ soit injective,
w.{' 3 — Donner une condition nécessaire et sufli isant@portant sur A ¢! 13 pour que  soit surjechvc ,
> 4 —Déduire de ce qui précdde, une condition uécessalrc et suﬁ' sante purtant sur A et B, pour que f
soit bijective.
Déterminer dans ce cas, I‘apphcauon rcctproque f de t‘

II-E estun espace vectoriel de dimension finic sur un corps commutatif K.

155 On suppose que dlmle = p, (pelN")
SOABHEA_EE x#0el £, 1<igp :Ies éléments de E' le dual deE verlf ant fi(x) = 0 pour
" tout fe(l, ..., p).
"« Montrer que la famille {i}),., est lie.’

2 — Soient g1, 82, ... » Br€t [ des éléments de E* lc dual de E, (nelN, n 2 2), tels que
[ kerg cKeif
. =l :

. Montrer que f € vect (81. &2, -.- » Bn) le sous-espate vectoriel de E' cngendré par g;, 82, v+ Ene

A
"3£3-0n prend IK = IRet dimg E = 3. Soient B = (c., c:z. e3) une base de E sur IR et B'= (e, ,e,,e,_)
la base de E’ duale dé la base de B.
On considire vy =e; +2e;+3ey, va=ej—exte et vi=er 2e2 + 2¢) dans E.
a) Montrer By = (v; , v2, v3) est unc base de E sur IR

A4 b) ‘)étermmer la base B duale de B,
"c) Quelles sont les coordonnées dee; -+ e + e1 dans By ?

'd) Quelles sont les coordonnées de e +e, +e,-dans By
§
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(\‘Sk‘ | _ 21.' . o

"2 "
II-Soit A = 2 1 ‘=" 2] e Ma(IR)

I—A estelle dmgonnhs*tblc ?
Si oui,- délermmer une matrice Pe(;l, (3, IR) te!lc quc P /\l’ soit dlag,onale

- Déterminer qa(x) le polynOmc mmmml de A, '« \
1, B n " . 1 % Q.)
3 Calcul"re 13+——/\l--—-/\ b= A+ =l T — A b
- n' kniN¢ ‘ kl . % ( /q‘/ V

| 10 .0
ot Iz = |0 I 0O
0 0 |

4 - Monlrer que AEGL (3 IR) 4 cxpnmcr A cri f‘oncuon de Act I; pour tout neZ. \p,.r

25 — Résoudre le systéme différentict suivant ;
xX'=x+2y-2z . 7 " i
y'=2x+y-2% & -, | ST

: .W\ | 3 .

ClE=2x +2;,r—-_32-!~‘c'. ' - : P

# 1V — Résoudre dans IR le systéme d’équations linéaires suivant : &

oo

[ax+y+z+1=1
Clx+ay+zat=b
(S) 5 i w YT
Ix+y+az+t=b? "
x+ydzFat=bt ‘ WL ,~.e’)a‘ |

ou a. et b sont des paramétres réels. . 2 8

*AL Y- Sc:»nt I3 un IR-espace vecloriel de dimension 3 B =(c), cz, eJ) Uno basede EsurIR, qla formo
quadratique sur E dont I’expression dans la base B csl ax),= ,x o+ 235 +3~cJ -2x X3, pour tout

\ ‘

X = xj€e1 -F x1e2 + X383 dans E. : : N
| .- Délerminer la fcume polaire £ de q dans la base B .

2 - Montrer que (13 f) est un espace cuclidicn
3 — Déterminer une buse orlhonornnle de (E, [).
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Concours d’entrée a 1’ENS. '
pour. ].a 8érie : Mat -
préparation du CAPCM 393310n Ol;ﬁmagtg:es

[ preyve : Algébra . e il N |D..1rae : .4 heuras |

F.-.XERCICE'n'“I ' ) Soil M v (R) I'ensemble des matrlces carrées d'ordre n.
Soll Aa(a,) une matrce carrée d' ordra n-¥ coéf!' clents réels. .

On définitfa race da A par: 7r A= Zn,, .
. L i
0. Montrerque : VeV * VBeM,,(R): g
1r((4B)*] = 7r[(84)']
. 9. Montrer qu'il nexlsle pas de. malrce B (Be _,(,'c)) vérifiant
AB DA = /,0b | désigne la matrice unité d'ordre n. T

. ©.Solt 4eM,, (R),_de 1ang égal & 1 et de Irace nulle.
K . _Monlrerque.A estnulle,

EXERCIGEn'2 |’ -
GRSl ) Solenl E un‘esp‘ace vector{el réel el. u,g deux endomorphlsrnes de
E.On supposa qua ; '

gou—uog=2u

~

- . 6 0. Pour neN'*; exprimer gau" —=n og ‘en fonction du nelda e
J seulsmant.

" @. Solent AeR et x unvecleurnonnilde E tels-que:

- g',r(x)sk.;: et u(x)=»0. |

~montrer que xet u(x) sont linéalrement Indépendants

L] .
. . . -t

C . - monlrer qua si x,u(x),....u" (x)sont tous mon nuls, alors lls- sont
, linéalrement Indépendants., : g
it ' . . ™ ¥ . . . \ .
. — : Cofra-2) w oy
l EXERCICE n*3 l Solt M=|2 5 -4, . v
' T . ' 22-1) R

O-La matrice M esl-elle diagonalisable ?

. © Trouver une base dans laquells M  s'crit sous la forme :
M =D+ N, avec D diagonale et N nilzotente. .

@ Calculer M",pour neN*

' PROQLEME l I Solt wet v deux endomorr\hlsmes de R* de malrices respeclivc.-s A
' —— et B surla base canonique de R*. : .

e dans la base ca_non!que’

- Solt w 'endemorphisme de k™ dentla matrlc
. de-R¥ s'écrit, parblges
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(! ? 4.-13 Y]
0 1JRB-4a 4
ou | désigne la malrlca unita d'ordra n.

(b En dédulra qua del W= del (u * v) del(u- v)

. @ D°""er Une expression du'méme type pour Je- polyndme
caraclérisllquedew .- e T He e ',p '] PN

iar S0 Q".SUPPOSB que -u et v sont diagonalisabres et q'ue de plu.é ‘uov =

" 'Ori hdle’ &, I'sspaco- veclorfel propra de u assoclé a ia’ valeur propra A.

Qz Monlrer que l'on peul’ dél‘n'r Ies restilcllons

ds u et v a E;
.comme endomorphlsmes de &, . On les nolera ]y, et v| '

& vf, esl-! dlagonallsable ?

@ Conclure qu

, : il exlsle une base da vett ‘u -
3 uet 3v, | e' e FS propres communs

~®on s_upppse loujours uetv dlagonalisables tels que BOV = vau,

- - @ Monlret qu'il ‘exlsta une.malrice P inversible tells que :
AP prlpp solent diagonalisahla.._ " :

(- 0 Y(A4 BY(P o
@Galculer (0 - p")_(.a AJ_(O P)

1)

- ®En dédulre qu'il exisle une basa (e:e,e,, £, /) de R**
dans laquelle la matrice de w s'écnl

VAN
(Jg Jg) avec

A OO . 1 .00,
Jy=]0 2, 0 y vy =}0 p,
s2e 00 2, i 00;1

'd_M'ohlrer'que w est dlégonéllsablé.
i T
OSoIl N=4i 22 2
-3 3 -5)
‘ QDlagonaliser N.
dDCValcu!or N

' &-On pose A=I+N et BaN'.

La malrice [j f:J est-elle dlagonallsapl_e_: ?
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**x%x%_ SERVICE DES EXAMENS ET CONCOURS

Concours d’entréa a l’ENS pour la ([Série : Mathématiques
. préparation du CAPCM , Session : Oct..2001

T
e, P

Duxée : 4. heures

Epreuve : Analyse :
T )
Excrcico 1 '\é\ﬂ’

I . ' .
; 2(1~cos x) sin x - x> {1- 2

1°) Délerniner Ia limils sulvante : lin ———
. , e s . x—x

Lxoreice 2

l°) Etudler la fonctlon £ dcfuic par: . : v
i | X~ I \ ™
flo)=0 I(x) = pour x ( :c-*J) A0 et lx] #1 (on pquira d’abord :
étudier fa fonction déﬁme par g(x) = X Log, |x| (x 1) Log =~ l)el lracer ba
courbe. |

2°) En dédmrc graphlquement sulvatit Jes valeurs du réel m le nombre de solu&ons de

Péquation ; - ?

o

L] . .
g . -
-

Iixercice 3¢
. Smt £1n foirction nmnéuque définle sur 1R?

sl(x,y)# (0,0 et £0,0)=0

%, y) = (x +y) ¥ vy \/———

La fonctlon f est-clle contlnl,xe au polnt (o,o)? y admet-elle les dérivies parllelles ? Est-cl[a
différentinble en ce point 7 1 B .

I xu:cxcc 4z,
Montrer qu'il exlste des solutions développables en sérle. entiéee de 1"équation

chﬂt.rentie;ll{"-'}x (k=1)y’ +3xy =9

l)élm miner le Tayen do convergence de lu séric oblenue et reconnaitre le dévelOPPC"’e"t'
Intégeor alorg calnplétement (B)
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; COLE NORMALB SUPERIEURE D ABIDJ’AN : ‘ _szmn:cm DES Exm{zus ET CONCOURS

M sezm m weearem oo o o ———— .- s

» « m—mam s AR Srrdwmen ss e anmee pe ve b ope w

"[ _ o A concours d -antrée a L} E N.S. pour la ptépnrdhlon du CAPCM
e LSV : it
, ki DJ.sc,:.le.neh : M%,W&uma){;,ﬂu,\j; B Session : 2002
e A' —— By - .
L ; E]g_reuve_ s Amal//\{_. @ P N P Du’,r-ee__';:' 4 he}.u;:es

‘i\ Excrcncc 1. ,
a) Définitions de la continuité et de la contmmté umt'onne

b)- Etude de la continuité umforme surJR dej(r) =cosx et de g(i)=cos(x’). .

- o | " ’ p - . 9
[ e v 2 o : ; e o =
3 " 8l o : £ = i 2 . »

_9\* L‘xercncc 2. - £ ,
Emdzer les variations et tracer le graphe de f(x) —ch3x-3chx.

Etercxce.'i =l

~a) Deﬁmnon de la dlﬁ'erennabxhle en un point « d’une fonct'on numenque deﬁnte sur un

*ane o et

-ouvert de IR?, _ o
b) Soit g; (x, y)=‘(—x%; si(x,y) ‘;—‘(0. 0) et ga f0,0)=0; ( o paratétre réel). .
1. Pour quelles valeurs de ct la fonction Za e.St-eIle continue ?
2. Pour qu elles valeurs de o la fonction ga admet-elle des dénvées partielles ¢ R
3. Pour quelles valeurs de o la fonctxon %a estallede classe €' 7+ i

4 Pour quelles valeurs.de o la fcmcnon ga est-elle dlﬂ‘érentxable ? /

, Exercice 4. -,
Résoudre dans IR : y** +2y’ -3y =x e,

Exercice 5. _
Calculer a I'aide d’une mtegrale ["aire d’un disque de rayon a. !
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Ecpm‘_qu svrzn:zuiu-: n'nin&irr ) ”» sﬁxmcz DES nmmns m.coxcouaé

o Discipline ' Mathématiques 4 '..-,'“,' e :f Session N 2002
_ Epreuve 3 Algébra _r'f- f . Durée.: 4 heures ..

F':RO BL.EM'E

Dcms tout le probléme, on désigne pariy! ensemble des entiers namrels et par IR le corps des nambres

i

réels. On se place dans l'espace vectoriel euclidien IR" rapporté a sa base arrhononnale canonique
(1, e e;) et pn note 0 le vecteur. mul de IR, ' '

On aourrg évemueliement identifier un vecteur x, élémgnt da IR” dvec la matrice colomre [aJ‘ de ses

composantes dans cette base. -
Dans I'algébre des matrices carrées d’ordre 3 & coe)j‘icients réels, on note I la matrice unité:

- Dans ce probléme on edeeJa convergence d'une suite (Xinem de vecteurs de IR’ en faisant .in’ervemr
dewe bases dont I'une est la base canonique. S : Y e
On rappelle que la suite (%,)ncav converge si et .reulement sf chaf'une des suites (Gn)ac v, (Bwnem o

-

(7 W)ne ov des composantes des x, dm.s' la base c.anon!que est converaenre la limite | de Ja sirite ezant

alors géfinie par
I1=(lim aye; + ( lim ﬂ,Je; + ( hm r,Je;
Un résultat de convergence d'une suite( x,,) vers zme Timite l étant abtenu dans :me ba.se donn ée , peut

éire emloﬂé en faisant mterven!r les campo:mrre.r dans zme atm'e ba.se

. _.l_.. .

r
”

-

- . ' .
- . — et v"‘;-'i@ o e .t i
» -~ . -...- S - ’%‘ P“- = TN -_:;."l o . T -

. 2 ay . S . NOPIRCE f St 5 Rl T

: ' 10 1 P — . :
' OnposeA 011 . == N gt . L
. . 1 l 0 - l: . . .

-On no_t;_: 7, 'endomorphisme de IR? dont la matrice dans la base(e,, ea ez )est A.

Partiel |
- 1) Montrer sans calcul que la matriee A est diagonalisable.

2) On désigne par A1, Az et A3 les valeury propres de A (1 x<A 3<,13 )
Deterrmner Ay, Azet™ds
© 3) Soxt £un vecteur propre de A, de norme 1, associéa A (ie {1,2,3} ).
a) Determmer des vecteurs g;.
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.b) - Déterminer Ja matnce. de pa$saoe P de la basa uanomque st tdine. 6‘;)‘ ,

c) Veérifier que P est orthogonale.
-d). En déduire P '
&) Calculer P"AP | .
4) Soxt M un reel on ppse' B(,u)mA-- ',uI.

a) Detenmner les?valeurs propres deB( u)

=) Determ;}e_r lesﬁggus espaces propres de B(_u) .

T s N
r B
-
-4

Puﬂ e?. -

-

1) Montrerque Vx= IR’,:G 20 f(: ):e 0.

2) Soit xg ud vecteur non nul de IR3

o]
0 ‘v eN -
npose n _ {"m =_L j(x.)

3) Montrer que ces formules définissent une suite (,) de vecteur; de IR,

Ea__-—. ("‘ ) "-'*7‘ ‘

| :‘l"EZG (L'd-('l-; ‘L’? l)

b
vy Y

o
&

t

) Calculer les coordonne...s dex'»l en foncnon des.coordonnées %=, B -et.z de.x,. -

-

9 Soit == g+ e,' Comparer Xo etes. Que peut-on dire de la suité U;n-) dans-ce cas ?

3) Dans les questions. qm sunent, on va associer 2 la suite (‘c,.) Ia suite. (y) définie par

Vo X0 etVnEIN J’m =f(y, )

- Xin véctéur nén ml o deIR3 étant donné, on désigne’ pac (a,b c) ses composantegdans la baae

: (3[381:53)- ’ . PRI

]
¢ -

) \dontrcrque pourput entxerndeIN X = ﬁﬂ- et Tn= ly,li'.
” : el af|."

b) Exprimer les iombras ¥ et les vecteurs x, en fonction des nombres 3, b, ¢, net

éventuellement des"vecteurs 1,626t €3

-

s

Fare o)

T TEETA

) Er discutant suivant les yaleurs des nombres'a; b et c, déterminer la limite de la suite (%) "

et étudier lés convergences des suites (), (x.,) et (1-:,,_,)

" 4) Soit xp un vecteur donné. arbxtra:rement.

3

En utilisant les résultats.de la question 3 précédente, montrer que la consxdératxon des suites de

composantes (%), (5,) et (7__) sur la base canonique permet 4" abtenir l'yn dcs coyples constitué l

. par une valeur propre et un vecteur propre associé.
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E omscnon DES ENSEIGNEMENTS - N :
@g\ ECOLE NORMALE supsmeune

_ SUPERIEURS NOR
, : ____-D'ABIDJAN

sxznwcnnns LXAMENSETCONCQURS ] R,

-. ‘ 1 ks ‘_l . - U es

-Dvebe)ommcr m -e.tn.. o‘qu IR
= e . Fow e FLx)— X+mX -‘w(—&-ne( X
- 0 yem niel dlohelne 3. Fackoniser P deiwe R X7 - R[J-
LLe Plc"“ m.%@me. %Men -uk)c,a.?‘:o-mf:e . N n.e.fer‘e. mi?\on%mel.
(O ,b ‘_\-) . On dw%ne, ear E Alanaemble olea points clu ?lq-” d‘
Qaeq.clphne.u Lx,z.) Vw%uwt Na JWXWH \ \ 2| + | “3, ~31-'3 \54- '

-

R/cy?t‘e.scwt@r %m(;g quam ent &'ememble ':i’ .
T [
M= A - Monbrer q«u—e- . kouk %rou.r-e d'M—o{n,e_ -‘?,oH-L}S en.ba.l:eﬂ:.ew "

2~ j.)e.Luw\tner »{'omfu Lva-f’eo cle %f'owfes cl'owbu. -?,ol{-ll-ﬂ

Mk, onnean Alanitie. fo.nne.a.u A-Lm.ba:.re, .
: g ) ,Q_' endemble olts 'J.emewl's

W— - _Dcum Q'..n.clm.
ta\MolIan ole E'°'-‘-¢

Sotenk A un anneaw /commuka.b.f. ek N(A
mﬁ?oLewes ole Ay On Mﬁ'am qui NLA) et @uushl, A m)

Res £ckecun Premiers ol A . ok A MM“WA;;&M@MQW&
A - Menbrer que Al anien C\m:j.:.m e.v\é;m-r)\on Anvwb\w oeh -

AL N@) -t Rianiemble o o,& el que

& (9n Au-??ose. e ?oux )t'oqu o.e A'

vi(cn)

,UO w.sk m.a)eN—
a = a : dﬂwmmmd
) Monbrer que ,kouJ\', A,de,q,q ?re.mmx‘ e

“) onteer = JLOA& %a_ro @(,BA' eo«L Q.Qevncwl' ole N(A}

On pppore gus Fouk SUUISEES ole
o que A esr fon penn e o Lo eed
a). Mowntrer qere A st un A . Mon\—rer crV-vP.. muf: dle-ga %’"”“’"

W Soit w Ganackeustigue a(e s
(Jo( ow e eIN ul-u\n Y\ombrq_ ?fc-m-z.r ka/g 5
| On puppoSe que pPour Xouk a € A J,D e.mb\-e. n(_a)é!N io,d. Gn
- - ’ Y L
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o .bSav'ricj-'z_?Q,‘e Fes Z/?,Z] e o g 1) S
S D el - Sy T Ry i m+.!2, 2m+3. . .’-:,mHl-@
sk i P@U-r«toq.&m 5 Ronpwﬁb = |2men o Bwty GmEs
A e AR T S5 Smrg - domest|
-Co.Qquu Dm " ‘(‘LQH kr‘ac.u' D ‘|
+3 . - e Ao AJEP—EQW\Q_ -?\.bV\Q.QUL'Q.o Lsm)ALu.U(\ﬂl
b )y Nty i (?’m*B)lb +(3m+:,a) =
(S:m)_ 1 (&mezy X4 kamwf)d +tmesy). 4 i
.‘ | (3\“-!-.'3)% -’r L5'm+3)3+ Qlomﬁ'l-)é ¢
g

. L a:[ . C. d.w%hew‘:' du h_,gq,o,,,
-‘,")thkm\m; er /Q J‘t.a.m f[,

?wncxm Q-(.ﬂz_nl‘te.eg 'm Cd btuﬂ‘d‘ﬂt"'““& Pl
CD""QM Q/Rac-u.n

Loncoi e (S iek owtw?'-m'% ?sz.ol.aa:'

necu.'re ((:-\n) A—m.Ut\wt —pe: \raﬂews Cl""

W/Qp_ J(bom chb-l) ﬁée LOL{] Old-lf‘t-:mc

i M quo.nd dlu (’.X‘lb.Len,L :
: 501—‘3?\1: lK JAn, ft—e'b\ab @:mmubo.h,( L Ave. wemgon

- Pe lK[r(j A oe*a“o'me. A)vt.ao\MchUe -o?e c:!.e%-’u&
A L —

"’"" MOT\‘?\"@.\P 61% P‘h q P-:u;) Ola %Q('o Qlo«M L

.'{, :gcd:u_ N %Q-To e P,ola.m e exl:e.mOu :Qo'nVenoJ:sle_ CP.Q \_
['.'fx C:o’r\-&{.de\'cxwi: EQA n.dal:mns
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1riNak
‘L — S

‘i
1
J

iy

¥
*" . Concours d’Entrée 1} L/ENS pour la prépa -at{on du CAPE:.
b

: -h,‘,‘ﬂ' rnlscipllne 3 M P\THL ”4/—\ -nU}: < :

muwmam T e T e

‘ISession : 2004 |

- ~ &) 3
4% ' ! .
~ i 4 .

‘? E"(ERCICE bonl A un anneau ¢° mw;,rc. unitdire et 4% =4.- \0} Noua dll‘Ollb

que A eatunamwau enclidien s'il t:‘{lSlL un- app.lu tion f de A_’.'L;d'u_ls N telle -
“que : U : LI

[ ol
ot

PATEE N ) P
-

~ E.L’Pour tout coupley, ) d*¢ lum.nls de . j(w) j(v), .

E.2. Pour tout couple (a,h) d’ ‘lcmeulb de /I*@l existe des clum.nls q ct r

de s telque: u=by+r et (r26 ou f(r) f(h)). ’

1) Pémontrer que si application / vullu. I3 condition :

(VX ;)EA* % /I* Y[x Ay flx-mz Sup (Sex) fly))).- .

alors, pour tout c.ouple (u h) d’ th.nu.nlwl:. A*, I (.ouph. (z0) dt.l' n:l e B2~
est unique.

“

2) Soit Lun idéal de dlﬂercnl de 10}, ' o L T

a) Démontrer qu'il existe un (.Iem:.nl ade /el quc pour luut éléi n«.nt.r de /-{0} ..
on it fra) < fix), ' :
" b) Démonrrﬂr que 1'idéul 7 est engendré par I° ulcm:.nt u.

PROBLEME Soient G un groupe d'ordre 12, K un sous-groupe cyclique..

d"ordre 3 et H un sous-groupe d’ordre 4. Jgient v le nombre des sovs-groupes

d’ordre 3 el v; l¢ nombre des sousag,mnpc 4. Pour tout. xeG, on note C(x)Je.*
j cenlralxsatcur de {x} et C(U) I& centre de G Oir désigne par |G, 6] le sous-
goupe dé.wé dé G On rappdle qu'un commutaleur de.G est un clement ceG -’

qm S écnt ¢ = Xvx y avee' X, y G el que [G G’ est le sous- groupc engendré . -

Jpar l‘cnSPmble des commumtcurs de- G, On pose K ='<d>ol.d est un
génératcm‘ de X, ec on uote c Iéluncntueutre dbG A

':- ‘”'. I-u a) Jushf‘erl existence dc.. KetH,et Inontrer que Knll= {c} ok
“ b). Montrer que si'Vk & “K-vh e H, Pk = kh alors'G est isomorphe au
produit direct K x Fl et dans ce cas G est c.ommulauf "
¢). Montrer que pour tow! sous-groupe F de G tel que F C(G) = {e} on
4 C(G) xF~C(G)F.
' . En déduire que O(C(G)) ne peut Cll‘L- égal a3 ni g4, et que C(O) =K,

C(G # H
‘ d) Montrer que’si J est commutatifalors gy = vy = l ‘ '
e) Onsupposequeva=wvy=l. -~ .. (/2_ .

Scanned by CamScanner

PR iyt o

e

AT

LRRGETS

R T T T T T T T e T e
R I S AT R e e S, R B e e T R A E e R B T AT

o) wilrat Nk




-

. . ¥ .
»

. -
R

i) Montrcr quc G o lsmunrphc ap prodm! d.fccl K x H. l:n dédmre Q“"

G cst.commutatif. -
i) Monltrer qué G < cst ;sumorphc A ZN2Zou (Z IéZ)x( Z/. ZZ)

[)" On supposc-G-non commulatilict vy = 1.
i) “Montrer queva=3<lvy =), -

ii) Montrer que [@, G] = K, en déduire que G/ C(G) est non commuhuf -

et que Q(C(G)) # 6.
i) Monlrer qu’il existe h e H tel que hd s dh.
" iv) Monlrer que si x € H vérific xd = dx alors C(x) contient H el -
Kien dédmrc que, dans ce cas, C(x} Get x € C(G)

- On S\lpposc que H cst oychquc ¢t on pose H=<a > ou o est un o

" générateur de H.

a) Monlrer que taut sous-groupe ° nrdrc 4de G cs[ cychqm

b) ELtablir les rcIaImHS' | ,

“ ',ad=d1 cl'1='==ad2 cl a d*da SR

~’c) Momrer que a* € C(G) ef en déduire que C(G)= {e, 2 ).

d) Montrer que a? cst le. scul élément d’ordre 2 de G.

€} Meatrer que G contigint un sous-groupe § d'vrdrc 6 cyclique, dmlmgué el
contenant C((G) et-K, ct qie S esl'le seul sous-groupe dordre 6 de G, ‘

) On considére le g,roupc. symétrique S;. Le gmupe G est-ll tsmr.nrphe an ..

pruduii diteot ¢ a; XNZI2AT

,.\

1T - On suppose que H n’est pas cyclique.
a) Montrer que toul x & b distinet du neutre ¢ est d’ordre 2.
b) Montrer que H conlient un scul élément z # ¢ 'vérifianl zd = dz {On pourm

-remarquer que si deux éléments X et y de H eommulznt avee d itlors. .\y

commute avee d ), Endléduire-que” % & C(G) et C(Gj~ {c, z).

¢) Montrer que G conucnl un sous-g,roupc T.cycliqué -d’ordre: 6 et un SOus- -

groupe L d’ordre 2 (el que T N L ="{c}. En déduire que G est produil ‘semi- -~

dircct-inteme de Tel L. ; els quc (i csl isomot phc “d-un produit scml-dmu de

Z/6ZetZ/2Z - | o o
. d) Donner un cwcmplc de l«.l ;,roupc G. oo T

Scanned by CamScanner



L ]

| ©NE T AR s .
- 2 % -~ "_}.- . __::ag ‘:'gi:l t
% v ‘ ‘ e : |' '?';::':'._“ ,
i . . . ' _ : _' ,’ ‘ : . o & ,:l ; Ty _| -":: S .
ECOﬁB No.mm's éUPB:RIBURE ) * . Service d,es E:r.amena et conceura
. Conc dtentrde A 1iENS pour’ |9&sle ¥ xn::hanm:iquu
T ;: rgpréparat:l.on dn mc}. " 30:3_3_.0:: :_ Nowmhrn 1997
i . ; - ; S s 2 ‘ SIS
. Epreuve :' Analyse - | | Durée : 4 heures
« ; = . ‘!| . e
Exercice 1. S ' I 14
. On considéfe la snite (a,) ' définie dans Q par a ~E
o ue l'o a,-a,; oiir m zn >0

éspaces : . 1 v

En dédmre quc (a,) : cst uce smte de Cauch y .Pourqum la suite {a,) comeroe-t-e\le°
2°) On veut montrer que Ia hrm;e I de cette suite n appar‘aent pasd Q ’

Montrer que si lim a, = £ -‘-I- eo on aurmt

a) hmtf -k s-—-—— ou.c eVe.ne t définie -—’ . w, B @y LPa g
) n: q I ( "'l) S t:ﬁ) para 2 "l P P

b) k, = 2"n'Zdes que nzq; -

3°) Déduire de ce qui pre.cedc ime conlradlcuon et -que la suite (a.) -converge vers | eQ.
Q est-il m fermé de R? Q e_st-il,cqmple.t? -

. L 4 - 3" a Fod - : l &
Exerecice 2. -‘ T L%

.},

Ou rappelle que s: di et d.. sont deux dastanccs dcﬁmes sur un mcme cnsemblc E cllcs sont
t‘31301'3gl‘J.W-‘-111¢=1'!t équvalentes §ic af e W

(v e £), (V5 0)(3m, »0){y e £} 4k, y) < > i) < 5
(Vx eE) (‘vte, >-0) (3:], >-0) (Vy sE} d (r,y)-(r]l =>d L(x,») -<s,

. *+
- _J

-7 O .
1y ‘ v
S A

1°)  Montrer que si dcux dxstanccs d) et dy sont topolququc-ncnt équwalcntes les

(E, d)) et (E, dp) ont les mémes suités cinvergentes,
2°) On conmdcrc I'application &* ===>R, ,(x,y)~—=> &x
a) Moutrer que & estune dxstance sur R.

b) Montrer que Areta; R ~— )-]— 7 '17[ est un ho::xeomorph:sme

W)= IArctanx Arc,tan A
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..... e .Endé-d . 3 _” o g 5 ik
) En déduire que & est topologiquement équiyalents 4 I distance usuelle d de &,

k) hldﬂﬂﬂ'er quc__,ircmn.x + dretand -

L PR 2

b) Montrer que ﬂ(p.q)sll-ll Four
“ " ™ . p :

©) la suite de terine géne y

y A ra-l"ut:'.nestc" L ‘ . -
4) Déduire de ce (Ui précdde que (r, 5 lest :agecmz Sur(R;S) et sur (R,d).

lout" p et }a"n'm:l{".

*

- Exefcice 3 " C | ‘. - |
‘ ic ) . ‘ ) | ' . 5 : ‘
Qn cogsidére la série de terme générai ’ -
. . ) Mc.)htr_c::' que P '
b) Etablir que la série converoe A

.
‘ *

La convergence de la séria’ est-elle uniforme shf"ll 1-::[ 2
. ) % : : ¥ ¥ ¢
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oK . A B R
“" faonn mma.m surﬁn.:xwm SR \j\j..‘ s :
Buwica dos Rxamens ot concmxa BT
R AL L . o gé2ie . Rnbh‘mﬁ:lq!u- S

' eouoour- d'entrés L 1'ENS: peur e - Besslon 11993 ° -
- brépardtion .du Ceztifloat d'Aptitude . Durde . 14 heutas.
Pédegogiqus pour les Colldges Rudorncs e M i
‘ NMIGK} e e U
» I L - . _ - oo o v . ,
Epreuve t Analyse

Bxaxcica X, 1 L'aspace’ auine eucllﬂien E‘ dtant 'rappor’!:é- a un ‘

" repbra or!:honogmé 0x,0y,0z, R
. Soit ' ,={(x,y,;)/g <x'+y‘+i’<n‘}- egetR étam:,_déux réels
aLrictement positifs. Calculer l -‘m dxdydz
| | ' &, q y +1
et llm Ig .
L)

(Pour cesla on utiliaera leo coordonnées sphériquea xurcoaeconrp.
y=rcosBuJ,nq:, z=raind) ' ‘

. : .
2. ’ Soit {(x.y.z)lx>0y>0:>0-—- +y +1 <i} - .
- ) . b~. ¢ . dT s s e S Sy

.
f
.

‘a) 'c'a'lcu-ler le volume de Q-_.

.rb) _‘Ca.'lculer m"'xyz.dxdydz . i . : _ 5

(Pour -.ela on ut!.llsera le changement dé varlable-

Il . Xa—- : Yﬂl - z=-)'
: a | h. c

Exaroige IX.L goit a un réel’ positif, ‘h un entiat ahrictén;an; (/~l
supdrieur a4 1 , On poa'e l,=j; qu:T T et

L]
‘ - . S U
Ar ‘
]

; ..
A Mﬁ)trer qua 1oraque x ,tand vers a, V-a"-.:"-eet__ équivalente A ™

.

- at n'(a-x)' ! En déduire qua tl int.éqrale '1:,, est convexgents . e
l L] £l ) . ’ ' R K

2°, Hont:‘r‘er,c;;,ua In ne dépend pas de g et qua l'oa a ':-1?1.‘.«_:'5“:5"

L]
L

" Lo

3%, Soit 'f une tonction définie t d 1 . 0, I3 avdc
‘HQ)*O ) 94 ddrivde I dtanl.epoafl.ftza?e e el ‘_rayec‘: w2

B 7
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On note M at m- respect{vemmm le maximum zx -le m&nj.mum de I .
sur 0.2, Bn'wtilisant 1+ inkégrale [ LU0 _ dénontrer- la

IS K

dx ]
» deuble inégalité‘ »-'-S <A -
| M J’Vfc T -U m

4*. application .¢ Démontrer -queg _ . o

.
T dx - 5T _—
N S s " . Avec D < 0 <5
2 Jl‘,'ﬂcos‘_x-—dos’e 2c088° " - 7 2
Exoxoige IIT.i - . - o : ; :

. Dcnn‘er le développement en sérle entlére de q(x) ’;g—*-‘-’ﬁ 'et_.

préc:lam!' scn rayon da cofwez.gence G ol ahew

2°, On conai,dére 1téguation diftérentiene :

L]

0L x%y*&dxyu(z-x!)j-l =0 . g

a) Montrer que 1' équat.ton (E) admet une. seule eolution
2 développable en- 3érie entidre; former ce développement., ."
Quelle est: la aomme de cette sdrie.entidre 7

b} . In_tégrer ) équat:ion (E) en faisant le changemen® de variable

, vV = uxz “et retrouver la Bolution développable en aérie
/ .
entidre du- a) .

. " 3 . . .
1°. Vérifler que -»lfint:égrale I = j(2+ - qu, )Idu’ -eati.égeilc A .la -

5 Ja o . ;l
I+l ! 3n-| 3 3n+4) a3l i‘-‘f"érie\'?

de 1 intervalle de conv‘ergcnr‘e J-R -IR[ Fo

- somme de la eérie entlér 2(

2°. calculer la somme de la série pour <R .,

3y Que peut on écrire pour x=+R?

. om -
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- STl

' ECOLE NORMALE SUPERIEURE ' "+ .. gervice des Examens et'Concours
. Concouxs d‘entrde A 1'B.XN.d. youx 1a “ri'a ~.i ht“ﬂt-lﬂ" '
Eprauve i Amllyﬁc 5 B - Durée : 4 heures .

_ Exercice N*1: équation différentlelle et séries -’ .
@ Trouver une condition ndcessaire et suffisanté sur la fonction g définie -par
g(1) = f(sht), pour, quc J/soit solution de Péquation différenticlle:

, o (l+.r )y"(t)-l*.t_v'(.r)-ay(.r)ao (nvcc aeR') N
@ Intégrer I'¢quation difTérentielle ° 0. -
@ En déduirc le développement en séne cnm.rc dc.(.r o (e ) - .

Ty 2
]

Exerclce N*2: fonction-de deux ?arl'a'bleé'}éelies' _ .

« ‘Soit la fencetion j'dét‘mie dans 9= [-:r.:r]'x[-:é._;:] par f(x, )= y(l-ﬁ c‘o’s'.'r)_..'
O Reésoudre | 'équatlon S, v) =0 et cludier le signe de / (x.y) suivant Ics réuons
. de 9 (faire une figure). :

@ Etudier les extremums de 1a fonction s dans le dommnc A (on pourrn d;sungm.r
I'intdricur dc. ‘7, ¢l ll.. bordde 7). -

"

. ) >

Probléme: dtude de la fonction C de Riemann

-

| o

[Faitie A] . - Etude de la fquctloufdcl'mc pnr/'(.r) Z-!—- . (e récl)

£ 1
=1 ®

@a Déterminer le domaine de définition dg j' ¥ : :
©b Euablir que ln série converge umformx.ment sue [u +u=[0u u > LY o

L]

@c Pour x> |, on pose R,(x)= Z — et R, (XY= Z —,

poanel P p-ml

q

Etablir que R (r)zl{,.,,(rb- l,_ ol quc suFR,,(.r)?.a .ol & est v, rdel A
- " te

déterminer. La convergence dela série est-elle unifoeme sur Jt:+eof 2

‘i : | , _ Pagom.-_i'
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n

X )

w '
=1 e

g g 4 g’ﬂ"'- ”
1 e |

x=1
- "R lim /() e Jlimte-1 £(0).
Add Sachant que /(2) "'i"i'“ -"5'_
] . | "

| | g Imeer fa coutbe rcpréscntali\jf‘e de fen
Scs asymplotes, ' : : '

préeizani

© Montrer que la série &(x)= Z-—}—-—. est simplemeént convergente dy
;-nl}.».-:;",-';c.-ostﬂ-a:a:——'-'-- s « 7 -
QMomror.quc IR ()= f: S S “dédui

Bk Rl P m . En cjfédulre la .convergerice

uniforme de a sérjc dans fo +o[ (avee o > 0).

-

v _
@ Montrer que pour tout x> 1; on a £(x) %('*'_-p:.-)/(-rl + 98 £ et Ta Tonctign -
étudide dans [a partica, . T .

Da Montrer que g o5t continuc sur Jo; +on[.'
@4 En utilisant AQ,f trouver un Cquivalent de £ (

= @c Trouver .un Equivalen( de. I-Ft.l.
tl_e‘velappemcnl Imitg);

x) lorsque x— *.

locsque v — 1. (0

e T T s RETTET

" pourra i, ler

@d En utiliszn( les césultars précédcnl:,.momrcrquc: _ i-(—-‘-_'-)-"—..'-:lnz;' -
| | | ' Cwton T

Y 4

Scanned"by CamScanner



DUTRAVAI ' REFURLIWVA VYE wiFl L W /T
ERE b Unlon)-Dlsprﬂnc Travml |
“3ffoes cONGOURS - B -

oe ; ncn ON PUBLIQUE
T DROFESSIONNEL D'ACGES AU CYCLE DE £¢ MATIG[ 2

ETDELA l ORMEAQMINISTRATIVC
' ONCOURS:
YR OSTENTION DU GERTIFICAT D’APTITUDE AU PROFESSORAT

]! if! SEIGNEMENT SECONDAIRE (CAPES) - OPTION. MATHEM _IQU§§

AU TITRE DE L'ANNEE 2002

SESSION oy MARDI 16 JUILLET 2002

DIRECHON DE LA. FQRMATION

;. ' S DUREE :. 04100

. .
— e G- s S S—

EPREUVED) :ALGEBRE _ |
T _ .. . - i COEFFICIENT : 04
EXERGIUE 1" : ‘ Yo
.‘
. A) Smt oelly - { 1 } On cons:dcre]’apphcauon - .
fo: N> TN ' T _— : :
nfify E (o)
l)-—Mozg kr que f, est injective si o> | _ - _ i
{1 IR ' -, _
2 —Soie'! deux réels-irrationnels p et q lels que I<p<qet -‘l; + -{% =
i, MJ trer qmre Im(Fp)nIm(ﬁ,) = -
i) So ke IN™ telque k & Im(f,). Montrer que kc_lu,(f.,) En déduire qie
que Im( iet Tm(fy)". forment vae partiiion de I'N |
: ) Soient x un reel, n un cnuu‘ nnlure.l n.t k un cnllcr relalif
l)Montr e l.(”") = E(‘—("-)’—‘i) E S w U2
2)= SUP ons xeZ, Soit x = pn+r avec 0<ren- I,('c'li;isi'dn: g _
euclidien; ch ‘par n). : S
Pour touj'- tier ke {O 1, 2, , =1}, momrc.r (]Ub r(r}:k) = p.ou °
+1 L
i n=} ,—‘ 4 - -
e > E(—”—k) = X
- 7 n
- Soi IFIR;Calculer.. 2‘: L(ﬁ'ﬁ] :
" T n |
Sou /. uni I jeau commutatif et unitaire. Nous désignerons par 0 (respeclivement 1)
clém'ntn'l re de I'addition (lcspcc.llvcmcnl Ia mutiplication) de A. Seit d un élément fixé
j#5lne par 4 (V4 ) 'ensemble A x A muni des deux opérations..
(a,a")+ (3,0') = (a+b,a'+d") .
(a»ﬂ')‘(b.b')=(ﬂb-l-da.‘ﬂ'.ab'-i-a'b . '  J o
. . *. \ ..f/U
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‘ Ni Dédtontrer que A( Jd ) muni de ces dzux opératiuns est un anneau commutatif

[ ﬂmmlfe. - . . LI * T *
) Soit A" le. sous-ensemble des éléments de. 1 [ Ji d ) de la forme(a,0). Démontrer que

! A est un sous-annicau dé A [ V2 d) womorphu 4. Dans toute la suite on 1denuﬁera A
tet A' (autrememdu (xO) est identifié 4 x). 8 8 : g .
Démontrer que tout &ément de A (V3 ) s*derit d’une mamcre unique sous la fOrme o
: ar,(0,1). Démoatrer que dans A [Vd-);-d admet une racine carrée (c'est-i-dire -
1§ qu’il existe un dlément (x, ) de A (/e Jd /] tel que (x, y)’ =(d,0).=d). Cette racine

#|1t carrde est-t-clle umquc? .
4 Notons a. I'élément (0,1) de A . Nous savons (voir c) quc tout élément z de

‘A [ J— d } s'derit do manidre ynique sous la forme z=x+a y. Nous appellerons:
eonjugué de 1 l’élémert Z=x-a y et nous poserons N(z)=z-Z, Démontrer que-

=z+12 ot N(z- ') N(z)- N(z7, si zet 2' sont deux éléments de

=
-.,Z +-

ﬁAta/‘ d).

:Démontrerque A[-J_ ] est mtégre si et seulement si Aestintégre et siN(2)=0
nmphque z==0 Démonlrer que 2 est ifiversible dans A [V ] si et seulement si V(z)

est mers:ble dans A ct ¢alculer alors I’mversc de £

crcrs L
|un anncau /4 Tyt‘f uaitaire et A* = £~ {0]. Nous dirons que A est'un anieait

dfen s'il exxstcuqeapphcat:on f de /f * dans NV telle que ;

N U
m
H

E 13l ’ur tout couple (x, y) d’ elements de A4*, f(x,0) 2 f(5).

52 P Bur tout couple (a by d’ clement.. de Z1* il existe des éléments q ctr de A tel
que’ -bq+r et (r= 0 ou S</M) oo

1) D} ontrer que si I"application” /' vérifie la condition : ;

(V(-’ eA* x A"'}[x'#y=>f(x :y) S Sup (S (x), /)]

alor ¢ pour tout couple (a,d) d'élcmcnl de A * e couplc (q r) dcﬁmt enE. 2 est umqae

2) S§i Mt un idéal de A 'différent.de {0},
3) Hémontrer qu’il existe un élémcnt ade I tel quc pour toul clcment x dc I- {0} on ait j‘(a} s

4. S

b) é ontrer que 1’,déal I est eqbendré par I’ é’cmcnt a,
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dhk vk sza.vzc: Des zmmn.s T L.GN\.G‘JH:
| Série s M’al:hé‘maciq\zas
|Sassidn. ¥ Oat:. 20'01 '

ECOLZ NOTMALE SUPERIEURE _
Cencours d.ontrée & 1*ZNS pour.la
| bréparation du CAPES .. -

] ] I’.".u.'ée : 4 houras |

(Epreuve ; Analysa . - )

@ Exercles {: Soit £ uze fou-*t!onnumériq;m posnive et décrmssame sur Pintervalle i +m|;.
(I’Imégm!c r J(t)dr n'est ,m nécdssnircment conve;gente) Pour tuut neIN' on poso I o :

[70dt et Su=R)+72+ +)

. Montrer que l:. suite (Sa~1I) est décrolssama et convergcnto et en dédume que lun -—=1

.
.

Application | Démonstradon de l'e:dste,nce de E(l-l-—l-a- +—-Iogn) I AT
: c 2 AN
i _L) Exercico 2, . . s ‘,‘_ o,
a) Nature de la série —(——2-—-— " CL
s, Bl i,
- b) Dew séries numénqur,-s ayant des termcs généramc équiva!ents sont —elles de m-“mﬂ- R
D nature ? Justifier, ~N .
- ’Etercices ' — . by
Etude et représentaﬂon gmphique doy (w:) (chx)' T s ¥ T v “’&
(On fera ua prolongement & Poriging), = - . -‘-’ R SR g
@ Exerciced. | J _ oo
Soit E=-{(a Jec¥ IZ]a | \co}
i 1. Mantrer que B esttmespac.. vectoriel surC. .o EE L ko
DY - . [ R I T A A
B -2, Etablir que ﬂ(a ‘)”: (Z,a ' J ‘est .une nomme sur E et.que E muni dc cette "
: * norme estun ¢space de Bmach. '
| 3. Montrer si (a.) et (bo) & E alors la séria Za b, conw.zsc
"t Viérifier que £ munldc!a t‘orme <> définie par <a,b>u a,,b,,

. es;un espacs de HILBER.T

L OﬂPOquour 21 = ’00!0, w0.) avee en=(an) oll =0 si kn cta=1,

uCﬂ"’u que (\rnln' N 85t Ume ua.au ML} certiennade E

A7
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b Gt S T SRR O Beoe |‘,.’. S e T T e ottty
- -l--z. -y t i Y. :' \~ - ooAEE 3 ?v—-.u::.-u_-;.. P S T - A ‘_‘ vl . u ‘..’ -

% “[(ECos NORALE. suvsmwﬁi T 's:.av:h.a: B z:_'_'._ e £T_CORC
- Ccncours ‘@.entrde A 1/ENS pour la . Série : Mathémarigues

p::anaration du CAPES , ) Sass} on cc... 2001 ‘
Eprauva K Ana...\rsa ,' g o AR o |'puz:ee :"‘__4. heures

> Ete‘rcic. el

Soxt £ une fonct.on numénque positive et décmlssante sur 1’mtervalle (1, + m[.
(l’IntégraJc r f(t)dt nest pas néc..;smrement convergente) Pour tout o e].’N' on pose. In

ff(fldtet EAT R ORI ST

= an v oo somsmd almnSes s m

Montren que Ia amte (S, = L) ast décroxssante et couvergente eten déomre que im -{-

2 5 . \ ' .“S
7_ Appl:caﬂon Démonstranon dq l’e:dstcnce di: hm(1+-;- L +-!--Iog.1)

@ VAR

a)‘{ahnedelasfane Zn ( () = (cr.paraméu'ezéel) . )

; ":_ nat .

b) Deux sénes numénqurs ayant des tem:es genéramc équ.’.valents sont —elles de m"r_ﬂ- E

. namre?Jushﬂer. o i B | | h
, ny)Exemces R I,

Etude et représematlou praphique de ¥ (x) = (cl::)"
(On fem wm protongemem A l’ongme)

(}) Exercxce4 I

Sb:tE—-{(a )e C; lﬂa] s-:o}
:szr:=, 1, Montrerque B emmespaca veé:o-rx'el.s-tl.rc T e
A t . .
P ’ s -
Lo 2 Btabhrque]]( H [}:Ia]] est unenoxmesm' Et‘tqueEmumdecette
". L ' porms estun espacedeBamcb. L LT : ’
as 3 MOntrérst(n,)et(bn}eEalorsmséde Ea b convczge.
Wit o
Al Vénﬁer que B Tmund de!aforme &> dbinle par <> Z
T “estun espace de HILBERT. -

4 Onposepour nzl & = (00 1,0, .,0 )zwec €= (a,\) 03 a1=0 .,1 Boeta =1, %

.;Iontrer 002 {So)u « 0:658 UT2 base ki ‘ben:enua e E
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ECOLE Néamm SUPERIEURE _ #%s¥3 SERVICE'DES EXAMENS ET
CONCOURS ) 7 _
Certificat d’Aptitude Pédagogique Série , .: Mathématiques
pour - |Session : guin 2001 -+
Les Colldges Modernes.(CAPCH) "} = . . .. gam g "L

|

"

|Epreuve : &géb.re‘ et Analyse ] gt hi_t’uféé’ : E'héur:'e'a B |

I-Soit pe N, p premier. Onnote Fp=Z/z et F," =F,{ ¢ }

1 = Rappeler la sgructuré algébrique de (Fp,+x)-et-celle do (Fp i)

b) En dédulre que pour tout & e N et pour tous a; b dans'F,', ona: -
(@+by = a” 5[y - e e
3 - a) Montrer que I'ayplication ¢, :F; -,->pr définie par @ (x) = pour tout x e F,; f’ Ty
est un automorphisme du corps F, | .
b) Pour p =2, quelle est 'application ¢, ?
¢) On suppose p> 2. _ s -. : .
i) Dé;ermlher ') P(E). (On pourra utiliser 2 ~ b)ou3-z) B I

2 — a) Montrer que pour tout entier paturel ke : l,...,'j: - 1}. oF est-divisible par p.

i) En'déduire g(x) pour tout x & Fp. (On pourra éerire x sous [a forme : )
) X =t k avec ke {0,1.,2?.-.,P -, l})a. 0 - - ’ 5 v e
. Quelle est alors J'application @p¢ ¢ S

iif) Montrer que pour tout aeF,', aPl= 1, R ' B

4 - Déterminer. ¢ ()= | {aeN, 1sa<p*|lanp*=1} |. (p est Ia fonctlon d’Bules),
E déduire.que.pourtout acZteiqueadp=1, ‘a?¥Ma lﬁmod;pi)'
(On pourra-considérer les éléments inversiblés do I'acnean i % 2z) o
5—On suppose p 5, Montrer que p*a 1 (mod24) '
6 —Onprend p=19, : g
' a) Etudier les puissances de 3 modulo 19
b) Endéduire que Fyy', x) est un groupe cyclique
Déterminer tous les générateurs do co groupe. _
¢) Déterminer le reste de Ia division euclidienne de 3 ** par 19,
d) Déterminer le chiffre x des unités du nombre 200 x écrit dans le systéme décimal,
~ pour que ‘3 #4200 x solt divisible par 19.

1I- Ondonne a=504 _, o |
a) Déterminer Divy(a) , d(e) = IDivN(a) | et o (@)= Zu' « I
R ) - ' %@ Divy(a) ' ‘
| b) Dcnner tous les types de décomposition en produit de facteurs premiers des entiers *
‘ naturels: b tels que d(b) = d(a). (Les nombres premiers seront notés py, ps ... ,

Wree - enejs -

.€) Détcrm?ner tousas entiers naturels b vérifiaat bIaetdd)=d(a)
d) Dzéterrchr tous les entierg-naturels n tels que les solutions de I"équation =
X" =2nx + 504 = 0 solent deux entiers naturels, : /f / 02; '

—— - cae 2 :! s
——rmy & - — —
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Exerclec 1: - o | L

Sou I un lntervalle fion vidé de IR Xgel et f une apphcatlon de I dans IR

1- Montrer que si f est dénvable en Xg a10rs

_‘ _f (xy +4) ;f (% "?) admet une limite quand h tend vers 0

2- Laréciproque-est;ellel vraie ?

'Exercxce 3 .
' 1 -. Montrer que la su1te S = -:;+ +El;_{ estsdecroxssame et qu elleaunc hmxte .
| finie qu’on fotera S, " '! -

2.- Soi Oit f [0 j—-).lR est une .I.OI'ICthIl contmue telle que la dérivée a. drm )

f'd(O) A existe, etque f(O)—O . - N L
Montrer que la suite S | {D)NQ} -

-4 Plus généralement déterrmner _ s

o) = - f (—) + f (—) Faget f (—) tend vers. AS.

;,-

e
-

3 Calculer ca (8) lorsque g:x) log (1+x) En dédmre la valeur dc S.

) (keNdonné)

n+p

Apphcanon Calculer hm (sm Losin —%4-. s ——)
" - n n
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Séne : e Mathématiques e e [_ess:!.on 1 1999
Lr:préuve s Algébre Pepig ] 2 [-Du:}:ée 5 4-he_ureS | -
" E¥erclce .

!

Ddas /¢ s)rskmg J«ma\ un enlur n:)tun.\ 0, 5 e.c.n\;
Nzaabb  Ca#0) .
Al Demﬂn\:.rcr ge 1 nest pas us nombre ?t‘cmncr ,_\
z Do 5un°5e c\cl }\ c.ms*c, \Sn cn\-.q- na\-\n’c\ '“0‘\- “-"“ C’ }': c\u('
Yn=cC o = B A ' o 4
3) Dc.‘:&.fmm.\. \a Va\cuf e.xac.si'c. c\c. t\..
L) En. g_,g,émre_ \e nom.\:rc c:\k\cr G

-\

Pro\ﬂ‘ ame . . . TS - ¥ , o .(“*'t- '- ‘ . o

Dan.s \t.ou)c L n\o\imf; o | L : |
l K désigne V' ensemble Z/ sz °¢¥ = ks * .5 No- F
, 2 Jcsif‘m: A esrqce. Vec{orlel de cl\mmsm\. 3 sur . fa?f“’\‘ B
' Une, Lq_t,c,' 8= ('e_h: 2 es:-] e} I \aw&nz:}r;fe m:\?:c)‘ o )‘.’ . -". ;

) e
I . _' P:lr'“'ldI SR Lo - '..,'_.' :
4) De"crrm'\,ef les inverses: c\es c-‘-r.mm\s \“V"“L\“‘ ‘\"

" 2) Sat x un <:L=rncn\' de R

" Dn Pose. A=) :{ /o e N ﬂ[,o AG]}, . \ .
a) Dc.\'ermme.r ACZ) e.\- A(:—s) S
b En daduire Ves ordres de 2 b 3 dans (& 3

3) On. cous;:\er:. \; Fermu\'-‘x\wr\. vaanh

——.\3 3 4 43 :3’ 3‘

8

A0 4T 4y 43 A}
14 >

}flb —I
§ # 4 A 2 £ 4 o
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3
i

'..:""a) Donner |3 c\eccn\.\w&\wan de A

éis\)om‘rb

b) Delerminer X ordee. d¢ A

. ; S
c) C-.'l\tu\c-.- Azoﬁ?’- ;

~d) Monkees

ue 4 esh aung ?cfm;j\' - ‘ - :
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2)
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S 5 & ) '.' " i . s ) i
‘ Crpe LN JYovarvay QWYL O '
- » 11
i
i i ) . . 1
: MINISTERE DE LA FONCTION PUBLIQUL . REPUBLIQUE DE COTE D'lVOIRF_ 2
ET DE L,EMPI Ol ET . ' . Unfon -~ Disclplinr~ Travall oy
! umscnon DE ! A FORMATION - . s o8 0 , - F
H ET DES CONCOURS : : o
' CONCOURS PROFESSIONNEL D'ACEES AU GY ,d,k_gf_g_.g_m | POUR L'GBTENTION P
L. DU CERTIFIGAT D'APTITUDE PEDAGOGIGUE 1)'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE. (CAPE __) =
i T . OPTION ; MATHEMATIQUES, AU TITRE DE t'mmt:_e__zgm , T
SESSION DU SAMEDT 1€ 19 MAI 2008 :
J ) -': .-;f EPREUVE QL_'-_:ALGI‘;IBHE ‘ Co DUREE. . . '04H 00" g
d et ‘ o © a COEFFIC‘IENT 0275 2
‘ff.-lzﬁ- < ' : ? 1' I
" I - Soient E un ensemble non vide et func apphcat:on croissante de (F(E), c) daqs luL- " o g B
| '1"" L‘ " .méme. ‘ v s TSR Y
4 . u"ﬁhk : -v ?.o“ l. ey -}3 . .
f .- 2% 1 \5 58 Hbt"-ss-.v.:‘ i w
a9 k. b ~.Montrer quc pour tous'A ¢t B dans 9’(\3) f(A) W I'CB) & f(AuB) _— ‘45: .-,1' 2GS, | Y
. 2-Soitg: P(E) — P(E) définle pour 1out X ¢ P (B) par:g(X) = ach) + , L
l. i) Montrer que g est déoraisgante, 1N S
ii) Montrer gue pour tous A, B dans Q’(D). B(A) g(B) c g(AnB), 8 B "
- Soient 7 = {ze .‘P(E-.) | fiyczy et 1= {ze ‘J’(F.‘, lzc.nr(n} :
. i) Montrer que »7et #“ sont nion vides, . 5 s =
i) Montrer que pour tout ze »7 f(z) € r7el que pou: tour T'e / t(’;!')e & :
i) On pase V = ﬂ? et W= | Jz ' i
; 21/ Ze# . ; &
i n) Montrerque V estic plus petit ult.mcnl de (-7 c") et r,uc W est le grand c:lén'cnt de ) h
' "— Z -!! "
i b Movter que (V) =V el (W) = W :
* i) iSonirer aue, pott iaut Ze ‘Ej’(Iz‘)..!u relaiive £7) - £ emmaine Ve ZeW, -

= 1 NMontrer que tout groupie dondre intéricur ov énal b cimg (3) st abélien.
2 — Déterminer tous les types de groupes d'orine &
3 - ) Muntier owe tout groupe dtardve 1149 exi nisdlien
by Déwanminer tows les types de groupea ¢ mﬂn 20449,

111 -- Tous les anneaux sont supposés avoir un c.ls..ment neutre poour la mu!ttph\.anon.
(/\, +, .) est un anneau commutatif non pul.
™ I’our Xc A, X # ¢, on note Anna(X) “(ueA | VreX, axs= 0}
X #) Montrer que toute partie non vide X de A, Anua(X) est un: :dual de A
b) Soient X et Y deux parties non vides de A .

Monlrcr que si X Yalors Anna(X) 2 Annp(Y).

bou ¢&A ub idempotent i.e. ¢ = ¢ etsoit I I'idéul de A engendré par e.
a; Délc-mmcrl Annﬁ.(l) * vl
, h) Montrer que A = 1@ J.
7 3 - Soil i3 Pensemble des idempotents'de A,
ppAontres g sixe Balors | = xe n ll v,

Foy ¢ 3 el&linit sur 13 L eelation Boiuire $8 scivanle :
L] ' - ]

Panr tons e, y dans 13, © ‘."J"-.‘v'::ima"i-f‘ic.c[uu vovouy -l
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* classe d*¢quivalence de ¥ modulo R,

i) Montrer que si A estun anneau intégre alors.(B, «, )sswn corps tsomOrpnc a- @2-. T )h_;..“ =

i) Monrer que R est e : relation d m,un.nh nuz e Aoy deten oo, poiy oul vl & 1

¥ . . » " ¥ 4
i) En déduire que si B est fini alors i B3 © est un nomsbre paiv.

c) Pour tous x, y dnns B, on posSe X ey = X Fy— i‘xv
i) Montrer que (B, « ) cst un groupe abdiien o ' .
i) Montrer que (B, +,.) est un anineau commutatit dz c::racxcmnquc ,ou()estla, .
" .
\

multiplication de A.

-

ca
iv) Montrer que fout Idéal prcmlcr de I'anneau B est maximal. - wd v P o8 -
" ' ’, v" o s

lV -1~ Dutcrmmcr m et'n dans IR pour que P(‘() A' + mx +tnX-1le IRE(LQQI:QB_&#:Q“\\. hr’h"wn

2 !
Snddiordio do’ multiphéitd 3 PastdiIFer P(X) dans IR[R].

2 - Décomposer cn éléments slmples dans IR(X) la fraction rationnelle
X+) '

f )~ (X+2)X +3X? +3X+2),

”

V - K estun corps commutatif'et E est up K-espace veaieriel non nal.

-~ | =30it u, v dans Ly(E) tels que vov = vou.

——

—
\r..’z.n’;} est une base di £ ser l"\

a) Montrer que Imu ¢t Keru sont sgables par v
b} En déduire que si A & K est une valeur propre de v sivzs Ve = Ker (u - Agj est stunle par

V'\Ol‘la"ldc) Lt
2- Soit ueLg(E). On note. ¢ (u) = {ve Lty luoy = sou

a) Monurer que. & (u) est urie sous-algélre (unitaire) dc L (E) contenant K [u] ia sous- alzébrs

mn;ta:rc) de Ly (E) bl]ELDGl’éO paru,
=) En déduire que sive 7 (u) alors pour lout polynéme P(<) e I\[};} Im P(u) ct Kc r(u)

sont stables par v.
3 - Soit ug Lg(E). On rappelle que u est dit dxagonahsablc. (sur K) si et seulement si E est

somite dircete des sous-espacey propres dcu ic E= . V (,7,) ol sp, (w)estle sonctrede
b o

JW’;(- "::::::

u dans K, ‘
a) On suppdse que ueLy(E).est dmgomhsahl:. et soit ve Lx(EX
Monirer que vov =vou si et geulement si pour tout 2 2 yp,. (1), V. (A} st stabie par v

b) En déduire que si pelgf I‘) est un projecteur de E ei ve I.x(E), pev = vop si et seulement si

. .
JRSP— .
P - — .-

[mp ¢t Kerp son stables per-v.

1 -- E est un C-espace vectoriel de dimension 3 et'3
Soit ug Lo(E) défini par; u lg)=en-2e (e ) =-dg dey-Ve ) ug) =2

On considére les vecteurs suivants de £ ; R L o -3¢
- ) * e b 3

i) Montrer que B'= ( Vy Vg, 1) est une base de E sur O,
ii) Déterminer les matrices de passage de B i B’ et de B 4 B.

J. . 5
LR T)

iif) Onriote B” = (e, e,2 ) la bnse'dua]c de la buse B et B = (v, v, vy J ia base duale dg la
base B’. ‘ . S
: Dc.tcnnmer les.matrices de paSsage dl. B a F!’ ¢t de B an' . o S
\ —
. " /
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Concours. d’Entrée 3 1’ENS pour la préparation du cnpcu I

Disaipline : MATHEMAT[AVES |

== s

." & xercice 1 Caliillr MymBnT% = 60 3N
' : ' o) .

" -”-
| nowgl -}

x>
!! Exercee & %f n ./&”"‘e’“{“' n“fW‘-ﬂ . -7752’_;7 '-:_' '

7%72'06 o sene ,444'5 £

£Xereee B /’lu-nf-ré f?u.e 4 pwfé &'(w) a["/-’“? f-"”‘_’-: ; .'. _&
Mo =4 Ay 2 At 2 - . '
! un

ot cmu&tﬂ&’rﬂfé . ' B o
' . ' e . " ST 4 0 ', v i ‘ x_ L.
e Xeree 4. ﬁé,j,ﬂ'“ée_,_/()'“d{'ﬂ( éé%.wé?é'l, ;‘;-,%7-__:3: =. ?ze + X

l‘

Exefa'creb"._ - X o
. ] A : , U, = ‘/—f__ s St 4+ .
e il EZ J ;/fﬂ) R

et o s e o

. n .
aelo; 1] A {x) = (/f-x)ﬂ‘{i(%x .

27 Donner by Tallnar o Vonicdiion a/"% o Lo, 1 gl i
Oﬂb Wio ,Jre-ryyi'/éx«_a'aft “WMQZ /a/}u/?a'e. <, @IE. fillﬂ/7w -ﬁ(fn) —3
3.7 /‘:lonf;f(lv 70((.’ .éﬂ C,., = o, JJ{ ue Cyn -~ f;— : E

(,/ En dbodbesya Len .e"wow%né‘,a{m 554-?{,(6:) 7’“‘”“/7' /""‘/‘H’m"
57 (o -Ib-wf'— M. en a/eét'a:'re.. [-—n'uz 4 G(/no'dy“elzc‘e_',c(m//!ﬂl& ﬁéfﬁ"’“'—[o;l

M

- e e e
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e 1 Y

| “3 i Py v s*ht = A
o - - o ¥ o " - \‘At .
N < B T S o e S |

‘:; L g
»-i~

- il " ; ouras
ECOLE NOAMALE SUPBRINURE * Service deqa Examens ot Conc

g : ¥ thématiquee
Concours dentrde 4 1'ENZ pour s:u: '- “::: g
Ia préparation du carex e sabTe

) | . ‘V : '."‘-.'-
" Dang 1'espace affine euclidien de dimensio:: 3. seoit (0, i.j.k)} un

e,
repdre orthonormd. Pour Eous point de coordonnét.(x,y, z) c}ans ce repér
on appells x,y,z 1‘abscisse, 1l*ordonné, la cote.

. Partie I - .

1- golt MR, soit £ et g- des endomorphismes de 1'espace vecl‘torm
eudlidien RI, on Suppose que gof est 1'homothétie de rapport’'A. Que dire

‘ de £og en particulisr quand’ A =07, .

3- soit leR), soit (a1,a2,23,b1,53,13,¢1,¢3,¢;)€ RY. Montrer

.| l'équivalence de (a) et () - | l

| ) af+a§+a§=bf+b§+b§=c?+b§+c§--12, ‘

| ' alb,j-azb2 +a3b, =10/ +a,0, +a4c, = blcl +b,¢, +b3c3 =0

i ; .

[

' nf+blz+c;"=a§+b%+c%_a;%+b§+c§=lz - |
) aluz'-&blbz "‘°1°2 = ala'.;i + blt::i +°l°3 = 1213 +b2b3 +c2c] =0

\ j : wes' 7 {
i . “Bpreuve 1 Algibre ' purée : 4 heure: _
|
| |

‘ | 3, b ¢
. | ' Introduire la matrice M= fa, b, ¢,

et sa transposée.
8, b, ¢

3~ Aux pointsg A/B,C de coordonnées res

|
a pectives (ay,a3,ay), (b1,b3,b3y),
] (c1.¢3.¢)) on associe les com

plexes a=ay+iaj, b=by+ib,, C=Cy+ic;
* 8) - Hontrer que pour .a,b,e donnés il existe aj, b,, €3 tels que A, B,
C soient les sommets d'un cube, reliés A O par une aréte de ce cube, sj
8C seulement si af +b}+ci20 et aZsb24c220, \ .

* b)- calculer l'aréce 1l dw

n tel cube. er ajs,
i b, ¢, 2. b2, e3.

b.cy en‘-'—ﬁcn;tion de a,,
‘ *C)- Traiter 1'exemple a=3i, badi, c=5. Dessin',er les
i les plans d'équations respectives zz0 et x=0,

- *d)- Soit a=3s21

1; Dessiner, €N suposant. ¢y50 et
: €350 la ‘Projection sur le Plan d'équation z=0 de ce cube. .

Projections sur

4~ Ici € gst 'con. idéré comne Plan vectorie}

®PPlicacion R-lindaire de.C gane c.
+* 8)- Montrer qu'i) existe (u,v)e(?

. Uzeyq -

suclidien. soit 9 une

tels que ® est _J.'é:dpl.icat.ioﬁf .

. . .
i s . # ke T o ¢
L ]

T o—————— = %

3

[ NDRECEIIE. N

|

i
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s - ,3" g = T

s ww ——— o 1 T

‘Bxdom uommr.n sﬁpsun.unn " .',m viae m:m l.xmnc.. ol (.'unooux‘u

cofncnm-u a‘entxdéo & )'E.N. 8. pour 'u
préparacion du capCH et du CAP/CPL

uuh T m.\.ht"rur.(lquun )
Jctnn_zn.i_.op 1 1995/1996°

e

.!_-" ' g - . ' " - I

TR TR . . ( i Bl : . )
,'Olf considére 1'espace vectoricel & des fonctions continues définivs sur 1 = [O:I]" et A valeurs
dans R, Pour tout /'de &, on définit: s gy

N-(f) ='SURU.:(A‘)E N‘l(f) = LI lf(.\')l'lt" el - K N: (f) = N-.'(f) +MLSI)

/
m Mnulu e N_‘,,N et Ny ot dew e, 'm £
@ Monlres que Jes nosmes A, ¢t ¥, scont ullllvnlu\lu e

@ Montrer que les normes N, el N, ne soné pits t.quwnlcuu.s
On pourra raisonner par | absurde et cons;dércr la swlc de fonctions d:..lmn.s p.n

freg=om o os.:s-'-
.-"
_ 1/, (x) = <2nx 2 4
T VG ;:-sxsn L

—_—gX 54—-
@ En qédulrc que 6cst de dlmcnswn infi nlc

2n.. Y

~i

»
)
[(M

st

—— b —pu b

f(fi:y)-—s"’("") Si-(x,3) # (00)

.
ll. . . .
. . T I}

O t.a fone:tion /' csl-«.llc conlmue eq (0:0)7

" On pouirra d*abord montrer que si fx, p)# (0, 0) alors I}'('.\, y)l < g.rl +_M, @%)

E @ La lonction fadinet-elle dus dérivées. mlmllm. en (0 .D)"

i_";f.; O La fonction fest-elle diffdrentiable en (U0 - : : ’
+ = @ lafonction fest-clle de clusse @' dans RxR? - -

3

!

. .
Jc Ea
\ .
.AI' -

' © . Bpreuve’ : Analyse - | Durée : ¢ heures

. — e S

i . - ?. P - ’ h
, W

""l r‘lnﬁ ! "“’43‘“

‘e 4

t
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. el - ) . D
»:Hca—m) T T Y
-£;L—-._,.._-| pourlsmn : S : (\ S
' —-ar.; )’ _ , : ‘
]
, -,t--, L

&)En dédulreque -.~._!1_ S, B S i)
g %=, 7 :
: .').',f:_- 5)0‘” pOS@ pOUf lStSh-'. 8 .-{(am-
..'E.-;u';:ﬂ .
o : ‘
1 -j..'

A _ 5 .
aEtabhr que- g h=-<p, <ay, -2 pour 1Sisn-1
T con | ’ n

e o n‘:{,efoppg.gqnveg.e.d'un ensemble de points ast formad des barycantre %

A

§cesaorﬁs_ oaffletents tous p‘osﬂllf‘s ou nuls, | .
s.-...s oy 3 » | o ' e
, ‘ On cons:dére 2 un polynéme a coafﬂciants complexes.
- ” son SUDPOSG que P est de degré naz el quil admel » racines simples g, el
cra exes. . . _ . :
+§a1m.-;,. . ) /! o - .

;‘i} i %) Est-ll vraj que P, polynome derwe de P, na que des ragines smples ?l

|' ; .5,: ) 2 ..i. 7'55
- i’,&. 2‘9)\,2; déslgne une racine da P dans lensemble des nombres complexes
i lﬁr.l-"‘l'l"f e a) Montrer que Z____' - 0 . .r" 3
| et AL ‘ 3 ' o
.i :' A |
§ 5 b) En deduure que ; Z r (z—ai) 0
S f il Y - al
¢) Conclure que tbute_ra_cine de 7 est dans lenveloppe conveyi des racines de
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| G ut i ‘ey‘ﬁ'b-[w :mmw'ocw’- .olml' ,:.naene ro.t'mr -zo-tca. .
e g Ouns..,:e o m-{!..u. . )ai-u,,m.m.r Ao «a' € LM’W'EH-LK‘ dv. G - _
- U Auppons CrF-uu. .du f:a.w&ndf TS R ) ‘ col
Sekeminae Aaus i o ()e.v.a rai'c-_-u'zt w<le G. Qv z‘ru E!m mm&w. CoL
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:.;'-) Q 4‘--}&' Laza i L/tq Cl’o\w “Q'G.\\.WGM (z ) "_r % ) . L .
5 2:,- . |
tl{)’ A‘ Mk,h\\ tf\uww.c"-n\w(-w ,{,njq{s?—e' . '_‘_ PO T T

L . Mewleer kR ‘(“ Ly ﬂetvﬂ-&ﬂ‘“’“ﬂ‘ wle A Mé'.dcr.‘- ,,_u,é& 4¢1f Aln ncmbr.- rfewer
) _'.‘ L”.-a or- A% T'“" A ak. uwca.ro o - L ,&
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55 I onbres gue. Ao éut9 - Enupd f(em.ercl.v A .ua-t v (.:-;FJ rre'm.er e ,
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- Monrer r.',“-‘.t LQ -E.Y-I.‘:tc umn V\ombm F(Q‘W\I?-\’ Pc '\ -bt' A .w,.b‘.u. Mulmf l—e_,}qu.
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l\A- enlrer \"l-u_-a ‘-1 q = - fL . .
Y, PO . LPA E b dawa I¥
3 o Ny \'}\'.-".’V-V' l:" W ? oY *ouk c{ e N ‘bum A Q,
k , o
\Q-l }:l) C{_P.,‘- l: , P . ¢

»

-

- 'er;-.\'l*ﬂaw Gk Pcu\f/‘uu.(' a C-Z- ; a"g.a (‘;}"od P )
S Yoot e & ﬁ\’ --{C JJ ‘ "

h
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SERVICE DES BMM'ENS ET EONCOURS

Concours d’'Bntrée a 1'BNS pour 19_3:69&:“10& du cms

Disaipline : M A T"HEMATIQ\LU& S

Ses s:lan -

JgP.I:'t.'mva - AQ /fe'('% _ :"-‘ . B | & Dur:éa . :4;

he\u:el;!
03 &

1 — Soient a et b deux constantes réellcs ﬁxees

Dans 'ensemble M3(IR) dcs nmlnccs carrécs d’ordre 2- ﬂ cocﬂ‘iclcm.s n.els on dés:gnc pur

I I3 matrice K

() - amammies (2, Jooo .

Soit 1K le sous-ensemble de Ma(IR) dél‘mi par :

K = {'_A(x.y)_“""_ ( ,,f, :H ) I(, )ell\”} e

| - Exprimer A%en fonct:on deActl. - T
2 = On rappelle que Ma(IR) est une IR-algébre umtau'e. non. commutatxve
- Montrer que LK est unc sous-algdbre commutative unitaire de. Ma(IR). -

3- I}rouver une condition' nécessaire et suffi sante portant suraeth exclusxvement, pour-

IK soit un corps.
4 - On suppose que IK est un corps.
a) Résoudre dans IK, I'équation A(x; y)* = .

On désigne par A, et Az les solutions de cette équnnon
b) Montrer que (1, A;) est une'base dg 1K sur IR,

¢) En déduire que le carps IK est isomorphe au corps C dcs-no_rf;brea complexes.

-

1= L T . fep g s s
Soicnt(G, .) un groupe, 11 un sous—groupe dlstmgué de (G )etK un sous-groupe de(G

-
I -~ Montrer que HK = (hk/ (h, k) € Hx K} est un sous—groupe de(G,:) - "

_aw oy

4
e .'__:."'-.,:r;!::‘,__ wer 30 S
et MBS b &

- e

.ot h
astie g mndaly S0

I T L e

QUQ

. o b o o
CRRE VP RUEP UL, P R i TR, v,

2 ~ On suppose que, [G H]=polp est un nombnc prcnner et que K n'est-pas inclus dans II

a) Montrer que G = HK S
. b) Onsuppose K fini. Montrer qu'alors| €| = p: IH ﬂ Kl e

A
i
AERGT

“Eﬁ HI -

suivant ;

J X=my+n z=2m $
3 - .
(bm) X Y W22 2m
me b y=tmtz=l=m

ol m est un paramére complexe,
1.~ Suivant les valeur:. du
2 I)unncr Ia wlul:m du

- l).m:. qh

v

paramétre complc\c. n, ducunmer le rang r du syslcme (&m)
systdme; (Siw) lorsque ¢ =3,

acun des cas ol r< 3, déterminer les su!uuons quand elles uust-.nt

.,.',
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‘ IV— . RS ‘ ‘ 1. ,.. ‘ . d'lns G
A = | - Soient (G, .) un groupe.d’élément neutre € et a € G tel quel ?rdre de B RS

noté o(a) soit égal 4 n."On suppose que' n "= r.5; (r; s &)
." Montrerque o(a”)=s, . w *EE

* 2=(G, .) est un groupe. monogéne engendré par a, d'élément neutre e. On suppose. G infini.

Déterminer tous les générateus. du groupe (G, .). .
*3~(G;.)est uh'éroupe cyclique d’ordre m, engendré-par a, d’élément neutre ¢. -
a) SoitseIN"telque s A m=1
Montrer que pour tous x, y dans G, la relation x* = y* implique x=y. o
b) -Soient H'uit ‘sous-groupe, de G distinct de {e} et r le plus-peti: entiér stricternent
positiftel quegCe . - T L
‘Montrer que H = gr(a"), (odi gr(a") désigne le sous-groupe de (G, .) engendré par "), et
- Que rdivise m, _ _ ' :
Quel est I’ordre du groupe H ?-
c) sojt x=2a*e G - : ,
" Montrer que’G = gr(x) si et seulement si kam=1 _
Quel est alors le nombre de générateurs'du groupe (G, .) ? Ce nombre se note ¢ (m).
d) Soit reIN"telquerdivisem., *© - P Ce
. + . Montrer que (G, .) a un et un seul sous-groupe d’oidre L’ B
Quel est alors le nombre de sous-groupe de (G, ©) ? T T
¢) Soient b=2a*c¢ G et H=gr(b). - -~ - '
Soit r le plus petit entier strictement positif tel que a' € H.
- -Montrer que r = k A m. Quel est I'ordre de H 7 '

4~ Soit n e IN- {0, 1}. Pour -aeZ, on note @la classe de a dans %Z

Pour a € Z, montrer que les assertions suivantes sdnt équivalentes.

)] aAn=] . 8 -
- ., : ¥4
ii) a estun'générateur du groupe cyclique (/nZ +)

Yony- == . . » g Z .
m)' .aest inversible dans I’anneau | ( AZ’ +x)

B_..:

" 1~ Soif H'un-sous-groupe fini'da (C", X), d’brdre n.

Montrer que H est ’ensemble des racines n*™ de Punité dansC,
2-PourneIN'onnote G,={zeCl2"=1} .. . .
Soit U = (zeCllzl=1) - - - ..
ayMontrer que ( U, x) est un groupe, - \
b) Soit z e C". Montrer que z eU s et seulementsi z'=z |
c) Pour tout n e IN", montrer que (Gy, x) est un groupe cyclique d’ordre n.
) . hix w : . :
3~Soient ne IN" et keZ Onnote z.=e e Gy, .
Montrer que 2y engendre le groupe (G,,'x), si et seulement.si kAn=1
"+ Tout générateur du groupe (G,, x) est appelé une racine primitive 0™ de I'vnjté.
Notons m le.nombre des racines primitives n*™* de umiité, On rappelle que m = ¢(n).
4~Soit n e IN" . On appelle polyriéme cyclofomique d’ordre.n, le polyndme :
l’un':gn ()= (X< oy).... (X - aty) ot les a; (1.<i < m) sont les racines primitives n'*™s 4o
ité, .2 - e . B .
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L“(ERCICE Sotl A un anneay d’mté;,ré unitaire et A* = 4—- {o} Nous dnrons

que 4 est un anreqy euclldlw s'il existe un applu.ntwn f de A* dam. N tells
que :
E.1. Pourtout. couple (x.y) déléments de A* f(xv) 2 2. ' - i .

E.2. Pour tout couple'(d,4) d’ éléments de_A* s'il existe des élémenls getr :', X

de 4 tel que.:’a=bg-+r et (#=0 ou j(r)<j(b))

" 1) Démontrer que si I'applicaiion ./ vérific la condition ; C
Mrp) e A* « A*) [x#p> fle-p)s Sup (S SON . L.
alors, pour tout couple (a,b) d’ élément de /l* lc uouplc (¢.). dél' mt enk2 . & )
esl unique. . K
2) Soil / un idéal de A -différent cle (0). AR T A <

a) Démontrer qui'ii existe un élément ¢ de / tel que pour toul elumem t tle I '0‘

on ait /{a) < /(%)

b) Demonlrer que I’idéal [ est en;,uulre par |’ t.luncnl a.

PROBLLMP boncm G un groupe d’ordre 12, K ‘un sous-g,roupe cychqnc
" d’ordre 3 el H un sous-groupe d’ordre 4. Soient vy le nombre des sous-groupes . |
d'ordre 3 el v, le nombre des sous-groupes 4. Pour tout xeG, on note.C(x) lc-.
_centralisateur de  {x} et C(G) le.centre de G. On dssigne par- [G, G le SOUS- 1 .,
groupe denve de G. On fappelle qu’un commulateur de G- est in €lément ceG” .
qui s’éerit ¢ = Xxyx clytaveg x,y €G et que [G, G'] est I¢ sous-groupe: cn;_.,cndn. ,'
par I’ensemble des cammutaleurs dc. G. On pose K = < d > ol d est ‘un E
générateur de K, et on note ¢ I’élement neutre de G : ]

[- a) Justlfcrl existence de K et Il el mnnlrcr que KN H= {e}.

b) Montrer que si Vk € K, vh e H, hk = kh alors G est isomorphe au"-" -__
produit direct K x H el dans ce cas G esl commutatif. o '

c) Montrer que pour tout sous- g,roupe F de U tel quel nC(G) {e} on

a CG)xF~C(Q)F. b -
En déduire que O(C(G)) ne pcut Etre eL.al aluia 4 el quc C(G) # K,

C(G = H.
‘d) Montrer que si G est commutatif alors va =v3 = I _ |
¢) On suppose que vy = vy =1, : i /2
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et que. O(C(G)) 6.

i) Montrer que G est isomorphe au produit direct K x H. En.déduire que - !

G est commutatif, oy B GRS wm f R .
ii) Montrer que G est isomorphe & Z/12Z on (Z /6Z)x(Z/.2Z).
f)" On suppose G non. commutatif.ct el T
i) Montrerque v;’=3 et'y, =1 - : 0 B gt
if) Monirer que [G; G]=K, en déduire que G / C(G) est non commutatif

_ {ii) Montrer qu’il existe h € H, te] que'hd = dh. e
" iv) Montrer que six € H vérifie xd = dx alors C(x) contient H et
K'; en déduire que, dans ce cas, C(x) =G et x e C(G).- '
I - On suppose que H est cyclique et on pose H=<a > ot a st un .
générateur de H. - o ' o
a) ‘Montrer que tout: sous-groupe d’ordre 4 de'G estcyclique.
b) Etablir les relations : oo s
ad = d%a, da = ad’, et a¥d = da?.

 ©) Montrer que a° & C(G) et en déduire que C(G) = {e, a? ),

d) Montrer que,-az'est le seul élément d’ordre 2 de G. .

e) Montrer que G cointient un sous-groupe S d’ordre 6 cyclique, distingué et

contenant C(G) et K, et que S est le seul sous-groupe d’ordre 6 de G.

) On considére le groupe symétrique Sy. Le groupe G est-il isomorphe au

produit direct S3x Z/2Z 7

HI -.On suppose que H n’est pas cyclique.

a} Montrer que tout x e H distinct du neutre ¢ est d*ordre 2.

b} Montrer que H contient un seul lément z = e vérifiant zd = dz (On pourra
remarquer que si deux éléments x et y de H commutent avec d alors Xy
commute avec d). En.déduire que z € C(G)et C(G)= {», z). .
¢) Montrer que G contient un svus-groupe T cyciizjue d’ordre 6 et un sous-
groupe L d’ordre 2 tel- que T N L = {e}. En déduire que G est. produit semi-
direct’ interhe de T et L ; et que G estisomorphe 4 un produit semi-direct de
Z/6ZetZ12Z | o S

d) Donner un exemple de tel groupe G.
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~ - 2)" Montrer que si p e IN® cst,im‘noh:b'r.e premier alors Dy(X)=1 4—}c_'+',".4_., XM -

- ¥
nt

b). Pour ne IN*, on note Divpy(n) I

g 3-_.:—.....- N te - — --"--l—.._._- - . !:;;:F:E‘ o ‘a«‘\ N
&y = . ﬁ_.p&‘ -
Y

. R J
-

en‘s:en;blg des ’c'l_ivise'.tf‘s.‘de nd

v . B

5 :' -y
t

~

i)  Soit zg G, Ori',‘nétvé"-d =:q(;)- I'ordre de zdans le"lgroupe_:'-(G'n. x)

Montrer que d divise n et que z est une racine primitive ™

ii) Pourdeg Divpi(h), on note Pq I’

Montrer que G, =

5~

6 ~ Montrer que, pour tout neIN’, Ps

7 -
i

U P,
- -d & Div,, (n)

erisemble dés racines primitives ¢ de Pusité,

etquen= . Yo, .

. d6Dlvgy (i)

c¢) Démontrer que X1 = HCD;,"(X)- pour tout neIN";

da th(ﬂ)

Soit AX) € Z [X], AQX) unitaire,

Montrer que si B(X) eC D{].ét'si:A(X)lB‘(-}"()- eZ [X]'alors,B(X) e€eZ[X]... .- R

(On pourra raisonner par récurrence sut le degré de 'B(X)) |

&) eZ[X}

e

-‘;-.u

i) Montrer que pour tout neIN, n23, <Dn %) estde dé_grfi pau' "

i) Calculer @,.(X) powr 1<n% 10,

—
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\ upt ;,;‘ii'&""’?. ...' - ; ' .
o ‘ "o -'L.’"-JE'. " I ) !
... 0N appel}e Gube tout ¢ube _ comne dans .la par:ié’r, “a R’
. Luiplet (4 b,.¢) da G tel que: a2yh2,c2 =0, a, b, ¢ on tous .nuls. Un'
L Cube egp dit réguq:'.t.fbl'g' lorsque - + b, ¢ ont up 'div;'.seur.cc_)mmun aui:rc_a-
! . Que 1, ~1, ia.-i:'irrédUCtib;e,si non,.- LT O i
; T On. étudie, done. ict. 15 fai' b, ‘¢) 'de G3.-tels- QU d24525c2" 2, L
o ¢ non.tousTnULS,j'i;' R T : ' o 8 ¢ e e
1- Combien y, a~-k-i) de-G-gUbES'irféductlbles asbocidslaux triplets
(a, ba4g},6éls que abc=07 - - . i 2
-On,spppoaejﬁésﬁgmaISvabc#O ¢t tels que leurs seuls diviseurs
" commung Sodent: 3, 1, -1, .
) 2) Montray Que -at\b=b'Ac-'-cAa=1_ S LR '
) =~ b) Moritxa €. 144 divise_ﬁn'et}ﬁh Seul. é1ément parmi a,. b, ¢,
~~¢). On.gupppga- désormaig e 141 divige c, Montrer que 3 divige
(atibjac,” e EE TSRS - 7
~'d) on pqse_(a+ip1Ac=2d, afib=2ds,-c=2dt. Montrer que SAt=],
) 9a=qd (g2.12) sbéd(92+t3)3 ' - i g
. = e) Mbntrg; e .8 est non nul et ‘que g e{1, i, -1, -i) '
3~ a) Calcdlerni'arQngl;du G-cube associé - (a, b
© S et tj en déduire que 1 gIN*

».’¢) .en fonceion

T.Montref

.
1 EORTA
i v N LSRRy CRE Al R T
ay T LY oo
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P o ¢
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chu. DES mxAMENS s'r coNCOURB

tCOLE NORMALE éummmuur u'Al::uJM&”"

Congours d'xnbréc g J.'xus pour la‘ prapurnt.lon du CM'BB A_ ', R J

D.!.soipllne 'MATHEMATIQUES 3

\ Lo

Eprauve 1. 8&?]122 A } W T Durég X 4 houi:pn
’ A’Q - I o Béuion ) 2005 P

o : ) ot :

i=2) (G, ) st uin groupe aynut exaclement trois (3) squs-groupes . !
i) Montrer que (G, -) est un, groupe périodique i. e: un groupe dont tout élément esl d’ordro finl
if) Soient {e}, H ct G les trois sous-groupes de (G, )2 (cest I'élément neulro do (0 )) 4
o) Montrer que H ¢st d*ordre un nombre premier p, o ) 4
B) ] Momrcr que (G, -)-estun groupc cyclique d'ordrc pL. © g ,' o B .
b) Sait (G, *) un groupe cyclique d'ordre p? ol p est un nombro prrmu.r . : %i
Montrcr que (G Ja exactement trois sous—groupcs o N

'.'-E

11 —"fous les annr:aux considérés sont supposés non nuls et umtalrcs. g

On dit qu'un unneau A st yn anneau do Boole si et seylement sl, pourtoptx & A, onaxuax
1 - Montrer qu’un snneau de Boole A est de caractéristique 2.

(On pourra calguler (x + x)* pour tout x e A) . - e ~.

2 - Montrer qu’un anneau de Boolo A cst commutatif,
(On. ‘pourra calculer (x + y)? pour tous X, y dans A et utiliser 1-)

o A,

e WD el malt
PRI KR S RV PR - S o

~ atr

g0

3 - Soit A un anncau 'de Boole et 1 un idéal propre de A
Montrer que ‘}/ est un anneau de Boole. -

.

LU R

can
L

4 — Montrer qu'un anneau de Boole A est intégre sl et sculement si I cst Isomorphe &
q

(3425"’.':) | - ) | — d

5 ~ Soit A un anneau de Boole

i) Déterminer les éléments inversibles de A et les éléments nilpotents de A..
) ScitXunidéalde A -

Montrer que les conditions sulvantes équwalentes
2) Iestunidéal premier de A
b) 1 estun idéal maximal de A

c) Pourtout x € A, un et un seul des éléments x et 1 —x gppaniént AL
iii) Soient a et b dans A ‘

Montrer que Aa = (a) (b)) = Ab si et sculemem sia=b,
iv) On suppose A fini et on désigne par M, ... ;M, les Idéaux maximaux do A -

a) Délenmnerﬂ M,
ial |

_ﬂb)_EmdédmuqquF-a— |
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m Soienluetbdcux cunslanlcs ‘réelles fixdes. * ~- F R S o i
i 0 -2 .
. ,Dana tvu!..il? 911 clégngno parl I_a -mr.lncc-[:, (:) el pnrA.a mamcer\ b. . 'aJ‘- JRP .

K B

. z

Solent le{l\(x;})" '(x 5 ) l(x y)elR’} .

¥
-

by ' x+a
3 l - Exprimnr A’ cn l‘oucliun deActl

-

2~ Montrcr que lK osl ulm nous-algébre commulalwe (unitaire) de Ma(IR)

- T'rouver uno cumluiuu nécessaire cl- sun]sanle portant suractb cxcluswement, pour quc 1"
' zolt un corps * E _ LAy

4 =0n uupposo que IK est un corps ‘ ",
_a) ‘Résoudrodans IK IPéquntion A(xy)=~1 , -
On désigno par Ay ¢t Az les solutions.de;celte équation L &
| o) Muntror quo (I, A1) ¢st une base de 1K sur IR, e
¥ P d) L] édulro quo lo- corpu MK .est :semorp!w au corps C des nombres complcxes.

Y

) V- a) Délerminer m cl ndans IR pour que P(X) HX“ +m+2X+ne. lR x1 mt un zéro
x - réol d’ordre 3 - Factoriser P(X)dans JR[X] : _ _
b) OndonneP(X) = 8X>-42X*+ 63X -27 g IR [X]. .

. _ Déterthiner les zéros de P(X) sachant qu 'ils sont en progrcssnon géométrique.
5. 'V-0n considéro I» systéme lméalrc (S) sulvant : - |
m [x+(m+1). .y . + 2m t =
é‘; QN - mx . +z ' + ! =b
K S, J 5
= (2m+1;:c+ y +(m hl)z + L € .-

s ‘ ' (e Dze(me) b o= d
% o

ot th, a, b, ¢,'d sonl des pn’mmé&lres rdels, x, ¥, z, L élant les inconnues.

gt

1 - Déterminer lcs vatcurs de m pour lesquclles Ja matrice.associée & (S) n’est phs mverslble

2 = Pour chacune des valeurs de” m lrouvécs daps |- , donner les conditions nécessazrqs

sulfisafiles sur les paramétres™a, b, ‘c, ¢.pour que (8) admeue des solutions et détennmer ces

aolut!ona.

o ‘ 5
i . ) v \ '
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L Discipline 3 Hathématiques‘ ] M _ 5ess£on 3 2002 _:‘ "

- . £

|
L : g‘.p'reuye,l's Algébre N . Bon Du_rée :-4_haures T

i . o e Tk s = et T D o 3G e L et g
Teagraler |
- o

I'—Soi: (G, +) un groupe ¢’élé --nf neutre e. VU '

v

1-Soit X une partic non vide d. G. On note gr(X) le sous-groupe de (G ) engendr«. par X. .
Décnre les éléments de gr(X). :

2-On appelle con'rmutal-.ur dc G, tout élémcnt de G dela fGrme ghg’h ol (g h) e Gwcc
On note (g, b) = ghg Wi .

5‘) Montrer que I’inverse d'un,cominutateur de G estuncqmmutateur de i, _ :

i)  Lesous-groupede G engendré par P'ensemble des commutateurs de (- est appelé 1¢ Rk

* . proupe dérivé de'G. Il est souvent notéD(G) ou (G, Gl - 6

. a) Décrire les élérnents de D(G). - T T . - : ?’

'b). Montrer que pour tout endamorphlsmo < du groupc (G ) on 1 .}

-a(D(G))cD(G) , 3

5

iii)  Montrer que G est °‘*éhun §i ot scu!cm-*nt siD (G) = (e}, - PUERTE 3

iv)  Soit H un sous-groupe d* G . areL e e #

Montrer que : (D (G)) c H) équwaut i (Hd G et % est abéhen; 3

3 - Soit @ un morphisme de groupes de G dans uii groupe abélien Gi. ~ :

Montrer ¢u"il existe un unique morplusme de groupes » de A(G) dans G, tel-que i,
p= gaap ou p G- A(G) est: lcmorph.smccnnomquc '

v‘g\‘ ‘?}"‘ L{dlf‘}:.‘ f'-é‘ Y. ‘ * l ',__‘"\
4 - On considére I” cnscmble G = { M(a, b, c) =' (0 I Ii] eM;(lR)l(a, b, c)cIR’l_] i
00 _ =

" ay Montrer que G -estun groupc non abélien pour la multlphcanon matnczelle T

b) Dctcmuner D(G) et Z(G) le centrede G.... - . - . - Lo

vy o hne 'i-
t isom h u ou e produit sE

c) Montrer que le *rroupe quotnent ( A(G) ) est isomorphe au groupe p Qd | ]f

"l') ', ) . " - . :’}’-.

8- . | L
" ) ~Soit A unanncau commutatif unitairs mtégrc. A dés:gne A [o,g) ' 5

. Onnote U(A) l'cnsemble des éléments mversd)les de A etpour aeA, (a) est-l"ideéal de A ¥
“engendré par a,, _ B

On rappelle les définitions suivantes :’ - B

- Soient g et b dans A | 128
On dit’que a divise b (noté alb) si et seulemcnt si il exdiste ceA tel qus b = ac.

On dit que, avet b sont assaciés si et seulemens si ( albetbla) - B

' | | ALz
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2= Soit aeA. Donner uhe condl_u_on ne;essmre et sufh;ante sur a pour que (a) =

‘~1=;\. est dit irréductible (ou extremal) si et seulement si aEU(A) et les seuls éléments de
A dwnsnnr. a sont les élémen'.s de U{A) d‘une part et les eiéments assoues aa d autre )

nart "" Tt ’ B R ' i
beA’ et dltprenuer si ct seulcmeni st b-'-.! U(A) et pour tou{’cc,ﬁdans A la relanon TR e x

b| aB impliqué bl o ou blp:
.3
l - Montrer que la lelﬂuon bm‘urc ( |) sur A est une relation de préo-ire. _ £
Ouelle,est In relation d*dquiyal nce assoc:ie i catte relation de préordre 7 b |

:
ol -

: e
~

K Smelﬂ,a.bdnnsA ' ’ o 7 e L L . w o

1) Montrer que : al by équ:vaut i (b) c (a)
if). . Montrer que les asfertions suivantes sont equnvalenlea
B - a) a et b sontassocigs ‘
) b) () = ().
. %) 1l existe ue, U(A) telque b = au.

-
~ .
- - ]

- SOI.. p=A Me ntrer']ue
) ‘p prermer lmphquc p irréductible.
ii)*  p irrécuctible équiraut A (p) est maximal parmi les idéaux principaux de A distincts: .
. de A( donnés parla relation d’inclusion). . »
jii) + p.premier équivaut i (p) est un idéal p'em:er de A.

*

. .p
] L]
L

3= Gn suppeleque—A—ost-un m..x‘cm principaliot an crnsidies neA.. .. B e

Montrer que les conditions. suwantcs sont égquivalenies, ' -

a) -(p).est un.idéal maximalde A ~ .

b) (p) it un idéal premiecUe. A . L .

4*) p est premier - )
. d) p est m'educhble L.

LI » .

’ B) On consrde.re A -{a+l>\f3 |a,beZ} = Z[\fl_.] qu’on mumt de l’wddltxonet de la i

multiplication des réels. oL
I~ Monti'cr-que A estun annea. et S - 2,
2--On c0nsrlerclequanon -k IJt; = %2 olia, be.xﬁ . e ™
Montrer.que : . : : :
i), A ¢t b sont de méme. pan:é ~

i) L eqmtlon n'a pas de sohition si-a et b sont pmrs
iy L équ'\tlon n’a pas de éoluhon si a et b sontimpaiss.

- En déduite ue l’equatlon n'a p'lS de solut:on Lx .

»

3. Pour‘cc a!-b\/f:eA onpose N(a) = ;‘-bb’—(a+bJ—)(a bJ—) '

Montrer qite pour tous o, B- dans-A; on a I‘«(Cﬂﬂ) —--\I(a) N(B)."

- Soit ateA” Munlrcr quc a&U(A) si et seulement si N(a)- = %1

. %
<

"

.
,

Scanned by CamScanner



(T

N leexerercei™

1 s . I r
"~ L T P T Ly ety

E . :\l'\l % -L’l;(h AY .Ji; . /:l- L » },‘ > ,::l'b L »
;_{.s‘\ i o)/ . it ,"‘r f * 1
i 2 v ‘ - \.‘ . "o -'_-‘}l—'lﬁ ;
L | Py A R RS TR
DA __U iviLnsin, NA'IM)HAII d: Cm- cl’tvnmu ' T _ _ /\uun. l‘)‘)a T ' '
v Utp/\mcmr.m de Mmh(mnouu A . - Fldth 4. / / - :
- tY - ’ Fow g H !

awcEBR; -..‘.-.f> R

wt Ml ummml - (c//.slrmaf f/;'//?fﬂ/!fﬂ)'f / ﬂr"ﬂnﬁ

I 2«1 .
Sall A 13 mnlrice A 1 -1 1,
2 <4 5|

1) Monlrer ¢ que celle mamcn asl lmn.m'a!c-
2) Délerminer $6n inversy:’

.p) en-ulllisant les opdrations dlemontans

L) en ulihsant 1a nolion de detenmnan

: =21 en riebaant e systénse sulvant:

$><+ 2y-22a
X=Y42=b
, le -4y +5z2¢
0v 3, b, ete sonkdm réels guelconnues.

lﬂr"t_rc‘lu i~

E asl Un ‘ospaca ‘vedlorlel do drmenslon 3

dant una base est B(ey, eg, ea). I est un-

mdomo.phlsmc de Blel que sl VaE,

i V = xeq +yeq +204 alors

' I[V) = x{eq +e4) +yey + 2(0y +0ai0 ).

e« 1) Délcrmlner 1a maltice A de [ d.m-l n.

- « ?)a) Délerminer le noyau de |, en préeisant
- une.ce ses bazes ol sa dimension

8 80420 10 s te0 0

- o b) Déletminer le rang de |

; » €) U = ey -e9 +204 appailient-if 3 Im(t)?

- t) Uliliser a) ou b) pour monlrer que | e:.l
ow n'esl pas un aulpmorphismc a

3) Caleuler la malrice da fof dans Iu basa 1

1) Bfe’y, &'y ¢4} o8l pne lamille de verlougs

g- de chlr.- que, e, s ey +r.-2 "ty , €' 3 [(eq)
:

cl e’y 2 {(aa).
- ‘ a) Monlrer que B' esl une base deE.

b) Cédulre Mnlquemeant de 2]a)et de 3)
el sans nouveaux cnlculs la malrice A° de
{dars 1a bnse B,

- - 5)a) Délerminer Iy malnine de p.w«.igr“() dn
¥ 3 1y base B ainsi qua son inversn €}
‘b) Exprimer A’ en roncllon uo A o0 el
_ealeuler alnsi A -
(Harlie expmen pomicl PC!-W!‘.‘! )

lorarcierm C
Résoudre les syslémes sulvanls; -« _ - '

, -

] - 2,(;,,",_7_=4 : x+|-ny+:z‘=‘-i. S 1 -‘ PR |
X~5y-4z=0 mzry+(metjzam - - ;
5 I3y $47 =1 X-I-VI-?:m:-‘l Lo
mesl un pafamt.lre féel.. . T -
2x- 2-1. 1 ' o .
2% ;+1| ” X~y 127459
Mo e BN T
Ix-z41- 3 . xx‘ -y:-tgkwo-.] o
2x+2y-27451 6, YR _ '
e
mx-z 21 , ) )
2x+my+ 221 B - -
-Ak=yomzzr S i
m esl un paramelre :eel R i
r'_.,_.._'_;' FrRE ® R B )
| @FXERCICT IV N |
" Solt [ un endommpm.m'n. dun ospeuny vi- . . e U
loriel E.. . . o 5
Prouver que Fenscmible P dcs vc.r!eut de l:. S, i
Invarlanis par  cs. urfs.evde [’ oL ‘
Monlrer que ('xy ) lel que xr I(et(l) ol y P % ¥
est un sysh.me Lare y  oF 5 '

. . . .. . l 1T s = .
[Six Reier v S
S esl Tensemble des rnalnces candes
réelles de la forme (: ’

b - Lo
), oua el b sonl -,
i .
uns réels, of O fespase veolunel 16l dos
malrices varrées d'ordie 2. S =
1) Monlrer que S esl un espace vecloriel sur

R donl une base est 8(1, J) avec’

10 0 2) .
"(0 1)2”-(1 o . PR

2) Monlier que la inuliplication malngielle

asl une lai inlerae el commulalve dans'S ) .
3) Ddlarminar Fansamble 8% (M8 / MAumy . " o
4) Délernuner rensemble S"tel e - -~ 1 b \ Tl
S" = { Me: D7 Mxd = xM ). En dd-c'mrc- uno :

aulre caraclérisation de §~ :
§) Monlrer que les dlmoents e b sonl ine

L ol LT e

o mme pmrms

_versibles dans S. Exprinér finverse M*! de

Mg S par ses _composanles dans’ la base B.

( Parlla examcn paliel PC1-1903 )

§
H LL L T ———
St e =
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EQOLE NORMALZ SUE:.RIEUAE ackdk S.'..R 'IC:. DES" wCHI'E.hS T CQhCOUR;
Chhcours ¢’entrée 3 1’/ENS pour la Sdzia : Mathématiques

&  praparation du cnP.“.s __|Sassion : Cct. 2001

41313 T B

o : B i e = e _

|Ep3Huve - Algébra ‘ ' ' | iDuzda : 4 't}éu:as |

: S i . - g ~

| e x ' g . o \
{ R o
o R On considdze P(X)-‘{’ +X- x+mqm=zx’-7x‘-sx+4mmm

M 1 Détmlner\'ldéaldam[}f] engendtépntP(X)etQG() L e

A1 “*3 — On note Py(X) 1o quotlent dans la djvislon guclidieans de PCX) par P(X) AQCO oL

i IR et Qi) cehul do Q) par PEO) A QY. Détermmcr?;(}()etQ;G() T

B 1] O Résoud:e le systéme d'équations lindaires suivant r - T Ve

I 1 22 . +C =0 ' = -
it 33 +2b-C+d=0 : o
A 28+ 3b +C-d=0 .
J X . 2b  +d=1 '

A ) , Y Lot Enutilisantla décompositic 1 en éléments simples dans IRCY) de
i F(X) ==, détemlner deut polyndmes U,LX) et
| i | S T TE polyndmes UulX) ¢

FL 1 V0 s TREK, tels que U.G0 PGO + ViK) QRO =GO AQEY)

N b) Détecmice: tous les couples do polyndmes ds IR (X], (UCY), V(X)) ) g n
vésifiant s zelation URQ) PEX) + VEQ QGO = P(‘{) AQCO. . "ot

-
e

b

u

y

- M=1=g b etc déslgncn: des pombres réelsi Calculer le déterminant s\ﬁyan: :

o i S . R T L - AP
d\ - .

D=

o o o a
o 0 n oo
o n'n o

O R W L SR L

—

; 2 110 -

_ ; ., o2 01 ‘ Lo,

| _ 2 -0n considérg 1a matrice A sulvante : A= |- o

£ PR P 1 o 2 1 - -~ 4 S Z !
-3 = 011 2 B :: “ ‘..';7..'.._ ‘ “
e ¥ s a) La.qmmccAest-elIe dlagonalisable 7 * i . P ERpEe TR LR £ T
® } v b) Déterminer P @ G'I.(4,IR) talla qua P"A.P salt dlagonale. < . CTerivdr e SHe@kLYRC-)
e s : .J‘- - = com mes = . -——.-' reeprp e sn s mmsma e 4 8 e ve oo '-—:-——-_- —— -.'-'.u"-:- -:‘- .

a Iﬂ Lu pl&n aﬁno :ucﬁdlenestrapporté Aunrepc:e onhonormé (o, l j ) e i

Y ’iﬂ_ “ \"‘_ . _-._._:5-.=---..-u-..':., _

P
e iy

-
.

e e e ML Yot b .

[T LA PO T 7, T S I s,

. -
b e e g eth e G e
Sy A NIV RN st SeweVa

- ~ .
- .y:.'--’.

.

. Ondésigne par E I"ensemble des polnts du plan da coordonndes (x.y) : ‘
) - vénﬁn.nzlarehﬂonllxl+| iy1-3l-3}<t1 | .o -3
. Représentet graphiquement 'ensemble E. v;'f-
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iy, O note L (2, [R) | avod . - i
- 7 S SToupe des magicas carpgas Iles.d” i
5 e s - o od iy es o Ol'dl' 3.
Son G 1; sou&s-gm_upe de Gx.(2, IR) engendre poc Jog mairi’c‘r’és.f cztgvzrx‘fffl )
Aoty B 1y T S B
) - 0 l 5 owg .. b ']
A e -V=Pouit (6, b, X) dans - Zcaltuter. Azge
L z-Ondasimifar T prens .

" bipourlesquels Il exisye

DRI S .
em?le des Nombres binaireg ;¢ Pemenicss 5 :
TN el que by gz o et dos ratontiy-

o’ _".,. q ) )
- . I = [?Fl "“‘EZ.heﬁ'VI -

Montrer que T" est uny $0US-anpeq )
. : ' udy
" 3~Canots Q= {[2 4 S
. -:'- {' ' o'. *‘l Gz,&er‘ e ey ' ]
" Moiatrer qiio- Or estun, o . A a I
¥4-EBublieque G w0y, § S OUPede GLam)

s o i o 1 b V'E ’ K
- '5'-5,,0“ H {(O I)bq,} : ‘

oA, *

O0ombrag ratioanals,

l\vff,)"ﬁlrcr que H ca;:un 3Qus-gmroqy ) . B -
: - A Pe disiingus ol ;
*.6=2)Soit F une partle non vide fale de T Tede g, Bomorpha 3 (T, ).
 Mpntzer qu'il existrun enper na %
b Wus:groupe H-do G cs.d'}‘fé; py e P Fez

SWivang s

V-0n cqmid&p le systéme Iiuéah:e (S)
L. |

, *z § sl '
(2m+ 1):c+y1-(m+ 1) z+ t=h %

t=
(m + l)z-l-(m-_a Dt= :

S réaj Zeé .
1S, %y, 2t e:an feg iccornyes

e ':_t+'(m,-!- 1)y +

g . olm, 2,5 ¢, d soir des paramére

1 - Déterminer les valeurs de g
.- 2=~Pour ghacune des valaurs de

suffisante vir 128 paramaices a,h,
Ve Solutions L

. & . » = i . ’
i e e L TR . T L
[ ‘ u Ll x,
-
- e 1

Pduriesqneues, . e
% 1 ammc:nss° e ) . .

0 Uouvées dapg 1 . R4 (S)n'egt pas 1o s "

% d pour que (5) g 0086 une capgion P8 inversi,

o

Ition n¢
g Cessaira.
solutiong et détcrminer c:l: ",

LY

£.

. .
PP i Al ’ ‘e
) L9 . e = wl Tt g TR oesen . -
] . L & . = . ) i [} il "t ima
. . e o 2 . s 4 .
o .\“" -..l‘..-l'.'- ’ '
b <

“ta
" "
. '.‘ LY

2 V.I-.-'So,téj_xf 'K':tﬁxcorp_s céﬁamutﬁﬁf; Lune extenet - o . '
e SRitriditble de degté q avee q22erq 8 [E‘f“é';: fnie de K exp ¢ i

il g © o ¢ s "W b B ey Yenava W 0
gy - .
Dy

g un Polvodme -

lﬁ . 1'— g!oontichﬁ.c"i;l?j 1’2 pas de 2¢to dun:.. L ‘ —~-- . .o
1 i B itunnzérodePdnnsunee. i P &
'k . ., En'considérant les relations : { L?:)m;z'; ?E\ ??:)b'h;, de L, : _ 1A
| RNt eI R
. . - : o ... . ) . a‘q.

$~Zadstie que 2 s it s 15

T
-

qr, *
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, EJOLE. NORMALZ SUPEXRIZURE ACOUSS

Cbncou‘-s d’ entréo A~ 1AENS pour: la ' Sér:.e Matnematiq\:ag. i ]‘

ke LR prénara‘cicn de CAPES |1Sassicn : \.\. 200
1 :é\uVa Anal LYS3 ' ) [Duree + 4 heuras |

. T -
l B

; I i B

Exercxc.. 1: Soit £ uné fonction numérique positive et dec-oxssamc surl’lnzcrvahe [1’ + w[,
3 (ll’mzégm.le r b (r)dr n'est pas nécéssairement.; convcrgentc) Pour tout. nelN on pqxs» I,.

- f(t)dt et Su=1(1) +qz)+..+1[n) T s

e ey ‘L__; d e
L‘?
ST

i

l
. ' , ! '
3 Monm;r que Ia.xuzte (S, Iu) est décmxssame et convcrgentc et c.ndcdum: q[ue Jm.—g— 1 |
: ;' Applicatfon Démonstmhon dc l’ex:stem;c de 1+-- .+——Iogn)
: h .
. .E:mrcice" - 2 * S . ..:
I . * - [ - .n ]
) P Natum de la sérle Z —(aparamdtre réel). © .. . .- v :
$i a4 ( 1) : L"
: p Det_*c séries mm:cnqucs ayam des termes généraux équwalems sont —uﬂc; de méme
|ature ? Justifier. 5 |
. lij.:tcmce 3. "
'|! [Etude et réprésentation graphxque de y (x) = (u!r.r) D é
. ,)n fem un rrolongement i l’ongme) E
- 3 . " A . ;
. Soit E= (CI )GC /Z]a] < 2 TR ‘
P 1. Montzer que E' estun &cpﬁce v;c:mo::-cl sur C o B -.
vih "51’--“ g ‘1 . . ) . B
- 1. . :‘: . ‘ N ' X | - £
' T" - "4,_ : 2. Etablir que [(a,)], =[Z]a,,[ J est une nome suc E et que E muni de cette
R 1 . . ' S
S A ) norme est unespacu deBanach, & ' : . o
3. Montrer si (a,) er(b,,) € E alors Ia séne Za 5. converge. e - :
Veérifier que E nmm de la formc <> déhme par <a,b> }_,a '
estun espacu de HELBERT ~
" 4= Onposepou: nal o (0010,.,0 ):wec e.,=(a,,) ol n;="0\s-i‘i:=n etag = 1, , ' f55
_ i Moamer qus (e ¢ 03¢ ume Sase Alﬁ.‘.bcra'e a- da:E, LI ¥
£ ] ' " /.
. A /7 \
ir g i 3
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! P meas ; 4 - ’. — . = ; Rk
i : I .o - £ - . . ' JER s
' FGPLE NORMALZ SUPERIZURE D:anrdsay @ s/ sgnvzcz DES smﬂsns ET COucoun _l
'_-—-__—h = v — - exse = ]
1] - e e,
: I ) éoﬁcohr’s" d'entrée A ) g E.¥. S nour la p—doaration du CAP“S s, :q '
' L ' D;scipllne -‘ Mathémaﬁ:.ques '_l L Sesss.on 3 ZO_QZ,' ]
] L Emeuve-: Anal;se.. o j [ *.p_um_?e‘ :'4_ heures 1
T - . ae MR

) 5 ‘_.-’-". P i % . ) . ., -.h ) - e
E’.tercxc- 1. Ly R . E

a

a) Deﬁmtxon-s de la contmulté etde h c;:nzmu:r-' uniforme, (‘“
b} .Etude déla contmuué uniforme sur IR g Sl =sinx er de &l=sinfc’). ... - W e o

Exercic~ , e SR, " ]'
.o -N,If,

a) Enoncer le critére d’ Abel sur Jes séries numznques ; S e
Vi x 551 :
d}, b) Enoncer Ie cntére déquivalence syr les séries numenques ’ ne WV‘ = \/\,\

Uwn -
C) \'ature dc la séqg"):‘;;ﬁ%’ '_-’ (r.. p1r.1metr- renl)
S i.‘

N

s

&) A que.'les conditions doit s:;ltisfaire la su /e (@) pour que j(c) =2_a x* vérif

75
¥
:~rZ fdev l
o
|

)
' ! f fome:!ement I équation dlﬁerenhel edxy 2y y 0. _
. . b) De.er-nmer la suite () Iorsqre/ a = 0, et montr;. qUe Ia somme de la séne
&\?‘\ g - ob‘enue est: éga]e 4 cos-\/-" ol nc/:\/—— o
\g '*l\_E:.ﬂ,"cice d, A - . |
N e T . I Déﬁm'u'on de [ différentiagilirs ¢n un point d’ype foncﬁon numérique déginje
g‘ \$ ! .surun,ouve &cIR’ - - . ! : i g
| $ i 2. Pour quc!les valeurs:dy puramétre réela Ja Fonct:on ' . S
. | \‘) i, | . a(v,y) = (¥ry 9’“"7""’“ -"’f"}’)""(o 0’ th,_-(D 0)=0, est -l elle continye 3 - ' E;
XA L
P t{ i 'J r ohgme ? Y admet t-glle dos dmve:.s p1rt.e'las ?E';t -t-gUe di&'éredtiabﬁ: en
! y ce point ? Est ~clle de ¢lagse e
. i,h 3. E.:tremum dans IRxIR de /f\:,y)-“ vJ-/-.n 17} +20.
B Ecz'ce 5. _ .
Lip étur!‘e '(' ouvert, ferm, coinpacte)des parh'és de /R suivantes i

oo i '({1-.)7 €lR’/ 3x+2y< ), Baffey) e'lR‘ /2y = C—{(r y)r.-ﬂi"/r"-rZy -yt 3)
2, !?stmer “que p: IR23IR deﬁme par p(v /)uft, Iyl + .mvﬂrlf,y Jestune norme. aur l'f‘
+ %D s;mer laBou!e ufute de (IR‘ 2)

~. 3 230:: a‘ q) un espac- mé: nqu el (w une suite dm L ve-h 2N POUT {out 2o/ T

t'![ 2R X)) <Z", Montrer que (“J tne suits "e f‘ hf Gans IF d

S/..'
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AT . RO AP

-, " I B A K . | r
ke g - - ! |
. P W7, A . T ¥

———— - ”‘T:“-.-’ v LA * £ 2 ’ . - . 3

'_ tcmmuumm:moumu‘ @ mnmmsumucomm l

L e —— % " E

. __Concours d‘mu‘. a1l !-l.l. ‘pour_la pdpa.tntian tln cm:u k- - F ) ‘
! :

— Discipline Hathénauques 3P [ : Sess.!:on §.2002 . o

— Eprauve ; Jugéhre 1 L nu.rée ..-I h&res i l Y

PROBLE ME oo ni s __-. :5#}&3 i

Dens tout Je problimie, on désigne par IN I'ensemble des entiers mmrzls et parLR Ic coq:rs de: nambns ,

réels. On se place dans | ‘@TPlice vectorlel evclidie IR, rappor!é d sq base wrhonarma!e cmzom‘quc !

‘ ( (%1, a5 ¢5) et on note 0 Jé vec!eurnulde]R’ R T

4 . ’ ' - . . . '-‘ -y = . ‘
1 On poarra lvenfue_llemen! ia’en!Men un vecleur's, élément de IR, avec la matrice colonne [?] _ da ses

g ‘ o ‘ . ‘ - . . am, - b 7
: Con%:r::ceﬂebme : P _— ,‘ e ©
-I Dans I'alge

es matrices carrée.r d’ordre 3 a coeﬂicfents réeLr, on note I la mam'cc unité.

+ Dans ce prodléme, on étudle la convergence d'une :um (x,.,). e v de vecteurs da IR’ en faisant intervenir . !

] .
| dewx bases dant I'tine est fa base cananlque.
l

i On rappelle que la suite (%), e pr converge si et seulement si dm-une des .mite.s (@n)ne v ( g .1):1 el
(7 s a'e.r composanfes a’e.: Xn dan: la base canon!qua est convergente ; I limite | de la sulte étant
alors définte par : .' ; ‘ o ’ |

[= (I:m a,Je;+(lfm ,6,Je;+(!lm r,,)c;_ ‘ . ot I

"Un ré'.sul/at de convergencc d'une m!!e( x.,) ver: ne limﬂe I étant obteru dans une base donniée . peut
étre e.zplolté en falsanr Intervemr les camposante: dans une aurre ba.se

e 1t

" LI . S T v g, e T g L '-" N T
v N S A R e SRR L T
i ' 170 1 ' S o
Onpo.r;A 011 ) , ‘
i ] I l 0 . , ’ . N . . . . . : .

F

. . * ' v -
]

- % -
LI - . -

On note /, l'endomorphisme de IR? dront lamagnco dans [a base(e;, e2,°23 )Jest A. w e
Irgnrﬂg; ; i . R v e,

= o
] -

l) Montrcr, sz.n., calcul que la matnco Aest dmoonabsable. .‘ oo

2) On désigne pa; A1, -Aa et A5 lesvaleurs propres de A (1 1<,l 3<1.; ) _ 2 | *
' Détcrmlner Ay, Aaet As. '

- -

3) Sou g,un vecteur propre de A, de norme 1, associé A ,1. i ( ie {l 2 3} ) .
a) Détcnmncr des vecteurs g, - ) _— _ , 4 / p

3
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Partle 2

1) Montre, e Vxe IR x o =f(x) =0,
I 2) Soit ¥o'un vecteyr non mul delR? - g g '
| ' ! PR ‘ ‘
. . : Tn""ﬂf(«'ﬁ)ﬂ . ) '
: Orposs ¥ne IN g
/..' ’ ' -{x:,,.,=;_i~..ﬂx.).- . r b e :
! 3) Montrer que ¢ag fonnule.s‘ définissent une suitz (x,) de veteusde IR, - T .
{ b) Calculer Jeg coordonndes }:léxnf! en fonction des coordonnéas @ns B e 7, de x
¢) Soit Xo=- g’ *a. Comparer x, cte. Qiie peut-op dire de la sujte &,,) dans ce 45 9
3) Dansleg Questions quj suivent, on'va associer 1 Ja suite (¢ ), Ia suite () J définie par
I
pA X et'Yne Yo =f (J’,-.) ;
“ae .
Un vecteur non gyt xo d2 IR? gtant doning, on désigae Par (g3,c) sag Composantes dapg |y base
(5[: &2, 6'3) _‘ )
' 3) Montrer que POUr tout entie p g IN' Xiw = Yo et Ta= [a
H . - ﬂyml a
b) Expriner les nombyes 7. et les vecteiys *a €1 fonction des Rombres a, b, <, net
éventuellemen; des vecteurs 81,6zet g; o
¢) En discutant Suivant Jeg valeurs deg no@b&i a,bet ¢, détermine, la limjte de la sujta (%)
¢t ctudier eg cohvergpnces des sujtes (x ), (r_,) et (x ) »
) Soit Y3 un vecteyr donné u_-bitrairement

-

mn P o

2/
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Ecots MORALEL SUPERIEURE ¢  Service des Examens' et concours

Concours d’entrde i 1’ENS pour Séria  Mathimatiques
La préparation du CARCM Sessicn : Novembre 1998
fpreuve : Algdbra " Durée : 4 heures

- fﬂ'u*'E anm Re e ctor? | ; | |
- ?m Ve or-o' d‘d‘mg\‘u‘.l 3*’ B-(Q- : .
h (%, ¢ &) Mncbare
ole ErdurR, B o (¢| &", G:) .ﬁa base cmals ot fa Baiae Eu-,e‘:n*-.-g-!-ig*‘!fa,
M2 -2, ve, 1My = 28 +3¢ +%¢, .

1-4q) N\-n\fc.v' que C = (.u., u_,' Ll,) ot Lxe hm'ehENR- -
+ % Detviminer dea makrices cle parage ole Ba (@ oo LRy
2 - C* detigrant 2 base cuck cle o base €, plébminee duamake

e gra c* ot C¥a B
En decluire CF - ;
3. Qolek Ve &G 59, U= 26734138, U= 3% Tl
(] Ez Vkl (“’ﬂ;f' ‘J'-Z, 03) ! . o )*u" o‘a.‘&‘;“ ‘l' Q%.Lah..id cq}*ef‘ |
debaminer F 2 | -("c‘l.i'&.gaua.f de Flam £ 3‘ -
b) Dli’—\@-m-'ntv dwwu -!.-E' Kerld

.il'.t.\wtﬁ ,d.l. F d‘\-M L bﬁ-h-f- B . .;
ué ﬂRLE) *Jﬂuﬁ'ML"ﬁa)" (-5
& . iy | Em S
t‘l.l -ll" K"“'u'._ _bl..lu;:-htt'l' ,9‘4 w,hnia cll U’d’aﬂ e-h;u a- "
e‘:l';kim'ncr Lu coqdawnier d‘{ doss e brac €

‘eqa Cle lna.uasc

-

ab

Quuu
Tho

- Lotk
a) D:;L-m;nu 9a mokeie e clama | 8

-

-~ ) bé\mm.'ngv '}..:'m
. 5. o) 3ot = G Q-r:?.
’ b)geik‘%-: er-ie;'-te;éﬁ--b )
) vetoudd ol cimenion 3, Bz €t %)
A . = R - aspocs A o, e
30\!-“*' = Aw S 'c-‘ M(u’ 6)-’ N ?1 o. 2
R o u e dgE) Fhav 4o &
. & T =T, luwsbere unid dladies . e
G“thb €= LG!E - 3' “.‘- ,L, w‘“?lub‘gf.m [ 30 5
2 Dilentner R vilust CUPG TR Y bl
2 1 ok "i d.;‘r.\ﬁo'ﬂﬂlf‘-‘«b{l . ,l'f\omzlu!. '
: i, ik . : | |
‘9 A o #m( ka w.d-tf-t‘- ‘l\ . /P 1 9%:5\‘\{ m\'m-ma-q
© ) TTaaw ¥z, oldouire ACR
2B Cad eudar @‘I) .G-i =) . .
5y Plambrer 4 n‘u' ¢ A ) e bouk ag Z -
YT | Cafuder A < AT gt T :

rd

MHAne baay el EM'

c(&:() ole 4 -

*

oy ey w

-
— :
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3240 Mentrue qua Th@-e) C Keatu-2). %
wa::,( que T u-e) Errume clvoite .Ud’d-'mum e E *d‘&mm'“ﬁ‘#' e bhaa..
s ealle - clraite vecksciallercn € 2 7
) Debenmine - €, € E td que M(Ey) = £+ E, -
‘it) JO&' Q an veek wr ?f‘o?f& e AL Wmen @a&utmft o. 84 -

M onkrer q\u. B (E," E$'Ea) ot une bart cle E surR b d.a.l'ummerA M(

E

» E
<) RGSwaLre {e yz&l't\v-.«e. oh!&en. ke AndVask |

dx = 3z —+.2-a 23 : : . E

.

|

|

d-;_ _ ;
7 A .
i_%:: -x,‘.\_é’ + e .
7 ,

W) O tbaminar ﬁd ‘,;.é,-&nl'w'ﬂ cb_”url'em\g Ollﬁmc.\-k opfu a&uu-: g ﬂa..&uSFcu.ﬁ
X=‘5:., 3'=.2, 2 Fou.r}l'—-o . ' :
" Mmi2 Im+d 3m4-1+'

‘!ll_ ?cu.r.kOu)I'.'n‘\',Ele .jon-rcsc '.Dm: amt3y 3mab C UmaS

Imesy Sm=S Aom+A%

.- 4 - GJ \J-P{.r :D\h‘\

!.Oﬂ c.&\w.d.e.u. ,ﬁ .6-7¢{'.zmc Ql“m"‘ ks )""‘" ank 2
o Un«-.z)'x_ 1—(.‘27\14-3)'3 -+ @’“"L’)é Q
k.sm\ k.z,m-ba) z +L$""H‘\"§ ('-}mfa) 3 b

\Bmts“) x4 LSmfs)? + k‘oﬂfﬁ"f, <

A

o q, ¢ dmguowl-olumee,& »

+) .D-d‘u.m\nw )y R,-M% n ola »rhma ).,w.\'n.u[- -eu V'ﬂjeﬂrx ol fanmmcl’u. ‘r.c:j:n
_(_) ba_u hacun Q{g,\n‘_cm m,\. n < 5 ?Jud.xtr Pa.. rf.cm?d-'\!—xe&b, O’A,&-’MM
(6 \ .e,L ola.l-ummcr A A.:'g.lf'scﬂ-: 1\!‘1“‘1 Jee "'P"”"‘l -
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* ‘ECOLE NORMALE § @ | ' '
UPER!EURE D‘ABIDJAN 2 T A e smi s .
SERVICE DES EXAN ‘
s 2| s covcogns
Con ours d'Entrée Al — -

*BH3 “pour J.n St

téparation du CAPES.
D.i.cc.i.pline 3 M‘A T-WL-MA ’i‘.;lUEL:‘S i e 2
EPrEIWe : ) v“'*‘";_, S s T ;'L,‘“ — i
L Apﬁ&% [ R L C =4heurea
—— —— WL Session ¥ 2003

I- Sment a.etb deux constantes réelles ﬁxées

Dans I ] c PR s
Il mamc:"”mb e Mz(IR) des matrices carrées d’ ordre 24 ooeﬂicnents rééls. on déslgnq pa,r

(1 0 ) F— "6 1
0 1 et par A la matrice E'b a),

Soit TK le sous-ensemble de Ma(TRY défini par . e T

* ‘ K = {A(x.y) [ bjl x+ay) l(x ) EIR: } :

I—Expnmer A’ en function deAetl . =, ° " E - :
2 - On fappelle que Ma(IR) est une. IR-algdbre unitaire, ngn commuutwo.
Montrer qiie IK est une sous-algébre commutative unitairs de My(R). -

3 - Trouver une condition nécessaire &t. suﬂisante portant sur-a et l) a:cluswemmt, pour que
IK soit un corps. '

4 - On suppose que iK est un corps.
a) Résoudre dans IK, Iéquation A(x, y)*=-1.
On désigne par A; ct A; les solutions de cette équauon.
b) Montrer que (I, A;) est ung base de TK sur TR. .
c) En déduire que le carps IK est isomorphe au corps Cdes nombres complexes

- T
Soient (G, .) un groupe, H un sous-groupe dxstmgué de (G, .) et Kun sous-groupe de G,.)
| - Montrer que HK = {hk| (h, k) € Hx I(} est un sous-groupe de (G, .)

2 ~Onsupposeque [G:H]=p oﬁ p- est un r,xombre premier et queXn'estpasinclusdancH, . -
a) Montrerque G=HK

b) On suppose K fini Monfrer qu'alorlel =P IH ﬂ KI.. L

I - -
On donne le systéme (S,.,) de trois équations’ lméalres aux trois mcommes complexes XY, Z
suwant -

X-my+m-z=2m
(Sar) {f'ux-m’y+mz =2m
| lmx.-l—y—m’z=l-m |
ou m est un-paramétre complexe.
1 - Suivant les valeurs du paramétre complexe m, déterminer le rang r du systéme (Sp).

2 - Donner la solution du systéme (Sw) lovsque r'= 3
3 ~ Dans chacun des cas ol r< 3, déterminer les solutions quand elles ex:stent
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- A
A~ 1~ Soient (G, '-)-Uﬁ'groupe'd’é!émém nevtre o & aecG te que Pordre de a daps G
1016 o(a) sojt &gy 4 nOn Suppore que p = rs, (r, s e INy, » o=

ontrer quje o@) =g _ e )
2-(G,.) est un groupe Monogéne engendré Par a, d'élémen, Reutre e, Op Suppose -G infini,

Déterminer tous rey 8énérateurs gy; 8roupe (G, 5 . St

£ (<, ) estun 8roupe _cy_c_:lique_d’otdre M, engendrd par
3)“S0it 3 & IN® te] que.s A m=} : '-

a, d’élémen; neutre o, )
tou 3G, Ia relation x* = y' implique x = y
Us-groupe de G distinct de (e} et

_ gr(:a‘). {ou 1r(2), désigne | sous-;
que rdivise 'm,. . '

-groupe de G, . engendré par a’), ¢
, Que] esp Pordre dy groupe H 7 _
7 ©) Soit x = gk g g - .
Motitrer que.G: = 8r1(x) si-et Seulement s;- kam=j ‘
¢l est alorg |4 nombre dea Béniérateurs gy, &roupe (G, 3,7 ce
Soit r € IN* tg] que r divise m,

»<)aumetyn szul $3Us-groyp 4 d’ordre r
alo ombre de SOUS-groupe de G .7
y € Solent b= gk Get H=gray - . |

. Soit r. Je Plus petit enti
H ‘e v

| er:stﬁct'e_'men't Positif te]
Montrer que =
4~ Soit n 'y {0, 1)

nombre se note o (m).

KAm, Quel ¢s
» 1. Pour agz; op

‘ Cique ' ey
t ordre deH?

a est un générateyr du groupe cyclique . (Z/nz +) :

) S A Z, : ST

)} gegt Inversible dang | anngatf ( /nZ rhx) Ny

B- PRI

I-Soit Y yp SOUS-groupe'fin; da (C, ), d’ordre p, -
Montrer,que H

est Bensemble deg rz;cines-nffﬁ“
2~Pourp €IN’ o ote Gy = { z ¢ ¢ "= §
Seit U ~Hpe ) x '

&
Ere

de I'upige dans C,

=e T € Gn. °
#X) S et seulement Si kan=]

_ , ) est appelé une racine prirgiitiye e
otons m e nombre des racines primitives 0" g

de Punieg, .
unité, On fappelle qie m = ¢(pn),
c!otgini‘qug d’ordre p, le polyng vd
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P ECOLE NORMATF SUPERISURE : . #- SQ:Vi.ca claa Examens e& Cour;:oua.s
.Concours d’entrée A J.'ENS pour Se..-:ia Ha.hkémauques '

1a préparati on du CA.PCM L. | fesssen quumbx-a 1'995
BprauVe A.lgébre ; 1 Durée 4 heu
e e - res
T" ‘eawwk E an R. cripace ‘I'd‘ar’es@* -

cle d.»mmuw 3, B Cfu '
) .; 'ng Ane bmag_,
base c,ma.l. oty 4{‘ bese- ., 1y o asignd, |

de.c.,uu-\R B d %,3),€a

J"“‘:-

‘l O.) M°“’H’f_ﬂ \U.a. c
| D) Debum\mar Ao =

.= 2 '1'3‘2_” .pg‘es

(‘ul.u..g q )u«l'.uuc hmohcwﬂ?-
w‘:ndw de?maac e B kobiCaB

)2 - C* d‘%"‘““& B b base cliveds dg}a. base g{g Fenminer ,LM 'mal‘r-cqo e ﬁ:‘M"j"
l d.a&"""'o.l:cl. ‘L«a.E:»',':‘- ‘ -
! En c‘.ac\l.l.urc. C“ : —"-,‘ ‘_ ' ..': ) ST
]'. 3.: Qolwk vz &% yay, b:.:-'-.-. 2¢,- 34, *';'5%';’%? 3¢ 29, ey wl-
e F"VEC.E(‘M,D-:U') . o
\ Bd‘“’“‘“—r e (4 ct!'ﬁeﬁona! de- Fb“’m E“ "h“' %f_(‘l'.ﬂ‘ A qu'em“d cu.::.(e,

Yewnes . de F olam__ﬂ_q/baa&_g 4 2 5\
. e =S = [-4 3 2
- 2ol ne _gR(_z) J-v.oqu.e Mf.*"-la) (_5, 3 ‘r)
‘-'L) h&‘f%\mn\e.r -QQ mal;nc: dl‘.:u c("l\b P .5450 ._uf .
9 Dekovminer Tmu b Reru _ ’ .

| JES— | SN m——
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5- 06 2otk o= ¢ - Gt O e =, u!ummev /Pn Pma’annem cle U"fv’ﬂﬂ‘*' w (.
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‘9) .’Smk ‘%-: -24 9_2 -+ 2;' E" JQl'Mmmer A&‘A WU“WM d-‘:r caws fo base (

[

X

Solewk E mn R- stpad mlwi ole climenaion. a D= \@-’u‘& "a e bw "

= A = 3 T -2\
J \R bt M E LE) kej q-f-\- b/\(u, 5, A = Ao 4.)
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3= D). Mondee oy, o .
D - Montenr g, Em@i-e) ¢ Kewie)

: ""-) doik’ i; A ve‘q.fcw ?ro‘::re c:le ,u. wm

1T ?cy..r' )_:e-.:.l*-r.i EIR ,6on cs; » .o =
‘ _ . f M= j2m+y  Imiy meS
4
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ECOLE NORMALE SUPERIEURE ¢ -gexvice des Examehs ot CONGOurs ' p
Concours d'entxda a 1;'_3.5:.5. pour la ,3.‘;-‘4;3 _;'.:l_ygi._t!_:d.ngtitz_ucfl
" préparation du caercM - - .. | 3essden -1 Octobite 1996 )

—

-~

Zpreuve : Algdbre |- ° . |. Durée :.4 heures-

eon

Trouver tous les ensembles de trola nombres comploxes de module 1 . ¢ ‘
dont la soamé et lo prodult sojent égaux 3 4 " % e %

] B&i‘ﬂ_lcé 2 -
Solent E ot F deux enseables.non vides,. s -
eunis respectivement des relations d'équivalence X et ¥, e
On d6Cinlt sur BXF la relation binaire ¥ par: ‘ o ,

Yixiy) € Exp,- V(x',y") € EXP,.. (x,y): T (x"0y") ¢=p ( x2x’ o} L PR
Hontrer que & est une ralatlon d'équivalarse T

et qu'il existe une bijaction do (-gxr)/r aur ‘/:z x p/:.r

Egerc;ge 3 "
2. So0it 0@ un-groupa Cinl. Rappelor co qu'on appalle ordra d’un ‘§ldment de G,
et démonkror quo cet prdre diviue ln cardinul de 6. '

Tt ee——

b. En diduire:que tout yroypa f'vrdra prosler ont 'cycll-que'.-'

?

: ergles 4 : ' |
! ‘i"* 3 ! zn : zn ! : A,
Dénoqkt_z_';r:_qgu pour tout entler natural n: 19 " +2° +1:2a 0 (mod. 7)
!gs_- :‘:ﬁ .'.::. INJ!T. [ " n S0 g e [
f‘,‘f-a‘#i_]:__,.;“ e \ . . N b)- “I s 15 n._-t t ) 9 "'.:(no‘d. 9)

g; arcice 5 . T
Solt n € N",_at uh eaganhle E, de card nal n. ' e W% - oo
j':\ #st le g.rQUp_g. des ,_b_lJections ) O pe.:!nu'l:n_tlon.-a de E.. . B eE o
a. Solt s €% , On appelle support de s 1'enacnble, ( x€B, /.a(x)¥x | =t
Hontrer que al ,a. et t appartiennent 3 ..'I.'h et. g0t = teg Vo
alurg' le suppart da s ent atabls par t.
b, Détsrmlner le centre de Y1 ¢'emated-dlre le soms-groupe formé par les
é¢léments qul coomutent avec tous les a-itres. . '
( On pourra distinguer les cas odt n 7 |, n=2, n3d) _
¢, Quel ast.'l_é centre du groupe dn tJues ﬁc.'.'mutd-r.lons pnlrus-'d_a En ?

’
.

Exercice § Lo a T
Solent E et ¥ d'gu:'z espaces vcctorl-els_ raels de dinenslons Cinles,

et doux appllca_thné linéalres f: E—>F at g: F— E
telles qua’ [fogef = f ot gofogag ., : y

-
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. i = 1 g ¥
Houtrer que Ia.g n Ker L ne cc-u!.-~nt qua le mat’fll-'f nul. *

b. Que pcut-on d!re de gof -2+

En dndulre qué tout' x du £ de
x-xfx 1] xernq et

Lanpurcr .lqn rangs du r ot |{ « . ¢ &

d&wmpouu d0us fa rm. o
X, Ker e : o

4. Monlear qu'uy diterminant d'ordeo 1 0y
,, I r d |/ | ’ 4 "
il b Ll g |a ” v I ” v o)
a” b o g7} ® A' b [} ¢~ g~ a’ ¢}l b~ g 2’ d " o
LI ol -
i X 2 d b-
A | 28] Te ) ogfe 24

b. ."olt. X upe ubrlca carren- d'ordru A" décompondy ey qun.l.re b.loca ‘d'ordra 2
u s |A Hontezr que dut(M) deb(A-B) X det(MB)
' 0Ocba -

aou.: Ix forme: s ,_. A}

/ c. A Uaide de la mutrlee i a _ ; 2 a':: ' t‘ncl:orlaer dans €(X,Y,z}
) ' aboo
¥ 4 pewmtuie go Cactanry ay brealar daypd,

.I.,l Y }2'.-2{ !"‘[u{- Y‘Z‘ 'Z.'xz

F\erclc B

-—-—H.....""

50!.. L'" 2upave vYeLuue lel. l'-ﬂ’l & l-". UI.l \..utvu -, o., \-u . !!x.'
B = (e, Car e ey ). une base de i ,
. et om u Te, |
ak u.'l_’,ef:du.mt_)rph;iamc de E 'z.lé,t%ni pu'r { u ] T ? -et-u si 2 5} £ 2n
. u(e ) '
. ’ 2net
A. Quelle est |, matrice de u dana 32
‘ b._Déte_rniner Une base -‘B .du noyay de y " .
¢ On considére ug veuteurs Sulvants; _ g s
t ', Dpour 1 <1<, et tn-t = u(eJ pour. 1. | ¢ n, _
Montrer que a 3 ( t‘| rz' vo'e fzn’ UBC Une bﬂﬂe de Iﬂ u ., '

do Montrep o que -‘3 v :B est une ba.se de 2

a'm gy est yup isomorphlsme de Y oy,
rz EOOO L2 0 1

l.1loo «e 0

0 :\ 21'0 LI 0

Of il

La Batrice c:a.rrc.e d’ordre p. ¢it-ellea lnverafble ?

-
' -
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oo e * . LA D O . ’
i -"- uﬂn - : X
» . B - - . -3 & - N '
] . " i . . B ~ s -
J 1 ' - g - » - ~ - *
; . :

: . {L [ -1\
" 7. Bxampla t On cansidére la mal;nce A afl I ~0~ =11 . : .
i] -11 0 ~ %
a) Déterminer les valaurs propres x,,; 3G et ¥%3 de A .
| b) cCalculer L, Lz, Ly et les coefficients des matrices :
3 M ooLn(A) , Ay.La(A) , A; a Lyth)
—

<) Dél:erminer en fonction de A;, A; et Ay toutes les matrices
Me ﬁ;(@) telles que M2 = X,

] Soit u un endomorph;sme de B tel que ur = 0 et u"" A0 .-

l,a) Démontrer qU'J.l exiate x GE l:el qua la Eamllle

) {x, u(x), ut k), ... , utl(x)) soit librs . .
EI " b) Soir pe C[X) ..Etablir plu) =90 & x» diviss o S

'®) Montrer que ﬂ.(u) # 0 2 n "_"L!' ) . - ) 2 E
f]‘_ 2.a) Déterminer -une suite de nombres réels (a:k)kqﬂtelle que
Vx € ] I+l[ \ll'+ Xa,x -
1' © kwB '
' l"' = 4 t L] =
" b! On pose p, = Zn,x" . Démontrer que*x"-divise‘ [:,',1 = x -1,

kb’ ' - : A .

[ . §
] On prend Jans la sui ita du’ p"ublén..s me¢\(0) el'. on pose Q,w = ® Pn'(ﬁ’ .
3.a) )

D(amontrar que l'ensemble des polyn&mes Q de Ch-
divise Q* - X - @ f‘al (Qn w .+ =“QOyuwl.

b) llﬂl:lll [T (u--.n) 40 e E )

*

1{x] -tels que xn

. L]

[

On suppose n = N et on prend x €B l:el que ‘la- famillae® =~ .

(zou(x), v (x), ...;un M (x)) aoit I:ln.t.. On -)U!)I'JOJU quo (1] elﬂ.hu(u-.u) g
a) . Montrer que g commute avee u . -

b)  Prouver qu'il exidte p ¢ C, .la]ﬂ tel que g(x) = (,p(u))u) . '_(
" Btablir g = plu) . . Al

£) Démontrer que R(u 1 wi.o) = I(!..,...(u) Q..,m(ll)l

: . - . l u 0 ﬂ ‘:v .... ‘.' A .. ‘\ PR
. Applicalion : Seit A. La weicg 2 00 o
. alical.ion : Seit, A. o Wl raees] : . -
; l / pl r ] . ‘ ..l : () 2 l (, - .
: 4 " : () ﬂ 2 1) - - ..
l)ntummm Lot ons bests il 1 j e Le:l Ir\': gue ME AL

E 0-0 0 |

o SOLL A T makeien ;A - | nmot . T v

5 0.0 0
‘ Déterminer les maLuces qui commutent avec A .
Déterminer .toutas lel’ matrices M eu;(ﬂl) telles que MR = A

A 8 . . ; < W

? :
r £
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S ' mlclt I
s @5 En dcdu:rc quc . f ey )_,p h 77
" f-!

¢

-y
: A 2. ol Ao o o
Oa En uulmnt lc <ens de variation dc. la roncnon P dcl"mc sur (' "cc[ par (p(” L E

'scsasymptows. o ;

[—P&J 3 Etudcdclafonchongdcrmcparg(r) z( - -

-

Qa Monlrurquaj est Lonllnuc en lout.r, dt. 1z oo (Cﬂﬂs'd‘—”” tef ql"' {€u< r")

|

i

L
i Z’in conw.rg,c normalement sur [u +ob[ ol u >l ‘
nr N

@b Momrer qtrc la sd_rr_

CDc Momrcr quc/c.st dcqvablc calculcr Vi ( r) ct-an dc.du ré lc scns dé vanauon de s
\\ " v

ne] I

. ol
J <[ @,
“ f gt

étabhrquc' v ..Xr_. (M_”,

:7!

adt

: [ 3 .
. c(quc (- '),,_’"Sf(r)—’_.:;—-l-

@c Calcufcr ics limites suivantes: hm /( x), hmf(.t) et lun(r l)j(r)

Qd Sacham quc /(2) --Z‘-—- === Iracer’la courbe rcpréacnta(wc de fen pn.c:sant

..‘, ] -~
.

@

cr'rﬁc'r)-'

+ e
\~
.

ns . . ‘ .‘ - 5 . " . .
8 '_l n=lye . :
(D Montrcr quc !a scnc g( X)= Z-———-—/csl simplement convcr rgeate dans 10z +<o[.

e 1%
‘i_&:' } RS

PR

En dedur.c la convergence

-

®Montrcr quc ]/?,,(:)] Z( l) "I ( l)..
n-‘-

“|tenal

umf’onnc de la séric dans [u oo Ca\cc q)O) _
. ]

CDMontrcr quc pour tou( >, 002 p(r) = (l% 7_;!.—,-)/'(.1-)-, od fest ia fonction

, ctud:cc dans la parucA = ! S .

[

©a Montret que g est continue sur ]0 <,
@b En uuhsan! AQd (rouver un cquwa!*m de /( xX) lorsquc £ - l '

[
@c Trouvcr un cquwalcnt de |- — lorsque ¢ y @ ponree wiitizer un

2.!-'
. c/eve/appcmenl lmm‘c} .
@d En uuhsant lcs rc'sulm(s pruccdcnts. marlrer que: Z-(—-,-}—n-'- =1n2
& . '>'I" ) .-n'il IT .. T..l
5 — "-----——---—. b
b ", B * ]
‘ !
* Page 22
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y Epreuve: ' ~ _ Amglm F o Durée 4het|m g

| j;‘xe,uc,ce. 4 s Ehis Loon ,24_»@»16 Jdew_e. /h% q""‘;t"ui'-, '
. S Wnpe 5“-m+4+u' - '

/ l--
Da. hocumonce. (‘:Lm-?, o ‘q_ o

Lxenciced s me),)m B

Exconcice 3t

|

5

i

:

|

5 it peln S sl dagendir v
| p Lo emeengonce e B'tipiole | i hagliek S g
. Mfmseum N n%uﬁlzih 4m.wn
|

:

5

!

§

:

]

:

:

_bcl,u&_- . . T

:wm&ﬂt ﬁﬁ? -

! |
Ex,ewcg,[,_, '

I T Medtur que Fcfx,a) ot d h@wﬂdzg QQ: c{ev %

Pg xperl YVO ola,TRz' &Q uQ% /m. o\‘ﬁ"‘“‘ i

a—mb CO,J.) R '
" Soma Gal-anQfaQL Qﬂacl.eﬂu)imcu% Adgwﬁ '
i Ab\xgo'}vyxe'm@ni il & R'ordne b de ¥ en(9; .
Em :L,al.uvw. PN Aerivén /}xm{&wm w(o 4) d orelna. 3 |

Eoconenel 5t
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LR oyt

O
F\-

— i e
%ﬂaﬁ; -i’.’sarvice des Examens et‘. 0oncours
@ %ﬁg‘? P e - .s_,éxic tuatkimtiq\:es

l"t-ﬂ-

IS e e, .' - ":‘\. "Séss‘.@ﬂ‘ . “Qvgmb:_g 13%%98. . .
L, 4 - & - o : - = i
x % LT -' —0'5" % =" . - 77- Pa— .. . 'v' ® . :
R ,%1-01:.5' .{'né.e‘\ ";L:'q. é@g"‘:l‘i.: .. . " - _—
3 | X . : ke “6\' " - q. = .. * = . . i . .. » o
i {...i-.... iR R ;,,f & n dg s L . | .
P T A ,:.ﬁwl":ﬂ . " Durée : 4 heures
i Egae'uuve 3}4'-'-.’-) xf.nfwggl?ﬂ"" 7ict Sl A : .
- '..l ¥ 'w [} -
ey .:r-l ":'.'3' ":'..'.. 3.,,, z.é‘.'\,,_‘,'_ . )
1: .-. 0y ?‘_.\ PRI -_.."...'- . b __.;I-- : - : :' . .
Y 2 g k"’}"??ﬁf % -'\v“.)-...';‘_:'.:“'h.g“gﬁ-m_‘ #‘ ‘T.ﬂr:‘i‘-; d : & ,: .~
,.“_‘.: LA ‘*' T hing?, Tt ea o ,:-d '.-'.' am." . ';’ ¢ ey :'. ) . .
K ?7; EXERQCE I ‘.‘." .rz‘ ;} 7 3 ""l‘. \
Lk 3 -.\ Xl X L
RS A rv-:i‘ ;%*"r;’::z-.
'5-",‘ 3 5 't"‘SOI! l4 suite U- = 00 10‘). XGHR. montrcr au eﬂc Ft convctgmlc si xsQ. Envrsagez la réciproque avee x=2e¢
g‘mge_ "y TR M -
-’5\: = A o T ”.. » ‘} : * .
DO AR | . ~-|_--\ -J"“ g 5‘}"" o deati 5 ve : ’ *
B Etudc dela convergence de as{nc &e‘tcnﬁe gencral n}jlc dabll g -
t‘)r.r, 'f‘ﬁ{ﬁlﬂ'\»‘l ‘\ ., cosn i '\_.‘.- rrﬁ."’ﬂ}'- ". ' % p .. - .
"?" : ‘ h e '.-P.' J‘ ‘wv'r]‘ . . n. - - - .
|G b ~Jn +cosn’ 2 R ., ¢ : - iy
:a.' . -. . i g -_’ ‘ " o o . X
?dzz'f_;a{.‘,.',-_ o . ®ow L. . e, - )
p-rct EXERCICE 3 LI . b . % R -

(e e . = LR PO TR . . - . + . : * &

e 2w % l‘-_--- _. . Y- ) -
5950 Détermirier Ia limite sumntc SN, TR (Y ben - ’
%’g’?fa“r""'-" ¥ o * . M
o,"’?,'._‘-_fj'g .'s!.'- W, _3 H . ' "_. = . . % \Q’{ -

AT TE T N - 3 : . . o o
o T R L - ‘. g :
G aci h (I-l-sm X)* ~2 NE 3
s oS ;-:%5 '-‘.;" ¥ Lot 2 #
"'@g“ﬁafg’f’—e 2 - _.
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ﬁ' .'. “‘..::;‘,: '.' Lo . ...l L]
-~ . YO e 5 - . _.:
REXERCICEYS ", | ¢ - . o, . .
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£ 3..1!: .'-' @ h.,. 1-" I.’\ ‘:' e ,.'s n-ﬂ :
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e i ! ek ani
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ancoura d'entrée & 'BHS pour S‘rin P xuth&maaiq-uu :
Ia. p:éparat:.on du CAPCK -  [Sedsion .1 Novembra. 1991 .
Epreuve 'ihi_lysé 7 | -purée : 2 heures - |
Exercice . . : ' o S
On considére lasmtc (a.) déﬁme dan, Qpar a, -Z : ' o

1 _
10 ' s, . . .
) Etabl.quuelona lax~a. | < G pourmznzo e
* En dédyire quc (a,) est une suite de Cauchy .Pourquoi la suite (a ) con\-eroe-t-elte"
2°) On veut montrer que la lu:mte 1. de cette suite n appamant pas a Q
Montrer que si lm-d, = £ e¢0 onevraitt ‘

o AesRay q

a) 2~n!: -k !s( l) <, €N st e:rdaﬁme para, ?,f—-
n 2%

b) & -"‘n'z dés que n>q

3°) Déduire de ce qui premde une contradxcnon et que la suite (a,) comerer vers, 1eQQ
Q est—ﬂ ug fenne de R?Q est- i complet? . - - S e

b

Exercice2.. S l | :
‘On rappelle que si dl et d2 soht dcux distances dcfimcs surun méme cnsemble E, clles 50!
topologiquement équivalentes si:

(Vx eE), (V:, >-0) (317. >-0) (Vy e}:}. d (x,y,-< 2 =d(x,y) < c, ‘

(vx eE).(V&, > 0),(... m - 0),(Vy eE): di(x,y)<n =d,(x,y) < & .

¢ wt

1°)  Moantrer-que si deux distances d] et dp sont topologiquement équivalentes,les.

espaces
(E, djp) et (E dz) ont les mérmes suites convergentes.

2°)  Onconsidére l'apphcanon REm== R, (%, 5) === > &x, v) =ldrctanx - dretanyl,
a) Moptrer que & est une distance sur R. -

b) Montrer que Areten:R-— >-] o —2-[ est un homéomerphisme.

|\\ \
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opQuement équ_’m:c dla disim:: usuelad
-"’) 2) Mo GU'W‘ Arcuar + dreasd o X pour iowt x>0,
2

;. b)Mgmcrquc K2, q)sl-i—- : P owt petgldzu NT

l:) la SUIM de terme gcn sral |
”‘) D.d'.urc de ce qUJ prgcér’a

, .
e ¥ e

L mé o

Ug = 0 estefle de Cauchy sur (R, 6) of s (R
que (R,9) a'sst pas complet.

’

Exercice 3

v\‘b \{ el On cogsidére |3 série da s e géudn) (2,) telque 4 ¢ L
~Un - o S ) re (= )=;7 (7 2 ¥
1oty B alrer que >y converge simplemene sur 1,4, ’
Etablir que 13 série converaa
N | juﬁ ; Onverga or—xalemcntsw[a,—:r[ (>1).
“[{1,, u -2 c) our x >1, on posa R(xy = Z.__. () = E '
-u - b P
Etablir que R(z)2p "
:. . - = ~‘(.'.' —— A .
Dl p 12 Rl) o et que UP R2a (cnon oy
I’ C déterminer), -
| E LV e \‘6 La COE]VC’I’gCHCC de la $érie ectsN
! -2 C)l-:‘ifﬂ_ﬂj OTTT};’\"’“ _~{1
I
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« vl
-

- Epreuve .1 Alp¥bre ..
O

";,:j.'-‘-.ouréé_:_ i 4 héitres'

L2 .

« e
(14

Dans 1° espace afftne euclldien de dmensw 3. soi" (o, 1 j.k) un
repére orchonormé. Pour tou: poin: de coordonnésix, y.z) dana ce repére,
* on.appelle %,y,z 1° abscisse. ordonné la ¢ote.

P.nx.b.i.e-_l

1- Soic AeR; Soit £ at g des endomorphlsmes de l'espace vectortel -

- euclidien .R3, 'On suppose que gof esc 1 homothér.ie de rapport: b W oue dl.tu; )

-

de fog en particulier quand. A=07,"

‘e

T~ h

2- Soic lelR . Soit . (a;,az.a;,b;,bz,bg.cx,cz.ca)em9 Montrer

1 équi.valence de (@) et (B):

a2+a3+a§ -bl2+b2+b3 =cl el 4l S

-‘: -

X,

(a)
)3y l+a1.,b +a3b3=a c1+azc2+n3c3-blcl+bzc Fb‘c3-0

» 2 - 2 et 2 2_,2

w’[ala2+bb +c[c =g a3+b t*»:,’+-¢:l3=a2 34-!:’2!:._;i-cz<:3 =0

3 b ¢

Intrdduire la macrice M= |a, b,.'¢;| et sa ctransposde.
. I“. -

% b, ¢

3= Aux pocincs A,B,C de coordonndas respectwes (ay,a2,a3), (b],,bz.b:).
(cy.c2,c3) on associe ies complexes a=aj+iaz, babi+ibz, c=cy+icy

» 2)- Montrer que pour a,b,c donnés il existe a3, b3, c3 tels que i, B,
C soient les sommets d'un cube, relids A O par une ardte de ce cube, si

ec seulement si aj+bf +cl#0 et a2+b2ec?a0,

'+ b)- calculer l'arBte 1 d'un tel' cuba
by, ¢y, &2, b2, ca2.

o CJ- mraiter 1- e:remple a=Ji, b=4i, c=5.

et aj,b3.c3 en fonction de a:,

Dessiner les pro;eccions sur

ﬂ;\«.es o'ans ¢'équatiouns respectives z=0 et x=0.
1l; Déessiner, en suposant-c;>0 et

' c»>0 la projeccion sur le plan d° équation -.:-0 de ce cube.

xtwd)- Sou: a=3+2i, b=6-31. Calculer c,

4- Ici C est c.or'sidéré comine plan vectonel eucli.d:.en Soit ¢ une

appl'ca'xon R-lindaire de € danc C.

. a)- Montrer qu'il exisce (u,v)a®2 cels qua ¢ est Ll'zpplication

— uz+vZ
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. b)- Mom:rer que P esc bijective, si et seulemeat lul#lVI

‘e ¢)~ Montrer que §'41 existe-a, b, ¢ non tous nuls,’ dqns c,
a'~’+l>3~1-c:2 =D ettt Q(a)z-l-tp(b)?-;q)(cj 2=Gsalors <p est uae’ s:.mi.l.i‘.t:ude

+d)-On se donne une similitude ‘¢ de T -er un élﬁmenc (a, b, ¢) nox

de C€3. el que a2+b?+c2 =0 et q)(a)uq:(b)hq:(c;?-o soic P'la sinilitu
- Plan d'équat {lon z;no canoniquement associé & o'. Montrer que P' peut
prolongé en uné similitude de 1 eSpace qQui transforme un cube associ

.(a, b, c) en.un cube associé i {p(a). q)(b), P(c)).

tels 4

.g

ol e ' ) xes m+ni oA (rn,n)eZ2 Pol
de p’'eG tels que lz-pl< 1. a

1- Montrer 'q‘ujeﬁ,si ZEG alors k(z)=1 : e
‘2~ Montrar que:" Yz e, k(z}-x'ul) =k (z+i) = k(;z)-k(z) En dédc
1

que. : Vz etL‘ HzefB k(z)k(z} ecO(rmz'<Rez' $5-

Monzrer:- que fz* l< ;r-et: que. sauf si z'=0, on a lz'-1] <.

3- Montrer Que : YVzecC, 1 € X(z2)¢ 4 avec k(z)>l .-.auf s:. z e

4~ Calculer k(z) .pour 2z c{lg_i, L:_i., STLI..}

-u.-

(e} 1- Mom:rer que G. esc un séus anneau de €. Quels sont ses élénpnts

*nvarsn.blas" . )
Oon dlt que’ a dl.V.‘l.SE b dans ¢, a0, lc'n'sc‘;ue"ﬂ12 € G. On note, pour |

G. D(a} l'ensemble des divxset.rs de a. .
+
2- a) l-'ontrer que V(a,b)eGxe- {0}, 3(q.v)c02 {llzblr(utxl..ser A
r

- b) Montr&r que le couple (q,‘r) €St unique si et - seulement’ si

divise &,
- ) Quels sonr, les d.w:.seurs de 2 dans G?’

que 1+:. divise a dahs G sx et seulemenc Rea~Ima- es:
3~ a) Ssoit- (a,- 2 Qo) € G¢ tel que a=bq+r. H’oncrer que:

D(a) anb)"' D(b)- N p(r). .
- b) Montrex qye pour. tout a, b non nuls de g, 3 ex:.ste (17 R

unique é’ément Noté anb dans g Lel que D(a) N D(b) = D(aAb) ¢
Re(a/\b)>0 I:n(a/\b)>0 : ' ‘

. = @) Calculer (‘-71)/\(841}
“4- Soient ‘a, b non nuls dans g, . -
~‘a} Montrer que: Hanb=1t) & ( J, v e g2 éua-bv:l_) R
-~ b) Montrer que s (aAb=1) = (aAb2=32;p2- 1) :
.= e} Sou; c dans G Montrer aue si. {aAb=1) et S5 divise he i
alors a d;v;se . i } e . d‘“_’l‘s.e‘ -bc

- :
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- | @n $ EY CONCOURS .
| #cors pomuws SUPERTSUNE D ABIDIAW __sERVICE DS EXAKER
, sy T

1 ‘“:.;‘é.:.&""‘ -
L ¢¢n«ugd'ontrddi 1°'E.0.3. pour .la pr\!paur-hn

r Discipll no F’F{Iﬂw‘y\a}t q:./%—] ik SOSS.‘LOB : 2002 I
[.:h N épreuva ' Aﬂm l Duréa 1 4 ‘heuras |

Exercice 1,
2) Définitions’ dc; l2 confinuitd et dela dommmté uniforme,

b) Etude de la conlinu:te umforme sur IR de Se)=cosx et de gn:)acos(&’)

Exercice2. ' 0 . ... , ! ‘ : -
Ewdier les varfations e tracer le graphe do /) wchix-Ichx, g ‘ !

Exercicc 3.

a) Définition de la différentiabilité gn'un point d'une fonction numériqim définie $ur un
I ouvertdeIR‘ K '

b) Sont 8a (%), “Zt_’?;):;" si(x,y).-n'(o 0) &l 8a(0,0)=0 ( paramétrc réel), .
_ l. Pour quelles valeurs de e la fonctio

N gy cs!—eLc contmue 7
2 Pour queﬂcs va!cms de’

@ Ia fouction g; admet-elle des dérivées partielles 7 )
&a est-elle do classe ¢! ? -

& est-clle d:ffércnn able ?

:
|
|

-3.. Pour quelles valeurs de & Ja foncuon

4 Pour quelles valeurs deala f‘oncuon

J @ Résoudre dans IR:y” +2y* 3y=y ¢,
Exercice5, ' pm e 8
Caleuler 3 f'iaide'd'unc 'i'ntégrale I'aire d’un disque de rayon a,
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ECOLE NORMALE' SUPERIEURE s Service des
Concours d’entrée 3 1’ENS pour ’Séz.tc tHathimatiques -
L La Préparation dv carcM .| Sesslou : Neovemb:=a 1993

Examens et Concours

lépreuve H fma.ly_se . 7 b T Durée : 4 heures

o EXERCICE|

Sait [z sujte u, w cog(n Irx), xR, montrer. u'elle st convergente i X€Q. Envisagez I3 réciproque avee N3¢

, EXERCIcE? , "

Etude de Iy convergence de la série de tetme 3énéraj réy le o qhif
" COS ' 1 _
u" > Yo (v -';v\ivrl’yl‘
nNyeosk -

v EXERCICF 3
Deierminer Ia limite suivaste e liwide,

! 1..5
lirr (| +sinx)r - p 1 !

7 ! s
B
-

ot} - :
(I+gx)r - ¢

ce

EXERCICE - 2 5 )
J J ;

B.e "7 est unifamément convergente pour x21, guef que soif

£1e

Seitk 2 9 quelconque, Moatrer que la séry:

3

o)
2 0] et en déduire qQue {x) = _Z, @™ a5t vaee forction indéfiniden: dérivable de x éouri: >0,
m0 :

& EXERCICE 5

E:ud:cr.cr:‘ temmes de continuice uniforme les applicitions suivantes ‘RoRea R:o R

- - ] LXerx X = ./:ﬁ '
.J Ex RCT o ' . * AL _.a.- ] \—-
EXCERCICE ¢ . YT
. . . 1! . ’ h .
I { " . .
1 " » A d’ d - :- . -—-.-n. - . . * ' o
Cﬂmcr' U“c?dc A ;'T-_;:]- e . : . .'\';' h '[_){'."'-'t.' t.‘ ¢ --
)
1 ) .
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1 1 w e X < - . i ‘:::' 3 " k; ,L??-k‘wwuu..ﬂr\\ﬁy::‘v
: ECOLX NORMALE SUPRTIEURE D'ABIDIAN +*# SERVICE DTS mmugncowcouns N o
ours d'entrée 4 I'ENS pour 1a préparation du’ CAI’CM- Série: ™ lvﬁA'lHEMA'l‘IOUES : il
] rem-e - e Alggbre Durée : 3 u:nm : ' '
' PR ; ¥ = ’ > . Ay = r ."
’ . L PIObl(\.me - - .
3 QU ¢e pmbh.mc an désiyne par C le corps des nombres complexes et T,,e. I appllcauon définie par : .
i ' C T C——> ¢ . _ - B
I N ' l—> az+b ml aeth sont deux élén'Ients de L H donnes. ) I
.’ lésigne ¢galement par G l'enscmble des apphcat:ons Tab mverslblcs p
. : I L 4 Fn . t“‘.d ._ Ll ) T """" \'-;\
. ' . I = o . h
) A quelle condmon Tas esteclle élément de G 7 _ : :
) Exprimer. e fonetion de 5 et b r npphcnum.('r,,,)", . 1 B
) _Iomr_c i
! .

Fque tout démdnt de G est déteming par fn donnde de deux &idments distinets de. € ‘ev-dé-feurs”
S , .

;

fanteer que G ag un g"oupe pnur la composition des applications. s
MposeG'=l T/ bec )

i |
: n cansldérc l'ap_phcauo_n i (G.») —> (C, x) ‘ SR :

] : L Tar—s h- PR Lo e i
) Montrer que G? est isomorphe au groupe additif C . - - T %

) Montrer que Glest distingué dans G. s "o it ‘E

) Montrer que fest un morphlsmc surjectif de groupes ' T a g L !‘

) Déterminer Ker(f). = i+ I oy ' ;
) En déduire que %. oSt isnn_aoqal_:é;a c, . . * W s g W, 3 "
oit H un sous groupe de G, Ve ;
) Monlrerque: . ot 4 _ ~ ! :
V(S T) eHyH, ST.§ 'I‘"' G s o . 3
) Endéduzrcque. } ) . oy » s W .

Si’ ll-n G’ * [Ti0) alors H est commutatif’. ' | ’
3il n un entier naturel non nul . Montrer que: . . ) e o
Pour tout dlément Tup de G 608 (Tep)® = To'sqrons,.. —h : - . q
-

t
4
N A ¢
v, f /2
- e ; = |
» L ! . o oR f ) .
T . "l..‘-l- ' .h‘ y ‘(' C_ l"{ A , ('[ l'\._ f’l‘ :.:
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PARTEZ ., » |
n Deu.mmierl ensemble des apphczuons Tapde qu cnt un élementﬁxe - ' o~

2) !wn -u un éément ¢ qgelr.onquu de €. On pose Gy ='( T,,eG/ T._,,(u)"‘u } -
- a) Expnmcr cn fonstion de U ct a tout él‘émcnt de G.. o

' b) Montrer que- G.. ést unsous groupe de Gi :somorphe a C'-
ﬂ 2Xiste v dans C te] que I’on ait :

). Mon(rer que pour tout couple (u,b) de c
) le'Gu-'-'G ’Tl.h )
) Sou T un élément de G n appartenaﬁt pas iG*
u) Déterminer tous las éléments T dc G qui commutent avee T.
U £ b) En déduice que les sous groupes <:<>mrn_g.:g_:ﬂ‘if'sf de G sont les saus groupes de G* ¢

Gy puur u daits C,
4) Onconsidére y et v devx élcments diatmcts de C. .

Soit w un élément quclcorque deC -
a) Monwrer yue si'w et dmmct dc v, a.!ors tout clcmcn

t les saus grong

tde G, peut séerire sous la forme TST? gvec
. .

eh.m:.nl de Gu <G.-,.

b) Montrer que siw est distinct de (u-v) a!ors tout clemcn: de G'\' Trwel peut s'écrire sous la mm

avee’ Te G, el SL.

3) Soit n un entier nnlurcl non nul
a) Dernontrer que pour tout elcmenr Ténde'G \{Tu,}r
Tw)" =Tt < 2= "1 etaw] ) ' .

u) € GxC (el que T"(u) “uetT(u)=u,ona T = Tm

b) Mootrer que pdur tcut'(T,
=(TeG/ T(A}c Aj.

6) Solt A une partie ﬁme de Cde cardmal n(n22 ). On pose G,
1) Mantrer que Gi={T c-.G /1 (A) =A}
b) Montrer que G est un, sous 3roupe'de G . de cardinal fini ,

]
c) Montrer que les é1ements de Ga ont un pmnt fixecommun. |

d) En dedulre que G, est commutauf
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. Dans oy ¢e prabléme | on ddsigue parC le corps des no‘mbfes.complcxes et T.,.. l'

Tu: C—> C- g e
J T 2 +b
‘ 1 on désigne également par G | ensemitle des applications T i mversublcs

BARTIE | ,
c) | |

. -
»
L]

) A quélle condﬁion Tan est-elle é1é

P Mont-er que G ¢St un groupe pour la co

mposition des apphcauons
OHPOSL'G" { Ilh, b < C ,

| One cons:dérclapphcahon F: (G0) — (€', ")

Teb l‘”‘} a ‘
[ 3) Montrer que G' o5t isomorphe au groupe additit ¢, -
i

3) Montrer que G* Jest dlstmguc dans G,
:) Montrer ¢ que fest un murphlsme su
1) Déterminer Kcnl,t)_ g

) En déduire que %. est isomnrphc&C'_.  Ray T e o

oit H un sous groupede G .

qccnf‘ dc g;oupes

L A
[

) Montrer que :

.

g V(ST)GHxH STS'T e
é En déduire que :

S; HerxG' = [Ty) alors H csl commulaul'
% :t n un entier nature! non nul . Montrer que : .

Pour tout élément 'I‘.,;. deGona (Ty) = T, L ) . ; .
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';._-' < t) D{tmw l'mcmble des :ppr cauons Tw dc G.qui ont un é!ément fixe .
; R ) Suri u un ch.nmnl quc!conquu de, C On posc G. 5 [ TweG/ T.,;(u) u’)
o a) E;Err{mer en !‘oncuon dc uet a tout é!émcnt de G.. ’
b) Montrer que G. cst unsous groupe de G B'omorphe ac’.

s

P a7

i

. T

£ - c} Montrcr que pour tout couple (u,b) 4 C g ll existe v dans C tel que l’on ait : 1
3 ST /TlvG =G, sTy5. - sxgtd @ \
J) Sou T un élément de G n’ appartenan pas § G”

3:‘:.,;’ o h) Ddlc.rmmcr tous lcx é-émcnts 1 de. G qm commutcm avee T .. .A e 1
:: 2 .-"““':" " b) n dddulre que ! $ sous ;vmupes COMMULALifs de G sont les sous groupcs' de G" et les snustgrn
; ;S. 0TS Bapour u dans G -_" 27 . 3 ' 1 1
'-_'. 4) “Oh consl féreuety drux élémen!s n:hqtmcts de 5‘3 :

'“t s v Soit w wun élément quelconque deG’r‘ M

v ]
.

! a) Mbntrer que:si w ast dtshnct de Y, sous ka forme TST gv

%, : élément de. G, G, .

i‘é prseerp )J_Montrer aque.si w st distinct de (u-v). alor tout
avee Ta GuetSc G, .

5) .S'uil n-un enticr aaturel non nul |

alors tout élément de G, peut s'éerire

!

dcmﬁntdc G L"-f{. q‘ '3.‘." O} \ﬂ—u-

fe feun 1a o

LE R

4) Démontrer que pour tout élément Ty de G \{Tio) ‘

(Tg)“TmCD&“lcta#l. ' ‘ ) !

b) Montrer que pour tout (T,u) € GxC te| quc T(W=uetTtu) = u . on aT"

6) Soh Aune partie Bnie de C de cardinal n (n 22). On pose G,
a) Montrer que. G \={ lr: /T(A) A}

aT}Jl ot

~(TeG/T(a)Ea ;.

b): Montrer que'G, est un sou., groups de G . de cardmal ﬁm .
" €) Montrer que Jes él¢manls de G, ont un point fixe commun . . .
i " d) En déduire que Gy est commutatif - U -
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