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Avant-Propos

Le développement est une notion assez intéressante. Tout étre humain, toute organi-
sation, toute structure tend a se développer. C’est dans cet méme ordre d’idées que ce
document est congu afin de permettre au futur étudiant de se développer personnelle-
ment et de réussir le test de présélection auquel ils veulent participer.

En effet, la statistique est la science qui permet de collecter, de traiter, d’analyser les
données. Elle est un outil d’aide a la prise de décision. En Afrique et dans le monde, le
besoin en statistiques et en statisticien se fait de plus en plus ressentir. Il existe ainsi un
réseau de trois écoles de statistique en Afrique francophone et qui mettent tout a leur
disposition afin de pourvoir ce manque en ressource humaine. C’est dans ce cadre qu’il
lance chaque année deux concours de recrutement de nouveau éleves ingénieurs de la
statistique: un concours pour les éléves ingénieurs des travaux statistiques (ITS) et un
autre pour les éleves Ingénieurs Statisticiens Economistes (ISE). Dans plusieurs pays
comme le Sénégal, avant de passer le concours ITS, il faut subir un test de présélection
organisé par I’Ecole Nationale de la Statistique et de I’Analyse Economique (ENSAE).
A Tissu de ce test, seulement les meilleurs participeront au concours ISE.

La Junior Entreprise de cette école est une entreprise gérée par les éleves et dont un
des objectifs est de participer a la formation des éleves et des futurs éleves de 'ENSAE.
Dong, a travers ce document, notre objectif est de permettre aux jeunes de réussir ce
test de présélection. C’est pour cette raison que nous mettons a leur disposition ce
document qui comporte les énoncés des tests de présélection des années antérieurs et
leur correction.

Un message a I’endroit de tout lecteur de ce document : "Vu que c’est la premiere fois
qu'un pareille document est mis en place, il est possible qu’il comporte quelques co-
quille, veuillez nous faire part de vos inquiétudes, incompréhensions, ou des éventuels
erreurs que vous constaterez. Nous vous en remercions a 1’avance".
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Enoncé 2008

Ecole Nationale de la Statistique et Année académique 2007 /2008
de I’Analyse Economique (Sénégal)

(ENSAE)

TEST DE PRESELECTION ITS VOIE A
DUREE 3 Heures

Avertissement: le sujet comporte vingt questions indépendantes, chacune étant notée sur un
point.
La réponse a chaque question doit étre bien rédigée. Tout résultat non justifié est considéré
comme non valable.

1. Calculer lim,, o 555 [(1 4+ 2)* — 1 — 4a].

2. Déterminer suivant les valeurs du réel a les asymptotes de la courbe de la fonctionf,,
(a®4+1)z2+a?—1
(a+1)z4+a—-1 °

définie par: f,(z) =

3. Résoudre dans R I'équation \/x + v/ +a = a ol a est un réel donné et stricte-
ment positif.

4. Simplifier 'expression B = 3/20 + 142 + \3/20 —14V/2.

5. Calculer lim,, , o 2332 et lim,, 100 Sy —p 2372

6. Déterminer explicitement fof pour la fonction f définie par: f(z) =3 —z, siz €

0,1]et f(z) =2—+Vax—1, siz € [1,3].
7. Factoriser le polyndme z* + 2% + 1 en produit de deux trindmes du second dégré.

8. Déterminer les valeurs du parameétre réel a pour lesquelles la fonction f, telle que

_ z24az+5 . 4
fo(z) = T E R, admet trois extrémums.

9. Résoudre dans R l'inéquation: V32 —1lx+21>2x—3

10. Etudier le sens de variation de la suite de terme général u,, = i—z, n > 3.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

Déterminer, suivant les valeurs du parametre réel a, le nombre de solutions de
I'équation 2° — 3az +1=0

3N 4n

Calculer lim,, 1 o S

Trouver le réel o tel que la fonction f définie par f(z) = Vo +vV1+22,2 € R
vérifie: (1 + %) f"(z) + zf'(z) = af(z),Vz € R.

Montrer que Vn € N*, la somme des cubes des n premiers entiers naturels impairs

est égale a 2n* — n?.

Montrer que Vn € N*, ona: vVn+1—/n < 5m < v/n —+/n — 1. En déduire la

partie entiere du nombre réel A = Z’“ 10000 1

Calculer limnH+oo(\/n +/n+n—/n).

Déterminer le réel o pour que le polyndme A(z) = 2* — z + a soit divisible par le
polynéme B(x) = 2* — ax + 1.

Trouver les points pour lesquels la fonction f, définie sur R par f(r) = sin®"(z) —
cos?(x), admet un extrémum; n étant un entier naturel non nul fixé.

Montrer que pour tout n € N, 7 divise 3" — 2".

Déterminer le réel m pour que I'équation (m — 1)z* — mz 4+ 3m + 1 = 0 ait deux
solutions 2’ et 2, telles que 2/ < 2 < 2"

FIN DU SUJET et BONNE CHANCE



Enoncé 2012

Ecole Nationale de la Statistique et Année académique 2011/2012

de I’Analyse Economique (Sénégal)

(ENSAE)

TEST DE PRESELECTION ITS VOIE A
DUREE 3 Heures

Le sujet comporte vingt questions indépendantes , chacune notée sur deux points. La réponse a
chaque question doit étre bien rédigée. Tout résultat non justifié est considéré comme non
valable.

@ Etudier la limite en zéro des fonctions définie par :

(1 —cosx)(1+2x) Vit -1 (-2t =144 —2*
flz) = R ;o g(z) = Ao 1 k(z) = s

o) VT

xr2

@ Résoudre dans R I'inéquation définie par

(=32 4+ 42 + 7)(5z* + 3z — 2)

> 0.
(22 — 4)(—322 — Tx + 10)

322+ Tr + 8
Résoudre dans R l'inéquation suivante: \/ >
@ 1 —x3 +Tx2 — 14 +8 —

@ Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes:

fa) =2 _395;‘/5_1, U(w)=(x;f3fjj); 9(93)2@3) ?

o= L




un+ +1
2 V2

2 9

=

@ On considere la suite (U,,) telle que u,+1 = et wy=2/3.

S

n
Calculer s,, = g u; en fonction de n.
1=0

Montrer que si une fonction f continue sur un segment [a, b] admet sur ce seg-
ment une fonction réciproque , f est monotone sur [a, b|.

@ Etudier la dérivabilité de la fonction f définie sur R par
1
f(z)=|z|*sin— si x#0 et f(0)=0
x

oll v est un rationnel strictement positif puis la continuité de la fonction dérivée.

2
b
Soit f la fonction définie sur R — {2} par f(x) = TS ;—_x;— -

et (C) sa courbe représentative dans un plan muni d"un repere orthonor-
mal.

a) Déterminer a, b, ¢ pour que (C) ait les propriétés suivantes :

— (C) passe par le point A(0; 5)

—la tangente a (C) au point A est parallele a ’axe des abscisses;

—la tangente a (C) au point B d’abscisse 1 a pour coefficient directeur —3.
b) Etudier les variations de la fonction f ainsi obtenue.Tracer (C).

100

1
Calcul
© acuer;n(n—i—l)(n—l—Q)

Déterminez quatre termes consécutifs d'une suite arithmétique sachant que leur
somme est 12 et la somme de leurs carrés est 116.

@ Soit la fonction f définie par

mv a2+ 3 —2mx .
si x| #1
fry={ " @1
22° + pr + 1 si |z| = 1.

Déterminer m et p pour que f soit continue sur R.

@Soitp(x):a:4—x3—4x2—:c+1



a) Montrer qu'un réel a # 0 est racine de P(z) si et seulement si « est solution

de L
B : o—a—4——+—=0.
(07 (67

1
b) En posant u = o + —, Résoudre 'equation (E) et en déduire les racines de
«
P(z).

1
@ On considere l'expression P, (z) = o [(a: + Va2 =1)"+ (v — Va? — 1)”] :

a) Vérifier que Py(x) — 2Py 1 (x) + ipn_g —0 (ne{3,4))

b) Onposeu =z + Va2 -1, v=z—+a22-1.
Calculer (u"~! +v" ') (u + v). En déduire que,

1
pour toutn >3ona: P,(x) —2P,_1(x) + Z.Pn_g = 0.

1 .

1 ’
1

b+ -

a) Montrer que z est solution de 1'équation bz? — abx — a = 0.

Soit la fraction continue = défine par x = a + a>0, b>0.
b+

a—+

b) En déduire une écriture sous forme de fraction continue de = dans les cas

suivants:
3+ 21
(i) w=1++v3 (i) p= 2TV

6
1, 0000000002 0. 9999999996

it ] bres A et B définis par A — —1 00002 g D 0000000000

@ Soit les nombres A et B3 définis par A = 75550050007 € 0, 9999999998

142 1-4
En utilisant les fonctions f(z) = . i 4; et g(x) = = Qi' déterminer le signe de
A— B.
1 1\’ 1\’
Résoudre dans R I'équation suivante : 1+ v + (2 i + (= i = 0.
x—1 x—1 r—1

On considére P et () deux polyndomes de degrés respectifs n et ¢ tels que pour
toutz P(x)Q(z) = 0.

a) Prouver que P admet au moins n + 1 racines ou que () admet au moins g+ 1
racines.

10



b) Soit f(x) = z + |z| et g(x) = x — |z|. f(x) et g(x) sont elles des fonctions
polynomes?

Montrer par recurrence que pour toutn € N :
2 1 2
Q) Vn>1, 1B4243 4+ fnd= "2 (n4+ :

b) 322 4 26nt1 est divisible par 11.

Peut-on choisir m de telle sorte que le polynéme f(z) = ma? + (3m — 1)z + 1
admette deux racines 2’ et 2” telles que 2’ < 5 < 2”?

x? —azx

Soit la fonction f definie sur son domaine par f(z) = B

les valeurs de a pour lesquelles la fonction :

Quelles sont

a) n’admet ni maximum, ni minimum?
b) admet un maximum M et un minimum m? ( Démontrer alors que M-m > 0.)

c) admet seulement un minimum?

FIN DU SUJET et BONNE CHANCE
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Enoncé 2013

Ecole Nationale de la Statistique et Année académique 2012/2013
de I’Analyse Economique (Sénégal)

(ENSAE)

TEST DE PRESELECTION ITS VOIE A
DUREE 3 Heures

Le sujet comporte vingt questions indépendantes, chacune notée sur deux points. La réponse a
chaque question doit étre bien rédigée. Tout résultat non justifié est considéré comme non
valable.

@ Calculer la limite en zéro des fonctions définies par :

f(f):%tg[(lﬂLx)zl—l—‘lﬂ; 9($):W-

@ Calculer les limites suivantes :

. . 1 . 5 3
ilil’(l) sin(x) |:£C—E(E):| : il_rﬂ <x5—1 — x3_1).

avec E(z) désignant la partie entiere de x.

@ Peut-on prolonger par continuité en zéro la fonction f définie sur R* par: f(z) =

1
— sin (—) ? Justifier votre réponse.
x x

) ) ) .oat=>b
@ Soient a et b dans R?, fixés. Calculer suivant les valeurs de a et b hrf T
n—+oo q" 7

@ a) Montrer que, si p < 0, la fonction f : z — 2 4+ pr + ¢ admet un maximum
M et un minimum m.

12



b) Calculer le produit M.m en fonction de p et ¢q. En déduire que 1'équation
23+ px+q = 0 admet trois racines distinctes si, et seulement si 4p?+27¢ < 0.

@ Soit a € R’ donné, résoudre dans R I'équation \/z + /= + a = a.

@ Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit f; et f, les fonctions définies sur
R —{0,1} par:

) =1-2 et ful@) = Alfa(@).

T

Calculer f9013(2013)

On considere dans R 1'équation

(E) \/ZE+3—4\/:L‘—1+\/ZE+8—6\/:L‘—1:1.
a) Montrer que z est solution de (E) si, et seulement si

(E) Ve —1-2|+|Ve-1-3]=1

b) Résoudre dans R l'equation |u — 2| + |u — 3| = 1.

Conclure pour I’équation (E)

@ Résoudre dans R I'équation :

Soit un polynéome P(x) = a,2" + a, 12" + -+ + az® + a17 + ag ot a; € N Vi =
0,1,...,n. Montrer que 1 est racine de B(z) = P(xz) — S, ou S est la somme des
coéfficients du polyndéme P.

Soit I'entier N s’ecrivant sous la forme N = a,, a,,—1 - - - a2a1a9. En déduire que N
est divisible par 9 si et seulement si S est divisible par 9.

Soit la fonction f définie par f(z) = E(z) + (x — E(z))?, z € R ot E(z) désigne
la partie entiere de x. Etudier la continuité de f sur R et tracer la courbe de f
pour z € [—2, 2|.

13



@ On considére les fonctions f et g définies respectivement sur R par

flx) = |o— k| etg(x) = fx) + |z — 4|
k=0

Construire les courbes de f et de g dans deux reperes differents en déduire leurs
extrémums.

Montrer que la fonction définie sur R par f(z) = z |z| est bijective. Etudier la
dérivabilité de la fonction réciproque g et définir ¢'.

SoitP(a:):a:4—:c3—4x2—:c+1

a) Montrer qu'un réel a # 0 est racine de P(z) si et seulement si « est solution
de I'équation
1 1
(E”) x2—x—4———|——2:0.
T i

1
b) En posant u = o + —, Résoudre I'equation (E”) et en déduire les racines de
(0%
P(z).

- 1
On pose U,, = Z .
@ —~ k(k+1)(k+2)

a

a) Déterminer les constantes réelles a, b et ¢ telles que =—+
nn+1)(n+2) n
b
+ - VneN
n+1 n+2
b) En déduire une expression simple de U,, en fonction de n puis calculer lirjra Up.
n—-+00

Etudier la dérivabilité de la fonction f définie sur R par
1
f(z) = |x|o‘sin; si z#0 et f(0)=0

oll a est un rationnel strictement positif fixé puis la continuité de la fonction
dérivée de f.

@ Pour tout n € N,on considére les fonctions f,,, g, et h, définie sur |0, 1] par:

n

falr)=14+z+2°+ - +2" = ka, gn(z) = kak et h,(z) = Zkak.
k=0 k=0 k=0

14



a) Exprimer simplement f,,(z) sans le signe >

b) Etablir une relation entre g,(z) et f,(z) Vz €]0, 1. En déduire les expres-
sions simplifiées de g, (z) et de h,(x) sans le signe ).

c) Déterminer lim f,(z), lim g,(z), et lim h,(z).
n—-+00 n—+00 n—r+00

—22+3 N(x?—2—2
Résoudre dans R I'inéquation (ce”+3z+4)@" —2 ) <0.
32 +4x -7

Etudier la dérivabilité a droite en 0 de la fonction f telle que f(x) = cos (v/x) .

On considere une suite arithmétique (a,,),>; de raison r # 0 aveca,, > 0, Vn > 1.
Prouver que :

1 1 1 n—1
a + + -+ = .
) a1+ /a2 v/ Qo + /a3 \/Op—1 + +/Qp a1+ \/an
1 1 1 n—1
b) + 44 = .
ai ag az a3 ap—1 Qp ai ap

FIN DU SUJET et BONNE CHANCE
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Enoncé 2014

Ecole Nationale de la Statistique et Année académique 2013/2014

de I’Analyse Economique (Sénégal)

(ENSAE)

TEST DE PRESELECTION ITS VOIE A
DUREE 3 Heures

Le sujet comporte vingt questions indépendantes, chacune notée sur deux points. La réponse a
chaque question doit étre bien rédigée. Tout résultat non justifié est considéré comme non
valable.

@ Calculer les limites suivantes

tanztan (z — Z
lim Va2 +2x—1—2, lim ( 3), lim (\/n—f— n++/n—+/n).
z—+00 =% 1—2cosx n3+00

@ Montrer que pour tout réel x et y non nuls :
CE'2 2 T
2(—2+y—2) —3(—+3) +6> 0.
Y xr y T

@ Soit P et () deux polyndmes
a) Montrer que si P et () sont différents du polynéme nul, alors leur produit

P x @ n’est pas le polyndome nul.

b) En déduire que si le produit P x @ est le polynome nul alors P ou @ est le
polynome nul. Cette propriété est-elle vérifiée par I'ensemble de fonctions

numériques?

Determinez quatre termes consécutifs d"une suite arithmétique de raison 6 sachant

que leur produit est 385

16



@ Déterminer suivant les Valeurs du reel a les asymptotes de la courbe de la fonction f,,
(@®+1D)z*+a* -1
(a+Dzr+a—-1"

définie par: f,(z) =

@ Soit a € R, donné, résoudre dans R I'équation v/ + v/ + a = a.

@ Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit f; et f, les fonctions définies sur
R —{0,1} par:

A =1-2 et ful@) = Alfar(@).

Calculer f9014(2014)

Simplifier I’expression B = {’/2() + 142 + {’/20 —14V/2.

@ Soit ¢ et h les fonctions définies par
o(x) =z —E(x), et h(z) = |20 — 1],

et soit f = hoy, ou E(z) désigne la partie entiere de =

Montrer que la fonction f est continue sur R, paire et admet 1 pour période.
Représenter graphiquement f en repére normé.

U 1
@ On considere la suite (U,,) telle que U, = + —cetlU, =

2
2\/’ V2 3
On pose V,, = U2 —n, YnéeN.

a) Etudier la nature de la suite (V},) de terme général V,,

b) En deduire U, en fonction de n et calculer S, = > , U;.

Soit la fonction f définie par f(z) = E(z)+ (z — E(z))*, z € RetE(z) désignela
partie entiere de . Etudier la continuité de f sur R et tracer la courbe de f pour
€ [-2, 2].

@ Résoudre le systeme d’inéquations suivant

{]:z:?—u <3

2—x <22

17



@ Trouver le réel « tel que la fonction f définie par f(z) = Vo +V1+2%2 € R
vérifie:
(1+2°)f"(x) + 2f (z) = af(z),Vz € R.

Montrer que Vn € N*, la somme des cubes des n premiers entiers naturels impairs

est égale a 2n* — n?.

1
@ Montrer que Vn € N*, ona: vn+1—/n < NG < v/n —+/n— 1. En déduire la
n
1 k=10000 1
artie entiere du nombre réel A = — g —.
P 2~ Vk

Déterminer le réel o pour que le polynéme A(z) = z*

polyndéme B(z) = 2> — azx + 1.

— x + a soit divisible par le

@ Trouver les points pour lesquels la fonction f, définie sur R, par f(z) = sin**(z) —
cos?"(z), admet un extrémum; n étant un entier naturel non nul fixé.

Montrer que pour tout n € N, 7 divise 3" — 2".

Soit f la fonction définie sur R — {2} par

ax® +bxr +c

fla) =

et (C) sa courbe représentative dans un plan muni d"un repere orthonormal.
a) Déterminer a, b, ¢ pour que (C) ait les propriétés suivantes :

— (C) passe par le point A(0; 5)

—la tangente a (C) au point A est parallele a I'axe des abscisses;

—la tangente a (C) au point B d’abscisse 1 a pour coefficient directeur —3.

b) Etudier les variations de la fonction f ainsi obtenue.Tracer (C).

Déterminer le réel m pour que I'équation (m — 1)z? — mz + 3m + 1 = 0 ait deux
solutions 2’ et 2”, telles que 2’ < 2 < 2”.

FIN DU SUJET et BONNE CHANCE

18



Correction des épreuves
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Corrige 2008

Ecole Nationale de la Statistique et Année académique 2007 /2008
de I’Analyse Economique (Sénégal)

(ENSAE)

TEST DE PRESELECTION ITS VOIE A
CORRIGE - TYPE

.1 1
@ Calculons glﬂlg(l] 2_952[(1 + )" — 1 —4z].

ﬁ[(1+x)4—1—4x}:%[6+4x+:¢2} Va #0

1 \

@ Déterminons suivant les valeurs du réel « les asymptotes de la courbe de la fonc-
(@®+ 122 +a*—1
(a+Dr+a—1"

tion f,, définie par: f,(z) =

2

-1
- Sia=0o0na fy(z) = 3;_1 =1z +1Vz € R—{1}. La courbe de f est une
droite privée du point A(1,2).

92 2
- Sia=+1, filx) = Qi =z Vx € R — {0}. La courbe de f est une droite
x

privée du point origine O(0, 0).
92 2
-Sia=-1, fq(x) = % = 2°. La courbe de f est une parabole
- Sia € R—{-1,0,1}. La courbe de f admet une:
-«
1+«

* asymptote "oblique" dont I'équation est obtenue par exemple par divi-
sion euclidienne :

* asymptote "verticale" d’équation x =

:l‘a

21



(> +1)X? + ol -1l (aflXta—l
2 2 Z
e . @D o +1y @+ Dfa—T)
(" +1)X o1 X) a+1 (a+1)2
2 —
R G2 [CEE) P e
o
ey (0 + (o~ 12,
"+ D(a—1)°
_ (o +
L PN
L , . o+l (@4 1)(e—1)
L’équation de I'asymptote oblique est alors y = o T — (@t 12

Résolvons dans R I'équation \/z + v/x + a = a ol a est un réel donné et stricte-

ment positif.

TH+Vr+a=a®

Soita € R7.
r+a>0 cta>0
Vrt+vrta=a <= r+vVr+a>0 <:>{ —
r++r+a=ad
r+a>0 r+a>0
r+a=(a*—x)? 22— (26> +1)xr —a+a* =0

A=(2a®>+1)?+4a—4a* = (2a +1)>>0
1 =a’+a+letzy =a®—a.

a® + a + 1 ne vérifie pas 1’équation. Donc cette équation a une solution unique :

CL2—CL

@ Simplifions I'expression B = \3/20 + 142 + \3’/20 —144/2.

On cherche a mettre 20 + 144/2 sous la forme (a+ b\/§)2. Par développement, et

identificationonaa =2,b=1

B={/@+V2P+{/2-vaPp=2+vIt2-v2=4.[B=4]

k=n
Calculons lim 2°"37?"et lim 223’“3_2’“
n—-+oo n—-+oo =0

23n3—2n — (S) .Donc lim 2°"372" = lim

n—-4o00 n—-+00

22

8\" 8
(5) :@ Car0§§<1



8 n+1
k=n k=n 11— =
3ko—2k 8 9 . /
Z 2°F3 T = Z 9) = /e (Somme des (n + 1) premier termes d"une
- (5)
9

k=0
suite géométrique de raison ¢ = 9 et de premier terme 1).

=n 1

: 3ko—2k __ —

im H 23 -3 9
9

@ Déterminons explicitement fof pour la fonction f définie par:

f(z) =3 —uz, st xel0,1]
flxy=2—+vVx—1 si x€]l,3
-si0<z<lona-1<-2x<0et2<3—2<3.Donc3—zxc¢€ll3
Ainsi, fof(z) = flf(x)] =2 - /fla) —1=2—-V3—-a2—-1=2—-2—1.
-sil<z<2onal0<zr—-1<let-1<-y2r—-1<0.Doncl<2—vr—-1<
2 etdonc f(x) € [1,3].
Ainsi, fof(z) = flf(x)] =2 —/f(x) =1 =2—+/1 -z — 1.
—si2<z<3onal<zr—1<2et—V2<—-yr—1<—-1.Donc2—+v2<
2—+x—1<1letdonc f(z) € [0,1].
Ainsi, fof(z) = flf(x)] =3 - f(z) =1+ Vx — L
2—V2—x st 0<z<1

Conclusion: |fof(z)=q 2—V1—-Vz -1 si 1<z<2
1+ Vo —1 st 2_ <3

@ Factorisons le polyndme z*+z?+1 en produit de deux trindmes du second degré.

P+t tl=(+ 1) = -+ D)@+ +1)

Déterminons les valeurs du parametre réel a pour lesquelles la fonction f, telle
que

2
¢ +ar+5 ) )
fa(r) = ————, 2 € R, admet trois extrémums.

vz +1
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)

(21 + o)W1 _ z(z® +ax+5)
2+ 1

o est dérivabl Ret fo(z) =
f. est dérivable sur R et f!(z) 21

(22 + a)(z* + 1) — z(2* + ax + 5)
(22 4+ 1)vVa2 + 1
2884+ 2z +ar’+a+a—2® —ax® -5z

(2 4+ 1)va? +1

folx) =

—3r+a
(22 + 1)Va2 +1
Etudions le signe de ¢, (z) = 2* — 3z + a.

falx) =

ol (r) = 32 — 3.
T —00 —1 1 +00
©., + 0 — 0 +
21 a +00
©a / /
—00 \ a— 2

fa admet trois extrémum si (2 + a)(a —2) < 0avec2+a > 0eta —2 < 0.

En d’autres termes

@ Résolvons dans R I'inéquation: V322 —1lz+21>2x—3

- si2z —3 < 0=z < 3/2alors les solutions sont les éléments de l'intervalle
3
|3
— si2z — 3 >0, on éleve au carré les deux nombres. On a :
—3<zx<4
x>3/2
Conclusion : L'ensemble des solutions de 1'inéquation est donc

oo

32— 1l 4+21>422 - 1149 =12’ -2 —-12< 0=

24
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. . L 2
Etudier le sens de variation de la suite de terme général u,, = —5n > 3.
n

On remarque queVn €N wu, >0

Upyr 2" n? 2n?

= X — = —
u, (n+1)2° 2  (n+1)?

Upt1 1_2n2—n2—2n—1_n2—2n—1
Un, B (n+1)2  (n41)2

Or le trindbme du second degré ¢* — 2z — 1 a pour discriminant réduit A’ = 2 et
pour racine 1 — v/2 et 1 + /2. Doncsiz > 1+ /2 alors 22 — 2z — 1 > 0.

Commen >3>1++2alorsn? —2n—1>0 VY n>3.

..U
Ainsi, % > 1,V neN et n>3.
Unp,

Par suite, la suite (u,,) est strictement croissante.
e Déterminons, suivant les valeurs du parametre réel a, le nombre de solutions de
I'équation 2° — 3az +1=0
Posons ¢, (x) = x* — 3az + 1.
Ona ¢/ (z) = 32? — 3a

Pa /

@Casoflazo
{ (1 + 2a+/a)(1 — 2a/a) < 0 :>{ 1—4a® <0

* si ou encore a
a>0

1
>
a>0 v
alors 1’équation admet 3 solutions

(14 2a+/a) >0 1
% si¢ (1—2ay/a) >0 =si0<a< —=,ilya I seule solutions

a>0 V4
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@Casofla<0

Onay, > 0Vz € R. Donc ¢, est une bijection de R sur R. L'équation
¢a(x) = 0 admet une seule solution réelle.

Calculons lim 3" +4 )
n—+oo 2N - Hn

3 3\"
| = 1 -
oot ]y
o 450 2\" —\5 2\"
5 | = 1 - 1
G G
4\" 3\" 2\" 4 2 3
ornl_ig{loo (5) = <1> = <5) =0 Carg, T Zsontcompris entre O et 1
3"+ 4"
On déduit que | lim i =0
n%+002n—|—5n

@ Trouvons le réel « tel que la fonction f définie par f(z) = Vo +V1+ 22,2 € R
vérifie:
1+ 23 f"(z) + zf'(z) = af(z),Vr € R.
f est dérivable. Posons U(x) = x + /1 + 22

oy~ > U
2/U(x) 2f(x)
Ul/ (l')
@) =3 e 4U(x)1 T @U@ ~ W @)
(1+2°)f"(x) = (1+27) [ ! (V1 + 22 — 22°V1 + 22 — 22°)]
AU(x) f(2) (1 4 22)v/1 + 22
et of'(z) = ””2 (jj;) \/Lli”;). Posons :A = (1 +22)f"(z) + zf'(x)
1+ z?) 1 T o2 39,3 z(x 4+ V1 + 22)
A= Tofolarovire T BV e 2 S e
1 32 72— 943 (222 T 72

:4U(x)f(m)\/1+x2'[m 2%V + 02 2%+ 20(22 + 201 + a7 +1))
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B 1 . 2 . . 14222 + 221 + 22
S U@ Vi VRV e 2] = e
_ 1 2(p) — Ulz) :l -
Toi@’ W= 15~/ @
D’ofla:i

Montrons que Vn € N¥, la somme des cubes des n premiers entiers naturels im-
pairs est égale & 2n* — n?

Soit S, =134+ 3%+ 5%+ --- + (2n — 1)®. Montrons que S,, = 2n* — n?
Pourn=1,0onasS; =1let2x1*—12 =2 —1 = 1. Donc la relation est vraie au
rang 1.

Supposons qu’elle est vraie au rang n et montrons qu’elle I’est aussi au rang n+1.
Spi1 =143 453+ (2n -1+ (2n+1)* = S, + (2n+1)* = 2n* —n? + (2n+1)?
=2n' —n?+8n3+12n? +6n+1=2(n* +6n3+6n*+4n+1) — (n*+2n+1)

=2(n+1)*—(n+1)>2
Donc S, 1 = 2(n+1)*—(n+1)2. DouVn € N*, S, = 13+33+53+. .. +(2n—1)3 =

2nt — n?
@MontronsqueVneN* ona:yn+1—yn<—— \/_ <+v/n—+vn-1.
Comme n+ > nalors vn+1+/n>2y/n.
1
Ainsi rvn—+1 .
Vn+1 +\/_ \/_ mVn= NCESESN
Doncvn+1—+/n<
\/_
1 1 1
De méme, on montre que vn +1 — /n = et <
que v VS T e e S e vl
Par suite v/n + —\/_<2\/_<\/_ Vi —1
k=10000
Déduisons-en la partie entiere du nombre réel A = — —_.
p 2 ; VE
k=10000 k=10000
D’apres ce qui précede, Z (VEk+1-VE) <A< Z (Vk —Vk—1).
k=1 k=1
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Donc v/10001 — 1 < A < /10000.
Ainsi, 99 < /10001 — 1 < A < 100. D’ott E(A) = 99

Calculons lim \/n+ n++/n—/n).

n'—)OO

lim (\/n+ n++v/n—+/n)= lim /ntvn
e "Hm\/ +/n+vn+vn

1 1
lim \/ﬁx 1+\/_E lim 1+\/_ﬁ —1
r—+oo T — - .
\/ﬁ T—~400
P ALV pYrEVR
n n

Déterminons le réel o pour que le polyndme A(z) = z* — x + a soit divisible par
le polynéme B(z) = 2* — ax + 1.

Faisons une division euclidienne.

't — r + a 22 —ar+1
—(z* — a® + ?) 22 +ax + (a®* — 1)
. ar® — ? — r + a
— (@ - a?z? - az)
@D = (atDhr + a
— ((a®* =1)2? - a(a®> — 1)z + (a* — 1))
° (@>*—2a—1)x — (a®>—a—1)
3 _ — =

A(z) divisible par B(x) si et seulement si { 32 _ Za_ 11_ OO

1—+/5 1 5

a?—a—-1=0.A=144=5 a = 2\/_ ay = +2\/__

Aucune des solutions de a> — a — 1 = 0 n’est solution de a® — 2a — 1 = 0.

Donc B(x) ne divise pas A(x) Va

Trouvons les points pour lesquels la fonction f, définie sur R par f(z) = sin®"(z)—
cos?™(x), admet un extrémum; n étant un entier naturel non nul fixé.

f'(x) = 2n cos x sin x[sin®**"?(x) + cos™ ?(x)] = 4n sin(2z)[sin**"*(z) + cos™ *(x)]

f(x)=0&sin2e =0« 2x =2kn, keZ
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1
xkzékw k € Z.

[ s’annule en z;, en changeant de signe. Donc les points cherchés sont|z, = k7«

ke Z.

Montrons que pour tout n € N, 7 divise 3" — 2",
On peut le faire par deux méthodes :
1°7¢ méthode : Développement de a" — b".
Pourn =0,1—-1=0. 0 divise 7.
Pourn =1,3%2 -2 =7. 7divise 7.
n—1

a" —b" = (a—Db) Z Va1 F wn > 1
k=0

n—1 n—1
.Donc 32" —9n —gn _ 9n — (9 _ 2) Z okgn—1-k _ 72 okqgn—1-k
k=0 k=0

On voit clairement que 7 divise 3** — 2" Vn € N.
2¢me méthode : Par récurrence.

Pourn =0,1—1=0. 0 divise 7.

Pourn =1,3% -2 = 7. 7 divise 7.

Supposons que 7 divise 32" — 2" pour un certain rang n et montrons que la
relation est valable au rang n + 1.

32l _gntl — 320 32_9ny9 = 9x 3 —2x 2" = (T42)x 3 —2x2" = 7(3%")—2x (32"—2")
— Par hypothese de récurrence, 3*" — 2" est divisible par 7.
Donc 320D — 9ntl = 7,320 4 2 % 7.q,, = T(3%" + 20v,,)
Donc 7 divise 3*" — 2" Vn € N.

Déterminons le réel m pour que I'équation (m — 1)z* — mx + 3m + 1 = 0 ait deux
solutions 2’ et 2”, telles que 2’ < 2 < 2”.

Pour m = 1, 'équation devient une équation du premier degré et admet une
solution unique.

Pour m # 1, Calculons le discriminant :

A=m?—4Bm+1)(m—1)=m? —12m?* + 12m —4m + 4= —11m* + 8m + 4
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—4 — 24/15 —4 4+ 24/15
§ = 16444 =60 = (2VIB)? , my— ——2V2 o, 2T EVED
11 11
m —00 My M2 +o0
A -0+ 0 -

Comme nous cherchons des valeurs de m pour lesquelles 1"équation a deux solu-
tions alors m €|my, ms.

., om—+—11m?>+8m+4 s, m+V—=11m2+8m +4
Etdanscecas,onaz’ = et " = .
2(m—1) 2(m —1)
) . m—v/—11m? +8m + 4 m+v—11m? +8m + 4
r <2< <= <2<
2(m —1) 2(m —1)

= m—V-1Im2+8m+4<4(m—1)<m+V—11m2 +8m + 4
= V/-11m2+8m+4<3m—4<+v/—11m2+8m +4

= 3m—4| <vV-1Im?+8m+4< (3m—1)2 < —11m* +8m + 4
= 9m? —24m +16 < —11m? +8m +4 < 20m? — 32m + 12 < 0

<~ 5m?—-8m+3<0.

4 -1 3
Ona:A’:16—15:1.Etm’:T:5 et

m —o00 3/5 1 400

i

3
Comme ] v 1 [ C]myq, my]| alors ’ensemble recherché est ]

A41
"o _
=T

1

5m? — 8m + 3 +0 -0+

ot w

Donc5m2—8m—|—3<OsimE}

ut| w

1|
RS 3 7 2 . 2 .
DouVm e = 1|, 'équation (m — 1)z* —mx 4 3m+ 1 = 0 admet deux solutions

x’ et 2", telles que 2’ < 2 < 2.

FIN DU CORRIGE-TYPE



Corrigé 2012

Ecole Nationale de la Statistique et Année académique 2011/2012

de I’Analyse Economique (Sénégal)

(ENSAE)

TEST DE PRESELECTION ITS VOIE A

CORRIGE - TYPE
1. Limites:
o fla) =D
flay = C )

sinz
T

comme lim,_,q =1,ona:

lim f(x) = —%

z—0

o g(z) = 31112:11 Posons y® = 1 + z. Ainsi,

o) =y
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2. Résoudre dans R

—xz)*— 144 —a>
o k(x) = Ut e —

1—2)* —1+4z —2°
limk(x):lim( z) T

z—0 z—0 32
3zt =723 + 62
= lim
z—0 31’2

N
—:lg%g(q: — Tz +6)
6
3
2

lim k(x) = 2

z—0

1—+/coszx
22
1 —cosz

22(1 4 /cosx)

2
2sin 5

22(1 + /cos x)
sin % 1
-9 2 d’ou
( z ) 4(1 + (/cos )

limi(z) = -

(=322 + 4z + 7)(5z* + 3z — 2)
(22 — 4)(322 — Tz + 10)
dans R — {—2, -2 1,2}. Posons A(z) = —3a? 4+ 4z + 7, B(z) = 52 + 3z — 2,

C(x) = 2* — 4, D(x)0 = —32% — 7z + 10. On alors le tableau de signes suivant:

> (. Cette fraction est définie

x —oo—% -2 -1 2 1 2 I+4oo
A) | — [ =T-0+[+7+]+0 -
Bz)| + | + 1 +0-0+ 4+ 4+ +
Clx) | + +0—- -] -0+0 +
D(x) | — + |+ ]+ +0=-1 =] =
+ — | +0+0—-|+]| -0 +
Ainsi, S =] — o0, _Tlo[u} -2, ;]u]lﬂ[u[g,—i-oo[



3. Résoudre dans R

I(x)—\/ 32+ T7x+8
OV —3 T2 — 14+ 8 T

L’ensemble solution est le domaine de définition de /(z) car une racine est tou-
jours positive. Le numérateur de la fraction dans la racine est toujours positif, car
le polynéme correspondant a un discriminant A = —37. 1 est racine du dénomi-
nateur et —z% + 72% — 142 + 8 = (z — 1)(—2? + 62 — 8). On a ainsi le tableau de
variations suivant:

x -0 1l 2 4 +o00
—a*+6z—-8| — | —04+0 —

r—1 — 0+ | + +

I(x) + ||+ -

Ainsi, S =| — 00, 1[U]2, 4]

4. Calcul des fonctions dérivées:
° f(l‘) _ 223 —3x4++/z—1

xT

(622 =3+ 5 =) —22° + 3v — /r + 1

fl@) = o
_ 62° — 3z +¥%F — 203 + 3 — /T + 1
3_ VT
Ainsi, f'(z) = %
o u(z) = EREEEE
o (z) = e+ D@+2°+2@+2)(x+1)%(@° +32-4) 2z +3)(x+1)*(x +2)?
B (2 + 3z — 4)? (2% 4 3z — 4)?
= E;”fﬁ;f_* 53 (42 + 6)(2% + 32 — 4) — (20 + 3)(z + 1)(z + 2)
= (@ +(il(i ;j)_(i:;j 3) 227 + 62 — 8 — 2? — 3w — 2]
Dot /() = (z+ 1)(z + 2)(2z + 3)(2* + 3z — 10)

(22 4 3z — 4)?
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-1 2 — 1
-2 () s

x4+ 2 (x4 2)2
2z 1)
 (z+2)3
Ainsi, ¢'(z) = _é(i ;)?
e h(z) = ;i_}

v = (T ) ﬁ

L —1 r—1
d'ou h'(z) = (:1:—1)2”27%—1'

5. Soit la suite (U,,) définie par la relation de recurrence u, 1 = o

up = 3. Calcul de la somme des n premiers termes:

Uy, n
V2u, = —= 45 +1

Sk
+

S
o
o

zun+1—-(n+1)=—+
U, N
=53
1
V2 — (n41) = 5(\/§un —n).

Ainsi, si on définit v, = V2u, — n avec vy = 2—\3@,
2 2 . . l __ Uptn .
géométrique de raison ; et donc u, = *275%. On a donc:

n 1 n n .

alors v,, serait une suite




6. Soit f une fonction continue sur un segment [a, b|. Puisque f est injective, f(a) #

f(b). Supposons que f(a) < f(b). Soit z €la,bl. Si f(x) < f(a), I'image de
I'intervalle [z, b] par la fonction continue f est un intervalle contenant [f(z), f(b)],
donc contenant [f(a), f(b)]. f(a) a donc un antécédant « dans [z, b] et on a alors
a # aet f(a) = f(a), ce qui est contraire au fait que f soit injective. Ainsi, onn’a
pas f(z) < f(a) et donc forcément f(z) > f(a). Un méme raisonnement permet
de voir qu'on n’a pas f(z) > f(b).
Soient maintenant z et y deux éléments de [a,b] tels que a < < y < b. En
appliquant le méme principe que précédemment aux segments [a,z] a y (resp.
ly,b] & x), on obtient f(x) < f(y) < f(b). f est donc monotone. On utilise un
méme principe lorsque f(a) > f(b).

7. Dérivabilité de la fonction par
o . L
f(z)=lz|*sin—sixz #0et f(0)=0
xr
oll a est un rationnel strictement positif.

On remarque que f est impaire. Il suffit donc de I’étudier sur R

1
Ve >0,|f(z)| < |z|*car |sin—| < 1Vz > 0.
T

lim f(x)=0et f est continue en 0.
z—0t+

Etudions la dérivabilité en 0. Posons ¢(z) = M. Ainsi, ¢(z) = 2*'sin 1. ¢
n’a donc pas de limite en 0 quand 0 < o < 1 et que si a > 1, lim, o ¢(z) = 0.
Etudions la dérivée:

1 1

/() = ax* "sin o %72 cos -
1 1

= 2 ?[ax — sin — — cos —].
x T

On en déduit que si o > 2, /' n’a pas de limite en 0. En conclusion:
e 0 < a < 1: f est dérivable sur chaque segment de R*
e 1 < a < 2:festdérivable sur R et [’ est continue sur R.
e a > 2: f est dérivable de dérivée continue sur R*
8. Soit f définie sur R — 2 par
as’bs +c

fla) =
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a. La courbe (C) passe par A(0,5) i.e f(0o) = 5donc § = 5 et donc ¢ = —10.

b. La tangente au point A est parallele a 1’axe des abscisses; donc

(2azg + b)(zg — 2) — ax + bxy — ¢

=0avecxy=0

(z —2)?
—2b—c=0
b _C
2
b=5

c. tangente au point B d’abscisse 1 a pour coefficient directeur 3:

f(1) =3
(2a+b)(1+2)—a—b—c
(1-2)
—2a—b—a—b—c=-3

—3a—2b—c= -3

=-3

—3a = -3
a=1
En conclusion, f(z) = 12“’%10 et la droite d’équation y = =+ 7 est une asymptote
r—2 q y p

de f. Représentation graphique de f:

1
nn+1)(n+2)

9. Calculons Z +00 Pour cela, posons:
i=1

1 A B C

nin+1)(n+2) n+n+1+n—|—2

En procédant par identification,ona: A = C = %, et B = —1. Ainsi,

100 100 100

2100 (n+1 )(n + 2) Z__Zl—l—l _Zz+2

= ....(Une erreur se trouve dans les calculs je retraite).

10. Soit (U,,) une suite arithmétique de raison a: u,, = ug + na.

Up + Upgp1 + Upt2 + Upps = 12
up Uy U ULy = 116
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En introduisant le terme général de la suite on a:

4ugy + 4na + 6a = 12
Au + 8na+ > i2 = 116
Ce systeme admet deux solutions pour a: a = 4 eta = —4.

e Sia =4, les quatre termes de la suite sont —3, 1, 5, 9.

e Sia = —4, les termes consécutifs de la suite sont 9, 5, 1, —3.

11. Soit f la fonction définie par:

myvz?+3—2mx .
flz) = e st Jzl#1
22 + pr + 1 si Jx|=1

Les points d’étude de la fonction sont 1 et -1. Pour |z| # 1,

mﬁ— 2mx
x?2—1

_ om(a*+3—(22)?)

(22 = D(Va? + 3 + 22)
m(—3z? + 3)

(22 — 1)(V22? 4 3 + 22)
—3m

2+ 3+ 2z

fz) =

On en déduit que lim,_,; f(z) = =3™. Si f est continue en 1, alors =™ = 3 + p,
soit 3m + 4p = —12. De méme de (il me semble aussi qu’il y a une erreur. Je vais
relever.)

12. Soit P(x) = 2* — 2* — 42* + 1. 0 n’est pas racine de P car P(0) = 1. Soit o # 0

a.

Pla)=0<=a*—a*—4a* —a+1=0

1 1
— (0’ —a—4— —+ =) = Oet puisque a # 0
a o«
) 11
o -—a—4-—+—5=0
a o«
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b. Posons u = a+ L. Puisque (a + 1)? = o + 2 + %, on en déduit que o + & =
u? — 2. Des lors, I’équation (E) devient:

wW—u—6=0

Cette équation admet —2 et 3 comme solution. On a alors les deux équations
suivantes, permettant de déterminer o: o+ é = 2eta+ i = 3. En conlusion,
I’ensemble solution S de (E) est

3—5 3+5
5 .

S:{l,ﬂfl,ﬂfg} 011;1:1 = etxy = 5

13. Py(x) = o [(& 4+ Va2 = 1)" + (z + Va? = 1)"]

a. La vérification de I'équation donnée est immédiate.

b. On pose v = v + V2?2 =1, v = v — Va? — 1. On remarque que : u.v = 1 et

u+v=2.

W+ 0" N+ o) =u" + e o+ 0" e 0" e 4 0"

= " + o™ + un—? + ,Un—2

On remarque que P,(z) = 5= (u" + v™). Ainsi,

1 1
P.(x) —xP,_1(x) + ZPn_g = z—n[u” + o™ — 20u" Tt — 200" " 0"

B 1
=

1
= o ("' + 0" D) (u+ v — 2z)]
=0.

("' + 0" ) (w+v) = 2z(u 40" )]

14. Soit la fraction continue définie par x = a + ﬁ ;a>0,0>0.
o1

at o
a.
B 1
x—a—i—b_'_%
B x _arbta+w
T T Lrab

On en déduit que z est solution de I'équation suivante:

ba? —abr —a=0
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b. Apres résolution de 'équation précédente (a > 0 et b > 0), on obtient deux
solutions dont la solution positive est la suivante:

ab++/ (ab)2+4ab . v/ (ab)2+4ab
T = #,smtx:gjLL.

2a 2a

e Pour z = 1+ /3, par identification, on a g =1,b=2eta=12 =
1++
2

+
o

e Pourx = %ﬁ, par identification,b=1leta =3. x =3 + T L

34

15. Soit

(14 2x)(1 —2z) — (1 —4z)(1 + 4x)
(1 —2z)(1 + 4x)
1 —4z% + 1+ 1622
(1 —2x)(1 + 42)
1222
(1 —2z)(1 + 4x)

f(x) —g(x) =

f(z) — g(x) est donc du signe de (1 — 22)(1 + 4x) résumé dans le tableau suivant:

x —oo—}L 0o 3 +00
1 -2z + | + |+ —
1+ 4x — + | + +
flx)=g(z) | = | =0+] +

f—g>0sur]—1 L[ Etpuisque, A = f(107°) et B = g(10~" etque 10~ €] — 1, 1],
on conclut que A — B > 0.

r—1 r—1 r—1 el
L'équation a résoudre devient 1 + Y + Y? + Y3 = 0. Le membre de gauche de
I’équation est la somme des 4 premiers termes d"une suite géométrique de raison
Y. Ainsi, I'équation devient:

1 1\° 1\*
16. Résolution de 1’'équation er + + (x + ) + (:1: + ) — 0. Posons Y = z*L

1—-Y*
v =0, avecY # 1.
Comme 1 n’est pas solution de 'équationen Y, on a: Y* = 1,Y = —1. En rem-

plagant Y par sa valeur, on obient z = 0. 0 est donc la seule solution de 1’équation.
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17. a. Soient P et () deux polyndmes de degrés n et ¢ tels que PQ) = 0. Soient

{z1,...,2,}lesracinesde P et {z,11,...,%,1,} lesracines de ). Puisque PQ) =

0, si Zy+4+1 estunréel différent des racines de P et Q,ona P(%,44+1)Q(Tniq+1) =

0, s0it P(zp4q41) = 0 ou Q(Zp44+1) = 0. P admet donc au moins (n+ 1) racines

ou ) admet au moins ¢ + 1 racines. Tout polyndme admettant un nombre

de racine supérieur a son degré est forcément nul. On peut donc en dire que
P=0ou@ =0.

b. f(x) =z + |z| et g(z) =  — |z|. On remarque que f.g = z? — |z|?, soit fg = 0.

D’aprés a. si P et () sont deux polynomes tels que PQ) = 0, alors P = 0 ou

() = 0. Comme f et g sont tous non nuls, f et g ne sont pas des fonctions
polyndmes.

18. Prouvons les propriétés par récurrence.

a. Vn > 1, 13+23+33—|—---+n3:WSoitPnlapropriétéVnz1,13+23+

3 3 _ n?(n+1)?

n2(1zrn)2 -1

hypothese : supposons P, vraie; Prouvons P,

hérédité :

vérification : Pourn =1,

2 1 2
13+?+3@w~+nﬁun+n3:ﬁﬁ%ﬁl44n+n3
n*(n+ 1) +4(n+1)*
2
(n+1)*(n* +4n +4)
4
(n+1)%(n+2)?
4

b. 3212 4 20n*1 est divisible par 11. Soit @, la propriété correspondante
vérification pour n = 0, 3% + 2 = 11 qui est divisible par 11.
hypotheses supposons (),, vraie, prouvons ()41
hérédité Soit A = 32(n+D+2 4 26(n++1

A =312 % 3% 4 207+ 5 20 Puisque 32"+2 4 207+ est divisible par 11,
A= (11k — 207+1)3% 4 26mH+1 5 26

=9 x 11k — 207+1(20 — 3%)

=11 x 9k — 5 x 11 x 20"*1

= 11(9k — 5 x 20"+
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19. Existe-il m de telle sorte que le polynémes f(z) = ma* + (3m — 1)z + 1 admette

20.

deux racines z’ et 2" telles que 2’ < 5 < 2”? Pour cela, il faut que:
e m#0
e le discriminant du polynome correspondant A doit étre positif
e les deux racines z; et x3 du polynéme (z; < x9) vérifient z; < 5 < 5.

On a ainsi:

A=Bm—1)*—4m
=9m®> —6m+1—4m
=9m? —10m+1

A >0sim €] — o0, 5] U1, +oo[. Les solutions de f(z) = 0 sont dans ce cas

3m+1-—VA 3m+1+VA
Ty = ety =

2m 2m

Deux cas sont donc a distinguer:

e Pour m €]0, ] € [1, +oo, on résoud le systeme d’inéquations suivant:

“3m+1—vVIm2—-—10m+1 < 10m
“3m+1+vVIM2—10m+1 > 10m

e Pour m €] — 00, 0] on résoud le systéme suivant:

—-3m+1—vV9m2—-10m+1 > 10m
-3m+1+vVIm2—-10m+1 < 10m

L’ensemble solution du second systeme est vide et I’ensemble solution du pre-
mier systéme correspond a son domaine de validité. Ainsi pour m €]0,1] €
[1, +00], f admet deux racines =’ et 2" qui vérifient 2/ < 5 < z”

2

Soit f(z) = 2=

2 —4x+3"°

a. On suppose que f nadmet ni maximum, ni minimum. Alors la dérivée de f
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ne s’annule jamais.

(22 — a)(2? — 4z + 3) — (22 — 4)(2® — ax)

f'(x) =

(22 — 4z + 3)?
8% + 62 — ax? + 4ax — 3a — 22° + 2ax? + 42* — dax
B (22 — 4z + 3)?
_ —da® + az® + 62 — 3a
B (2?2 — 4z + 3)?
_ 2*(a—4) 462 —3a
(22 —4da + 3)2

Si f' # 0, alors le discriminant du numérateur de f’ est négatif. On a:

A = 12a* — 48a + 48
A =12(a* —4a+3)A <0 —=a’—4a+3<0
<~ a €], 3]

En conlusion, pour a €]1, 3], f n"admet ni maximum, ni minimum.

. f admet un maximum A et un minimum m. Pour cela, il faut que le nu-

merateur de f’ s’annule en deux points, et d’apres les calculs précédents,
a €] — oo, 1[U]3, +o0l.

. fn’admet qu'un minimum. Il faut que le discriminant du numérateur s’annule

et que la dérivée seconde de f soit strictement positive. On a ainsi a = 3.



Corrigé 2013

Ecole Nationale de la Statistique et Année académique 2012/2013
de I’Analyse Economique (Sénégal)

(ENSAE)

TEST DE PRESELECTION ITS VOIE A

CORRIGE-TYPE
@ Calcul de limite en zéro des fonctions définies par :
1 ) | Vifz-1
f(x)—z—xz[(l—kx) 1—4da]; g(x)—\B/H_x_l.
1
- f(z) = 52 [(1+2)" —1—4z]
f(x)zi[(l—kx)zl—l—élx}:1[6+4x+x2} Vo # 0
222 2
lir% flz)=3
V1 -1
- g(x)= % En posant y® = 1 + z,
: oyt -1 yP+y+1 3
lim g(z) = lim = =lim*¥——— = —.
z—0 y—=1y?—1 y=1 y+1 2
) 3
fimy 9(x) =3

@ Calcul des limites suivantes :

. . 1 ) b} 3
glcll)r(l) sin(z) {x—E (E)l ; };_}H% (x5—1 — :U?’—l)'

avec E(z) désignant la partie entiere de x.
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ety [ 5(2)]

Ve #0 sinz [z — E (1)] = zsin(z) —
1

sinx, 2E (1) et comme lim,_,o zE (1) =

T

)six>0etx(1) SZEE(%) Sx((%—l)) siz <0

T

Donc |lim, .o sin(z) [ — E(

I 5 3
. J—
o1 > -1 3 -1

( 5 3 )_- S +z+1) =3t +23+ 22+ 2+ 1)

— 1
-1 a3-1 xlinl(x—i—1)(x4+x3+x2+x+1)(3:2+1’+1)

) —32% — 32% + 222 + 20 + 2
11m
esl (x+1)(at+ a3+ a2+ o+ 1) (22 + 0+ 1)

. —323 — 622 — 4w — 2
= lim
el (et + a3+ 224+ 1) (22 + 2+ 1)

 -3-6-4-2 -—15
n 5% 3 15

Doutin (2 - 2 ) =1

=—1

=1 \2d—1 23 -1

@ Peut-on prolonger par continuité en zéro la fonction f définie sur R* par: f(z) =
. (1 e
— sin | — ) ? Justification.
x x
] 2
Si on pose z = —. Quand x — 0, y,, — +00 avec n — 400

n

3
Posons y! = g + 2nmety? = S

lim f(y,) = +oo et lim f(y?) = —o0

n—-4o00 n—-4o00

Donc on ne peut pas prolonger par continuité f.

) ) ) .ooat=>b"
@ Soient a et b dans R?, fixés. Calcul suivant les valeurs de a et b lim )
n—4oco g™ + bn

a® — b ' 1— (g)n
11m = 1m —-7-7
n—+oco g™ + bn n—+4oo | 4 (g)n
n_ pn
esia > balors lim a =1

n—+oo g™ + Hn
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a” — b

esia =balors lim =0
n—+oo g™ + Hn
n __ bn a\n __ 1
esia < balors lim a4 = lim L:—1
n——+oco g™ + bn n——400 (%)” +1

@ a) Montrons que, sip < 0, la fonction f : 2 — 2* 4+ pz + ¢ admet un maximum
M et un minimum m.

Ona f'(z) = 322 + pet f"(z) = 6. Sur | — o0;0] f”(x) < 0 et sur 0; +o0|

f"(z) > 0etdonc f'(x) =0 <= 32?+p=0avecp <0 < x2:?p =

r == —b

3
Donc sip < 0, f admet un maximum M sur | — oo; 0] et un minimum m sur
10; +o0].

b) Calculons le produit M.m en fonction de p et g.

3 3 3 3

- [—(%)@—p\/?w][%p\/?w\/?w S

Déduisons-en que I'équation z* + pz + ¢ = 0 admet trois racines distinctes si
et seulement si 4p® + 27¢* < 0.
En effet, Mm < 0 si et seulement si 4p® + 27¢*> < O et lim f(z) = —oo et

T——00

lim f(z) = +o0. Donc f admet trois racines distinctes.

T—-+00

Mm = f(~ %p»f(\/?):[(— V(= O+l 5 e )+

@ Soit a € R donné, résolvons dans R 'équation \/x + vz +a = a.

Soita € R7.
/ zta=0 r+a>0
x+\/x+a:a<:> $+\/I+a20 <:>{;1;—|—\/;——|—a—a2
T+ +a=a* N
r+a>0 r+a>0
r+a=(a®—1x)? 2 —(2a*+1)r—a+a*=0

A=(2a®>+1)2+4a—4a* = (2a+1)>>0
1 =a’+a+letzy =a®—a.

a® + a + 1 ne vérifie pas I'équation. Donc cette équation a une solution unique :
2
a’—a
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@ Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit f; et f,, les fonctions définies sur R —

{0,1} par: fi(z) =1— i, et (@) = fi(fu1(z)). Calculons fo013(2013)

11 suffit de calculer fs, f5 et f4.

fi#) = 1= 2 1a(o) = fi(faa(a)

Donc fo(z) = filfile) =1 — — =~ @) = filfa(a)) = @

r—1 r—1"
et fulx) = ffy(r) =1~ 1

1
Ainsi, f,(2) = fumoas(). Par suite, | f2013(2013) = f1(2013) =1 — 5013

On considere dans R 1'équation

(E) \/ZL‘+3—4\/:L‘—1+\/l‘+8—6\/:L‘—1:1.
a) Montrons que z est solution de (E) si, et seulement si
(E) Ve —1-2|+|Ve-1-3|=1

I1 suffit juste de remarquer que :

r+3—4Vr—1=02—-Vr—1)2etz+8—6yr—1=(3—Vo—1)~%
D’otu
(E)  |[Ve—-1-2|+|Ve—-1-3]=1

b) Résolvons dans R I'équation |u — 2| + |u — 3| = 1.
lu—=2|+u—3=1<«= jJu—2|=1—|u—3]

lu—3| <1
(u—22=1+(u—3)?—2u—23|
absolues,)

u—3=u—3 u—3=-u+3
— u<3 ous u=>3

u? —6u+8 <0 u? —6u+8<0
D’ou S(EH) = [273}

> (Apres avoir enlevé les valeurs

Conclusion pour I’équation (E)

2<yr—1<3
r>1

Pour (E), onpose u = vz — 1 <

D'ott | Sy = [5 10]|
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@ Résolvons dans R I'équation :

Pour z = 1, I'équation n’est pas vérifié. Donc = 1 n’est pas solution.
1
1—(=)® 8
1 1 1 —1 1
Deplus,%—i—x%jt...—i—;—g:—*—xl:—(1——8)* o7 *
x 1_ 2 x x
x

Commez #letz#0alorsl+ L+ +L=0<«= 25-1=0 < z==%V1
D’ott[z = —1]est la solution de I'équation 2 + L + ...+ % = 0.

Soit un polynéme P(x) = a,z" + Ap 12" P+ Far? +ax+agotta; €NV =
0,1,...,n. Montrer que 1 est racine de B(z) = P(x) — S, out S est la somme des
coefficients du polynéme P.

P(l)=a,+a+...+a;+ay=S.Donc 1 est racine de B(x) = P(z) — S.

N =a,a,_1 - asa1ag = a, 10" + a,_ 110" + - -+ 4+ 4510 4+ a110 4+ ag Déduisons
que N est divisible par 9 si et seulement si S est divisible par 9. Démonstration
par récurrence.

Si N =a; x 10 + ag. N est divisible par 9 ssi 10a; + ay = 9k <= 9a; + a1 + ap =
9k <= a; + ao divisible par 9.

Supposons qu’au rang n on a le résultat et montrons qu’on ’a aussi au rang n + 1.
Posons aussi V,, 'entier au rang n.

Npt1 = app1 X 10"+ N, <= N, estdivisible par 9 ssi a,, 11 + 9k + S, divisible
par 9.

Noy1 = (149" ap + 9k + S, = (9" + 307, 9% + 1]any1 + 9% + S,.. et donc
c’est divisible par 9 ssi S, + a,.+1 divisible par 9.

@ Soit la fonction f définie par f(z) = E(z) 4+ (z — F(z))?,z € R ot E(x) désigne
la partie entiere de x. Etudions la continuité de f sur R et tracons la courbe de f
pour x € [—2,2].

f est continue sur |n,n + 1[Vn € Z. Donc étudions la continuité pour n € Z.

lim f(z) = lim n+ (z —n)>=n etlim f(z)= limn—-1+(z—-n+1) =n

z—nt z—nT T—n~— T—n~—

Donc f est continue en n. D’ou f est continue sur R.

Construction de la courbe de f
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@ On considére les fonctions f et g définies respectivement sur R par
3
fl@) =) le—kl etg(z) = f(z) + |z — 4|
k=0
Construisons les courbes de f et de g dans deux reperes differents et déduisons-
en leurs extrémums.

flx) =]+ |z =1 + [z = 2| + |z = 3.

r+rx—1+x—24+x—3=4x—06 siz >3
r+zrz—1+or—2—x+3=2x si2<z<3
flz)=¢ z+ax—-1—-az+2—-2+3=4 sil<z<?2
r—rx+1l—ax+2—x+3=-2r+6 si0<z<l
—r—x+1l—ax+2—2x+3=—-4r+6 siz <0

4z — 6 siz >3

2z si2 <z <3
flz)=1¢ 4 sil<z<2

—2x+6 si0<zx<l1

—4r+6 sixz <0

HEN
12 44
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Pour g, c’est le méme principe et on obtient:

@ Montrons que la fonction définie sur R par f(x) = z |z| est bijective. f estimpaire
etVe e Ry, f(z) = 22
La restriction de f sur R, est une bijection de R; a R, et admet pour réciproque
la fonction g définie sur R, par g(x) = /.
Il en résulte que f est une bijection définie de R dans R et sa réciproque est g

définie par:
| Vz siz >0
9(x) { —v—x siz <0

Etudions la dérivabilité de la fonction réciproque g et définir ¢'.
g est dérivable sur R sauf en 0. Et :

1
—_— siz >0
g (z) = 2\/15 Donc Vz € R*, ¢'(z) =

iz <0 24/ ||
Ne: siz <

P(x)::v4—x3—4:v2—x+1

a) Montrons qu'un réel a # 0 est racine de P(z) si et seulement si « est solution

de I’équation (E”) x2—x—4—i+é:0_
P(0) =1 # 0. Donc 0 n’est pas racine de P(z).
Pla)=0 <= o' —a* -’ —a+1=0 < 042(042—04—4—é+$):
0 cara#0.
D’oﬂaz—a—él—l-i—%:o
a o

1
b) u = o+ —, Résolvons I'équation (E”) et déduisons-en les racines de P(z).
(0%

1 1 1
(a+—)2:a2+2+—2. Donca2+—2=u2—2-

(07 « «
(E”) devientu? —2—u—4=0 < uv*—u—6=0.
Les solutions de cette équation sont —2 et 3.

1
U=-2 < a+—-—=-2 <= a’+2a+1=0 < a=-1
a
1 3— V) 3 5%
u=3 <= a+— =3 < o*-3a+1=0 < a; = \/_etOQ: +2\/—
(8]

. Au total, ’ensemble des solutions est | S = {—1, a1, as}
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= 1
(15) On pose U, = ; Rk D)+ 2)
1

) : ) a
a) Déterminons les constantes réelles a, b et ¢ telles que =—+
nn+1)(n+2) n
b
L\

+ ;
n+1 n-+2
On obtienta = ¢ = S etb = —1.

b) Déduisons-en une expression simple de U,, en fonction de n puis calculons

lim U,.
n—-+oo
- 1 Il 1 1 ~ 1
U= 2 D v2) 22k T2l 2t2
i KB DE+2) 255k 2 kel ke
_1+1"1+1”1+ 1 1 1 1
2 2=k 2=k 2n+1) &k n+l n+2
_1+1+”1+1+ 1 1 1 1
2 4 =k 4 2nt) “k n+l n+2
12 1 1
2 4 2n+1) n+1 n+2
3n+4

" 2n+1)(n+2)

.Ainsi, lim U, =1
n—4o0

Ftudions la dérivabilité de la fonction f définie sur R par
I
f(z)=|z|*sin— si x#0 et f(0)=0
T
ou « est un rationnel strictement positif fixé puis la continuité de la fonction

dérivée de f.
[ est impaire, il suffit de I'étudier sur R..

1
Ve >0, [f(z)] = [z|*|sin —] < [x|*
T

lim f(x) = 0et f est continue en 0.

x—07t
— 1
Posons p(z) = M = 2% 'sin . et donc ¢ n’a pas de limite en 0 quand
0<a<letsia>1, lil’I(l)QD(JJ) =0— f(0)=0.
T—
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1 1
arsin — — cos —. On en

a—2
( T xT

De plus, f'(z) = az®'sinl — 2 2cosi f'(z) = x

déduit que si a > 2, f n’a pas de limite en 0.
0<a<1 festdérivablesurR*

Ensomme, | 1 < a <2 festdérivable sur R et f’ est continue sur R*
a>2 f est dérivable et de dérivée continue sur R*.

@ Pour tout n € N,on considere les fonctions f,,, ¢, et h,, définie sur |0, 1] par:

n

fal@)=1l+z+2>+ - +a" = Zxk, gn(z) = kak et h,(z) :Zk%:k.
k=0 k=0

k=0

a) Exprimons simplement f,(z) sans le signe > .
fn est une somme de termes d’une suite géométrique de raison x. Donc

_ xn—i—l
fn(x) = !

b) Etablissons une relation entre g, (z) et f/(z) Va €0, 1.

1—=z

n n—1 n—1 n—1
fl(x) = Zk’xk’l = Z(/{:—l—l)mk = kak—l—z 7% = g, (v)—na"+ fo(z)—2"
k=1 k=0 k=0 k=0

Déduisons-en les expressions simplifiées de g,(x) et de h,(z) sans le signe

>

De ce qui précede, g,(z) = f/(x) + nz"™ — f.(x) + 2™

—(n+1z"(1—x)+ (1 —a"")  na™'—(n41)2" +1

/ prm— prm—
fn<x> - (1 o l’)2 (1 . Z‘)Q
nz"™ —(n+ 12" +1 1 -z nz"? — (n+ 12" +x

n g —_ 1 n g
9n(@) (1—x)? -z Fntl)e (1—x)?
On fait pareille en dérivant g, et on obtient h,(z) = ¢,,(x) — 2gn(x) — fu(x) +
(n+1)%x"

¢) Déterminons nl_l)gloo fn(x), nl_l}fﬁ)o gn(z), et nl_l}fﬁ)o hn(x).

. ) 1 — gt 1 ) 1

nl—l>1-T-loo fn(I) N nl_l)I_{loo 1—2z 1-—2z n1—1>I-i{loo fn(ff) C1l—z
nz™? — (n+ 12" + o x T

Vous calculerez la valeur de la limite apres avoir calculer h,,.
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—22+3 N(x?—x—2
Résolvons dansRl’inéquation( S ot )§ 0.
32 +4x -7
Les racines des termes un a un sont:
e —>+3xr+4
—-3—-5 —-3+5
A:25.Donclesracinessontx1:—2:4et:c2: —12_ =-1
o 2—1x-2
1+3 1-3
A = 9. Donc les racines sont z; = % =2etay = — = -1
o —224+3x+4 .
1 est racine et I’autre racine est —3
T —00 —% —1 1 2 4 +o0
—2* + 3z + 4 - - 0 + + + 0 -
2 —x — 2 + + 0 - - 0 + +
3% + dx — 7 + - - + + +
— 2 N(x?2 — ¢ —
(—x* 4+ 3z +4)(z° —x — 2) _ L o0 4 _ 9 + o -
302 +40 -7

8= — o0, g[uu, 2] U [4, +00[U{—1}

Etudions la dérivabilité a droite en 0 de la fonction f telle que f(z) = cos (/) .

lim cos(/z) — cos(v/0) _ iy S8 VT~ 11
x—07t X z—07t (\/E)Q 2

Donc la fonction f est dérivable a droite et elle n’est définie que sur R+
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On consideére une suite arithmétique (a,),>1 de raison r # 0 aveca,, > 0, Vn > 1
Prouvons que :
)+
a
Var+4/as  \/as + 4/as3

Par récurrence, pour n = 3,

1 n—1
- = .
v On—1 + v/ Gn \/a_{' v/ Gn

1 N B A T R
\/_—l-\/_ \/_—i-\/_ ay — ag az — as
(s~ ) = o °

rf+f r(Vas +ar)

\/a3 + 4/aq
Donc la proposition est vraie a 1'ordre 3. Supposons vraie, la proposition
jusqu’a un certain rang n et vérifions si elle I’est aussi a 'ordre n + 1. Ainsi
on a:
1 1 1 1
- ot +
NN RN RN VOt + i+
. on—1 N 1
vV a1 + \ Gn v/ On + vV An+1
(n=1D)(Va, - 1/al)_i_,/anﬂ —Van _ (n—1)(ya, — \/al)_i_,/anﬂ — \/an,
a, — a; Upy1 — ap (n—1r r
A/ Ont1 — \/_ Up4+1 — A1 nr .
r 7(\/Gni1 + /@ ar) T(Vni1 +V/a1) /a1 + Jar
Donc la proposition est vraie Vn > 1.
1 1 1 n—1
b) +-+ =

a1 az a2 ag Gp—1 ap a1 Ay

Il suffit de remarquer que : Vn € N*

1 1, 1 1
Qp Ap—1 T an—1 Ap,
1 1 1 1.1 1 1 1 1 1
Donc + ++ —(— ==

FIN DU CORRIGE-TYPE
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Corrigé 2014

Ecole Nationale de la Statistique et Année académique 2013 /2014
de I’Analyse Economique (Sénégal)

(ENSAE)

TEST DE PRESELECTION ITS VOIE A
CORRIGE - TYPE

@ Calculons les limites suivantes :

t t -z
lim Va2 +2x—1—2, lim e an(:E 3), lim (\/n+ n++/n—+/n).

z—+00 =% 1—2cosx 00

o lim Va2 +2x—1—2x

T—r+00

= lim =
T—400 z—400 /2 4+ 922 — 1+ T——+00 92 1
I+ =51

tan z tan (x — %)

e lim

=7 1—2cosx
7r r 1
Comme tan(x — —) = 2tan(= — - ) X
3 2 3 1 —tan?(= — %)
etl —2cosz = Q[COS% —cosx] = —4sin(% — g) sm(g + —)
anztan(z—% 1
quand z 7 - 1j2c£sx ) T
3 2 cos(§ - §> sin(= — =) [1 — tan*(= — )]
tanztan (v — % 1
On en déduit que lim ( 5) =V3x—==1
=T 1—2cosx 3
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e lim (\/n+ n++/n—+/n)

n—-+00

lim (\/n+ n++v/n—+/n)= lim /ntvn
S Y N R

1
Vi VIt

\/ﬁx
\/1+—”n:\/ﬁ+1

1
1+ & 1

n++/n 2

n

= hma}—)—f—oo

T—+00

1+ +1

@ Montrons que pour tout réel x et y non nuls :

(E):2<m—§+y—2)—3(f+g)+620.

y* y
T Yy o . .
Posons a = — + = L'inéquation (F) devient alors :
Yy €T

3
2a? =2) =3a+6>0= 2 ~3a+6>0=2a’ ~ Ja+1)>0
9
4
D’ol (E) vraie quand z et y sont non nuls.

3
A= —4<O.Donca2—§a+120 Ya

@ Soit P et () deux polynomes

a) Montrons que si P et ) sont différents du polynéme nul, alors leur produit
P x @) n’est pas le polynome nul.

Supposons P et () différents du polyndome non nuls de degré p et q.
Donc Fa;, et by, tel que a;, # 0 et by, # 0 et que P(x) = Y7 27 a; et
Q(z) = > 2’ bj. Donc PQ(z) = §i§ a;bp ! aveci+k=j.

Le terme 2™ a pour coefficient a;, by, # 0.

b) Déduisons-en que si le produit P x () est le polyndome nul alors P ou () est
le polynéme nul.
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P x @ = 0doncVz PQ(x) = 0. Supposons P et () différents du polynéme
de degré p et q.

Alors on montre que P admet au moins (p + 1) racine ou que () admet au
moins (g + 1) racines facilement. Ainsi P = 0 ou @ = 0.

Cette propriété n’est pas vérifiée par 'ensemble de fonctions numériques.
Contre exemple:

Soit f(x) =z + |z|etg(z) =2 — |z]. Ona f(z).g(x) =0 Vz

@ Déterminons quatre termes consécutifs d"une suite arithmétique de raison 6 sachant
que leur produit est 385

Les quatre termes consécutifs d une suite arithmétique de raison 6 sont: —7, —1, 5, 11.

Le produit est 385.

@ Déterminons suivant les valeurs du réel a les asymptotes de la courbe de la fonc-
(@®+ 122 +a®—1

(a+Dr+a—1"
r?—1
r—1
droite privée du point A(1,2).

2 2
- Sia = +1, fi(z) = % =z Vo € R — {0}. La courbe de f est une droite

privée du point origine O(0, 0).

tion f,, définie par: f,(z) =

- Sia=0ona fy(z) = =x+ 1Vz € R—{1}. La courbe de f est une

2 2
-Sia=-1, f4(x) = % = 2°. La courbe de f est une parabole
- Sia e R—{-1,0,1}. La courbe de f admet une:
* " . " 7 2 . 1 —Q
asymptote "verticale" d’équation x = g~ Yo

* asymptote "oblique" dont 1’équation est obtenue par exemple par divi-
sion euclidienne :

a?+1 (@ +1)(a—1)

atl' " (a+1)p2

L’équation de I'asymptote oblique est alors y =

@ Soit a € R?, donné, résoudre dans R I'équation \/z + v/ + a = a. Soit a € R.

r+a>0
— — r+a>0
frd > —
I—i_ SL’—l—(I a < -CE‘{’\/Q:"‘@_O <:>{x+\/m:a2

T+ +a=a?
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(> +1)X? + a?—1 (a+DH)X+a—-1
) ) (> +1)(a—1) a?+1 (> +1)(a—1)
—((e*+1)X o+l X) a+1X_ (a+1)2
. _ (@ +1)(a—1) N W21
. (_(oz2+a1)(oz—1) (0 4+ (o~ 17
a+1 (2(04;—)(1)2 I
) o+ 1)(a—
¢ ool (v +1)2
r+a>0 r+a>0
— {x+a:(a2—:v)2 — {zz—(2a2+1)x—a+a4:0

A= (2a*>+1)2+4a—4a* = (2a+1)>>0
r1=a’+a+1letry=0a’>—a.

a® + a + 1 ne vérifie pas I'équation. Donc cette équation a une solution unique :
2
a®—a

@ Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit f; et f, les fonctions définies sur
R —{0,1} par:

) =1-2 et ful@) = Alfar(@).

T

Calculons fo014(2014)
Il suffit de calculer fs, f5 et f4.

fi@) = 1=~ ful@) = A(faa (@)

Done fo(e) = fi((e)) = 1= — =~ fs(2) = fila(a)) = 2
et filx) = hlfs(r) =1

Ainsi, fn<$) = fnmod4(x)- Par suite, f2014(2014) = f3(2014) = 2014

Simplifier ’expression B = {3/ 20 + 144/2 + {’/ 20 — 144/2.

On cherche a mettre 20 + 14/2 sous la forme (a + bv/2)2. Par développement, et
identificationonaa =2, b=1

B={/@+v2p+{f@-vIp=2+vit2-vi=4s
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@ Soit ¢ et h les fonctions définies par
o(2) = 2 — B(), et hiz) = [20 — 1],

et soit f = hoyp, ot E(x) désigne la partie entiere de

Montrons que la fonction f est continue sur R, paire et admet 1 pour période.
fl) = hlp(x)) = 12(z — E(x)) = 1] = [20 = 2E(z) — 1|

flz+1) = |2(xz+1)—2E(z+1)—1| = |20—2E(x)+2—-2—1| = [22—2E(2)—1| = f(z)

1 1
Donc f est périodique de période 1. Ainsi, il suffit d’étudier f sur [—5 , 5] Ona:

Ve elo, z[ o)== flz)=12x—-1=1-2z

1
f
Vo € [—5
f(0)=1
lim, o+ f(2) = lim, o+ (1 —22) =1
De plus || lim, - f(z) = lim, -2z +1) =1
f0)=1

- ). 11 . .
Donc f est continue. La restriction de f al'intervalle [— 5 5} est paire et continue.

L0 wl@)=2z—(-1) flz)=2z+1=22+1

Représenter graphiquement f en repére normé.

—r
2

Do o

1
2 2 2

U, 1 2
"—L‘i‘_etUO:—.

@ On considere la suite (U,,) telle que U,, 1 = 5 13 VARG 3

Onpose V,, = U2 — n, VnéeN.
a) Etudions la nature de la suite (V,,) de terme général V,,
Vo=UV2—-n

Vn+1:Un+1\/§—(n+1):(%—F%—FQ)\/?—(TL—FD
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1 1 1
= 5(\/§Un +n+2-2n+1)) = 5(\/§Un —n) = QVH. Donc V,, est une

1 2
suite géométrique de raison 3 et de premier terme V, = -v/2.

b) Déduisons-en U,, en fonction de n et calculons S,, = Z U,.

i=0
. N . 2 1
Ainsi V,, = V ¢" ol g est la raison de (V},). Dons V,, = 5\/5(5)”
Par suite, | U, ! (Vo +n)
/| Un = —F=(Vp TN
V2
n 1 n n
Etdonc S,, = U= — Vi + '
1 1 n+1
1 2\/5( (5) n(n—i—l)]
V23 1/2 2
. 4 1
U= z(1- ()" +—(n+1)
— 3 2

@ Soit la fonction f définie par f(z) = E(z) 4+ (z — E(z))?,z € R ot E(x) désigne

la partie entiere de x. Etudions la continuité de f sur R et tracons la courbe de f
pour x € [—2,2].

f est continue sur |n,n + 1[Vn € Z. Donc étudions la continuité pour n € Z.

lim f(z)= lim n+ (x—n)>=n etlim f(z)= limn—-1+(z—-n+1) =n

r—nT z—nT T—n" T—n—

Donc f est continue en n. D’ot1 f est continue sur R.

Construction de la courbe de f
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@ Résolvons le systéme d’inéquations suivant

60

22 —1] <3
2—x <’
21 <3 x? <4
2 _ < T — —
{‘%_ﬂ 2332 s -1 >-3 & r? >-3+1
: 22—z <’ 24+r—2 >0.

xr€[-2, 2] xr€[-2, 2]
‘:*{ (z—1)(z+2) >0. ‘:’{ 2 €] — 00, —2[U]L, +oo

< S =1, 2]

Trouvons le réel a tel que la fonction f définie par f(z) = Vo +vV1+ 22,2 € R
vérifie:
(1+2°)f"(x) + 2f (z) = af(z),Vz € R.

f est dérivable. Posons U(x) = = + /1 + 22

oy~ U@ U@
2,/U(z) 2f(z)
(U'(x))
U"(z) \/U(z) —
" _l 2 U('T)_ 1 ”JZ ) — /ZL‘2
f'(2) = 3 W T e Y @U@ - @)
2\ pIt _ (1—}—1‘2) 1 2 $2 1‘2— x3
(1+27)f (x)_4U(m)f(x)[(1+x2)m(\/1+x 22°V'1 + 22°)]

et of'(x) = $2 (;;) \/7”11:?. Posons :A = (1 + 22) f"(z) + = f'(x)

_ 1+ 1 22 — 92 22 — 93 x(z+V1+2?)
A= 0w Tr ey e e 2 e e
! vV 2942y 22— 223 +22(22% 4+ 2x 2
= D@V T VI -2 (2 20V L a1
B 1 21 0,2 51955400 142224221+ 2?
= T I Y TRV et e el =



Dot a=

Montrons que Vn € N*, la somme des cubes des n premiers entiers naturels im-
pairs est égale a 2n* — n?.

Soit S, = 13 4+ 33 + 53 + - - - + (2n — 1)3. Montrons que S,, = 2n* — n?

Pourn=1,onasS; =1let2x1*—12=2—1 = 1. Donc la relation est vraie au
rang 1.

Supposons qu’elle est vraie au rang n et montrons qu’elle I'est aussi au rang n+1.
Spi1 =P +3+5 4+ +(2n—1+(2n+1)° = S, +(2n+1)* = 20" —n’+ (2n+1)°
=2n' —n?+8n3+12n? +6n+1=2(n* +6n3+6n*+4n+1) — (n*+2n+1)

=2(n+1)*— (n+1)%
Donc S, 1 =2(n+1)*—(n+1)2. DouVn € N*, S, = 13+33+53+. .. +(2n—1)3 =

2nt —n?
@MontronsqueVneN* ona:\/n + —\/_<2\/_<\/_ vn—1
Comme n+ > nalors vn+144/n>2yn.
1

Ainsi rvn+1—yn=

Vatltyn \F Vit 1+ yn
D — <

oncvn+1—+/n 2\/_

X 1 1 1

De méme, on montre que vn + 1 — /n = et <

Vit l+yn 2yn  n+yn—1
Par suite /n + —\/_<—<\/_ vn—1

f
k=10000 1
Déduisons-en la partie entiére du nombre réel A = — B—
k=10000 k=10000
D’apres ce qui précede, Z (VEk+1-VEk) <A< Z (Vk - VE—1).
k=1 k=1

Donc v/10001 — 1 < A < /10000.
Ainsi, 99 < /10001 — 1 < A < 100. D’ott E(A) = 99
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Déterminons le réel a pour que le polynéme A(z) = z*

le polynéme B(z) = z* — ax + 1.

— x + a soit divisible par

Faisons une division euclidienne.

! - x + a r? —ar+1
—(z* — ax® + z?) v* +ax + (a® — 1)
. ard — r? - r + a
— @ - a2a? & o)
e @-DF =  (@+br + a
— ((@®*=1)2* — a(a®> — 1)z + (a* — 1))
° (a®>—=2a—1x — (a*>—a—1)
3 — =

A(z) divisible par B(x) si et seulement si { 22 _ Za_ 11_ OO

1—+5 1 )

a?—a—-1=0.A=1+4=5 a; = 2\/_ ay = +2\/__

Aucune des solutions de a> — a — 1 = 0 n’est solution de a® — 2a — 1 = 0.
Donc B(x) ne divise pas A(x) Va

Trouvons les points pour lesquels la fonction f, définie sur R, par f(z) = sin**(z)—
cos?"(z), admet un extrémum; n étant un entier naturel non nul fixé.
f'(z) = 2n cos x sin z[sin®"2(z) + cos® ?(z)] = 4nsin(2x)[sin®"%(x) + cos® ()]

fl(x) =0<sin2e =0<2x=2kn, keZ

1
[L‘k:§k‘ﬂ' k € Z.

f s’annule en 7, en changeant de signe. Donc les points cherchés sont | z;, = —k7

ke Z.

Montrons que pour tout n € N, 7 divise 3" — 2",
On peut le faire par deux méthodes :
1¢7¢ méthode : Développement de a™ — b".
Pourn =0,1—-1=0. 0 divise 7.
Pourn = 1,32 — 2 = 7. 7 divise 7.
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n—1
a" —b" = (a—0b) Zbka”’kk Vn >1

k=0
n—1 n—1

.Donc 32" — 97 —=gn _9n — (9 - 2) Z 2k9n717k _ 72 2k9n717k‘
k=0 k=0

On voit clairement que 7 divise 3** — 2" Vn € N.
2¢me méthode : Par récurrence.

Pourn =0,1—1=0. 0 divise 7.

Pourn =1,3% -2 =7. 7divise 7.

Supposons que 7 divise 3*" — 2" pour un certain rang n et montrons que la
relation est valable au rang n + 1.

A _gntl — 320532 9n 9 = 9x3M—2x 2" = (T42)x 3" —2x 2" = 7(32")—2x (32" —2")

— Par hypothese de récurrence, 32" — 2" est divisible par 7.
Donc 320D — gntl = 7,320 4 2 % T.ar,, = T(3%" + 20v,,)
Donc 7 divise 3*" — 2" Vn € N.

Soit f la fonction définie sur R — {2} par

ax® + bx + ¢

fla) = 2

et (C) sa courbe représentative dans un plan muni d"un repere orthonormal.
a) Déterminons a, b, ¢ pour que (C) ait les propriétés suivantes :

— (C) passe par le point A(0;5)

—la tangente a (C) au point A est parallele a 1’axe des abscisses;

—la tangente a (C) au point B d’abscisse 1 a pour coefficient directeur —3.

¢(C) passe par le point A(0;5)
Donc f(0) = 5. Ainsi, _12 = 5= c=10.

e la tangente a (C) au point A est parallele a 1’axe des abscisses;
Donc f'(0) = 0.

oo Qaz+b)(x—2) — (ar? +br+¢)  ar®—4dar —2b—c
/ (ZE) = (33 _ 2)2 - (I _ 2)2
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-2b—c

f(0)=0= =0=>-20+10=0=0b=5.

e la tangente a (C) au point B d’abscisse 1 a pour coefficient directeur —3
—4a —2b—

Doncf’(l):&Ainsif’(l):a al CeBe=a=-1

Au total, | (a,b,c) = (—1,5,—10) |

) —2? 4+ 51 — 10 —x? + 4z
AUSSI, f(iﬁ) = 9 et fl($) = W

b) Etudions les variations de la fonction f ainsi obtenue.

f est définie, continue et dérivable su les ensembles | — oo, 2[ et |2, +o0].

lim f =400, lim f = —oc0, lim f = —o0, lim f = 400
—o0 +oo 2+ 2~
Signe de f’

f(2) =0 —2?+42=0<=zx=00uz =4

f(x) - 0 + + 0 -

Tableau de variation

x —00 0 2 4 400
f'(x) - 0 + + 0 -
—00 +oo 3

Tragons (C)




Etudions d’abord les branches infinies.

3r —10
limf:oo,limm:—l,lim(f(:zc)—I—x):lim ’ =3
00 =00 I T—00 z—o00 I — 2
Donc la droite d’équation y = —z+3 est une asymptote oblique a (C) au voisinage

des deux infinies.

N/

Déterminons le réel m pour que I'équation (m — 1)a? — mz + 3m + 1 = 0 ait deux
solutions 2’ et z”, telles que 2’ < 2 < 2.

Pour m = 1, I’équation devient une équation du premier degré et admet une
solution unique.

Pour m # 1, Calculons le discriminant :
A=m?—4Bm+1)(m—1)=m? —12m?* + 12m —4m +4 = —11m* + 8m + 4

4215 _ —4+2V15

(5’:16%—44:60:(2\/15)2 , My , My
11 11
m —0o0 M1 M2 —+o0
A -0+ 0 —

Comme nous cherchons des valeurs de m pour lesquelles I'équation a deux solu-
tions alors m €|my, ms.

m —v—11m? + 8m + 4 ot o m++v—11m? + 8m + 4
Tr =
2(m—1) 2(m —1)

Etdanscecas,onaz’ =
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x,<2<x”<:>m—\/—11m2+8m+4 <9< m+vV—11m2 + 8m + 4
2(m —1) 2(m —1)

= m—V-1Im2+8m+4<4(m—1)<m++vV/-11m2+8m +4
<~ V=11m2+8m+4<3m—-4<vV—-11m2+8m+4

— [3m —4| <V-11m2+8m+4< B3m—1)2 < —11m?* +8m + 4
< 9m? —24m + 16 < —11m? +8m + 4 & 20m? — 32m + 12 < 0

<~ 5m?—8m+3 < 0.

4 -1 3
Ona:A’:16—15:1.Etm’:T:5 et

m —o00 3/6 1 +oo

;

Comme 1 g , 1 { C|my, mo[ alors ’ensemble recherché est }

m = 2L
5

1

5m? — 8m + 3 + 0 — 0 +

o] W

Donc5m2—8m+3<051m6]

ot w

N

3
DouVm € ] £ 1 {, I'équation (m — 1)z? — mz + 3m + 1 = 0 admet deux solutions

x' et 2", telles que ' < 2 < 2”.

FIN DU CORRIGE-TYPE





