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CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Economie

16 COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
(Durée de I’épreuve : 4 heures)

L’épreuve comporte un exercice et un probleme indépendants.

Exercice
Démontrer que, pour tout entier n > 1, 3n+6 — 3n est divisible par 7.

Probleme

Le symbole Ln désigne le logarithme népérien.

A toute fin utile, on donne les valeurs numériques suivantes :
e=2,718;¢e1/2=1,649;e12~0,607; e3/2~0,223

Contexte

Soient p et q deux nombres réels strictement positifs.

On considére la famille F(p, q), doublement paramétrée par p et q, des fonctions fpq
définies sur ]0, + oo[ par : x = fp,q(x) = (xP)*D

On notera par Cpq le graphe de fpq.
L’objet du probleme est d’étudier la famille F(p, q).

Partie A
On prend p = q = 1, et, pour alléger les notations, on notera par f1 la fonction f1,1 et par C1
le graphe Ci1,1: f1(x) = xX, pourx>0

A1) Etudier précisément les variations de f1 (limites, asymptotes, points d’inflexion,
points caractéristiques, etc ...). Dresser le tableau de variation de fi.

A2) Tracer le graphe C1 de fi.

Partie B
On prend maintenant p = q = 2, et on notera f2 pour f22 et par Czle graphe Cz,.

f2(x) = (x2)®?, pour x > 0

B1) Donner 'expression de f'2, dérivée premiére de f2. Etudier son signe.

B2) Donner 'expression de f’z, dérivée seconde de f2. Etudier son signe et en déduire la
concavité de f2. Donner le tableau de variations de fa.

NB : on pourra faire apparaitre dans {”2(x) une expression de la forme a(x) - b(x), ou a et
b sont deux fonctions a expliciter.
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B3) Donner la forme du graphe Ca.
Etudier I'intersection de C1:C2 et en déduire les positions respectives de f1 et fa.

Partie C
On considere dans cette partie le cas général fpq(x) = (xp)(xq), les cas particuliersp=q =
letp=q=2 t fait'objet d ties A et B.

et p = q = 2 ayant fait 'objet des parties A e sFomesoutra com

oa SCalrea .
. T Docs a portée de main
C1) Donner I'expression de la dérivée f'p,q.

Etudier les éventuelles racines de I'équation f'pq(x) = 0 et en déduire le signe de f'pq.

C2) Donner I'expression de f’pq. Etudier son signe et en déduire la concavité de fpq.
NB : on pourra faire apparaitre dans f”p,q(x) une expression de la forme u(x) - v(x), ot u
et v sont deux fonctions a expliciter.

C3) En déduire les variations de fp,q. Etudier ses points particuliers, et donner la forme
générale du graphe Cp,q.

C4) Existe-t-il un point fixe F au faisceau de courbes {Cp,q}. Si oui, donner ses coordonnées,
et calculer I'’équation de la tangente en F a Cpq.

C5) Etudier l'intersection de C1et Cpq, pet q# 1.
C6) Etudier l'intersection de Cz et Cp,q, p et q # 2.
C7) Etudier l'intersection de Cp,q avec la premiere bissectrice d’équation y = x.

Partie D
Dans cette partie, on suppose que p et q sont entiers positifs ou nuls.
Pour tout x réel strictement positif, on définit la fonction gpq par : x = gp,q(x) = xP(Lnx)4

Pour tout réel x > 0, on définit I'intégrale Jpq(x) = f;( gp,q(DdL.

D1) Calculer Jp,0(x)

D2) Montrer que, pour q 2 1, Jp,q(X) peut se mettre sous la forme :

Joa(x) =h(x;p, q) +k(p, q) Jpa-1(X)
ou h dépend de x, p et g, et k dépend uniquement de p et g.

D3) Dans cette question, on prend x = 1, et on notera Jp,q pour Jpq(1).
D3 a) Calculer explicitement J(p, 0) et J(0, q)
D3 b) Calculer Jp,q en fonction des entiers p et q

D4) On pose w(x) = xLnx.
D4a) Donner un développement limité a I'ordre 2, au voisinage de 0, de x* de la
forme P(x) = a + bw(x) + cw?(x), ou a, b et ¢ sont des constantes dont on donnera
les valeurs.

D4b) On veut calculer F(x) = fOX t'dt, pour x proche de 0.
On décide d’approximer F(x) = f; t'dt par I'intégrale F*(x) = fg( P(t)dt.
Donner l'expression de F*(x).
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D5) En s’inspirant de la démarche de la question D4, avec la fonction m(x) = pxd(Lnx),

proposer un développement limité d’ordre 2 de fpq(x) = (xP)&P, et en déduire une
. . I ’ — X p (tq)

approximation de l'intégrale Kp,q(x) fo ) (H)dt. sFomesou
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Exercice
Démontrer que, pour tout entier n > 1, 3n+6 - 3n est divisible par 7.

3n+6 - 3n=3n(36-1)=728.3n=7x104x3n

Probléme

Le symbole Ln désigne le logarithme népérien.

A toute fin utile, on donne les valeurs numériques suivantes :
e=2,718;e/2=1,649;e1/2~0,607 ;e3/2~0,223

Contexte

Soient p et q deux nombres réels strictement positifs.

On considere la famille F(p, q), doublement paramétrée par p et q, des fonctions fpq
définies sur ]0, + oo[ par:

x > fpa(x) = (xP)&D

On notera par Cpq le graphe de fpq.
L’objet du probléme est d’étudier la famille F(p, q).

Partie A
On prend p = q = 1, et, pour alléger les notations, on notera par f1 la fonction f1,1 et par C1
le graphe Ci,1:fi(x) = x*, pourx >0

A1) Etudier précisément les variations de fi1 (limites, asymptotes, points d’inflexion,
points caractéristiques, etc ...). Dresser le tableau de variation de fi.

A1) Lnfi(x) = xLnx

f'1(x)/fi(x) =1 + Lnx

f'1(x) = (1 + Lnx) xx

f’1(x) = f'1(x) (1 + Lnx) + fi(x)/x = x* [(1 + Lnx)? +1/x]

On en déduit que
a) f1(x) =0 pour x =1/e~ 0,37 ; la valeur de f1 en ce point 1/e = f1(1/e) = (1/e)1/e
voisin de 0,692
b) f’1>0 pour toutx > 0.1l n’y a donc pas de point d’inflexion.

Limites :
Quand x = 0, xLnx — 0 et donc limx-o f1(x) = 1.

Quand x — +oo, lim f1(x) = +oo.

Asymptote
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Quand x — +oo, lim f1(x)/x = +o0, branche parabolique dans la direction Oy

Pente quand x— 0 : sFomesou fom
1ir%(f1 (x) —1)/x =lim [ex»x- 1] /x = lim Lnx = - o Docs » portée de main
x—

Pente quandx=1:
f1(1) =1

Tableau de variations

X |0 1l/e 1 +
f1 - @ +
f \)ng /

A2) Tracer le graphe C1 de fi.

Quelques points : f1(1) =1; f1(2) = 4; f1(3) = 27 ; f1(4) = 256

o
N
[}
1IN
N
w

Partie B
On prend maintenant p = q = 2, et on notera f2 pour f22 et par Czle graphe Cz,.

f2(x) = (x2)®, pour x> 0

B1) Donner 'expression de f’z, dérivée premiere de f2. Etudier son signe.
Lnf2(x) = 2x*Lnx

f'2(x)/f2(x) = 2x(1 + 2Lnx)

f2(x) = 2x(1 + 2Lnx). (x2)*9

Puisque x>0, f'2(x) =0 < x=e1/2~ 0,606

Signe de f'2: f2 < 0 pour x < e'l/Z et > 0 pour x > e'1/2

Valeur de f2 en e'1/2: f2(e1/2) = (1/e)1/e ~ 0,692

f2(1) =2

Quand x - 0, (f2(x) - x)/x ~ (e%x’Llnx - x) /x ~ 2xLnx - 0
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B2) Donner 'expression de f’2, dérivée seconde de f2. Etudier son signe et en déduire la
concavité de f2. Donner le tableau de variations de f2.
NB : on pourra faire apparaitre dans f’2(x) une expression de la forme a(x) - b(x), ou a

et b sont deux fonctions a expliciter.

< Fomesoutracm
f"2(x) = 2[f2(x).x(1 + 2Lnx) + f2(x)(3 + 2Lnx)] Docs & portée do main
f'2(x) = 2f2(x)[2x%(1 + 2Lnx)? + (3 + 2Lnx)]
Posons a(x) = 2x*(1 + 2Lnx)? et b(x) = - (3 + 2Lnx)
f"2(x) = a(x) - b(x)

Etude de a(x) :
a'(x) = 4x(1 + 2Lnx)* + 8x(1 + 2Lnx) = 4x(1 + 2Lnx)(3 + 2Lnx)

a’(x) =0 pour x=e1/2~0,606etx=e3/2~0,223
Quand x — 0: a(x) = 0 et en outre, (a(x) - a(0))/x = 2x(1 + 2Lnx)* - 0

D’ou les variations de a(x) :

x 0 e-3/2 e-1/2 + o
a’ + 0 - 0 +
M o0
a O/ \ ml/
PN

M1 =2e3(1+ 2Lne3/2)2=8/e3~0,4>0
m1 = 0= a(x) est strictement > 0

Etude de b(x) :
b(x) =0 enx = e3/2
b'(x)=-2/x<0

X O e—3/2 + o0

b’ - -

b +DO\()\-°°

014 H

0 Lg=-342 a-1/2 1

Il existe donc un point h tel que a(h) = b(h), soit f’2(h) = 0,
h étant compris entre 0 et e-3/2,

Position de h :

Le calcul montre que f"2(0,15) < 0 et f’2(0,2) >0
0,15<h<0,2
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On en déduit que pourx<h,b>aetf’2<0;etf’2>0 pour x> h.

X|0 h gl/2 +
s Fomesoutra.cm
oa SOalra .
f”2 _ + + Docs a portée de main
|
f2 - D +

+00
f2 \/
m?2

mz = f2(e"/2) = (1/€)1/e ~ 0,692

B3) Donner la forme du graphe Co.
Etudier l'intersection de C1et C2 et en déduire les positions respectives de fi et f2.

R S /
/

0 a-1/2

=

Intersection de Ci et C2
Soit w = (x2)*) /xx

Lnw = 2x*Lnx - xLnx = xLnx(2x - 1)
w=1l<Lnw=0six=1oux=1/2.

x |0 1/2 1 +
Lnw + D - @ +
w >1 <1 >1

2 > f1 fp<f1 f2>f1

Partie C
On considére dans cette partie le cas général fpq(x) = (xP)*?, les cas particuliers p = q =
1 et p = q = 2 ayant fait 'objet des parties A et B.

C1) Donner I'expression de f'p,q.
Etudier les éventuelles racines de ’équation f'pq(x) = 0 et en déduire le signe de f'p .

Lnfpq(Xx) = pxdLnx

fpa(x)/ fpa(x) = pxa1(1 +qLnx)
f'p.a(x) = p.fpa(x).x91(1 +qLnx)
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La dérivée est nulle pour 1 + qLnx = 0 soit x = e"1/9, négative avant, positive apres.

C2) Donner I'expression de f”p,q. Etudier son signe et en déduire la concavité de fp,q.
NB : on pourra faire apparaitre dans f”’pq(x) une expression de la forme u(x) - v(x), ot u

et v sont deux fonctions a expliciter.
< Fomesoutra com

o SCalrd .

f’p,a(x) = p.fo.a(x).x02[pxa(1 +qLnx)* + (g-1)(1+qLnx) + q] Docs & portée de main

Puisque p.fpq(x).x92 > 0, f’p4(x) a le signe de [pxd(1 +qLnx)* + (q-1)(1+qLnx) + q].
Posons :

u(x) = pxd(1 +qLnx)?

v(x) =-(q-1)(1+qLnx) - q

Etude de u

Lim u = 0 quand x tend vers 0.

Dérivée :

u'(x) = pgxd-1(1 + gLnx)(3 + qLnx)

u'(x) =0 ene3/detel/d(on remarque que e/ est toujours < 1)

x 0 e3/d e1l/q + o0
u’ + 0 - 0 +

Vi + o0
u P / \ﬁmu /

mu = 0, donc u > 0 pour tout x > 0, donc Mu > 0.
Mu = 4pl/e?
Quand x — 0, u’(x) tend vers o pour q<1 et tend vers 0 pour q>1.

Etude dev

v(x) =-(q-1)(1+qLlnx) - q
v(x) = 0 pour x = e(2a-1)/q(1-q)

V'(x) =-q(q-1)/x

Le signe de v’ dépend de q.

1¢rcas: q<1

Alors q(g-1) < 0 et v’ > 0, v est strictement croissante
x 0 +
Vv +

o0
v —oo/

On calcule v(e-1/9) =-qetv(e3/9)=q-2 (orq-2<0).

La courbe représentant la fonction v coupe I'axe des abscisses a droite de e"1/9, zéro de
u, et ne coupe donc jamais la courbe représentant u.

f’pq n'est donc jamais nulle, il n'y a pas de point d'inflexion au graphe de fpq; en outre,
f’pq(x) =u-v>0, Cpq.est convexe.

2eme cas : q>1
Alors q(g-1) > 0 et v’ < 0, v est strictement décroissante
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On a toujours v(e'l/9) =-q (< 0) etv(e3/9) =q - 2.
En e'1/9, v est négative.
En e-3/9, v est négative si q < 2 et positive si q > 2.
Donc:
a) sil<q<2,legraphe de v coupe celui de u a gauche de e-3/9; il existe donc un
point d’inflexion dont I'abscisse z est comprise entre 0 et e-3/4.
b) siq> 2, le graphe de v coupe celui de u en un point d’abscisse z comprise entre e
3/4 et e-1/q,

Des variations de u et v, pour q > 1, on déduit qu'’il existe une et une seule valeur z telle
que u(z) = v(z) et donc un et un seul point d’'inflexion pour fpq.

La forme des graphes de u et v montre que pour g>1, v > u pour x < z, puis v < u pour X >
Z.

C3) En déduire les variations de fp,q. Etudier ses points particuliers, et donner la forme
générale du graphe Cp,q.

x 0 e1/q + o

fo.q - ( +

+ oo
fp,q 1\” 3 /

=

Valeur du minimum : m3 = fpq(e1/d) = (e'p/a)1/e = g-p/eq
Penteenx=0: (fpq(x) - 1)/x=pxdllnx—>0siq>let—>-0osiq<1
D’ou :

q>1: fpqe(x)—=0

q<1:fpe(x) >-

Penteenx=1:fpq(1)=1;fpq(1)=p

C4) Existe-t-il un point fixe F au faisceau de courbes {Cpq}. Si oui, donner ses
coordonnées, et calculer I'’équation de la tangente en F a Cpq.

On remarque que pour tous petq, pourx =1, fpq(1)=1; F=(1,1).

Lapenteenx =1 estp.

L’équation de la tangente en F esty = px + (1 - p)

C5) Etudier l'intersection de C1etCpq, petq# 1.

(xP)&ED = xx

xLnx = pxdLnx < xLnx(pxd1-1) =0

Solutions: x =1 oux = (1/p)¥/(aD

C6) Etudier l'intersection de C2etCpq, p €t q # 2.
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DY) Z(x2)() 2 2 , < Fomesoutra. um
(xP)¥ =(x")¥" < pxilnx = 2x"Lnx < x"Lnx(2 - pxd?) Docs a portée de main
Solutions : x =1 oux = (2/p)¥/(a?2)

C7) Etudier I'intersection de Cp,q avec la premiére bissectrice d’équation y = x.

(xP)&D =x
pxiLnx = Lnx < Lnx(px4=1)

Solutions: x=1oux = (1/p)¥/a

Partie D

Dans cette partie, on suppose que p et q sont entiers positifs ou nuls.
Pour tout x réel strictement positif, on définit la fonction gp,q par :

X = gpaq(x) = xP(Lnx)a

Pour tout réel x > 0, on définit I'intégrale Jpq(x) = fOX gpq(Ddt.

D1) Calculer Jp,0(x)
Jpo(x) = [ gpo(Ddt= [ tPdt=xr+1/(p+1)

D2) Montrer que, pour q 2 1, Jpq(X) peut se mettre sous la forme :

Joa(x) = h(x; p, q) + Kk(p, q) Jpa1(x)
ou h dépend de x, p et q, et k dépend uniquement de p et qg.

Jpa(x) = xP*1(Lnx)e/(p+1) - g P+ (L3~ /t(p + 1)
Jpa(x) = x**1(Lnx)e/ (p+1) - (0/(p+1)) Jp-1(x)

h(x, p, q) = xP*1(Lnx)9/(p+1)
k(p,q) =-q/(p+1)

D3) Dans cette question, on prend x = 1, et on notera Jp,q pour Jpq(1).
D3 a) Calculer explicitement ](p, 0) et ]J(0, q)
D3 b) Calculer Jp,q en fonction des entiers p et q

D3 a)

Jpo=1/(p+1)
Joa = f, (Lnt)Tdt =0 - [ q(Lnt)? " dt = - qJog1

Joa=(-1)9"q! Joa

Joi= fol(Lnt)ldt =-1
Joa=(-1)%.(q!)

D3 b)

Jpa(x) = xP*1(Lnx)9/(p+1) - (q/(p+1)) Jpa-1(x) = Jpa(1) = - (a/(p*+1)) Jp.a-1(1)
Jpa= - (q/(p+1)) Jpa-1

Joa1= - (q-1)/(p+1)) Jpq-2

o1 = ~ 1/(p+1)) Joo
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D4) On pose w(x) = xLnx.
D4a) Donner un développement limité a I'ordre 2, au voisinage de 0, de x* de la
forme P(x) = a + bw(x) + cw?(x), oll a, b et ¢ sont des constantes dont on donnera
les valeurs.
xx=exlnx=ewx 1 +w+w?/2 (w- 0quandx— 0)
a=1,b=1,c=1/2

D4b) On veut calculer F(x) = f;( t'dt, pour x proche de 0.
On décide d’approximer F(x) = fox t'dt par l'intégrale F*(x) = fOX P(t)dt.
Donner l'expression de F*(x).
J, t'dt~ [(1 + tLnt + “LT””Z)dt = x + (x°Lnx) /2 - x%/4 + x3(Lnx)%/6 - x3Lnx/9 + x3/27

fg(ttdtz X - x*/4 +x3/27 + (x*Lnx)/2 - x3Lnx/9 + x3(Lnx)?/6 = F*(x)

D5) En s’inspirant de la démarche de la question D4, avec la fonction m(x) = px9(Lnx),
proposer un développement limité d’ordre 2 de fpq(x) = (xP)*P, et en déduire une
approximation de I'intégrale Kpq(x) = f;( (P (Ddt.

(xP)ED = em) ~ 1 + m(x) + m?(x)/2 = 1 + pxa(Lnx) + p?x24(Lnx)?/2
Kpa(x) = X+ pJa1(X) + p?/2. J2q2(x)

Jai(x) = [, tilnt dt = xa*1Lnx/(q+1) - xa*1/(q+1)?
J2q2(%) = fox t?a(Lnt)? dt = x9*1(Lnx)?/(2g+1) - 2x29+1Lnx/(q+1)? + 2x2a+1/(2q+1)3

Kpa(x) & x + p. [x0*1Lnx/(q+1) - x9*1/(q+1)* + p?/2. [x?a*1(Lnx)*/(2q+1) -
2x2a+1Lnx/(q+1)* + 2x2a*1/(2q+1)3]
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