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CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Economie

CORRIGE DE LA 2°™ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercice 1:

Soit le nombre entier a = 32" — 2". Montrer que a est divisible par 7.

Onsaitque a"—b"=(a—b) (@"* + ba™? +b%a"3 + ....... +b") = (a—-Db) Q(a, b)
Donc 32" —-2"=9"—2"=(9 - 2)Q(2, 3) = 7Q(2, 3)
CQFD

Exercice 2:

n

Pour tout entier naturel n, n e N, on définit le nombre f(n) = 2?7 + 1
1) Calculer £(0), f(1), f(2), f(3)

n=0,2°=1,f0)=3
n=1,2'=2f1)=5
n=22°=4,12)=17
n=3,2%=8,(3) =257

2) Montrer que : f(n+1) = (f(n) = 1)2+ 1

n+1 n

n n
f(n+1) =2% )+ 1=202)+1=20)20) 4+ 1=

n
Or 2@) = f(n) — 1, d’ou le résultat cherché.
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3) Montrer que f(n) =2 + TT f(k)
k=0

Raisonnons par récurrence :
ayn=1,f(1)=5=2+1(0)

b) Supposons la formule vraie au rang n.
D’aprés la question 2, on a f(n+1) = (f(n) — 1)2 + 1 = f3(n) — 2f(n) +2

= f(n).[2 + ﬁ f(K)] — 2f(n) + 2

= 2f(n) + T f(K) - 2f(n) + 2

= T fK) + 2

Donc vrai au rang n+1

Exercice 3:

Pour tout entier naturel n, n >0, on définit la fonction f, sur I'intervalle [0, #/4] par :
fo(x) = 1/ cos®™x

et I'intégrale J(n) par :

4
IN) = o f.(x) dx

1) A l'aide d’une intégration par parties, établir une relation entre J(n) et J(n+1) de la
forme J(n+1) = a, + by,J(n) ou a, et b, sont des fonctions de n que I'on explicitera.

Ecrivons cos @Yy = cos2x.cos @Dy

u = cos @ x
du = (2n-1) cos®"?x . sinx/ cos“"?x = (2n-1) sinx/ cos*"x
dv = cosx
V = tg X
n/4 /4
J() = [tg x. cos @ x]o — Jo (2n-1).sinx.tg x/cos?x dx

nl4 /4

= [sin x/ cos?™X]o — (2n — 1) [ sin2x/cos?™x dx
/4 /4
= [sin X/ cos™X]o — (2n — 1) Jo (1 - cos?x)/cos?™x dx
/4 /4 /4

= [sin X/ c0s?XJo — (2n — 1) Jo /cos™x dx + (2n — 1) Jo L/cos?™x dx
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J(n) = 2"%° — (2n = 1)J(n) + (2n — 1)I(n — 1)
2n J(n) = 2"%° + (2n - 1)J(n - 1)

J(n) = 2"%%/2n + (2n — 1)J(n — 1)/2n

On trouve bien une expression de la forme recherchée qui, transposée au rang n+1,
donne a, = 2™%5/2(n+1) = 2"Y?/(n+1) et b, = (2n + 1)/2(n+1).

2) Montrer que, pour tout X [0, 7/4], on peut trouver deux réels u et v tels que :
1/cos x =u cos x/(1 —sinx) + v cos x/(1 + sin Xx)

En réduisant au méme dénominateur, on a :

(1 = sinx)(1 + sinx) = u cos2x(1 + sinx) + v cos2x(1 — sinx)

l1=u+v+(u-v)sinx

=>u=v=1/2

3) Calculer J(0)

nl4

30) = o (1/cosx) dx

En utilisant le résultat de la question 2, et en posantv =1 —sinx etw =1 + sinx ;
quand x = 0, v =1, quand x = /4, v = 1 — 22 ; de méme, quand x = 0, w = 1, quand
X = /4,

w=1+2":0na:

23(0)=—J dviv+[ dwiw=Ln (1 +2%)-Ln (1 - 2 = Ln[2"2 + 1)/(2¥2 - 1)] =
Ln5,83 = 1,76
J(0) = Ln(1 + 2¥%) = 0,88

4) Calculer J(2)
On a établi & la question 1 : J(n) = 2"%%2n + (2n — 1)J(n — 1)/2n
J(1) = 2%%%/2 + (2 - 1)J(0)/2 = 1,15

J(2) = 22954 + (4 — 1)I(1)/4 = 1,57
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Exercice 4 :

Le symbole Ln désigne le logarithme népérien.
A tout entier naturel n > 1, on associe la fonction f, définie sur l'intervalle [1, + of par :

vx > 1, fa(x) = (Ln x)"/(n!.x2)

1) Déterminer la limite de f,(x) quand x tend vers + .

Posons u = x2
(Ln x)"/(n'.x2) = (Ln u)"/(2" n'u)

Or on sait que limy_,+. (Ln u)®/u® = 0 pour a et b > 0.
Donc limy_+ fo(X) = 0

2) Etablir précisément le tableau de variations de f,.

Dérivée :
f.'(X) = (Ln X)™(n = 2Ln x)/(n!.X°)

Commex>1,f'(X)=0< (n—2Lnx) =0 < x = e"?

1 g2 +00
f + 0 -
M(
fn
0
0

3) On note M(n) la valeur maximale de f,(x) sur [1, + <.
Montrer que M(n+1) = f,(e™/?)/2.

En déduire que M(n+1) <M(n)/2.

Quelle est la limite de M(n) quand n tend vers + o ?
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Calculons M(n) :
M(n) = (Ln €"?)"(n!. e") = (n/2e)" . 1/n!

M(n+1) = [(n+1)/2€e]" . 1/(n+1)!

f.(e™Y? = (1/nl) . [(n+2)/2]Y(e™™) = (1/nY) . [(n+1)/2e]™ . 2/(n+1)
=2 . [U/(n+1)] . [(n+1)/2e]™** = 2 M(n+1)

On en déduit M(n+1) = f,(e™™/2)/2.

Comme M(n) est le maximum de f,(x), f.(e™?) < M(n)

On en déduit : 0 < M(n+1) < M(n)/2 < M(1)/2"

M(1) = 1/2e

M(n+1) <

2n+1e
= limp+0 M(n) =0
4) On considere maintenant l'intégrale

In(x) = A Ta(t) ot
4a) Calculer 11(x).
fi)=Lnt/t2

En faisant une intégration par parties, avec u =Lnt,du=dt/t,etdv=dt/tz,v=-1/t

X

X
L) =[-Lnt/th+)i dt/@=-Lnx/x+1—1/x=1-(L+Lnx)x

4b) Montrer que lh+1(X) = In(X) — hp+1(X), ou hp(X) est une fonction de n et x dont on
donnera I'expression.
En déduire que, ¥'n >1:

n

In(X) = 1 - 2o [(LN X)* /K1X]

Soit donc a calculer :

100 = |1 (Ln HY(n!.2)dt
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En faisant une intégration par parties, avec u = (Ln t)™* et dv = dt/2 :

(+ D)) = 1 (Ln O™t = - (Ln ™ + 1 (n+1) (Ln "2 dt
In+2(X) = - (Ln )™ H(n+2)1X + [n(X)
hn(X) = - (Ln X)"/n!x

Partant de Ik(x) = lx.1(X) — hk(X), et en sommant pour k allant de 2 & n, on en déduit
facilement que :

n n

In(X) = 11(X) — Zkez he(X) = 1 - Ziwo [(LN X) /K1X]

5) Soit @ > 1 un nombre réel.
Montrer que : 0 <lp(@) <(a - 1) M(n)
En déduire la limite de I,(«) quand n tend vers + .

D’une part, comme fy(x) est positif ou nul, 0 < I,(x)
D’autre part, par définition, il est évident que V x > 1, fy(x) < M(n).
Donc en majorant f,(x) par M(n) dans l'intégrale In(c), on a In(a) < (o - 1) M(n)

On a vu a la question 3 que lim,_+,, M(n) = 0 ; il S’en suit que liMp_+ In(a) = 0.

6) Pour n entier, n >1, et x réel x >1, on pose :

n

Ln(X) = k=0 (LN X)* /k!

Exprimer Ln(X) en fonction de I,(x).
Déterminer la limite de L,(«) quand n tend vers + o, « étant un nombre réel.
En déduire la limite yde la suite v, dont le terme général de rang n est :

n

Vn = 2k=0 1/k!
D’aprés I'expression trouvée a la question 4, I5(X) = 1 - La(X)/X, et donc :
Ln(X) = X - X [5(X).

o étant un nombre réel, 1 < a < +o, Ly(a) = a - a.ln(c) ; comme limy 40 In(a) =0, on a
liMp_so0 Ln(a) = a

On remarque que v, = Lq(e).

On en déduit que liMp_40 Vn =7 = liMpL40 Ln(€) = €



