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Exercice n° 1 

Soit le nombre entier a = 32n – 2n. Montrer que a est divisible par 7. 

Exercice n° 2 
 
                                                                                                  n 
Pour tout entier naturel n, n ∈ N, on définit le nombre f(n) = 2(2  ) + 1 

1) Calculer f(0), f(1), f(2), f(3) 

2) Montrer que : f(n+1) = (f(n) – 1)² + 1 
 

3) Montrer que f(n) = 2 + Π
−

=

1

0

n

k
 f(k) 

Exercice n° 3 

Pour tout entier naturel n, n ≥ 0, on définit la fonction fn sur l’intervalle [0, π/4] par :  

fn(x) = 1 / cos2n+1x 

et l’intégrale J(n) par : 
π/4 

J(n) = ∫0  fn(x) dx 
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1) A l’aide d’une intégration par parties, établir une relation entre J(n) et J(n+1) de la 
forme J(n+1) = an + bnJ(n) où an et bn sont des fonctions de n que l’on explicitera. 

2) Montrer que, pour tout x ∈[0, π/4], on peut trouver deux réels u et v tels que : 

1/cos x  = u cos x/(1 – sinx)  + v cos x/(1 + sin x) 

3) Calculer J(0) 

4) Calculer J(2) 

Exercice n° 4 

A tout entier naturel n ≥ 1, on associe la fonction fn définie sur l’intervalle [1, + ∞[ par : 

∀ x ≥ 1, fn(x) = (Ln x)n/(n!.x²) où Ln désigne le logarithme népérien. 

1) Déterminer la limite de fn(x) quand x tend vers + ∞. 

2) Etablir précisément le tableau de variations de fn. 

3) On note M(n) la valeur maximale de fn(x) sur [1, + ∞[. 

Montrer que M(n+1) = fn(e(n+1)/2))/2. 
En déduire que M(n+1) ≤ M(n)/2. 
Quelle est la limite de M(n) quand n tend vers + ∞ ? 

4) On considère maintenant l’intégrale 

x 
In(x) = ∫1  fn(t) dt 

4a) Calculer I1(x). 

4b) Montrer que In+1(x) = In(x) – hn(x), où hn(x) est une fonction de n et x dont on 
donnera l’expression. 
En déduire que, ∀ n ≥ 1: 

In(x) = 1 - Σ
=

n

k 0
 [(Ln x)k /k!.x] 

5) Soit α ≥ 1 un nombre réel. 
Montrer que : 0 ≤ In(α) ≤ (α - 1) M(n) 
En déduire la limite de In(α) quand n tend vers + ∞. 
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6) Pour n entier, n ≥ 1, et x réel x ≥ 1, on pose : 
 

Ln(x) = Σ
=

n

k 0
 (Ln x)k /k! 

Exprimer Ln(x) en fonction de In(x). 
Déterminer la limite de Ln(α) quand n tend vers + ∞, α étant un nombre réel, 
1 ≤ α < +∞. 
En déduire la limite γ de la suite vn dont le terme général de rang n est : 

 

vn = 
!

1
0 k

n

k
Σ
=
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