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EXERCICE n° 1
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❶ Montrer que M est définie positive.

❷❷❷❷ Soit { }F Vect e e= 2 3, le sous-espace vectoriel engendré par
e2 0 1 0= ( , , ) et e3 0 0 1= ( , , ). On note PF la projection orthogonale sur F au sens du
produit scalaire défini par M . Déterminer P uF ( ) pour u ∈ R3

EXERCICE n° 2

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n, où n ≥ 4.

❶ Déterminer la signature de la forme quadratique φ définie sur une
base de E par :

φ( )x x x x x x x x x= + + +2 3 5 41 2 1 3 2 3 1 4

❷ Ecrire φ( )x dans une base φ -orthogonale de E .



EXERCICE n° 3

Soient E un espace vectoriel euclidien et F un sous-espace vectoriel
de E . on note SF la symétrie orthogonale par rapport à F et PF le projecteur
orthogonal sur F

❶ Exprimer SF en fonction de PF

❷ En déduire S xF ( ) , pour x E∈ , lorsque F Vect a= ( ) et lorsque F a= ⊥ .
( Vect a( ) désigne le sous-espace vectoriel engendré par un vecteur a, non nul, de E
et a⊥ le sous-espace orthogonal à a). S xF ( ) sera exprimé en fonction de x, a et
( , )x a .

❸ Donner les matrices de SF et PF dans une base orthonormée de E ,
pour F Vect a= ( ) et F a= ⊥ .

EXERCICE n° 4

On considère Dn le déterminant d’ordre n de terme général di j, défini par :

d a b d ab di i i i i i, , ,, ,= + = =+ +1 1 1 et sinon di j, = 0, où a et b sont des réels.

❶ Etablir une relation de récurrence entre Dn , Dn−1 et Dn−2, pour n ≥ 3

❷ Calculer Dn .

PROBLEME

Soit Rn muni du produit scalaire usuel noté .,. et de la base canonique
B e en= ( ,..., )1

Pour toute famille de vecteurs ( )xj j p1≤ ≤ de Rn , on note :
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On désigne par G x xp( ,..., )1 la matrice carrée d’ordre p dont le terme général est

x xi j, et on suppose que p n< .



❶ Vérifier que G x x X Xp( ,..., ) '
1 = , où X ' désigne la transposée de X

❷ Soit { }x xp1,..., une famille libre, montrer qu’il existe { }x xp n+1,..., tels
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On note � ( ,..., , ,..., )X X X X Xp p n= +1 1 la matrice carrée d’ordre n. Montrer que

(det � ) det ( ,..., )X G x xp
2

1= et en déduire que det ( ,..., )G x xp1 0> .

Montrer que pour toute famille libre { }x xp1,..., , on a :

det ( ,..., , ) det ( ,..., , )G x x x G x x x xp p p p i
i

p

i1 1 1 1
1

1

− −
=

−

= +�λ

❸ Soit { }x xp1,..., une famille libre et F Vect x xp= ( ,..., )1 le sous-espace

vectoriel engendré par cette famille. Pour tout y de Rn , on note P yF ( ) la projection
orthogonale de y sur F .

Montrer que det ( ,..., , ( )) det ( ,..., , )G x x y P y G x x yp F p1 1− =

Déterminer det ( ,..., , ( ))G x x y P yp F1 − en fonction de det ( ,..., )G x xp1 et de y P yF− ( )

En déduire que : ( ( , ))
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et Z X X Yp= ( ,..., , )1

On a donc G x x y Z Zp( ,..., , ) '
1 = . Retrouver le résultat précédent en utilisant le calcul

matriciel par blocs et les propriétés de la matrice de projection orthogonale sur F .

Rappel : Si A est une matrice carrée inversible et si M
A B

C D
=
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� est une matrice

carrée, alors det det det( )M A D CA B= × − −1 .




