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CORRIGÉ DE LA 2ème COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES 

Exercice n° 1 

On multiplie la relation par bte −  pour obtenir : 

∫−−− +≤
t
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0
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btbt aeduufbeetf −−− ≤− ∫
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t

bt aeduufe
dt
d −− ≤∫ ))((

0

Puis en intégrant sur [ ]t,0 , on obtient : 
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Exercice n° 2 

L’intégrale étant dérivable, le produit )(xfx  est dérivable, donc f  est dérivable 
sauf peut-être en 0, par dérivation on obtient donc une condition nécessaire sur f  : 

[ ] )(
3

)0(2)(
3
1)( ' xfxfxfxf ++=

f  apparaît comme solution de l’équation différentielle : 

)0(22' fyyx −=−

L’intégration immédiate donne : 
2)0()( xfxf µ+=

On vérifie facilement que ces fonctions conviennent. 
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Exercice n° 3

a) La matrice Ω  est orthogonale droite si les vecteurs colonnes sont deux à deux 
orthogonaux et unitaires : 

0,1222 =++=++ cabcabcba

et si : 
1))((3det 222333 =++=−−−++++=−++=Ω cbacabcabcbacbaabccba

Les deux conditions 




=++
=++

0
1

cabcab
cba

entraînent d’ailleurs les conditions précédentes et sont suffisantes pour entraîner la 
propriété ; elles montrent que cba ,,  doivent être solutions d’une équation de la forme 

,023 =+− ktt  dont les racines doivent être réelles, ce qui s’écrit, on le voit facilement 

d’après le tableau de variation de la fonction 23)( tttf −= , 
27
4)

3
2()0(0 =≤≤= fkf . 

b) Posons ϕ2sin
27
4=k , avec πϕ 20 ≤≤ , et faisons dans l’équation le changement 

de variable θλ cos
3
1 +=t

Pour 
3
2=λ , l’équation se simplifie et devient : 

ϕ=θϕ=θ−θ 232
27
234

27
2 2 coscosoucos)coscos(

ce qui donne : )
3

2
3
2( π

ϕθ
n+±= . On obtient ainsi, à une permutation près : 

3
22cos

3
2

3
1,

3
22cos

3
2

3
1,

3
2cos

3
2

3
1 πϕπϕϕ −+=++=+= cba

L’axe de la rotation est un vecteur propre pour la valeur propre 1, en remarquant que 

1=++ cba , on trouve comme vecteur directeur unitaire 
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Exercice n° 4 

¶ f  étant une fonction continue et bornée, l’intégrale est convergente. 

Posons ∫
+∞

−=
0

)( dxexfnI nx
n et effectuons le changement de variable nxt = , on obtient : 

∫
+∞

−−=−
0

))0()(()0( dtef
n
tffI t

n

Notons M la borne supérieure de la valeur absolue de f  sur +R .  
Pour tout 0>ε , il existe T  tel que : 

2
22 ε<= −

+∞
−∫ T

T

t MedteM

T étant ainsi choisi, 

∫ −−+ε<−
T

t
n dte)(f)

n
t(f)(fI

0

0
2

0

La continuité de f  en 0 assure que : 

T
fxfxx

2
)0()(0,, ε

ηη <−⇒<<∀∃

alors, ∫ <+<−⇒>∀ −
T

t
n dte

T
fI

T
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022
)0(, ε

εε
η

D’où ∫
+∞

−

∞→
=

0

)0()( fdxexfnLim nx

n
. 

· Dans la deuxième intégrale, le même changement de variable conduit à : 

∫
+∞

+
=

0
21

)(2
t
dt

n
tfJ n π

 et  ∫
+∞

+
−=−

0
21

))0()((2)0(
t
dtf

n
tffJ n π

La même démonstration que dans la question précédente conduit à la même conclusion, 

à savoir ∫
+∞

∞→
=

+0
22 )0(

1
)(2 fdx
xn
xfnLim

n π
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¸ Si f  est en outre dérivable en 0, 
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La deuxième intégrale est majorée par neM −2 , c’est donc un 





n

o
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Par ailleurs, ∫∫∫ −−− +=+
n
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On a :  [ ]
n
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et
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dtet
n
f nt

n
t )0(
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Pour ],0[ nt∈ , εε <)(
n
t , car 

nn
t 1< , et la deuxième intégrale précédente est aussi 

un 
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En conclusion : 
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Exercice n° 5 

Soit X  un sous-ensemble fermé non vide de 2R  (ensemble des couples 
de nombres réels) et a un élément de X . On appelle cône tangent à X  en a , 
le sous-ensemble de 2R  défini par : 

{ }uauLimauLimXuRuaXT nnnnnnn =−=>∃∈∃∈=
∞→∞→

)(,,0)(,)(/),( 2 λλ

¶ On vérifie aisément que )0,0(  appartient à ),( aXT , en posant nn =λ  et aun =
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·
a) Si ),( aXTu∈  où { }1/),( 222 =+∈= yxRyxX  et )0,1(=a

Soit une suite ),( nnn yxu =  dans X  qui converge vers a  et ),()( yxuaunn =→−λ . 

En particulier, xxnn →− )1(λ , yynn →λ , 1→nx  et 0→ny . 

Comme Xun ∈ , nnnnn yx λλλ =+ 22  ou encore 0)1)(1( =++− nnnnnn yyxx λλ

Et par passage à la limite, on obtient 0=x . 

On vérifie la réciproque pour obtenir { }0/),(),( == xyxaXT . Par exemple )/1(1 2nxn −= , 
)/1( nyn =  et nn y=λ

b) Si ),( aXTu∈  où { }1/),( 222 ≤+∈= yxRyxX  et )0,1(=a

Soit une suite ),( nnn yxu =  dans X  qui converge vers a  et uaunn →− )(λ . 

En particulier, xxnn →− )1(λ , yynn →λ , 1→nx  et 0→ny . 

Comme Xun ∈ , nnnnn yx λλλ ≤+ 22  ou encore 0)1)(1( ≤++− nnnnnn yyxx λλ

Et par passage à la limite, on obtient 0≤x . 

Réciproquement, on pose 
n
xxn +=1  et 

n
yyn = , alors 1→nx  et 0→ny . 

Et pour nn =λ , xxnn →− )1(λ  et  yynn →λ . 

Il reste à vérifier que la suite ),( nnn yxu =  est bien dans X . En effet, pour n grand, 

nnnnn yx λλλ ≤+ 22  pour 0≤x . 

On obtient : { }0/),(),( ≤= xyxaXT

c) Si ),( aXTu∈  où { }222 ,0/),( xyxxRyxX ≤≤−≥∈=  et )0,0(=a

Soit une suite ),( nnn yxu =  dans X  qui converge vers a  et ),()( yxuaunn =→−λ . 

En particulier, xxnn →λ , yynn →λ , 0→nx  et 0→ny . 

Comme Xun ∈ , 22
nnnnnn xyx λλλ ≤≤− et 0≥nx . 

Et par passage à la limite, on obtient 0=y  et 0≥x

La réciproque est évidente en posant 
n
xxn =  (avec 0>x ), 0=ny  et nn =λ  , pour obtenir  

la demie droite : 
{ }0,0/),(),( =≥= yxyxaXT
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Exercice n° 6 

¶ nn =)(0ϕ  et ∑
=

+
==

n

k

nn
kn

1
1 2

)1(
)(ϕ

· 1)(0 =xF  et 1
1
1)(

2

1 +=
−
−= x

x

x

e
e
exF

En 0, )(xFt  est équivalent à 
x
xt)1( + . On peut donc prolonger tF  par continuité en 0 en 

posant tFt +=1)0( . 

En développant le numérateur à l’ordre 2, on obtient )0(
2

)1()0()( '

0 t
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x
FxFLim =+=−

→

¸ En identifiant un développement limité avec la formule de Taylor, on trouve 

t)t(F)t( =−=ψ 100 et 
2
1011
)t(t)(F)t( ' +==ψ
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conduit par identification des coefficients de 1+px , à : 
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soit, en multipliant les deux expressions par )!1( +p , on obtient la relation recherchée. 
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» Des relations : 

ttp +=+= 1)(10 0ϕ

2
1

1
20 )1()()(11 ttCtp +=++= ϕϕ

3
2

2
31

1
20 )1()()()(12 ttCtCtp +=+++= ϕϕϕ

4
3

3
42

2
31

1
20 )1()()()()(13 ttCtCtCtp +=++++= ϕϕϕϕ

on en déduit : 

tt =)(0ϕ

2
)1()(1

+= tttϕ

)1()12(
6
1)(2 ++= ttttϕ

2
)1(

4
1)(

22

3
+= tttϕ
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