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Dans tout ce qui suit J désigne un intervalle de R inclus dans [—L]], de
longueur non nulle et tel que, pour tout xdJ, ¥ 0 J. On étudie 'ensemble E, des

applications dérivables de J dans R telles que :

(*) Ox0J, (X = (%)

| - PRELIMINAIRES

[ Soit (a, b) OR?-w<a<bs<+w, et g une application n fois dérivable de

]a,t{ dans R. On suppose qu’il existe n[N tel que, pour tout entier k,0<s k< n, la
dérivée k-ieme g* admet une limite A, quand la variable tend vers a. On définit

alors la fonction g de [a,k{ dans R par:

g(a) =

DxD]a,t{, AN=d 2
Démontrer que la fonction g est n fois dérivable sur [a,k{ et

Ok, 1sksn g9(9=A,.
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[] Soit J un intervalle comme au début. Démontrer que E, est un sous-

espace vectoriel de l'espace vectoriel sur R des fonctions indéfiniment dérivables
sur J.

[l Soit g une fonction dérivable définie sur un intervalle borné
I :]a,b[(—oo <a< h<+w) & valeurs dans R.

a/ On suppose que g et sa dérivée g' sont toutes deux minorées sur

Montrer que la fonction g(x admet une limite dans R quand x tend
vers a.

b/ On suppose maintenant que g et sa dérivée g sont toutes deux
majorées sur |. Démontrer que la fonction g(x) admet une limite dans R quand x
tend vers a.

[] On définit une application & de [—L]] dans R par

o-1=6)=0

2
Ox 0]-1,9,6(x) = e avec of ¥ = X2X_1

a/ Démontrer que @ est une fonction indéfiniment dérivable sur ]—L][.

b/ Démontrer que 6 est une fonction indéfiniment dérivable sur [—L]],

strictement croissante sur [—1,0] et strictement décroissante sur [0]] telle que, pour
tout nON, 6™(1) =6 (-1 = 0.

c/ Soit C” [I'espace vectoriel sur R des fonctions indéfiniment
dérivables de [—l]] dansR et D le sous espace de C” des fonctions s’annulant
ainsi que toutes leurs dérivées aux points 1 et —1. Démontrer que I'application
linéaire, de C” dans lui méme, fi—>8f (ou 6f est l'application définie par
[x D[—l]], 0 f(x) =0(x f(¥) est injective et & valeurs dans D. En déduire que D
est un espace vectoriel réel de dimension infinie.
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[1 On définit une suite d’entiers (q,, k ON) par

0 =0;
(K DN, G, =20, +1

a/ Démontrer que Ok ON, g, =2 -1

On note Q:{ g,/ kON }
Soit (a,, n0N) la suite de nombres réels définie par

3 =1;

. 1
Ok ON ,aqk S
ﬂq.

=1

UnON,nUQ, 8 =0
b/ Trouver la nature des séries Za11 et Znah

c/ Déterminer, pour x> 1,klim a, X"

— +00

d/ Démontrer que le rayon de convergence de la série entiére Zanxn
est 1 et que I'application

est définie sur [— L+]] a valeurs dans R.

e/ Démontrer que S est un élément de By tel que S(0) = 1.



n=15

SEEDY a,%‘ qui soit

n=0

U a/ Donner une majoration que l'on justifiera de

valable sur tout le segment [OZI] En déduire une valeur décimale approchée a 1072 prés
par défaut de 1) .

b/ Représenter dans un repere orthonormé l'allure de la courbe y = 9% ;on
précisera la concavité.
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c/ Etablir la relation : I:S( X dx= 3 %) ea soalra .

[] Soient (a,b) D[—l,]]2 tels que a<0<b, a<h J:[ a t}) et f OE;.

a/ On suppose que f(0)=0. On pose M =sup{|f(t)| It DJ}. Montrer
que OnON*,Ox 0J,| f(X|< M X™.

b/ En déduire que f est nulle.
¢/ On ne suppose plus maintenant que f(0) = 0. Démontrer que, pour
tout xOJ, f(¥ = (0 § %. En déduire que E, est de dimension 1.

ETUDE DE E]o,1[

Dans cette partie, le symbole Jdésigne l'intervalle ]O][ :
[] Soient f OE,, p0J et (p,,n0ON) la suite définie par :

Po=0P
OnON, P =+/Py

a/ Démontrer que la suite (p,,nCN) est strictement croissante et
déterminer sa limite.

k=n

b/ Démontrer que la suite (H (1+ Prss — pk), nDN] est convergente.

On pose OnON, M, :sup{|f(x)| /xO[ p, ,pml]} .



¢/ A I'aide de la relation f(x)= f(p,)+ I:n f'(t)dt, démontrer I'inégalité

Dn DN*’ I\/ln < Mn—1(1+ pn+1 - pn) ﬁm!!e‘g“ot’!! y Fa

En déduire que la suite (M _,n ON) est bornée.

d/ Etablir que, pour tout a 0J, f et f' sont bornées sur [a,][. Montrer

que f(x) a une limite A quand x tend vers 1 et que, si 'on pose f()=A, la

fonction ainsi prolongée appartient a E101]-

U Soit f OE,

a/ On suppose qu'il existe S0J tel que f soit majorée dans ]0,,8].

Etablir que f(x) et f'(x) ont une méme limite finie x# quand x tend vers 0. En
déduire que f estla restrictionde uS a J

b/ En déduire que si f n’est pas la restriction a J du produit de S par
une constante, on a alors les propriétés suivantes :

Oe0J, sup{ f(x) /XD]O ,g]} = +o0 et inf{f(x)/ xD]O,a]} = -
c/ En déduire que si f n’est pas la restriction a J du produit de S par
une constante

Card{ x/ XD]O, 5], f( ¥ = (} = +o0

La suite de cette partie est consacrée a la fabrication et a I'étude d’un
élément de E, qui ne soit pas la restriction a J du produit de S par une constante.

1
(J On pose 1, = et, pour tout nZ,,,, = Jrn

a/ Démontrer que la suite (r,,n 0Z) est bien définie et expliciter r,,.

b/ Soit, pour tout n0Z, 1, =[r,.r,.,]. Déterminer [J1,.

ndz

Soit A un élémentde D ou D estdéfinien | [
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c/ Démontrer que les formules suivantes P S |

Ox 01y, @4(x) = A(8x- 3
OnON, Ox O1,,,8,(x) = ¢4 (r,) + Ix @ ..(t?)at

définissent pour tout n 0N une application ¢, de |, dans R.

d/ Démontrer que pour tout nON, ¢ admet dans |, une dérivée

n

continue et que ¢,'1(rn+1) = ¢H(rn) = ¢n(r n) . En déduire que, pour tout n ON*, la dérivée
agauche de ¢, en r, etla dérivée de ¢, en ce méme point sont égales.

U a/ Démontrer que la formule suivante :
MO, X O () = ¢a()
définit pour tout mON*, une application ¢__ de |_ dansR.

b/ Etablir que pour tout mON*, ¢__ est indéfiniment dérivable dans 1__
et que ¢_, et toutes ses dérivées s’annulent aux deux bornes de 1_, .

[1 Démontrer qu'il existe une application ¢, de J dans R telle que

OnDOz, Ox 01, ¢,(x)=¢,(x)
et montrer que cette fonction ¢, appartient a E; mais que, pour un choix
convenable de A, ¢, n'est pas la restricion a J du produit de S par une
constante.

[1 Démontrer que I'application de D dans E,,A — ¢, est linéaire et injective.
En déduire que E, est un espace vectoriel de dimension infinie sur R.
[] On poseici A =8 ou @ a été définiau | [
_ . : 1 e
a/ Donner le sens de variation de ¢, et celui de ¢, sur [El{ étudier
. i 11
le signe et le sens de variation de ¢, sur 164l

b/ Donner une minoration du nombre de racines de ¢, dans ]rn,rml[
pour n<O0.
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[ Trouver une relation, pour tout n ON, entre f*mt//g(x)dx et J.rrlwg(x)dx.

Quelle est la nature de Jol(//g(x)dx ?



