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Les résultats seront encadrés

Le sujet est composé d’un exercice et d’un problème indépendants. Le prob-
lème est constitué de cinq parties dépendantes. Toutefois, les résultats non
démontrés d’une partie pourront être utilisés dans les questions suivantes.

Exercice

Soit Dn le déterminant d’ordre n de terme général di,j défini par di,i = u+ v,
di,i+1 = uv, di+1,i = 1, et di,j = 0 sinon, où u et v sont deux nombres réels.

1. Etablir une relation de récurrence entre Dn, Dn−1 et Dn−2 pour n ≥ 3.

2. En déduire Dn.

Problème

Partie 0

Les résultats de cette partie seront utiles pour la suite.
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1. Montrer que la fonction logarithme népérien est concave.

2. Soient x1, x2, . . . , xn n réels strictement positifs. Soit ma leur moyenne
arithmétique et mg leur moyenne géométrique. On rappelle que

mg = (x1x2 . . . xn)
1
n .

Montrer que mg ≤ ma.

3. Montrer que pour tout entier naturel n
(
1 +

1

n

)n

≤ e.

Partie I

Soient deux suites réelles à termes strictement positifs (αn)n∈N∗ et (βn)n∈N∗ .
On suppose que la série de terme général αn est convergente. On définit les
suites (Un)n∈N∗ et (γn)n∈N∗ par

Un =

(
n∏

k=1

αk

)1/n

et γn =

(
n∏

k=1

βk

)−1/n

.

1. Montrer que
Un

γn
≤ 1

n

n∑

k=1

αkγk.

Indication: on pourra utiliser un résultat de la Partie 0.

2. On fait l’hypothèse ici que la série de terme général γn/n, n ∈ N∗, est
convergente. Soit Γk le reste de cette série, autrement-dit

Γk =
∞∑

n=k

γn/n.

Montrer que
n∑

k=1

Uk ≤
n∑

k=1

Γkαkβk.
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3. On fait le choix particulier de βn suivant

βn = (n+ 1)n /nn−1.

(a) Cette suite définit-elle une suite γn conforme à l’hypothèse faite à
la question précédente?

(b) Calculer Γk.

4. On s’intéresse à la série de terme général Un.

(a) Montrer que cette série est convergente.

(b) Donner une majoration de sa somme en fonction de la somme de
la série de terme général αn.
Indication: on pourra utiliser un résultat de la Partie 0.

Partie II

Soit (Ln)n∈N une suite réelle qui vérifie

L0 = 1, et ∀n ∈ N∗, Ln ≥ 1, L2
n ≤ Ln+1Ln−1. (1)

1. Donner deux exemples de suites qui vérifient la propriété (1).

2. La suite (Ln)n∈N est-elle monotone?

3. Montrer que pour tout entier naturel k inférieur ou égal à n,

LkLn−k ≤ Ln.

4. On définit les suites (un)n∈N et (vn)n∈N à partir de (Ln)n∈N de la manière
suivante {

u0 = 1

un = L
−1/n
n , n ≥ 1,

et {
v0 = 1
vn = Ln−1/Ln, n ≥ 1.

Exprimer un en fonction de v1, v2, . . . et vn.
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5. Montrer que

(a) (vn)n∈N est monotone,

(b) (un)n∈N est monotone.

6. Montrer que pour tout n ∈ N, vn ≤ (v1v2 . . . vn)
1/n.

7. En déduire que pour tout entier naturel n, un ≥ vn.

8. Etablir l’équivalence suivante
∑

n∈N

vn est convergente ⇔
∑

n∈N

un est convergente .

Indication: on pourra utiliser les résultats de la Partie I.

Partie III

Soit une fonction f : R −→ R. On dit que f est analytique dans R si et
seulement si c’est une fonction développable en série entière au voisinage de
tout point de R. Autrement dit, f est analytique dans R si et seulement
si pour tout point y de R, il existe un voisinage V de y et une suite réelle
(cn)n∈N tels que

∀x ∈ V : f(x) =
∞∑

n=0

cn(x− y)n.

On admet qu’une fonction analytique dans R est toujours de classe C∞ sur
R. On suppose dans cette partie que la fonction f est analytique dans R.

1. Montrer que pour tout entier naturel n

cn =
f (n)(y)

n!
.

2. Soit l’ensemble

R(f) =
{
x ∈ R : ∀n ∈ N, f (n)(x) = 0

}
.

Montrer que R(f) est à la fois une partie ouverte et fermée de R.
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3. En déduire que f satisfait la propriété suivante

R(f) �= φ =⇒ f ≡ 0. (2)

Partie IV

Soit L = (Ln)n∈N une suite vérifiant (1). Toutes les fonctions f considérées
dans cette partie sont supposées de R dans R, de classe C∞.

On définit l’ensemble de fonctions suivant:

E(L) =
{
f | ∃α > 0 , ∃β > 0 : ∀x ∈ R, ∀n ∈ N :

∣∣f (n)(x)
∣∣ ≤ αβnLn

}
,

où les constantes α et β dépendent de f .

Dans les questions 1 à 3, on suppose que Ln = n!.

1. Montrer que cette suite (Ln) vérifie la propriété (1).

2. Montrer que
f ∈ E(L) =⇒ f est analytique.

3. Montrer que
f ∈ E(L) =⇒ f vérifie (2).

On revient au cas général où (Ln)n∈N vérifie (1).

4. Soient f et g de classe C∞ dans E(L). Soit h la fonction définie sur R
par

∀x ∈ R : h(x) = f(µ+ σx),

avec µ et σ deux réels. Montrer que les fonctions suivantes sont aussi
éléments de E(L)

(a) f + g,

(b) fg,

(c) h.
Indication: on pourra utiliser les résultats de la Partie II.
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5. On définit le support de f comme l’adhérence du complémentaire de
R(f). On suppose que E(L) vérifie l’implication suivante

∀f ∈ E(L), R(f) �= φ =⇒ f ≡ 0.

Montrer que si la fonction f est à support compact, alors elle est iden-
tiquement nulle.
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