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CONCOURS INGÉNIEURS STATISTICIENS ÉCONOMISTES

ISE Option Mathématiques

1ère COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES

(Durée de l’épreuve : 4 heures)

Le sujet est constitué de deux problèmes indépendants. Tout résultat donné dans l’énoncé
pourra être admis dans les questions suivantes. Le plus grand soin sera apporté à la rédaction et à
la présentation des résultats.

1 Problème 1

Dans tout le problème, on note N l’ensemble des entiers naturels {0, 1, 2, . . .}, R l’ensemble des
nombres réels, et C l’ensemble des nombres complexes. On note F la fonction de R × C à valeurs
dans C définie par :

∀(x, z) ∈ R× C, F (x, z) = exp

(
−zx− x2

2

)
et f la fonction de R à valeurs dans R définie par :

∀x ∈ R, f(x) = F (x, 0) = exp

(
−x

2

2

)
.

Rappel : Si
∑

an et
∑

bn sont deux séries de nombres complexes absolument convergentes,

alors la série de terme général cn =

n∑
k=0

akbn−k (n ∈ N) est absolument convergente et

+∞∑
n=0

cn =

(
+∞∑
k=0

ak

)(
+∞∑
`=0

b`

)
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Partie 1

1. Soit z ∈ C un nombre complexe fixé.

(a) Ecrire les développements en série entière de la variable réelle x des fonctions x 7→

exp(−zx) et x 7→ exp

(
−x

2

2

)
. On précisera les rayons de convergence des séries entières

obtenues.

(b) En effectuant un produit, à l’aide de la question précédente, montrer que l’on peut écrire,
pour tout x ∈ R :

F (x, z) =

+∞∑
n=0

An(z)xn

où An est une fonction polynomiale de degré n.

Pour tout n ∈ N, on définit la fonction polynomiale Hn par Hn = (−1)nn!An.

Donner les expressions de H0(z) et de H1(z) en fonction de z.

(c) Calculer la dérivée de la fonction x 7→ F (x, z) à l’aide de F .

En déduire que pour tout n ∈ N et tout z ∈ C on a Hn+2(z) = zHn+1(z)− (n+ 1)Hn(z).

Donner les expressions de H2(z), H3(z) et H4(z) en fonction de z.

2. (a) Montrer que pour tout x ∈ R on a f ′′(x) + xf ′(x) + f(x) = 0.

En déduire que pour tout n ∈ N et tout x ∈ R on a :

dn+2f

dxn+2
(x) + x

dn+1f

dxn+1
(x) + (n+ 1)

dnf

dxn
(x) = 0.

(b) Pour tout n ∈ N on pose Kn =
(−1)n

f

(
dnf

dxn

)
.

Montrer que pour tout n ∈ N et tout x ∈ R on a Kn+2(x)−xKn+1(x)+(n+1)Kn(x) = 0.

Exprimer K0(x) et K1(x) pour tout x ∈ R. En déduire que Hn = Kn pour tout n ∈ N.

3. (a) Montrer que pour tout n ∈ N et tout x ∈ R on a H ′n+1(x) = (n+ 1)Hn(x).

(b) En déduire que pour tout n ∈ N et tout x ∈ R on a H ′′n(x)− xH ′n(x) + nHn(x) = 0.

4. Pour tout n ∈ N on définit la fonction ϕn de la variable réelle x par :

∀x ∈ R, ϕn(x) = (−1)nHn(x) exp

(
−x

2

4

)
.

Montrer que pour tout x ∈ R on a ϕ′′n(x) − x2

4
ϕn(x) = λnϕn(x), où λn est un nombre réel

que l’on déterminera.

5. Pour tout couple (p, q) ∈ N2 on pose :

Ip,q = Iq,p =

∫ +∞

−∞
ϕp(x)ϕq(x)dx = (−1)p+q

∫ +∞

−∞
Hp(x)Hq(x)f(x)dx.

(a) Montrer que l’intégrale Ip,q est bien définie pour tout couple (p, q) ∈ N2. On admettra

désormais que I0,0 =

∫ +∞

−∞
f(x)dx =

√
2π.
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(b) Soit (p, q) ∈ N2. A l’aide d’une intégration par parties, montrer que

Ip+1,q+1 = (p+ 1)Ip,q = (q + 1)Ip,q.

En déduire la valeur de Ip,q pour tout couple (p, q) ∈ N2. On distinguera les cas q 6= p et
q = p.

Partie 2 Soit f̂ la fonction de la variable réelle ν définie par :

f̂(ν) =

∫ +∞

−∞
F (t, 2iπν)dt =

∫ +∞

−∞
exp

(
−2iπνt− t2

2

)
dt

1. Montrer que f̂ est définie et continue sur R.

2. Montrer que f̂ est de classe C1 sur R.

(a) Montrer que f̂ ′(ν) = −4π2νf̂(ν) pour tout ν ∈ R.

(b) Calculer f̂(0) et en déduire l’expression de f̂(ν) en fonction de ν.

2 Problème 2

Dans tout le problème, E et F désignent deux espaces vectoriels euclidiens chacun de dimension
au moins égale à 2. Pour chacun de ces espaces, le produit scalaire de deux vecteurs x et y et la
norme d’un vecteur x sont respectivement notés (x|y) et ‖x‖.
L(E,F ) désigne l’ensemble des applications linéaires de E dans F .
La matrice transposée d’une matrice A est notée tA.
Les candidats pourront utiliser sans le redémontrer qu’un projecteur d’un espace

euclidien est un projecteur orthogonal si, et seulement si, il est symétrique.
L’objet de la première partie est de caractériser la composée de deux projections orthogonales

qui commutent. La seconde partie propose une résolution approchée d’une équation linéaire n’ayant
pas de solution en introduisant la notion de pseudo-solution.

Partie I

I.1 Soient x et y deux vecteurs de E, B une base orthonormale de E, X et Y les matrices
respectives de x et y dans la base B.

Montrer que (x|y) = tXY = tY X.
I.2 Soit H un sous-espace vectoriel de F tel que 1 6 dimH < dimF . Soit (e1, e2, ..., ek) une

base orthonormale de H et p le projecteur orthogonal de F sur H.
a) Pour tout z ∈ F , exprimer (sans justification) p(z) dans la base (e1, e2, . . . , ek).
b) Soit C une base orthonormale de F . Relativement à cette base C, on note Z la matrice d’un

vecteur de z ∈ F , M(p) la matrice de p et pour tout i ∈ {1, 2, ..., k}, Ei la matrice de ei.

i) Montrer que pour tout z ∈ F , M(p)Z =

k∑
i=1

Ei
tEiZ .

ii) En déduire M(p) =

k∑
i=1

Ei
tEi.
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c) Montrer que pour tout z ∈ F , ‖p(z)‖ 6 ‖z‖.

I.3 Exemple : On note M la matrice définie par M =
1

2


1 0 −1 0
0 1 0 −1
−1 0 1 0
0 −1 0 1


a) Montrer que M est la matrice dans la base canonique de R4, muni du produit scalaire usuel,

d’un projecteur orthogonal de R4.
b) Donner une base orthonormale du noyau et une base orthonormale de l’image de ce projec-

teur.
I.4 Soit K un second sous-espace vectoriel de F , r le projecteur orthogonal de F sur K, λ une

valeur propre non nulle de p ◦ r et u un vecteur propre associé.
a) Montrer que u est élément de H et que r(u)− λu est élément de H⊥.
b) Établir l’égalité : λ‖u‖2 = ‖r(u)‖2.
c) En déduire que toutes les valeurs propres de p ◦ r sont dans le segment [0, 1].
I.5 On suppose dans cette question que p et r commutent.
a) Montrer que p ◦ r est un projecteur orthogonal.
b) Dans le cas où p ◦ r est non nul, déterminer son spectre.
c) Montrer que : Ker(p ◦ r) = Ker(p) + Ker(r) et Im(p ◦ r) = Im(p) ∩ Im(r).
I.6 On pose m = dimF et on choisit une base orthonormale de F telle que les matrices de p et

r dans cette base soient respectivement les matrices décomposées en blocs :

P =

(
Ik 0
0 0

)
et R =

(
A B
C D

)
où Ik est la matrice unité d’ordre k, A une matrice carrée

d’ordre k et D une matrice carrée d’ordre m− k.
a) Montrer que les matrices vérifient les relations :
A2 +BC = A, AB +BD = B, CB +D2 = D, tA = A, tB = C et tD = D.
b) Montrer que les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le spectre de p ◦ r est inclus dans {0, 1}.
(ii) tCC = 0.
(iii) C = 0.
(iv) p et r commutent.

Partie II

Dans cette partie, sont donnés un élément f de L(E,F ) et un élément v de F .
II.1 En considérant la projection orthogonale de v sur l’image de f , montrer qu’il existe un

élément x0 de E tel que :
‖f(x0)− v‖ = min

x∈E
‖f(x)− v‖

Dans la suite x0 sera appelée une pseudo-solution de l’équation :

f(x) = v (1)

II.2 Montrer que si f est injective, alors l’équation (1) admet une pseudo-solution unique.
II.3 Montrer que x0 est pseudo-solution de l’équation (1) si, et seulement si, pour tout x

appartenant à E : (f(x)|f(x0)− v) = 0.
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II.4 Soit B et C deux bases orthonormales de E et F respectivement. On appelle A la matrice
de f dans les bases B et C, V la matrice de v dans C et X0 celle de x0 dans B.

Écrire sous forme matricielle l’équation (f(x)|f(x0) − v) = 0 et en déduire que x0 est pseudo-
solution de l’équation (1) si, et seulement si, :

tAAX0 = tAV

II.5 Exemple : Dans cette question, on prend E = F = R3 munis du produit scalaire usuel.
Relativement à la base canonique de R3, les matrices de f et v sont respectivement :

A =

 1 1 −1
1 1 −1
−1 2 1

 et V =

1
0
1

. Déterminer les pseudo-solutions de l’équation f(x) = v.

II.6 Application : n désignant un entier supérieur ou égal à deux, on considère trois éléments
a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn) et c = (c1, c2, . . . , cn) de Rn et on souhaite trouver deux

réels λ et µ tels que la somme

n∑
k=1

(λak + µbk − ck)2 soit minimale.

a) Montrer que ce problème équivaut à la recherche des pseudo-solutions d’une équation f(x) =
v où f est un élément de L(R2,Rn) et v ∈ Rn. Préciser le vecteur v et donner la matrice de f dans
les bases canoniques de R2 et Rn.

b) Comment doit-on choisir a et b pour que l’application f soit injective ?
c) Lorsque cette dernière condition est réalisée, donner la solution du problème posé en expri-

mant λ et µ à l’aide de produits scalaires dans Rn.
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AVRIL 2017

CONCOURS INGÉNIEURS STATISTICIENS ÉCONOMISTES

ISE Option Mathématiques

Corrigé de la 1ère COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES

(Durée de l’épreuve : 4 heures)

Le sujet est constitué de deux problèmes indépendants. Tout résultat donné dans l’énoncé
pourra être admis dans les questions suivantes. Le plus grand soin sera apporté à la rédaction et à
la présentation des résultats.

1 Problème 1

Dans tout le problème, on note N l’ensemble des entiers naturels {0, 1, 2, . . .}, R l’ensemble des
nombres réels, et C l’ensemble des nombres complexes. On note F la fonction de R × C à valeurs
dans C définie par :

∀(x, z) ∈ R× C, F (x, z) = exp

(
−zx− x2

2

)
et f la fonction de R à valeurs dans R définie par :

∀x ∈ R, f(x) = F (x, 0) = exp

(
−x

2

2

)
.

Rappel : Si
∑

an et
∑

bn sont deux séries de nombres complexes absolument convergentes,

alors la série de terme général cn =

n∑
k=0

akbn−k (n ∈ N) est absolument convergente et

+∞∑
n=0

cn =

(
+∞∑
k=0

ak

)(
+∞∑
`=0

b`

)

Partie 1

1. Soit z ∈ C un nombre complexe fixé.

(a) Ecrire les développements en série entière de la variable réelle x des fonctions x 7→

exp(−zx) et x 7→ exp

(
−x

2

2

)
. On précisera les rayons de convergence des séries entières

obtenues.

D’après les résultats sur la série entière exponentielle,

exp(−zx) =

+∞∑
n=0

(−1)nzn

n!
xn et exp

(
−x

2

2

)
=

+∞∑
n=0

(−1)n

2nn!
x2n

avec dans les deux cas un rayon de convergence infini.
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(b) En effectuant un produit, à l’aide de la question précédente, montrer que l’on peut écrire,
pour tout x ∈ R :

F (x, z) =

+∞∑
n=0

An(z)xn

où An est une fonction polynomiale de degré n.

Pour tout n ∈ N, on définit la fonction polynomiale Hn par Hn = (−1)nn!An.

Donner les expressions de H0(z) et de H1(z) en fonction de z.

On note exp

(
−x

2

2

)
=

+∞∑
p=0

bpx
p avec b2p+1 = 0. Par produit de Cauchy

F (x, z) =

+∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(−1)kzk

k!
bn−k

)
xn

D’où H0(z) = A0(z) = b0 = 1 et H1(z) = −A1(z) = −(b1 − b0z) = z.

(c) Calculer la dérivée de la fonction x 7→ F (x, z) à l’aide de F .

En déduire que pour tout n ∈ N et tout z ∈ C on a Hn+2(z) = zHn+1(z)− (n+ 1)Hn(z).

Donner les expressions de H2(z), H3(z) et H4(z) en fonction de z.

On a
∂F

∂x
(x, z) = −(z + x)F (x, z)

Or une série entière est dérivable à l’intérieur de son disque de convergence, d’où

∂F

∂x
(x, z) =

+∞∑
n=0

(n+ 1)An+1(z)x
n = −(z + x)F (x)

et donc
+∞∑
n=0

(n+ 1)An+1(z)x
n = −

+∞∑
n=0

zAn(z)xn −
+∞∑
n=0

An(z)xn+1

soit

A1 +

+∞∑
n=1

(n+ 1)An+1(z)x
n = −zA0 −

+∞∑
n=1

zAn(z)xn −
+∞∑
n=1

An−1(z)x
n.

Finalement

(n+ 1)An+1 = −zAn −An−1 et (−1)n+1Hn+1

n!
= −z(−1)n

Hn

n!
− (−1)n−1n

Hn−1
n!

.

d’où en changeant n en n+ 1 et en simplifiant les signes

Hn+2 = zHn+1 − (n+ 1)Hn.

On obtient alors

H2(z) = zH1(z) +H0(z) = z2 + 1,

H3(z) = zH2(z) + 2H1(z) = z3 + 3z,

H4(z) = zH3(z) + 3H2(z) = z4 + 6z2 + 3.
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2. (a) Montrer que pour tout x ∈ R on a f ′′(x) + xf ′(x) + f(x) = 0.

En déduire que pour tout n ∈ N et tout x ∈ R on a :

dn+2f

dxn+2
(x) + x

dn+1f

dxn+1
(x) + (n+ 1)

dnf

dxn
(x) = 0.

On a f ′(x) = −x exp

(
−x

2

2

)
et f ′′(x) = − exp

(
−x

2

2

)
+x2 exp

(
−x

2

2

)
. Sans faire appel

au raisonnement par récurrence, on peut dériver la relation n fois et on obtient l’équation
à tout ordre n. Sinon la récurrence est immédiate en dérivant l’hypothèse de récurrence.

(b) Pour tout n ∈ N on pose Kn =
(−1)n

f

(
dnf

dxn

)
.

Montrer que pour tout n ∈ N et tout x ∈ R on a Kn+2(x)−xKn+1(x)+(n+1)Kn(x) = 0.

Exprimer K0(x) et K1(x) pour tout x ∈ R. En déduire que Hn = Kn pour tout n ∈ N.

Puisque f ne s’annule pas, on peut diviser par f . Puis on a une relation de récurrence
immédiate avec la question précédente. De plus

K0(x) = 1 et K1(x) = −−xf(x)

f(x)
= x.

On a une récurrence linéaire, donc Kn est un polynôme sur R de degré n qui suit la
même relation de récurrence que Hn sur C. On conclut avec le fait que deux polynômes
de C[X] qui coincident sur R sont égaux.

3. (a) Montrer que pour tout n ∈ N et tout x ∈ R on a H ′n+1(x) = (n+ 1)Hn(x).

On utilise f ′(x) = −xf(x). Alors en dérivant Kn+1 = Hn+1 :

K ′n+1(x) = −Kn+2(x)− f ′(x)

f(x)
Kn+1(x) = −Kn+2(x) + xKn+1(x) = (n+ 1)Kn(x).

(b) En déduire que pour tout n ∈ N et tout x ∈ R on a H ′′n(x)− xH ′n(x) + nHn(x) = 0.

Pour n ≥ 2 , on a H ′n(x) = nHn−1(x) et H ′′n(x) = n(n− 1)Hn−2(x). Donc

H ′′n(x)− xH ′n(x) + nHn(x) = n((n− 1)Hn−2(x)− xHn−1(x) +Hn(x)) = 0.

4. Pour tout n ∈ N on définit la fonction ϕn de la variable réelle x par :

∀x ∈ R, ϕn(x) = (−1)nHn(x) exp

(
−x

2

4

)
.

Montrer que pour tout x ∈ R on a ϕ′′n(x) − x2

4
ϕn(x) = λnϕn(x), où λn est un nombre réel

que l’on déterminera.

3



On dérive un produit deux fois d’où

ϕ′′n(x) = (−1)n
(
H ′′n(x) exp

(
−x

2

4

)
− 2H ′n(x)

x

2
exp

(
−x

2

4

)
+Hn(x)

(
−1

2
+
x2

4

)
exp

(
−x

2

4

))
= (−1)n exp

(
−x

2

4

)(
H ′′n(x)− xH ′n(x)− 1

2
Hn(x)

)
+
x2

4
ϕn(x)

= (−1)n exp

(
−x

2

4

)
Hn(x)

(
−n− 1

2

)
+
x2

4
ϕn(x).

D’où ϕ′′n(x)− x2

4
ϕn(x) = −

(
n+

1

2

)
ϕn(x) et λn = −

(
n+

1

2

)
.

5. Pour tout couple (p, q) ∈ N2 on pose :

Ip,q = Iq,p =

∫ +∞

−∞
ϕp(x)ϕq(x)dx = (−1)p+q

∫ +∞

−∞
Hp(x)Hq(x)f(x)dx.

(a) Montrer que l’intégrale Ip,q est bien définie pour tout couple (p, q) ∈ N2. On admettra

désormais que I0,0 =

∫ +∞

−∞
f(x)dx =

√
2π.

La définition est cohérente par symétrie. Hp et Hq sont des polynômes donc il y a bien

intégrabilité de la fonction ϕpϕq sur R grâce à la gaussienne f(x) = exp

(
−x

2

2

)
.

(b) Soit (p, q) ∈ N2. A l’aide d’une intégration par parties, montrer que

Ip+1,q+1 = (p+ 1)Ip,q = (q + 1)Ip,q.

En déduire la valeur de Ip,q pour tout couple (p, q) ∈ N2. On distinguera les cas q 6= p et
q = p.

Avec des limites nulles à l’infini, on peut faire les intégrations par parties suivantes :

(p+ 1)(q + 1)Ip,q = (p+ 1)(q + 1)(−1)p+q
∫ +∞

−∞
Hp(x)Hq(x)f(x)dx

= (−1)p+q
∫ +∞

−∞
H ′p+1(x)H ′q+1(x)f(x)dx

= (−1)p+q+1

∫ +∞

−∞
Hp+1(x)(H ′q+1(x)f(x))′dx

= (−1)p+q+1

∫ +∞

−∞
Hp+1(x)(H ′′q+1(x)f(x) +H ′q+1(x)f ′(x))dx

= (−1)p+q+1

∫ +∞

−∞
Hp+1(x)f(x)(H ′′q+1(x)− xH ′q+1(x))dx

= (−1)p+q+2

∫ +∞

−∞
Hp+1(x)f(x)(q + 1)Hq+1(x)dx

= (q + 1)Ip+1,q+1
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ainsi (p+ 1)Ip,q = Ip+1,q+1 = Iq+1,p+1 = (q + 1)Iq,p = (q + 1)Ip,q.

Si p = q, on trouve Ip+1,p+1 = (p+ 1)Ip,p = (p+ 1)! I0,0 par récurrence immédiate.

Si p 6= q, alors (p+ 1)Ip,q = (q + 1)Ip,q donc Ip,q(p− q) = 0 ce qui impose Ip,q = 0.

Partie 2 Soit f̂ la fonction de la variable réelle ν définie par :

f̂(ν) =

∫ +∞

−∞
F (t, 2iπν)dt =

∫ +∞

−∞
exp

(
−2iπνt− t2

2

)
dt

1. Montrer que f̂ est définie et continue sur R.

On utilise le théorème de continuité des intégrales à paramètres. Ici la domination est assurée

par la convergence de exp

(
− t

2

2

)
.

2. Montrer que f̂ est de classe C1 sur R.

On utilise le théorème de dérivation des intégrales à paramètres. La domination est encore

une fois assurée par la convergence de exp

(
− t

2

2

)
.

(a) Montrer que f̂ ′(ν) = −4π2νf̂(ν) pour tout ν ∈ R.

A l’aide du résultat sur la dérivation des intégrales à paramètres, on a :

f̂ ′(ν) =

∫ +∞

−∞
−2iπt F (t, 2iπν) dt = 2iπ

∫ +∞

−∞
(2iπν + (−2iπν − t))F (t, 2iπν) dt

Et

∫ +∞

−∞
u′(t)eu(t)dt = [eu(t)]+∞−∞ = 0 avec u(t) = −2iπνt− t2

2
. Donc f̂ ′(ν) = −4π2νf̂(ν).

(b) Calculer f̂(0) et en déduire l’expression de f̂(ν) en fonction de ν.

On a f̂(0) =

∫ +∞

−∞
F (x, 0) dx =

∫ +∞

−∞
f(x) dx = I0,0 =

√
2π. Et par résolution de

l’équation différentielle,

f̂ ′(ν)

f̂(ν)
= −4π2ν donc log(f̂(ν)) = −2π2ν2 + C = −2π2ν2 + log(

√
2π).

Il vient
f̂(ν) =

√
2πe−2π

2ν2 .

2 Problème 2

Dans tout le problème, E et F désignent deux espaces vectoriels euclidiens chacun de dimension
au moins égale à 2. Pour chacun de ces espaces, le produit scalaire de deux vecteurs x et y et la
norme d’un vecteur x sont respectivement notés (x|y) et ‖x‖.
L(E,F ) désigne l’ensemble des applications linéaires de E dans F .
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La matrice transposée d’une matrice A est notée tA.
Les candidats pourront utiliser sans le redémontrer qu’un projecteur d’un espace

euclidien est un projecteur orthogonal si, et seulement si, il est symétrique.
L’objet de la première partie est de caractériser la composée de deux projections orthogonales

qui commutent. La seconde partie propose une résolution approchée d’une équation linéaire n’ayant
pas de solution en introduisant la notion de pseudo-solution.

Partie I

I.1 Soient x et y deux vecteurs de E, B une base orthonormale de E, X et Y les matrices
respectives de x et y dans la base B.

Montrer que (x|y) = tXY = tY X.

La base B étant orthonormale, on sait par le cours que (x|y) =

n∑
i=1

xiyi =

n∑
i=1

yixi, où n =

dimE et où les xi et les yi sont les coordonnées de x et y dans la base B. Sous forme matricielle,
cela s’écrit (x|y) = tXY = tY X.

I.2 Soit H un sous-espace vectoriel de F tel que 1 6 dimH < dimF . Soit (e1, e2, ..., ek) une
base orthonormale de H et p le projecteur orthogonal de F sur H.

a) Pour tout z ∈ F , exprimer (sans justification) p(z) dans la base (e1, e2, . . . , ek).

D’après le cours, p(z) =

k∑
i=1

(ei | z) ei.

b) Soit C une base orthonormale de F . Relativement à cette base C, on note Z la matrice d’un
vecteur de z ∈ F , M(p) la matrice de p et pour tout i ∈ {1, 2, ..., k}, Ei la matrice de ei.

i) Montrer que pour tout z ∈ F , M(p)Z =

k∑
i=1

Ei
tEiZ .

Sous forme matricielle, l’égalité du a) devient M(p)Z =

k∑
i=1

tEiZEi, mais tEiZ peut-être

vu aussi bien comme un scalaire que comme une matrice de taille (1,1), ce qui permet d’écrire
tEiZEi = Ei

tEiZ, d’où le résultat.

ii) En déduire M(p) =

k∑
i=1

Ei
tEi.

La relation précédente étant valable pour tout Z, cela signifie précisément que M(p) =

k∑
i=1

Ei
tEi.

c) Montrer que pour tout z ∈ F , ‖p(z)‖ 6 ‖z‖.
Par définition de p, les vecteurs p(z) et z − p(z) sont orthogonaux, donc ‖z‖2 = ‖p(z)‖2 + ‖z −

p(z)‖2 ≥ ‖p(z)‖2.

I.3 Exemple : On note M la matrice définie par M =
1

2


1 0 −1 0
0 1 0 −1
−1 0 1 0
0 −1 0 1
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a) Montrer que M est la matrice dans la base canonique de R4, muni du produit scalaire usuel,
d’un projecteur orthogonal de R4.

Posons e1 =
1√
2

(1, 0,−1, 0) et e2 =
1√
2

(0, 1, 0,−1). Soient E1 et E2 les matrices de e1 et e2

dans la base canonique.
Les vecteurs e1 et e2 sont unitaires et orthogonaux et on vérifie immédiatement que M =

E1
tE1 + E2

tE2. On en déduit d’après I.2., que M est la matrice dans la base canonique du
projecteur orthogonal p sur Vect(e1, e2).

b) Donner une base orthonormale du noyau et une base orthonormale de l’image de ce projec-
teur.

On sait déjà que (e1, e2) est une base orthonormale de Im(p). Posons e3 =
1√
2

(1, 0, 1, 0) et

e4 =
1√
2

(0, 1, 0, 1). Il est immédiat que (e3, e4) est une base orthonormale de (Im(p))⊥, c’est-à-dire

de Ker(p).
I.4 Soit K un second sous-espace vectoriel de F , r le projecteur orthogonal de F sur K, λ une

valeur propre non nulle de p ◦ r et u un vecteur propre associé.
a) Montrer que u est élément de H et que r(u)− λu est élément de H⊥.

u =
1

λ
p(r(u)) ∈ Im(p) = H, d’où p(r(u) − λu) = (p ◦ r)(u) − λp(u) = λu − λu = 0, donc

r(u)− λu ∈ H⊥.
b) Établir l’égalité : λ‖u‖2 = ‖r(u)‖2.
Selon I.4.a), 0 = (u | r(u) − λu) = (u | r(u)) − λ‖u‖2. Mais r(u) ∈ K et u − r(u) ∈ K⊥ donc

(u | r(u)) = (r(u) | r(u)) = ‖r(u)‖2, donc ‖r(u)‖2 = λ‖u‖2.
c) En déduire que toutes les valeurs propres de p ◦ r sont dans le segment [0, 1].
Compte tenu du I.2.c), I.4.b) montre que les valeurs propres non nulles de p ◦ r sont dans ]0, 1],

d’où le résultat en incluant la possible valeur propre 0.
I.5 On suppose dans cette question que p et r commutent.
a) Montrer que p ◦ r est un projecteur orthogonal.
D’une part, (p ◦ r)2 = p ◦ r ◦ p ◦ r = p ◦ p ◦ r ◦ r = p ◦ r ; d’autre part, p et r étant symétriques,

pour (x, y) ∈ F 2 :

((p ◦ r)(x)|y) = (r(x)|p(y)) = (x|(r ◦ p)(y)) = (x|(p ◦ r)(y))

Ainsi, p ◦ r est un projecteur symétrique, c’est-à-dire un projecteur orthogonal.
b) Dans le cas où p ◦ r est non nul, déterminer son spectre.
Par orthogonalité Sp(p ◦ r) ⊂ {0, 1}. Et puisque p ◦ r est un projecteur non nul distinct de IdF

(Im(p ◦ r) ⊂ Im p = H  F ), on a Sp(p ◦ r) = {0, 1}.
c) Montrer que : Ker(p ◦ r) = Ker(p) + Ker(r) et Im(p ◦ r) = Im(p) ∩ Im(r).
Ker(p ◦ r) = Ker(r ◦ p) contient Ker(p) et Ker(r), donc contient aussi Ker(p) + Ker(r).
Si v ∈ Ker(p ◦ r), alors r(v) ∈ Ker(p) et v − r(v) ∈ Ker(r), donc v ∈ Ker(p) + Ker(r).
Im(p ◦ r) = Im(r ◦ p) est inclus dans Im(p) et dans Im(r) donc aussi dans Im(p) ∩ Im(r).
Si v ∈ Im(p) ∩ Im(r), alors il existe w tel que v = p(w) et p(v) = p(p(w)) = p(w) = v.
Ainsi v = p(v) et symétriquement v = r(v) d’où p(r(v)) = v, donc v ∈ Im(p ◦ r).
I.6 On pose m = dimF et on choisit une base orthonormale de F telle que les matrices de p et

r dans cette base soient respectivement les matrices décomposées en blocs :

7



P =

(
Ik 0
0 0

)
et R =

(
A B
C D

)
où Ik est la matrice unité d’ordre k, A une matrice carrée

d’ordre k et D une matrice carrée d’ordre m− k.
a) Montrer que les matrices vérifient les relations :
A2 +BC = A, AB +BD = B, CB +D2 = D, tA = A, tB = C et tD = D.

Un calcul par blocs donne R2 =

(
A2 +BC AB +BD

CA+DC CB +D2

)
et tR =

(
tA tC
tB tD

)
.

Mais R2 = R car r est un projecteur et tR = R car r est autoadjoint et la base considérée est
orthonormale. L’identification des blocs donne alors les six égalités demandées.

b) Montrer que les quatre conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Le spectre de p ◦ r est inclus dans {0, 1}.
(ii) tCC = 0.
(iii) C = 0.
(iv) p et r commutent.

Deux multiplications par blocs donnent PR =

(
A B
0 0

)
et RP =

(
A 0
C 0

)
.

i)⇒ ii) : A est symétrique d’après a), donc diagonalisable dans Mk(R) ; de plus l’expression de
PR montre que le spectre de A est inclus dans le spectre réel de PR, qui est le spectre de p ◦ r, et
est donc inclus dans {0, 1}.

Il en résulte que A2 = A puis, d’après les égalités du I.6.a), que BC = tCC = 0.
ii)⇒ iii) : la somme des carrés des coefficients de C est la trace de tCC qui est nulle, donc

C = 0.
iii)⇒ iv) : D’après I.6.a), B = tC = 0. L’écriture de PR et RP montre que p et r commutent.
iv)⇒ i) : a été vu au I.5.b).

Partie II

Dans cette partie, sont donnés un élément f de L(E,F ) et un élément v de F .
II.1 En considérant la projection orthogonale de v sur l’image de f , montrer qu’il existe un

élément x0 de E tel que :
‖f(x0)− v‖ = min

x∈E
‖f(x)− v‖

Dans la suite x0 sera appelée une pseudo-solution de l’équation :

f(x) = v (1)

f(x) décrit Im(f) quand x décrit E et on sait que le vecteur de Im(f) le plus proche de v est
le projeté orthogonal v′ de v sur Im(f) ; les vecteurs x0 satisfaisant à l’égalité demandée sont donc
exactement les antécédents de v′ par f .

II.2 Montrer que si f est injective, alors l’équation (1) admet une pseudo-solution unique.
Avec la notation du II.1., lorsque f est injective, v′ n’a qu’un antécédent, d’où le résultat.
II.3 Montrer que x0 est pseudo-solution de l’équation (1) si, et seulement si, pour tout x

appartenant à E : (f(x)|f(x0)− v) = 0.
x0 est pseudo-solution de (1) si et seulement si f(x0) = v′, ce qui équivaut à v−f(x0) ∈ (Im(f))⊥

ou encore à : ∀x ∈ E, (f(x)|f(x0)− v) = 0.
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II.4 Soit B et C deux bases orthonormales de E et F respectivement. On appelle A la matrice
de f dans les bases B et C, V la matrice de v dans C et X0 celle de x0 dans B.

Écrire sous forme matricielle l’équation (f(x)|f(x0) − v) = 0 et en déduire que x0 est pseudo-
solution de l’équation (1) si, et seulement si, :

tAAX0 = tAV

(f(x)|f(x0) − v) = 0 s’écrit t(AX)(AX0 − V ) = 0, ou encore tX tAAX0 = tX tAV . Cette
égalité est vérifiée pour tout X ∈Mn,1(R) (où n = dimE) si et seulement si tAAX0 = tAV .

II.5 Exemple : Dans cette question, on prend E = F = R3 munis du produit scalaire usuel.
Relativement à la base canonique de R3, les matrices de f et v sont respectivement :

A =

 1 1 −1
1 1 −1
−1 2 1

 et V =

1
0
1

. Déterminer les pseudo-solutions de l’équation f(x) = v.

On calcule tAA =

 3 0 −3
0 6 0
−3 0 3

 et tAV =

0
3
0

. La résolution du système tAAX = tAV

donne les pseudo-solutions cherchées : x = (a, 1/2, a), pour a réel quelconque.
II.6 Application : n désignant un entier supérieur ou égal à deux, on considère trois éléments

a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn) et c = (c1, c2, . . . , cn) de Rn et on souhaite trouver deux

réels λ et µ tels que la somme

n∑
k=1

(λak + µbk − ck)2 soit minimale.

a) Montrer que ce problème équivaut à la recherche des pseudo-solutions d’une équation f(x) =
v où f est un élément de L(R2,Rn) et v ∈ Rn. Préciser le vecteur v et donner la matrice de f dans
les bases canoniques de R2 et Rn.

n∑
k=1

(λak + µbk − ck)
2 = ‖λa + µb − c‖2 = ‖f(λ, µ) − c‖2, où f ∈ L(R2,Rn) est définie par

f(λ, µ) = λa+ µb.
Le problème posé équivaut donc à la recherche des pseudo-solutions de l’équation (∗) : f(x) = c.

La matrice A de f dans les bases canoniques est


a1 b1
a2 b2
...

...
an bn

.

b) Comment doit-on choisir a et b pour que l’application f soit injective ?
f est injective si et seulement si Ker(f) = {0}, c’est-à-dire si et seulement si (a, b) est une

famille libre.
c) Lorsque cette dernière condition est réalisée, donner la solution du problème posé en expri-

mant λ et µ à l’aide de produits scalaires dans Rn.

On calcule tAA =

(
‖a‖2 (a | b)

(a | b) ‖b‖2
)

et tAV =

(
(a | c)
(b | c)

)
.

La résolution du système de Cramer

(
‖a‖2 (a | b)

(a | b) ‖b‖2
)(

λ
µ

)
=

(
(a | c)
(b | c)

)
conduit à la solution :

λ =
‖b‖2 (a | c)− (a | b)(b | c)
‖a‖2‖b‖2 − (a | b)2

et µ =
‖a‖2 (b | c)− (a | b)(a | c)
‖a‖2‖b‖2 − (a | b)2

.
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