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EXERCICE N° 1

1) CommeΩ=A∪A, on a :

P(B) = P[(A∪A)∩B]

= P[(A∩B) ∪(A ∩B]

= P(A∩B) + P (A ∩B)- P(A∩A ∩B) .

Le dernier terme est nul car A∩A ∩B=∅. Par hypothèse P(A∩B)= P(A) P(B), donc

P(A ∩B)= P(B)[1- P(A)] = P (B) P(A) car P(A)= 1- P(A).

D’oùA et B sont indépendants. Même démonstration pour A etB, puis pourA et B.



2) Si A, B, C et D sont indépendants entre eux, d’après 1)A, B, C et D sont indépendants 2 à 2
et on a comme ci-dessus :

P(B∩C)=P[(A∪A)∩B∩C]

= P[(A∩B∩C) ∪(A ∩B∩C]

= P(A∩B∩C) + P(A ∩B∩C)- P(A∩A∩B∩C)

et le dernier terme est nul car A∩A∩B∩C =∅. Comme A, B, C et D sont indépendants entre
eux, on a :

P(B∩C)= P(B) P(C) et

P(A∩B∩C)= P(A) P(B) P(C),

d’où

P(A ∩B∩C)= P(B∩C)[1- P(A)]

3) PrenonsΩ={a,b,c,d}, A={a,b}, B={b,c}, C={b,d} avec

P({a}) = P({b}) =P({c}) = P({d})=1/4

On a :

P(A∩B)= P({b}) =1/4 = P(A) P(B);

P(B∩C)= P({b})=1/4 = P(B)P(C) et

P(A∩C)= P({b})=1/4=P(A)P(C).

Mais P(A∩B∩C)= P({b})=1/4 est différente de P(A) P(B) P(C)=1/8.

4.1) D’après 2),A,B,C sont indépendants entre eux donc

b = P(A ∩B∩C) = P(A) P(B) P(C) =(1-a)(1-x)(1-y)

De mêmeA,B, C sont indépendants entre eux donc

p = P(A ∩B∩C) = P(A) P(B) P(C) =(1-a)(1-x)y

Par ailleurs,A ∪B∪C est le complémentaire de A∩B∩C donc

c = P(A ∪B∪C) =1- P(A∩B∩C)= 1-P(A) P(B) P(C)=1-axy



4.2) et 4.3) Pour trouver une relation entre a, b, c et p indépendante de x et y. on calcule d’abord x
et y en fonction de a, b, c et p (question suivante 4.3). On a :

b/p = (1-y)/y

et on en déduit y = p/(b+p). Par ailleurs,

x = (1-c)/ay

soit, en remplaçant y par p/(b+p) :

x=(1-c)(b+p)/ap.

On obtient ensuite la relation entre a, b, c et p indépendante de x et y en remplaçant x et y ci-
dessus dans l’expression de p = (1- a)(1-x)y = (1-a)(ap-b-p+cb+cp)p/[ap(b+p)].

EXERCICE N° 2

1) On développe (a+b+c)n à l’aide de la formule du binôme

(a+b+c)n = � Cn
k (a+b)kcn-k la sommation portant sur k variant de 0 à n.

Puis on développe (a+b)k dans cette somme, ce qui donne :

(a+b+c)n = � Cn
k cn-k

� Ck
p apbk-p , la deuxième sommation portant sur p variant de 0 à k.

Comme il s’agit de sommes avec un nombre fini de termes on peut écrire :

(a+b+c)n = � � Cn
k Ck

p cn-k apbk-p = � Cn
k Ck

p apbk-p cn-k,

Le coefficient du terme apbk-p cn-k est Cn
k Ck

p = [n! / k!(n-k)!] [k! /p!(k-p)!] = n!/(n-k)! (k-p)! p!

On en déduit que le coefficient de x6y5z4 dans le développement de (2x-5y+z )15 est égal à

(26 x (-5)5 x 15! ) / (6! 5! 4!) = -(26 x 55 x 15! ) / (6! 5! 4!)

2) Le nombre de permutations differentiables de n lettres avecα lettres a,β lettres b etγ lettres c
est égal au nombre de combinaisons de ces trois lettres pour former un mot de n lettres avecα
lettres a,β lettres b etγ lettres c, qui n’est autre que le coefficient de aαbβ cγ dans le
développement de (a+b+c)n qui n’est autre que n!/α! β! γ!.



PROBLEME

1.1) Le discriminant associé à l’équation du 2nd degré est∆=cos²α-1 = -sin²α. Les racines sont
donc :

z = cosα ± i sin α = e±iα.

1.2) On pose Z = zn et on se ramène à la résolution de l’équation du 2èmedegré de la question
précédente. Les solutions de (En) sont donc

zn = e±iα, soit zk = e±i(α+2kπ)/n, k=0,…,n-1.

2.1) Connaissant les racines de Pα(z) données en 1.2) on peut le mettre en produits de facteurs :

Pα(z) = Π0
n-1(z- zk) (z-zk)

= Π0
n-1[z²-2zcos(α/n + 2kπ/n)+1]

2.2) On a :

Pα(1) = 2(1-cosα) et d’après 1.2) :

= Π0
n-1[1-2cos(α/n + 2kπ/n)+1]

= 2nΠ0
n-1[1-cos(α/n + 2kπ/n)]

et comme 1-cosx = 2 sin²(x/2), on a :

Pα(1) = 4 sin²(α/2) = 4nΠ0
n-1[sin²(α/2n + kπ/n)]

d’où le résultat.

2.3) On a :

Hn(α) = Π1
n-1[sin(α/2n + kπ/n)]

Et comme le produit Hn(α) ci-dessus commence avec k=1, on peut écrire

Hn(α) = Π0
n-1[sin(α/2n + kπ/n)] / sin(α/2n)

= { Π1
n-1[sin²(α/2n + kπ/n)] / sin²(α/2n) }1/2

= sin(α/2)/[ 2n-1 sin(α/2n)]

en utilisant l’égalité dans 2.2). D’où le résultat.

2.4) Lorsqueα tend vers 0, sin(α/2)/sin(α/2n) ≈ (α/2)/(α/2n) = n , donc

lim Hn(α) = n / 2n-1



2.5) d’après 2.3) on a par continuité de la fonction enα=0 :

Hn(0) = Π1
n-1sin( kπ/n)

= lim sin(α/2)/[ 2n-1 sin(α/2n)]

= n / 2n-1 .

3)

3.1) En développant le produit (z-ω)( z-ω²)…( z-ωn-1) dans l’expression de P(z), on voit que le
coefficient de zn est nul, donc le degré du polynôme P(z) est au plus égal à n-2.

3.2) On peut écrire :

P(z) = (zn-1) / (z-1) - (z-ω)( z-ω²)…( z-ωn-1)

Et donc pour k=1,…,n-1 :

P(ωk) = [(ωk)n-1) / (ωk -1)

Or (ωk)n = (ei2kπ)/n)n = ei2kπ = 1 et donc

P(ωk) = 0 pour k=1,…,n-1 etω, ω2,.., ωn-1

sont n-1 racines distinctes de P(z). D’après 3.1), P(z), polynôme de degré≤ n-2, a n-1 racines
distinctes C’est donc le polynôme nul, i.e. P(z)=0∀z∈C.

En particulier pour z=1 on a :

0 = P(1) = 1+1+…+1- (1-ω)( 1-ω²)…( 1-ωn-1) = 0.

D’où n = (1-ω)( 1-ω²)…( 1-ωn-1).




