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EXERCICE N° 1

1) CommeQ=Al A,ona:
P(B) = P[(AC A)nB]
= P[(AnB) OC A nB]
=P(AnB)+P (A nB)-P(An A nB).
Le dernier terme est nul carlA A nB=0. Par hypothése P(AB)= P(A) P(B), donc
PCA nB)= P(B)[1- P(A)] = P (B) P(A) car P{ A)= 1- P(A).

D'ou A et B sont indépendants. Méme démonstration pour B gbuis pourA et B.



2) Si A, B, C et D sont indépendants entre eux, d’apréesAl B, C et D sont indépendants 2 a 2
et on a comme ci-dessus :

P(BnC)=P[(A0"A)nBnC] o308
£Fom Com
=P[(AnBnC)J( A nBnC] ca soatra ;
=P(AnBNC) + P{A nBNC)- P(An"AnBNC)

et le dernier terme est nul camAANBnC =[0. Comme A, B, C et D sont indépendants entre
eux,ona:

P(BnC)= P(B) P(C) et
P(AnBnC)=P(A) P(B) P(C),
d’'ou
PCA nBnC)=P(BnC)[1- P(A)]

3) Prenon£)={a,b,c,d}, A={a,b}, B={b,c}, C={b,d} avec
P({a}) = P({b}) =P({c}) = P({d})=1/4
Ona:
P(AnB)=P({b}) =1/4 = P(A) P(B);
P(BnC)= P({b})=1/4 = P(B)P(C) et
P(AnC)= P({b})=1/4=P(A)P(C).
Mais P(AnBn C)= P({b})=1/4 est différente de P(A) P(B) P(C)=1/8.

4.1) D’'aprés 2), A, B, C sont indépendants entre eux donc
b=P(An Bn C)=P(A)P(B)P(C)=(1-a)(1-x)(1-y)

De méme A, B, C sont indépendants entre eux donc
p=P{An BnC)=P(A)P(B)P(C)=(1-a)(1-x)y

Par ailleurs, A O BO C est le complémentaire de®/8n C donc
c=P{A O BO C)=1- P(AnBnC)= 1-P(A) P(B) P(C)=1-axy



4.2) et 4.3) Pour trouver une relation entre a, b, c et p indépendante de x ety. on calcule d’abord x
et y en fonction de a, b, c et p (question suivante 4.3). On a :

b/p = (1-y)ly
et on en déduit y = p/(b+p). Par ailleurs, ﬁomesou Com
a Sealrea .
X = (1-c)/lay ‘

soit, en remplacant y par p/(b+p) :
x=(1-c)(b+p)/ap.

On obtient ensuite la relation entre a, b, ¢ et p indépendante de x ety en remplacant x ety ci-
dessus dans I'expression de p = (1- a)(1-x)y = (1-a)(ap-b-p+cb+cp)p/[ap(b+p)].

EXERCICE N° 2

1) On développe (a+b+€)a I'aide de la formule du binéme

(a+b+c)"=X CX (a+b)kc”"‘ la sommation portant sur k variant de 0 a n.
Puis on développe (a+Bpans cette somme, ce qui donne :

(a+b+c)" =Y CX ¢ T CP &b, la deuxiéme sommation portant sur p variant de 0 a k.
Comme il s’agit de sommes avec un nombre fini de termes on peut écrire :

(a+b+c)" =Y Y CX CP PP =3 CF CP PP K

Le coefficient du termePa*? "  est G* C° = [n! / kI(n-k)!] [k! /p!(k-p)!] = n!/(n-k)! (k-p)! p!
On en déduit que le coefficient d&Rz* dans le développement de (2x-5y+2¢st égal &
(2°x (-5)°x 15! ) / (6! 5! 41) = -(Px 5°x 15! ) / (6! 5! 41)

2) Le nombre de permutations differentiables de n lettres avettres af3 lettres b ety lettres ¢

est égal au nombre de combinaisons de ces trois lettres pour former un mot de n lettees avec
lettres a lettres b ety lettres ¢, qui n’est autre que le coefficient défac’ dans le
développement de (a+b+tYui n’est autre que ni! B! y!.



PROBLEME s Fomesoutracon

ca Soalra .

1.1) Le discriminant associé a I'équation di @egré est\=cos#-1 = -sin%1. Les racines sont
donc:

Z=co® tisina=¢e",

1.2) On pose Z ="set on se raméne & la résolution de I'équation i @egré de la question
précédente. Les solutions deg,(Eont donc

2" =€ soit z = €(“*2MN k=0, .. n-1.
2.1) Connaissant les racines dg€4) données en 1.2) on peut le mettre en produits de facteurs :
Pa(z) =Mo" (z- 2) (z- 2)
=Mo" Yz2-2zcosé/n + 2kivn)+1]

2.2)Ona:
Py(1) = 2(1-cos) et d’apres 1.2) :
=Mo" Y[1-2cosf/n + 2kvn)+1]
= 2"Mo"Y1-cos@/n + 2kivn)]
et comme 1-cosx =2 sin?(x/2),ona:
Pa(1) = 4 sin2@1/2) = 4'Mo"Ysin2(a/2n + kivn)]
d’ou le résultat.

2.3)Ona:
Hn(a) = M1y [sin(a/2n + kivn)]
Et comme le produit k{a) ci-dessus commence avec k=1, on peut écrire
Hn(a) = Me™Ysin(a/2n + kivn)] / sin(@/2n)
= {N,"Ysin2@/2n + kivn)] / sin2@/2n) }**
= sin@/2)/[ 2"* sin@/2n)]
en utilisant I'égalité dans 2.2). D’ou le résultat.
2.4) Lorsquen tend vers 0, si(/2)/sin@/2n)= (a/2)/(a/2n) = n, donc
limHp(a) =n/ 2"t



2.5) d’'apres 2.3) on a par continuité de la fonctioroe® :
Hn(0) = My sin( kivn)

= lim sin(@/2)/[ 2" sin(@/2n)] [’Fomesou Com

=n/ 21-1 ) ca sealra
3)

3.1) En développant le produit 2 z-o®?)...( z-w™™) dans I'expression de P(z), on voit que le
coefficient de 2 est nul, donc le degré du polynéme P(z) est au plus égal a n-2.

3.2) On peut écrire :

P(z) = (Z-1)/ (z-1) - (z&)( z-6R)...(z-w™Y
Et donc pour k=1,...,n-1:

P@) = [(w)™1) / (@ -1)
Or (9" = (€*™™" = €*"=1 et donc

P = 0 pour k=1,...,n-1 ety, &¥,.., "

sont n-1 racines distinctes de P(z). D’aprés 3.1), P(z), polyndme desdegléa n-1 racines
distinctes C’est donc le polynéme nul, i.e. P(z)ERUC.

En particulier pour z=1on a:
0=P(1) = 1+1+...+1- (Iw)( 1wA)...(1-w"™ = 0.
Dol n = (1-w)( 1-w®)...( 1-w™.





