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CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie A

Deuxieme Composition de Mathématiques

(Durée de I’épreuve : 3 heures)

Exercice 1
Montrer que :

x
In(1 — )
n( +x)>1+x,V:{:>0
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Exercice 2
1. Déterminer les nombres réels «, 3, v et n vérifiant :

202 4+2x+5 _ a 3 'Y 0
G- +2R -1 @12 @+2) @R (0.1

2. En utilisant I’équation (0.1), déterminer les primitives de

222+ 2+ 5
(= 1)*(x +2)%

Exercice 3

Cinq pour-cent des réservations aériennes sur une ligne donnée sont annulées. C’est pourquoi la
compagnie aérienne CompA enregistre 100 réservations pour 97 places sur le vol numéro 3750.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre d’annulations pour ce vol.

1. Donner la loi de la variable aléatoire X.



2. Calculer IP(X = 3).

3. Soient p, €]0,1] et n € IN* . On suppose que lir}rl pn =0 et lirf np, = A, ou A est un
n—-r+oo n—-roo
nombre réel positif. Montrer que :

k

A
Jim G pl(1 = pa)" ™ =exp(=A) 77, k€ {l,...n},
ou OF = o et bl =k x (k—1) x (k—2) x...2x L.

4. A partir de la question précédente, en déduire que la loi de X peut étre approchée par
une loi de Poisson P(\) définie par :

exp(—k)\F
k! ’

Utiliser cette approximation pour déterminer une valeur approchée de IP(X = 3).

Yde loiP(\) < P(Y =k) = VEk € IN.
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Probleme
On note (u,) la suite définie pour tout entier p > 1 par

1 p+1 dt
T
p P t

La valeur 7 de la somme infinie, appelée série, de terme général u, s’appelle la constante d'Euler
et, pour tout n > 1, on pose :

n +oo
Tn = Zupv Tn = Z Up-
p=1 p=n-+1

On désigne par S et R les fonctions définies, dérivables et de dérivées continues respectivement
sur IR, IR’ par les relations :

s = [ l_e};p(_t)dt R(x) = /:w eXpi_t)dt,
ou exp désigne la fonction exponentielle.
Partie 1 : Convergence de la série définissant ~
1. Prouver que, pour tout p > 1 :

1 1

2. Montrer que (7,) est une suite croissante, que cette suite converge et que 0 < v < 1.

3. Etablir que, pour tout p > 1 :

1w
= — du. 2
wy = || (0.2

Indication : on pourra effectuer le changement de variables y = u+ p dans le membre de
droite de l’équation (0.2).



4. Déduire de la question précédente que, pour tout p > 2 :

1 1

25+ 1)

—_

1

) Sy < m)

(

2
5. Trouver les réels a, b, c et d tels que :

1 a+ b 1 c d
- = e .
pp+1) » p+1 pp-1) p p-1

6. Montrer que, pour tout p > 2 :

1.1 1 1,1 1
o - Suy S S - ),
2'p p+1 2'p—1 p
et en déduire que, pour tout entier n > 1 :
1 1
+sFomesoutra.cm — <7, < —.
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7. On approche v par 7,. Déterminer un entier n permettant d’obtenir la précision 1072;
méme question pour la précision 1078, (On ne demande pas d’effectuer le calcul de 7,,).

8. Pour tout entier n > 1, on pose v, 1 = Y + m Prouver que :
< < 1
0 STl S ﬁ

9. Déterminer un entier n permettant d’obtenir la précision 10~2 lorsqu’on approche v par
Yn1 €t déterminer une valeur décimale approchée de « & la précision 1072.

Partie 2 : Expression intégrale de v a ’aide de S et de R
1. Montrer que :

11— (1—o)
v

1 1 1
VneNi1+++”.+:A dv.

2 3 n

Indication : on pourra faire un raisonnement par récurrence ou bien utiliser la valeur de
n—1

la somme » (1 —v)*, v e |0,1].
k=0

2. En déduire que :

. 1 1 1 M1 —en(2) n e, (t)
VnE]N,l—i—§+§+...+ﬁ—ln(n)—/O fdt—/l St

oll e, (t) est définie sur [0,n] par e,(t) = (1 — £)™.
Indication: on pourra faire le changement de variable v = %

3. Etablir que :

Vo e R, 14+ v < exp(v). (0.3)



4. Etablir que :

t2
Vn € IN*, Vt € [0,n], (1 — ﬁ)" exp(—t) < e,(t) < exp(—t).

Indication : on pourra appliquer linégalité (0.3) en prenant alternativement v = % et

v=-—=%
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t2
Vn € IN*, vt € [0,n], 0 <exp(—t) —e,(t) < — exp(—t).
n
Indication : on étudiera Uapplication h définie sur [0,1] par h(v) = (1 —v)" + nv — 1.

6. En supposant que u, = Y e In(n), montrer que v = S(1) — R(1).
k=1

Indication : on montrera que :

et que :






