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CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie A

Correction de la Deuxieme Composition de Mathématiques
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Exercice 1

utv = —1 w = =15¥5
i <=
uv = —3 — V5

2. Soit z € Cet 2 # 1, 1 + 2+ 2% + 2% + 2* est la somme des 5 premiers termes d’une série
géométrique de raison z, c’est & dire 1+ z + 2% + 2% + 2* = I=2 Le cas particulier de
z=wdonne 1 +w + w? 4+ w? +w? =0 (ou encore 1 +w + w? + w? + w* est la somme des

racines 5-ieme de l'unité qui est égale a 0).

e 4 s

3 2T
5 etquew” =e '

3. On en déduit aisément 1’égalité demandée en remarquant que w® = e~

et en utilisant le fait que /5 + e™*% = 2cos(ln/5), | = 2, 4.

4. Les formules trigonométriques cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b), cos(a — b) et
cos(—a) = cos(a) (a et b réels), donnent immédiatement le résultat

2 47 2. . 4w 47

cos(?)cos(?)—sin(?)sm(?) = cos(?),
cos(%r)cos(%r)—i—sin(%r)sin(%r) = cos(%r).

5. D’apres la question 3 et en sommant les deux égalités de la question précédente, on obtient

la résultat cos(2%) cos(F) = —1.



6. Les équations des questions 3 et 5 correspondent aux équations du systeme de la question
1, on en déduit que

{ cos(E) = —_Fé
s -1+ '
4
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lim exp(—1/z) =0 _
z—0+ z—0

0 = f3(0) = f4(0),

ol f; et f, désignent les dérivées a droite respectivement a gauche de f. La fonction
f est par conséquent dérivable en 0. En dehors du point 0, f est dérivable en tant
que composée de fonctions dérivables.

Pour # < 0, f®(x) = 2, on f? désigne la dérivée seconde de f. De meéme
f2(0) = 2. Pour z > 0 la dérivée premictre de f, f'(z) = (1/2%)exp(—1/z) est
dérivable en tant que composée et produit de fonctions dérivables. Etudions la
dérivée seconde a droite de f en O :

2 _ _
lim (1/z*)exp(—1/z) — 0
z—0+ z—0

= 0= £{(0) # £2(0),

donc f n’admet pas de dérivée seconde en 0. Pour x > 0,

FP(x) = ((=2/2%) + (1/2")) exp(~1/a).

e B. Quand x # 0,

2 1 ~ 2(1—cos(z)) — (1 — (cos(x))?)

(sin(z))? (1 — cos(x)) (1 — cos(x))(sin(x))?

(1 —cos(x))(2 — (1 + cos(x))))
(1— clos(x))(l — cos(x))(1 + cos(z))
(1 + cos(z))’

qui tend vers 1/2 quand z tend vers 0.



Exercice 3
1. On note F' la fonction de répartition de Xj.

0 si <0
Flz)=IP(X;<z)=¢ 099 si 0<z<1
1 si z>1

2. Sy suit une loi Binomiale B(10,0.01) = B(n,p), avec n = 10 et p = 0.01.

3. IE(S19) = 10 % (0.01) = 0.1 et Var(Syp) = 10 % (0.01) % (0.99) = 0.099 = np(1 — p).
4. IB(Z) = (S * 100) = 100 0.1 = 10 et Var(Z) = 1002 ¥ 0.099 = 990.

5. IP(S1o>1) =1 — IP(S1p = 0) = 1 — 0.99'° = 0.095.
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Probleme

1. Convergence des suites (a,) et (b,)

e a. Vn > 1 et puisque a # b, on a

2(an —by) = (Van_1 — \/bu1)> > 0
-

a, > by (0.1)

et cela implique que
n bn

p — Upy1 = a 5 > 0 (0.2)

bust — bn = \ou(v/@n — /b)) > 0. (0.3)

Par récurrence b, est positif ou nul, et d’apres les relations (0.1) , (0.2) et (0.3), on

a
Vn>1,0<b, <bg1 < api1 < ay.

D’autre part,

2(aps1 — bur1) = ap+ b, — 24/ayb,

tn — by + 2y/b, (/b — /an)

IN

ou la derniere inégalité est obtenue en utilisant la relation (0.1).

3



e b. Quand a = b, on a a; = b; = a, et par récurence, on peut montrer que Vn > 0,
a, =b, = a.

e c. D’aprés la question 1.a., a,, est une suite décroissante et b,, est une suite croissante
qui vérifient d’apres la relation (0.4),

Vn >0, 0<ap1 — by <27"(ar — by),

qui permet de conclure, d’apres le théoreme d’encadrement, que lim,, . (a, —b,) =
0. Les suites (a,) et (b,) sont donc adjacentes : elles convergent et ont la méme limite
M(a,b).

2. Propriétés de la moyenne arithmético-géométrique

e a. La limite commune des suites (a)g>n €t (bg)g>n €st M (an, b,) mais elle est aussi
égale a M(a,b), donc par unicité de la limite, M(a,,b,) = M(a,b).
Soient (al,) et (),) les suites définies par aj = b, b, = a, alors a} = a; et b} = by, ce
qui implique que M (ag, by) = M(b,a) = M(a,b).
Soient (a,) et (by) les suites définies par ay = Aa, by = Ab, on a alors @; = Aaj et
by = Ab, et par récurrence on peut montrer que Vn > 0, a,, = Aa,, et b, = Ab,. On
en déduit que M (Aa, A\b) = AM (a, b).

e b. De la question précédente et si a # 0, on a M(a,b) = M(%2,a) = aM(%,1) =

af(): ~sFomesoutracom
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e a. Vz € Ry, u(z) =1, vg(z) = z, et Vn > 0, uy(z) = 223421 et v,(2) =
/Un_1Un,_1. Par récurrence sur n et d’apres les opérations sur les fonctions continues,
les fonctions (u,) et (v,) sont des fonctions continues sur IR, .

e b. D’apres (0.4), Vn > 0 et Vo >0, on a

0 <up(x) —ovp(x) < (Up—1 — Vp_1) (0.5)
et
U () < vpga(x) <.

IN
~
~—~
Nk
=)

D
SN~—

Les relations (0.5) et (0.6) impliquent que

0<un(z) = flz) < un(x) —vn(z)

Or

(1(x) — w1 (@) = 5 (1 V) = 5 (1~ )

ce qui acheve la démonstration.



e c. En utilisant la question précédente restreinte a = € [0, A], ot A est une constante
strictement positive quelconque, on obtient que sup,¢jo 41 [un(z) — f(2)] < 271+ A]
qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini. La résultat admis R permet de conclure
que la fonction f est continue sur IR, .
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e a. Vo >0,
() < f(x) <up(z), Vn >0,

qui pour n = 1 correspond a la relation demandée.
e b. Remarquons que f(1) = M(1,1) = 1 d’apres la question 1.b.. D’apres la question

précédente, on a

Vi-1l_f@-1_ a-1 1

t—1 = z—-1 ~—2x-1) 2
en utilisant le théoreme d’encadrement, f est dérivable au point z = 1 puisque

lim —f(x) -1 = L
z—1 ¢ —1 2

= f'(1).

5. Etude aux bornes de la fonction f

e a. f(0) = M(0,1) = 0 puisque v,(0) = 0 pour tout n > 0. L’encadrement établi en
4.a. implique que f n’est pas dérivable a droite en 0 puisque

f@) V7

r =

Y

et que la fonction /z n’est pas dérivable en 0. Comme lir(1)1+M = 400, f admet
T— X
une demi-tangente verticale en 0.
e b. Pour tout x > 0, f(z) = M(x,1) = M(1,1/z) =a M(1/z,1) = x f(1/x).

e c. D’apres la question précédente, on a

19 _ paja),

X

et comme f est continue en 0, lilll f(1/z) = f(0) = 0, ce qui implique que le graphe

de f présente une branche parabolique de direction (Ox), quand x tend vers +o0.

6. Sens de variation de la fonction f



e a. Les fonctions up(z) = 1, vo(x) = x sont croissantes sur R, de méme u, (z) = =

et v (x) = /& sont des fonctions croissantes sur IR . Par récurrence, on montre que
pour tout n > 0, les fonctions u,, et v, sont croissantes sur IR, .

e b. Par passage a la limite simple de u,, ou de v,, la fonction f est croissante sur
R,.

7. Représentation graphique de la fonction f

e a. D’apres la question 3.b., on va approcher f(z) par u,(x) pour x € [0, 3] et pour

n tel que
log(1
2" <10 e n> 1+ 310810) _ 1 96578,
log(2)
Enfin f(10) = 10£(0.1) et £(100) = 100£(0.01). Avec n = 11, on obtient les résultats
suivants :
x 0.01 | 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 2 3 10 100
f(x) || 0.262 | 0.425 | 0.520 | 0.665 | 0.787 | 0.897 | 1.456 | 1.863 | 4.250 | 26.216
e b.

Représentation de f

15
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1.0

05

noire=f(x); rouge =g(x); verte = h(x)





