AVRIL 2010

CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie A

CORRIGE DE LA 2°™ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercice n° 1 I

Soit la fonction numérique d’une variable réelle définie par : f(x) = L. T
X X+

1. Etudier les variations de f.

On a aussi: f(x) =

. Cette fonction est définie sur R" —{~1}. Sa dérivée est égale a :

x(x+1
2x+1 . 1 . .
- qui est nulle pourx = ——. La fonction est croissante pour x <—1/2 et

POy

décroissante pourx > —1/2.
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Les deux axes et la droite d’équation x =—I1sont des asymptotes. La fonction admet un

. 1 . 1
maximum local en x = 5 qui est égal a -4.

3. Calculer Lim J. f(¢)dt et interpréter le résultat.
X—>00 1

X

jff(t) dt = {Ln(L)T = Ln( )+ Ln2 et Limj'f(t) dt = Ln2
1 I+t ], o o

x+1

Cette limite correspond a I’aire comprise entre le graphe de f, Iaxe des x et la droite
d’équation x =1.

Exercice n° 2 I

Soit la suite (¢, («r)) définie, pour tout o > 0, par :

n k+l1

1
t(@)=> | s

k=1
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1. Calculer ¢, (@) en fonction de 7 et selon les valeurs de o .

K+l o+l k+1
On a, pour a #1, I de = {x } = L((k+1)"”1 —k"”l), puis

“ l-a |, -«

Pour ¢ =1, t (a) = Ln(n+1).

2. Calculer Limt, ().

Si @ =1, Limt, (&) = +o0, s Fomesoutra.com
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Si a>1, Limt (o) = ——,

n—>0 a —_— l

Si a<l, Limt, (o) =+o.
n—>0

3. Interpréter géométriquement?, ().
N . : 1 :
t,(a) correspond a I'aire comprise I’axe ox, le graphe de la fonction — et les droites

X
verticales d’équation x =1 et x=n+1.

4. Soit la suite (u,(«)) définie, pour toutar >0, par :
51
u, (@)=Y —
k=1 k

Etudier la convergence de la suite (u#, (o)) selon les valeurs de o .

La fonction f(k)= k—aest positive, continue et décroissante. La suite u, («) est convergente

n+l

si et seulement si I’intégrale I ——existe, donc si et seulement si & > 1.
X
1

5. Trouver un encadrement de la limite de (u,(«)) quand elle existe.

On suppose a >1.
k+1

: : 1 1
Pour k<x<k+1,ona: ! SLSL et par intégration : < | —dx<—.
(k+D*  x* k“ (k+1)* 5 x° k*
: . : 1
Puis par somation sur k de 1 a n, on obtient : u, (a)—1+ 1) <t (a)<u,(a). Ennotant
n+

/(e) la limite de la suite (u,(cr)) et par passage a la limite, on obtient :

la)-1<

<l(a), dou <l(a)<
o — o — o —

(on rappelle que a >1).
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6. Interpréter géométriquementu, (o)

. : : 1
u,(a) correspond a la somme des aires des rectangles sous le graphe de la fonction —-
X

(a partir de x=1 avec un pas de sous division égal a 1).
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Exercice n° 3

Deux assurances automobiles proposent chacune un contrat (4 et B). On dispose des données
suivantes :

- Un quart des conducteurs a choisi le contrat 4. Un cinquiéme le contrat B (les autres
conducteurs ayant souscrit des contrats dans d’autres compagnies).

- Lors d’une enquéte sur les conducteurs, on constate que sur 1000 conducteurs
responsables d’un accident de la route, 160 ont souscrit le contrat 4 et 120 le contrat
B.

On choisit un conducteur au hasard dans la population et on note :

R = «le conducteur est responsable d’un accident » et,

C = « le conducteur a souscrit un contrat 4 ou B »

On appelle « indicateur d’efficacité » d’un contrat le réel :

B P (R) _ Prob. qu'un conducteur responsable ait souscrit un autre contrat

- P.(R) " Prob. qu'un conducteur responsable ait souscrit un contrat Aou B
Calculer A pour chacun des deux contrats. Que peut-on en conclure ?

Ona:

Fe® _praCPE)_POPRIPC) _PROPC) _ (- FR(C)PO)
Po(R)  PRNCIP(C) P(C)P(R)P(C)  PR(CIP(C)  PR(C)(1-P(C)

(1-0,16)x0,25 _

Pour le contrat A : 1= ~
0,16x(1-0,25)

b

Pour le contrat B: A= M ~1,83
0,12x(1-0,2)

Les deux contrats ont quasiment la méme efficacité, mais I’effectif de la population est trop
faible pour en tirer des conclusions plus précises. On peut ajouter que ces deux compagnies
d’assurance ont plutdt des assurés moins risqués que les autres (pour la premiere 16 % de
responsables pour un quart de la population, et pour la deuxiéme 12% pour un cinqui¢me de
la population).
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Exercice n° 4 I

Soit 7 un entier naturel non nul. On considere I’équation (£,): x" +x—-1=0

1. Montrer qu’il existe une unique solution positive de (£,) .
Posons f, (x)=x"+x-1, alors fn'(x) =nx"" +1.
f, est continue, strictement croissante et réalise une bijection de R" sur [— 1,+oo[,

£, (0) =—1, il existe donc une unique solution x, ; de plus f,(1)=1, donc x, € ]0,1[ .

n+l
n+l

n+l
n+l

b n n n M
Six,, <x,,alors x}, <x’ <x et x| +x, —1<x +x,—1, ce qui est absurde. La

n+l

suite (x,)est donc croissante et majorée, elle converge vers une limite /. Si /<1, alors
par passage a la limite dans I’équation, /—1=0, ce qui est absurde, donc / =1.

Lnn)~ Lnn
2n
Lnn

2. f, est strictement décroissante sur ]O,l[, fw,)=0, f/( >0 et

Lnn

\ . . Lnn
)~ —Lnn <0, donc a partir d’un certain rang v <u,<2
n n n

1,2
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Soit g une fonction numérique d’une variable réelle qui vérifie : g(x + y) = g(x)+ g(y) pour
tout couple (x, y)de nombres réels.

1. Montrer que g est impaire.
Ona: g(0)=g(0+0)=2g(0), donc g(0)=0. Puisg(x+(—x))=g(x)+ g(-x)=0, donc g
est impaire.

2. Calculer g(nx)en fonction de n (entier naturel) et de g(x).
g((n+1)x) = g(nx + x) = g(nx) + g(x) et par récurrence, g(nx) =ng(x).

3. Calculer g(ax)en fonction de a (nombre rationnel) et de g(x).

Soit a = § . pg(x)=g(px) = glg §x> = qg(fx) , done g(ax) = ag(x)

4. En supposant que g est continue, expliciter g(x) .
D’apres la question précédente, pour x=1, on a:g(a)=ag(l). L’ensemble des nombres

rationnels étant dense dans I’ensemble des réels, par passage a la limite (g est continue),
on obtient : g(x) = xg(l) pour tout réel x.

5. Soit f une application continue de R dans C (ensemble des nombres complexes) telle que :
S (x) = exp(27ig(x))

Montrer que f(x+ y)= f(x)x f(y) pour tout couple (x, y)de nombres réels.
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Ona:

S (x+y) = exp(2rig(x + y)) = exp(27(g(x) + g(¥))) = exp(27g (x)) x exp(27ig ()
fx+y)=f(x)x f(y) sFomesoutra.con
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6. Calculer f(0).
f£(0)=£(0+0)= £(0)*,donc f(0)=0 oul.Si £(0)=0,alors f(x)= f(x)x f(0)=0 et fest

identiquement nulle, ce qui est contraire a I’expression de f'(exponentielle). Donc f(0) =1
7. Montrer que f est dérivable.

Comme f'est continue, elle admet une primitive F. F(s) = j f(x)dx.

0
En intégrant la relation: f(x+y)= f(x)x f(y)par rapport a x, on obtient:

s+y

[ £+ yyde= ] f@)dx. puis [ f@)dx = £()] f(x)dx . done

0 0 y 0

F(s+y)=F(y)=f(y)xF(s).

On vérifie que F(s)# 0 pour s suffisamment petit car f'est continue en 0 et f{0)=1. En effet,

Pour ¢ =1/2,1l existe a > 0, tel que |s| < a:>|f(s)—1| <1/2.

s

s ‘S‘ M
Si|s| <1/2, |[F(s)=s] = [ (f(x) =D < [| £(x) e < jl/zz? d’ou

i +|F(s)=0< bl <|F(s)| et F(s)#0.

|s|=|F(s)—s+F(s)|SE 5 <

En conclusion, Fls+ }J; () ; FO) _ f(y)et fest dérivable.
s

8. Donner I’expression analytique de f.

On a: f(x+y)=f(x)xf(y). En dérivant cette relation par rapport a x, puis pour x=0,
onobtient: f'(y)=f(y)x f (0). Les solutions de cette équation sont de la forme :
f(x)=kexp(f (0)x) et comme f0)=1, k=1.

On a: |f(x)|=1 et ‘exp( f '(O)x‘ = exp(Re(f(0)). f'(0)est un imaginaire pur que 1’on peut
écrire f'(0)=2ma et f(x)=expma).
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