AVRIL 2013

CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie A

CORRIGE DE LA 2°™ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercice n° 1 I

On considére la fonction numérique f d’une variable réelle définie par : f(x) = (x> +1)e”

l.

Etudier les variations de f'et sa convexité.

Ona: f(x)=(x"+1+2x)e" =(x+1)’e"

La fonction est donc strictement croissante a valeurs dans [0,+ o[ et elle admet une
branche parabolique dans la direction Oy en +o0

La dérivée seconde est égale a: f (x)=(x+1)(x+3)e"et la fonction f est concave
entre -3 et -1 et convexe sinon.

Tracer le graphe de f.
La fonction est strictement croissante. On a une tangente horizontale au point (-1, 2/e)
et ’axe Ox est une asymptote horizontale & —co

0
Calculer: [ = '[ f(x)dx
-1

0
1= j).(x2 +1)e" dx = [(x2 +l)e)‘](j1 —2j.xe" dx = (1—2/e)—2[xex] +2J0.e" dx
-1 el ]

-1

Et I=(1-2/e)-2(-1+2/e)=3—6/e

Pour quelle valeur du paramétre « a-t-on J. f(x)dx=2e-37?
0

Une primitive de fest F(x) = (x> +1)e* —2(xe* —e*) = (x* —2x +3)e"
Il faut donc F(a)—-F(0)=F(a)—3=2e—-3,soit o =1

On considére la fonction numérique g d’une variable réelle définie par:
g(x)=(x* +1)*e*ou k est un nombre réel strictement supérieur a 1. Etudier ses

variations.
Remarquons que la fonction f correspond a la fonction g pour A~=1. On a :

Cette dérivée s’annule pour (1+2kx+x°)=0

Et on obtient deux racines — k ++/k> —1
La fonction est décroissante entre ces deux racines et croissante a I’extérieur.
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6. Etudier la convexité de g pour k=1/2.
Onobtient: g (x) = (x> +1) 7% (x* +2x° +2x> +2x+2)
Le signe de cette expression est donc celui de z = (x* +2x° +2x7 +2x +2)
Et sa dérivée z = (x +1)(2x° +x +2)
Elle s’annule en -1, z est égal a 1 pour cette valeur et reste toujours positive, donc la
fonction est convexe.

Exercice n° 2 I

L . e . 1
On considére la suite (u,) définie, pour n entier naturel, par: u,=1 et u,,, =1+—
u

n

1. Tracer le graphe de la fonction f'définie pour x >1 par: f(x)=1+ 1
X

. , , \ " 1 . . y .
Sa dérivée est ¢gale a f (x) = ——; et la fonction est donc strictement décroissante de
X

1+\/§

2

[1,+ oo[ sur [2,1[ . Le graphe de f'coupe la premicre bissectrice en x =

2. FEtudier la convergence de la suite (u,) .

On vérifie par récurrence que u, > 1pour n>1. L’examen du graphe de f nous conduit

_1+\/§

La suite (u,,)est croissante et majorée par [= 5

La suite (u,,,,) vérifie la méme relation, elle est décroissante et minorée par /.

a considérer la suite des termes de rang pair et celle de rang impair. On a :
1+ 2u,, ,

u2n

l+u,,,

Les deux suites sont convergentes vers /, et donc aussi (u,) .

3. Calculer Lim j @dt
1

X+

Lim I&dtz Lim J-(l+i)dt: Lim Lnt—l = Lim (Lnx—l+1):+oo
't A t ], X

X—>+0 X—>+0 X—>+0 X —>+00

4. Soit ,(x)= I@di . Pour quelles valeurs de «, /,(x) admet une limite finie quand
t
1

X—>+ 0.

+00
. 1 . . .
On sait que : J-—aa’t est convergente si et seulement si & > 1, donc il faut o > 1.
¢
1
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Exercice n° 3 I

Soit f la fonction définie sur I’ensemble des nombres réels non nuls par :
f(x)=x"sin (l)
X

1.Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On note encore f cette fonction

prolongée. On a : | f (x)| < x”et f{x) tend vers zéro quand x tend vers zéro. D’ou £{0)=0.

2.Etudier la dérivabilité de f'sur R , ainsi que la continuité de sa fonction dérivée.
Ona: f (x)=2xsin (l) —~ cos(l) six estnonnul et £ (0)=0.La limite de
X x

f (x)n’existe pas quand x tend vers zéro, donc fn’est pas de classe C'

3.Résoudre, dans R, I’équation : f(x)=0.On trouve x =00u x = kL(ke 7).
V4

Exercice n° 4 I

Soit fune fonction numérique d’une variable réelles définie par :

f)=>0-k) x> +(1+k)x’,

ou k est un parametre réel.
Pour quelles valeurs de £, 1’origine est-elle un extremum local pour f?

Ona: f (x)=2(1-k) ’x+3(1+k)x’et f (x)=2(1-k)’ +6(1+k)x , puis
£ (0)=0et £ (0)=2(1-k)>.Si k#1, alors 0 est extremum local. Si k=1,

alors f(x) =2x’et 0 n’est pas un extremum local.

Exercice n° S5 I

Soient fet g deux applications numériques définies sur R™", ou fest convexe et g affine.
On suppose que :

(HVx>0, f(x)<g(x)
Q) f1)=g®

Comparer fet g.
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On suppose que f# g, alors 3y>0,y =1, f(v)#g(y)etméme f(y)<g(y).

Comme g est affine, g(y)=ay+b et fétant convexe, pour a compris entre zéro et 1, on a :

flay+1-a)) <af (y)+(1-a)f() <ag(y)+(1-a)a+b)

etpour a =0, f(1)=g(l)=a+b<a+b,d ou la contradiction, donc f=g .

Exercice n° 6 I

1

I ﬁdx 2 + 2 par changement de variable ou intégration par parties ( on
o (1+x

peut écrire au numérateur : 1= (1+x>)—x7).

2

8 7 : ) .
'[ x* Log xdx = §Ln2 ) par intégration par parties
1

1

1 T . . . . .
I2—dx = ——= par décomposition canonique du dénominateur en posant
S xT+4x+7 6\/5
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