CONCOURS DELEVE INGENIEUR DES TRAVAUX STATISTIQUES

VOIE A
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EXERCICE n° 1

[J La dérivée de 1 est 1 (X)=—-1- >0. La fonction 7 est donc

x? -1

décroissante de -1 & +. La dérivée de ¢ est ¢ (x) =—1+

X et la fonction ¢ est
VxZ -1

croissante de -1 a 0.

[J La fonction ¢ étant croissante, on a 1,0l et comme 7 est
décroissante, J,,, 0J,.

[J La résolution de 'inéquation x* +2kx+1>0, montre que le domaine de
définition de f, est I, 0J,. On en déduit que le domaine de définition de f est | ,OJ,

O Lim(f, () - X2 + =)=k et Limf(x):@
X - t+oo n X - +00

EXERCICE n° 2

0 Le domaine de définition de f est l'ntervalle [2,+ oof

2 si 2sx<3

O On trouve fz(x)=2((x—1)+|x—:{) et f(x)={2\/;_2 s %23
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[] Les coulpes d’entiers naturels qui vérifient y = f (x) sont (2,2) et (3,2)

[J Comme la fonction f est strictement croissante sur [3,+oo[, elle est
bijective sur cet intervalle. La fonction réciproque g™ est dérivable et sa dérivée est
L R av 1 _ . N
égale a: (g™ :T' Le graphe de g™ est le symétrique du graphe de g par rapport a

X2

la premiére bissectrice. On obtient g™(x) = Z+2

PROBLEME

- : . : 2X
[] Les tableaux de variation des fonctions x-sinx et sinx——- permettent
m

de vérifier la premiere inégalité. Il en est de méme pour la deuxieme.

[l Le domaine de définition de g est 'ensemble des nombres réels non

1 ). La fonction g est strictement
In® 7

entiers. La dérivée de g est g (x)=2(1+
S

monotone sur chaque intervalle de la forme ]n,n+][. Il existe donc une unique solution

de I'équation g(x) = 0sur chacun de ces intervalles.

Soit B, =a,—-n, on a : 9(B,.)=-2(n+1)<g(B,) et comme g est strictement

croissante, S, <pB,. On vérifie aisément que 0<,8n<§. La suite (B,) est

décroissante minorée, donc elle converge vers une limite | .

Supposons que la limite |. On a g(n+,8n)22(n+1)+2,8n—% et cette derniere

n

expression est négative (car g(a,) <0). On en déduit une impossibilité par passage a la
limite, donc | =0.

71SinXx

[0 La dérivée de f est égale a f (x)= g(x). Si n est pair, la

fonction f est décroissante sur [n,a,] et croissante sur [a,,n+1]. Pour n impair, la
variation est en sens contraire.
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En étudiant les variations de la fonction ¢ (x) = f(X) +§x, on vérifie I'inégalité proposeée.

Le graphe de la fonction f est compris entre les droites y = %x+% ety= —%x—%

n+l/2 n_n+l/2 . 1 n+l/2
v, = Jh(x)dxzz I(2x+1)5|nmdx—§ Icosm dx
n+l/ 4 n+l/ 4 n+l/4
On calcule alors chacune des deux intégrales précédentes

La premiére se calcule par intégration par parties et on obtient : %(Zn +g)(—1)n g

La deuxiéme se calcule de la méme fagon pour obtenir :

I
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2

On obtient alors le résultat demandé.



