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Exercice n° 1 I Docs 2 portée de main

1.

A

10.

—2sinxcosx (1—x%)cos’x
1+x° (1+x°)?

La dérivée de la fonction f est égale a: f'(x)=

1 1 X
I ! - dle—je—xdle—Ln(H—e), en posant u =e*
o 1+e y 1 +e 2

Une primitive de 3% est 3V1+x’

N1+ x?

Par soustraction des deux lignes, on obtient y=Ln2, puis x=3Ln2 :

x> +4x+1

(x+2)°

lintervalle |-2,+[et on vérifie que la fonction admet un minimum en ce point,

a savoir f(-2++3)=23-3

On obtient f'(x)= . Cette dérivée s’annule pour x=-2++/3 sur

2

L’ensemble des solutions de l'inéquation al _12 <0 est J~OO,—\/EJU Jl x/EJ

X —

L’équation de la droite est y =2x -3

-x/2

Lim(1+x—-e™")=—w (la convergence de I'exponentielle est plus rapide

X—>—00

que celle de x).

La moyenne de la classe est : 12x§+10,2x% =114

mz;:um zl(L_L):Liml(Hl_l_ 1
n—>+om0 4= (k_l)(k+l) n—>+0 4= 2 k-1 k+1 n—>+o ) 2 n n+l

3
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Exercice n° 2 I

Soit f la fonction numérique définie par : f(x):lL||
+

1.0na LimM=l=f(0), donc f est dérivable en 0.
X

x—0

2. La fonction 1 est impaire et son graphe est donc symétrique par rapport a

I'origine. Sa dérivée est 1 '(x) :ﬁsur R"et f est donc strictement croissante
+Xx

de R sur [0,1[ ; Son graphe admet la droite d’équation y =1 comme asymptote

horizontale (et y=-1, comme f estimpaire).

3. jf(x)dx:ja—L)dx:l—an et jf(x)dx:O (car f estimpaire)
0 0 1+x ’

s Fomesoutra.con

Exercice n®° 3 I ca soalra 2
Docs a portée de main

\ 1 . .
1. f(x)=——=———=>0 et f est strictement croissante de |-1,+o| sur R",
NN Tt i

avec une branche parabolique dans la direction oy .

h A2 L] A2
2. _jlf(x)dx_ﬁ{g(ux) L_T'

3. Pour tout n, u,>0 et on vérifie par récurrence (comme f est
croissante) ; que u, <1 et u,,, —u, > 0. La suite est donc croissante et majorée par 1,
donc elle converge vers une limite / solution de I'équation : /= f(/),d'ou [/ =1.

Exercice n° 4 I

—2x" +2x—1
x2(x=1)°
La fonction f est donc strictement décroissante de [0,1] dans R.

1. On a f(x)= Le numérateur est toujours négatif.

2. Le graphe de f est symétrique par rapport au point 4(1/2,0), en effet si

on pose X =x-1/2, on obtient /7(X):22—X/4qui est impaire.
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3. Une primitive de 1 sur [0,1] est F(x)=Lnx(1-x) .

4. L’aire comprise entre I'axe ox, le graphe de f et les droites d’équation
le et ng est égale a: —Lnl(l—l)+an(l—%):Ln2.
2 3 20 2 3 3 8

5. On obtient G(x) = -

+k et avec G(l):6, k=2.
x(x—1 2

s Fomesoutracon
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Exercice n° 5 I Docs a portée de main

1. Pour xe[0,n/2],f (x)=x""(nsinx+xcosx)etf est du signe de

z, =nsinx+xcosx zn':xcosx(n—ﬂ—tg(x)) et z est du signe de (n—ﬂ—tg(x)).
x X

D’aprés les graphes de ces deux fonctions : ntl et 7g(x), il existe une unique valeur
X

+1

x,€0,7/2[ telle que =1g(x,). Les fonctions z, sont donc croissantes de
0

[0,x, ] et décroissantes sur [x,,z/2], mais elles sont toujours positives.

Les fonctions f, sont donc croissantes de [0,7/2] sur [0,(7[/2)"].

/2 /2
2. trouve [, = jsinx de=1et] = '[xsinx dx=1.
0 0
n/2

I,= Ifn (x) dx:[— x" cosx]g/2 - T nx"! cosxabc:r{[x”1 sin x]g/2 — T(n —~1x"? sinxdx}
0 0 0

n—1
dou I, :n(%J -n(n=1)1,,

3. Onobtient u, (x)=(1+x+x>+..+x"")sinx

Pour x =1, u, (1) = nsinl et cette suite tend vers +o

Pour x#1, u,(x) = (11_x

)sin x .
. sin x
Pour |x<1, la suite u, (x) converge vers u(x) = 1

Pour |x>1, la suite u, (x)est divergente.

(1-x)cosx +sinx
(1-x)°

du signe du numérateur et positive. La fonction u(x) est croissante sur cet intervalle

avec une asymptote verticale en x=1 (on pouvait plus rapidement remarquer que
sinx est croissant sur l'intervalle |- 1,1] et le dénominateur décroissant).

On étudie u(x) pour |x|<1. Sa dérivée est: u'(x)= qui est

3
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Exercice n° 6 I

Soit
xX"0-x0" 13 L ;
f(x)——n! —Eéckx ,ol ¢, eZ
1. On vérifie aisément que 0<x(1-x)<1/4 pour tout xe 0,1, dou
1 1 . o
0< f(x)< o < s La second assertion est triviale. s Fomesou Com

ca Sealroa .
Docs a portée de main

L N 1 2n
2. La dérivée m—iéme est f("’)(x):—'

D e k(k=1)..(k—m+Dx*" si m<n,

s k=n

|
dou £ (0)=0 si m<n ou m>2n, f('")(O):ﬂ"cmSi n<m<2n.
n:

Dans les deux cas, "’ (0)est un entier relatif. Il suffit de dériver m fois
égalité f(1-x)= f(x)

pour obtenir(=1)" " (1-x) = f"(x), d’ou £ (1)=(=1)" " (0) qui est un entier relatif.
3. On suppose que =’ :% avec (a,b) e N*. Soit
G =" 3 (D! 7 ()
pan
a) G(0) :i(—l)kbka"’k Fe00)= b"i(—l)knz”’”‘ £ (0) est un entier
relatif puisque les f(z")k(:(;) le sont. Le raisonnemk:nt est identique pour G(1).

b) di(G'(x) sin 7 — 77 G(x)cos x) =G (x)sin zx + 7> G(x)sin = 7> Asin zox
X
ou

A(.X) — %G" (X)+G(X) — bni(_l)ann—Zk—Zf(NHD (X)-‘r-bn i(_l)kn2n—2kf(2k)(x)

A(x) — bn Z(_l)k Tc2n—2(k+1)f(2(k+1)) (x)+bn Z(_l)k Tc2n—2kf(2k) (x)
k=0 k=0

n+l1

A(X) — bn Z(_l)u—l 7_CZVI—ZuJ(*(Zu) (.X')‘f‘bn (_l)k nZn—Zkf(Zk) (x)
u=l k=0

A(x)=b"(-1)"n PP (x)+b "1 f(x)=b" (%j" f(x)=a"f(x),dou

I'égalité demandée.
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c) On en déduit que
1 1

1= 7rJ-a" sinmxx f(x)dx = {lG'(x) sin zx — G(x) cos m} =G(0)+ G(1) et I sera un entier
0 T 0

relatif.

d) L’encadrement obtenu a la premiére question pour x e ]0,1[ implique

0<1<2a , de sorte que 0<I/<
n! n!

puisque 7/ est un entier relatif. Ainsi, 'hypothése de départ, que n° est rationnel,
est fausse. De méme m n’est pas rationnel sinon n* le serait.

<lpour n assez grand. Ceci est absurde

Exercice n° 7 I p> m?-,!'! S.Lom
Docs a portée de main

Ona:

0D _PMANPY) _ R, (NPMPY) _ B, (NPY) _ (=B, (V)PY)
P,(M) P(MAV)P(V) B,(V)P(M)P(V) P,V)PV) P, (V)1-P())

(1-0,008)x025 _ .

Pour le vaccin A: A= ~4],
0,008 x (1-0,25)

(1-0,006)x 0,2

~41,42
0,006 (1—0,2)

Pourle vaccin B : A=

Les deux vaccins ont quasiment la méme efficacité, mais l'effectif de la
population est trop faible pour en tirer des conclusions plus précises.
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