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Les exercices et le probléme sont indépendants.
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Exercice 1 Docs a portée de main

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. L(E) est I’ensemble des applications linéaires de
FE dans E. E* 'ensemble des applications linéaires de FE dans R.

Préliminaire : Soit f dans L(E). Montrer que si (z, f(x)) sont liés pour tout = € E, alors f
est une homothétie (Théoréme de Schur).

Aide : on montrera d’abord que f est une homothétie sur des droites, puis sur tout systéme
libre.

a) On suppose désormais que E = M,, ,,(K) est I'espace vectoriel des matrices de taille n sur le
corps K. GL, (K) est ’ensemble des matrices inversibles. Quelle est la dimension de E'? Donner une
base de E. Monter que, si C' est une matrice qui commute avec toute matrice A de M, ,, (K), alors
C est une homothétie.

b) Montrer que ’application ¢race :

tr: M, ,(K)—R
A= (i) 1<i<n — tr(A) =Y ai
1Zj<n —

est une application linéaire de E* et rappeler pourquoi
tr(AB) =tr(BA).
¢) Montrer que ’application
¢: F— E*
A — da,

ol ¢4 (B) =tr(AM), est une isométrie de E' dans E*.
Aide : on montrera que cette application est linéaire et bijective.
d) Déterminer l’ensemble des fonctions linéaires ¢ : E — R telles que

P(AB) = ¢ (BA).
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Exercice 2

X

1" ) , pour a € R. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de
n

cette matrice. Cette matrice est-elle diagonalisable dans M, ,,(C)? inversible?
b) Déterminer dans C, lim,,_, (1 + ia/n)", pour tout a € R.
¢) En déduire lim,, o, (M}}).

a) Soit M,, = < _i
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Probléme e soaira L
Docs a portée de main

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, de base (e, ..., €, ), muni du produit scalaire

<z y>=) T

i=1

lorsque © = >0 xie;, Y= D1 i€
Un endomorphisme autoadjoint de F est une application V de L(F) telle que

V=Vv"

On rappelle que tout endomorphisme autoadjoint est diagonalisable. On note A(F) ’ensemble des
endomorphismes autoadjoints.

Premiére partie

Si U et V sont dans A(FE), on introduit la relation
U=V,

si et seulement si
V — U est semi-définie positive,

c’est-a-dire, pour tout x dans F
<z,(V-U)x>>0.

a) La relation < est-elle une relation d’ordre sur A(F)? d’ordre total?
b) Montrer que, pour tout B € L(E),

U<V = BUB" X BVB".

c) Montrer que, pour V. € A(FE), 0 X V si et seulement si toutes les valeurs propres de V sont
positives.

d) Soit V' € A(E) tel que 0 < V, montrer qu’il existe C' € A(FE), 0 < C telleque V = C2%. C est
appelé racine carrée positive de V.

e) Montrer que les sous-espaces propres de V et ceux de C, une racine carrée positive, sont
identiques. En déduire 1'unicité de la racine carrée positive de tout endomorphisme autoadjoint,
notée désormais V'/2.

f) Montrer que V inversible <= V12 inversible et que

(V1/2)—1 _ (V—1)1/2



Deuxiéme partie

Pour tout V € A(FE), on appelle spectre de V', le n-uplet des valeurs propres ordonnées de V,
que 'on note

Sp(V) = (/\17>\2a---7>\n)7
A > A > 0> Ay

Pour U et V dans A(F), on pose

Le but de cette partie est de comparer cette relation d’ordre sur les valeurs propres avec la relation
d’ordre U X V.

a) Soient (u1,...u,) des vecteurs propres orthogonaux associés a (Ai;, Ai, ..., Aj, ), une sélection
ordonnées de valeurs propres, A;; > Aj, > ... > A;,. On note F, = vect(uq, ...up), Uespace vectoriel
engendré par (ui,...up). Déterminer

<z, Vz >
M,= sup ————
ze€F\{0} <, T >

et
. <z,Vx >
m, = inf ———.
zeFp\{0} < ZX,T >
b) Soient V et U dans A(E) tels que U < V. Soit F,/ ., I'espace vectoriel engendré par
les n — p + 1 vecteurs propres associés aux n — p + 1 plus petites valeurs propres de V, et soit
Fg P’espace vectoriel engendré par les p vecteurs propres associés aux p plus grandes valeurs

propres de U. Déterminer

<xz,Vzx>
My, = sup —_—
zeFTY*p«Fl\{O} <zT>
et
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m — ln —_ = 7 e SPaCr
Up — seFU\{0} < T,T > ’ Docs a portée de main

¢) Déduire de ce qui précede que

U=V = spU) <spV).

<zg.Vap>

. v , v U
Aide : on montrera qu’il existe un point xg # 0 € F_ 1N E, et on comparera alors p—

Myp, muy,p.
d) Vérifier que la réciproque est fausse pour n = 2 en prenant

(10 (12 1/2
U_<O 0>’V_<1/2 1/2)'
Donner un contre-exemple dans le cas général ot n > 2.

e) Montrer que sp(V) > sp(U) si et seulement si il existe un endomorphisme orthogonal A tel que

V = AUA".





