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CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS voie B Option Mathématiques 

CORRIGE DE LA 2ème COMPOSITION DE MATHEMATIQUES 

Exercice n° 1 

On considère la suite 0)( nnu de nombres réels définie par la relation de récurrence : 

4
)(

2

2

1
nn

n
uuu  et 10 0  u

1. Etudier la convergence de cette suite )( nu  et donner sa limite (si elle est convergente). 
On vérifie par récurrence que 0nu , et que 1nu  ; 

De plus, 0)2(
41  n

n
nn uuuu . La suite est alors décroissante et minorée, donc elle 

converge. (On pouvait aussi calculer le rapport ).1/1  nn uu

Sa limite l est donc solution de l’équation : 
4
)(

2

2lll  qui admet 0 et 2 comme solution, 

mais comme la suite est strictement inférieure à 1, sa limite est zéro. 

2. On considère la suite 0)( nnv  de nombres réels définie par la relation de récurrence : 

4
)(

4
3 2

1
n

n
vv  et 21 0  v

Etudier la convergence de cette suite )( nv  et donner sa limite (si elle est convergente). 
On montre par récurrence que cette suite est majorée par 2. 

On a : 0)3)(1(
4
1

1  nnnn vvvv , car )( nv  est entre 1 et 2. 

La suite étant strictement décroissante et minorée, elle converge vers une limite l , solution de 

l’équation : 
4
)(

4
3 2ll  , soit l=1 ou 3, mais comme la suite est bornée entre 1 et 2, sa limite 

est égale à 1. 

On peut aussi poser )1(  nn vu  et on se retrouve dans la situation de la première question. 
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Exercice n° 2 

Soit l’application linéaire f définie sur 4R et à valeurs dans 3R  par : 

),,(),,,( tzyxtzyxtzyxf 

1. Déterminer une base du noyau de f. 
Il suffit de résoudre le système : )0,0,0(),,(  tzyxtzyx , soit x=-y et z=-t. 
Les vecteurs )0,0,1,1(  et )1,1,0,0(  constituent une base du noyau. 

2. Déterminer une base de l’image de f, notée Im(f). 
Comme )Im()(44 fDimfKerDimRDim  . La dimension de l’image est égale à 2 et 
donc engendrée par deux vecteurs indépendants. Par exemple )1,0,1()0,0,0,1( f et 

)1,1,0()0,1,0,0( f . On peut aussi écrire : 
)1,1,0)(()1,0,1()(),,( tzyxtzyxtzyx 

3. En identifiant 3R  à  04 R , quel est l’orthogonal de l’image de f dans 4R  ? 
Il faut trouver deux vecteurs orthogonaux à )0,1,0,1( et )0,1,1,0( et indépendants entre eux. 
Par exemple (en utilisant le produit scalaire) : )0,1,1,1(  et ).1,1,1,1(   L’orthogonal de f est 
engendré par ces deux vecteurs. 

4. Ecrire la matrice A de la projection orthogonale sur Im(f) dans une base formée dans la 
réunion d’une base de Im(f) et de son orthogonal. 
La matrice s’écrit : 
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Remarquons que cette matrice est diagonale. 

5. Ecrire la matrice M de la projection orthogonale sur Im(f) dans la base canonique de 4R . 
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P  et sa matrice inverse 
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Et enfin 
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3
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Exercice n° 3 

Soit f  l’application définie sur l’ensemble des nombres réels (désigné par R ) par :  














0)0(

01)exp()(
2

f

xsi
x
xxf

1. Montrer que f  est impaire et continue. 

On vérifie  que )()( xfxf   et 0)0()(
0




fxfLim
x

2. Montrer que 'f  garde un signe constant sur R . On pourra étudier la fonction u  qui, 
à tout t  réel positif, associe : 1)exp()12()(  tttu . 
En déduire l’existence d’une application réciproque de f , impaire. 

Vérifions que f  est dérivable à l’origine : 11)0()(
200

2







 x
eLim

x
fxfLim

x

xx
. Pour 0x , 

2

2

2

2
' )(1)12()(

2

x
xu

x
xexf

x



 . 

Puis )exp()12()(' tttu  , donc 0)( tu sur *R . 
La fonction f  est strictement croissante et continue sur R , elle est donc bijective et admet 
une fonction réciproque également impaire. 

3. Justifier l’existence d’un développement limité de f  en 0 à tout ordre n . 

)(
!
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22222 n
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x xo
n

xxxe 
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!
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n
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x
e

Pour 0x , on a : )(
!

...
!2

)( 12
123

xx
n

xxxxf n
n




  avec 0)(
0




xLim
x

 . On prolonge 

  en 0 par 0)0( 

4. Ecrire un développement limité de f  en 0 à l’ordre 5, donner également un développement 

limité de 1f  en 0 à l’ordre 5. 

)(
62

)( 5
53

xoxxxxf 
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Pour 1f , il suffit de résoudre le système linéaire obtenu en écrivant : 

)()( 55
5

3
31

1 xoxaxaxaxf   et 

xxoxaxxaxxxaxxfof  )()
2

3()
62

()( 55
5

5
3

3
53

1
1

d’où le système : 
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On obtient : )(
12
7

2
1)( 5531 xoxxxxf 

Exercice n° 4 

Pour tout nombre réel x, on désigne par )(xE sa partie entière, soit le plus grand entier 
inférieur ou égal à x. 

1. Etudier la continuité de la fonction f définie sur *R (ensemble des nombres réels 

strictement positifs) par : 
x
xExf )()( 

Si 1 nxn , alors 
x
nxf )(  et f est continue. 

Si nx  , alors 1)( xf  et 111)( 






  n

n
x

nLimxfLim
nxnx

, et f  n’est pas continue. 

En conclusion f est continue sur NR * . 

2. On considère la suite 1)( nnu définie par :
n
nEun

)(
 , étudier la convergence de cette 

suite et donner sa limite (si elle existe). 

On a : 1)()(  nEnnE  et nnEn  )(1 . Puis en divisant par la racine, on 

obtient : 1)(11 
n
nE

n
, puis quand n tend vers l’infini, 1)(


n
nEun
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Exercice n° 5 

1. Etudier les variations de tracer le graphe de la fonction numérique sh d’une variable réelle 

définie par : 
2

)(
xx eexsh




Cette fonction est impaire, strictement croissante et convexe sur l’ensemble des réels positifs. 
Elle admet une branche parabolique dans la direction Oy. Sa dérivée est égale à : 

2
)(

xx eexch


  et 0)0( sh . 

2. Soit ))(1()( xshLnxf  , où Ln désigne le logarithme népérien. Donner un développement 
limité de f d’ordre 3 au voisinage de zéro. 

On a : )(
6

1
2

1)(1 3
3

xoxxeexsh
xx







et )(
32

)1( 3
32

XoXXXXLn 

En remplaçant, on obtient : )(
22

)( 3
32

xoxxxxf 

3. Calculer 


1

1

)( dxxf

Comme la fonction est impaire, cette intégrale est nulle. 

4. Soit
x

xfxg
sin

)()(  , donner un développement limité de g d’ordre 2 au voisinage de zéro. 

On a : )(
6

sin 3
3

xoxxx  et en faisant la division euclidienne, on obtient : 

)(
3
2

2
1)( 22 xoxxxg 

5. Etudier le prolongement par continuité de g à l’origine. Cette fonction est-elle dérivable à 
l’origine ? 

D’après ce qui précède, 1)(
0




xgLim
x

, donc g est prolongeable en zéro en posant g(0)=1. 

Cherchons la limite en zéro de 2/12/)0()(






x
x

x
gxg , g est donc dérivable en zéro et 

sa dérivée est égale à -1/2 
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Exercice n° 6 

Soit  


1

0 1
dx

x
xI

n

n  , où n est un entier naturel. 

1. Déterminer la limite de nI  quand n tend vers l’infini. 

On a : 0
1

1
1

0
1

0

1

0







  n
dxxdx

x
xI n

n

n et la suite converge vers zéro. 

2. Calculer 1 nn II  en fonction de n. 

1
1

1

1

0

1

0
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1 





 

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x
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3. Calculer 






n

k

k

n k
Lim

1

1)1(

On a : 
x

x
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n

n
n

n
n

k
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
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





 



 1

)1(
1

1
1

)(1)...(1)1( 112
1

0

Puis en intégrant entre 0 et 1 : 
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
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n
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n
n
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



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














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1
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1

0

1
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1

0

)1(
1

)1()1()1(

Par conséquent 2)1(2)1( 1

1

1

LnILn
k n

n
n

k

k


 







4. Soit  


1

0
21

dx
x

xJ
n

n . Déterminer la limite de nJ  quand n tend vers l’infini. 

Le raisonnement est analogue à celui de la première question. On a : 

0
1

1
1

0
1

0

1

0
2 





  n

dxxdx
x

xJ n
n

n et la suite converge vers zéro. 
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5. Calculer nJ  en fonction de  n. 

La démarche est analogue à celle de la deuxième question. 

1
1

1

1

0

1

0
2

2

2 





 


 n
dxxdx

x
xxJJ n

nn

nn , puis  
41

1 1
0

1

0
20





  xArctgdx

x
J  et 

  2
1

1

0

1

0
21 LnxLndx

x
xJ 


 

Par récurrence, on obtient, 

Pour n pair : 
4

)1(....
32

1
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1
2

n
n nn

J 





  et 

Pour n impair : 2)1(....
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n 
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
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